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1. Introduccién

A lo largo de este trabajo se va a proceder a la modelizacién del mimero de siniestros de
una cartera real para después pasar al estudio del Sistema Bonus-Malus (SBM) implantado
en la misma. En el epigrafe 2 se expone el modelo tedrico que se ajustars. En 3 se exponen
con detalle los pasos seguidos para realizar el ajuste del modelo. En 4 se discretiza la densidad
de estructura obteniéndose la distribucién que al cabo serd utilizada a lo largo del an4lisis
del sistema bonus-malus. Finalmente en 5 se procede a analizar el SBM.

Los datos utilizados corresponden al nimere de siniestros por pdliza de una cartera de

responsabilidad civil autos durante el afio 2001.Se resumen en la tabla 1 en donde
N} = Numero de polizas que Lhan permanecido ¢ meses en la cartera y han tenido k siniestros

Dada la naturaleza de nuestro estudio, se trata de ajustar una distribucién de Poisson
ponderada que dé cuenta de la estructura de este conjunto de riesgos. Para ello se intenté
el ajuste de sucesivos modelos de este tipo, tomando sucesivamente como distribucién del
pardmetro de Poisson A una gamma, una inverse gaussienae o también probando con dis-
tribuciones de tipo discreto. Finalmente el tinico modelo que ofrecié un ajuste aceptable (y
excepcionalmente bueno) es el de Poisson ponderado por una distribucién que depende a su
vez de una distribucion estable.

Son conocidos los problemas que plantean las distribuciones de probabilidad estables,
consistente en que en la mayorfa de los casos no se dispone de una férmula explicita y
cerrada de la funcién de distribucién o de su densidad, aunque sf de su transformada (por
ejemplo de la funcién caracterfstica). Esto plantea serios inconvenientes en el momento de
calcular probabilidades asociadas a un modelo de este tipo, ya que para llevarlo a cabo habrs

1



que proceder a antitransformar y a calcular numéricamente las integrales pertinentes. Estos

problemas serdn superados con la ayuda de lo expuesto en los epigrafes 2.1 y 2.3.



2. El modelo tedrico.

Son numerosos los trabajos que tratan acerca de temas relacionados con las distribuciones
estables. A lo largo de este trabajo tomamos como referencias basicas a Zolotarev (1986),
y Nolan (1999 y 1997). En este tltimo se demuestran las expresiones integrales (antitrans-
formadas) que permiten calcular valores de las densidades o distribuciones estables, y que
seran utilizadas a lo largo de este trabajo.

También existen numerosas referencias en donde se estudian aplicaciones de las distribu-
ciones estables a la modelizacién del riesgo en seguros, tanto para el nimero de siniestros
como para la cuantfa de estos. Puesto que en este trabajo nos dedicamos a la modelizacién
del nimero de siniestros, mencionaremos principalmente a Thyrion (1960), Hougaard (1986),

Klugman, Panjer y Willmot (1998).

2.1. Distribuciones estables.

Consideremos una sucesién de sumas de v.a. independientes e idénticamente distribuidas

y normalizadas
Zp= X1+ +Xa)B'—An, n=12,...,B,>0, A, €R (1)

Se sabe cual es el comportamiento en el limite de las distribuciones F,, asociadas a las Z,
gracias al Teorema Central del Lémite que establece la convergencia en distribucién hacia
una normal. Las distribuciones estables constituyen una generalizacién de esta propiedad

asintética ya que vienen a ser todas aquellas que pueden ser lfmite en el anterior esquema

(1):



Definicién 1 Un funcidn de distribucion G se dice estable si puede aparecer en (1) como:

lim F, =4 G.

n—oo

Adems4s se puede demostrar que toda distribucidn estable es infinitamente divisible (Zolotarev
(1986) p. 3-4), propiedad esta que nos serd muy ttil a la hora de razonar en términos de
equivalencia de distribuciones de Poisson ponderadas o compuestas.

Histéricamente, las distribuciones estables se empezaron a estudiar como una general-

izacion de la distribucién normal. La funcién caracterfstica de esta tltima es

t2
exp {——2-}

y se querifa averigilar si generalizando la anterior expresién de la siguiente forma

exp{—p[t|°}, (2)

estas también se correspondfan con funciones de densidad. Para valores distintos de o €
(0,2], p > 0, la antitransformada correspondiente no es un funcion de densidad. La difi-
cultad principal en el manejo de las distribuciones estables consistia en que las densidades
asociadas a las funciones caracteristicas (2) no se podian expresar en forma explicita. Excep-
ciones a esta reglason loscasosa =1y a=2, corresﬁondienta a las distribuciones Cauchy
y normal respectivamente.

Desde una perspectiva actual, la familia completa de las distribuciones estables admite
varias parametrizaciones, utilizdndose una u otra dependiendo del tipo de propiedades a
estudiar, con la facilidad de uso como criterio de seleccién de una o de otra. En nuestro caso,
y teniendo en cuenta que necesitamos calcular valores de ciertas densidades estables medi-

ante cdlculo numérico, utilizaremos una variacién de la parametrizacién (M) de Zolotarev
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(Zolotarev (1986) p. 10-11, Nolan (1997)), también conocida bajo el nombre de parame-
trizacion S{a, 53,7, 8;0) (Nolan (1999)). En esta parametrizacién, 4, v son los pardmetros de
localizacién y escala respectivamente, mientras que 3 € [—1, 1]es el pardmetro que describe
la asimetria de la distribucién, estando los casos extremos representados por los valores
B = —1,8 = 1. Sin embargo se debe ser prudente en la interpretacién de estos, ya que
ambos no coinciden con la interpretacién habitual, es decir, no se corresponden con la media
y la desviacién tipica de la distribucién.

Diremos que la v.a. A ~ 8{¢, 3,7, 8;0) si su funcién caracterfstica se puede expresar de

la siguiente forma:

exp {—7* [t|* [1 + iB(sign t) (tan Z2) (' |t — )] +idt}, a#1

E {eitA} _
exp {~v[t| [1+iB(sign t)2 (log|t| + log7)] +i6t}, =1
(3)
El soporte de la distribucién estable es entonces
[6 — ytan 52, c0), a<l,f=1
SOPf(A;a,/B,V,J):? (—00,8 +7tanT8], a<1,8=-1 (4)
{~00, +00), resto

Las identidades que utilizaremos para calcular valores de la densidad f(A;«,3) son las
deducidas en Nolan (1997), teorema 1 p.3, que son vélidas para una v.a. A tipificada segiin
los pardmetros de escala () y localizacién (4), es decir, para la cual se tome v = 1,6 = 0.
A continuacién detallamos dichas identidades. En primer lugar necesitamos establecer las

siguientes identidades:
—ftanT, a#1
¢ =¢(a,b) = : (5)
0, a=1



larctan (Btan22), a#1

8o = bo(a, B) =
3 a=1
%(%——60), a<l
e, B) = < 0, a=1
1, a>1

.

(cos aBg)=-T ( cos )ﬂ_-l cnlofota=l)f) o

sin a(fp+6) cos

V(6;0,8) =
* %(%)exp{%(g+ﬁﬂ)tan6}, a=178+#0

Entonces si A es una v.a. con funcién caracterfstica (3) con v = 1,4 = 0, la densidad y

funcién de distribucién de A vienen dadas por las siguientes expresiones:
(a) Cuandoa# 1y X >,

r50,8) = 259 [ via pen (-0 -0 Vs p}e ©)

7la—1| B0

F(h\a,8) =ele,B) + w f_: exp {— (A =91 V(bia, 5)} dé

(b) Cuandoa#£1y =g,
T'(1+1)costy

)‘1 1 = 1
) == e
Y

(c) Cuando a =1,

fxa,B8) = f(=Xa,B)

6



(d) Cuando o =1,

AR f_%% V(6;1,8) exp {—e‘%V(G; l,ﬂ)} dé, B#0

fx1,8)=
1
r(1+kaj’ =0
y 4
L5 ep{-eBV(GL0) a0, 5>0
F(X1,8) =< 5+ Larctan A, B=0
1 - F(X 0, —B)

Valga como ejemplo la figura 1, en la que se representa graficamente la densidad estable
correspondiente al indice a = ,6638189181, pardmetros 8 = 1, tipificada (es decir con § =
0,7 = 1), y por lo tanto con soporte igual a [~ tan £, co). Para realizar los cdlculos de los

valores de la densidad, hemos utilizado la expresién integral (6).



2.2. Distribucién del nimero de siniestros.

Consideremos la v.a. A = pardmetro de Poisson de una pdliza perteneciente a la cartera
durante un intervalo de tiempo de exposicién considerado . La distribucién de Poisson pon-
derada que consideramos para la v.a. N es aquella cuya funcién de densidad de la v.a. A es

la siguiente:

w()) = e?/ae—"/“fa ( ):/a) ,AS>0 (7)
BAL pAY

en donde A\; > 0,4 > 0,a € (0,1), ¥y f, es una densidad estable de fndice a con funcién

generadora de probabilidad y funcién caracteristica respectivas:

Po(t) = E{t*} =E{eM6!} = ("1%67° t e R (8)

$a(t) = e teR

El significado de los parametros p, A, se aclarard mds adelante.

Como referencias dedicadas al estudio de propiedades generales de este modelo paramétri-
co (estimacién, interpretaciones, etcétera...) podemos mencionar a Tripathi , Gurland y
Bhalerao (1986), Willmot (1989), nuevamente a Klugman, Panjer y Willmot (1998), y tam-
bién a Panjér, Willmot (1992). En esta ultima se demuestra la equivalencia con el modelo
de Poisson compuesto con binomial negativa extendida y truncada.

Como ya hemos explicado, el manejo de esta densidad es complicado por depender de una
estable. Sin embargo resulta ser un modelo infinitamente divisible (Klugman 1998, p.260-62),
razén por la cual el modelo ponderado puede ser interpretado también como una distribu-
cidn de Poisson compuesta con una distribucion binomial negativa extendida y truncada
BNET(r,5), r € (-1,0),8 > 0 (Panjer, Willmot 1992). Esta iltima propiedad resulta
ser clave en el desarrollo de nuestro trabajo, ya que gracias a la equivalencia entre ambos

8



modelos podemos tomar uno u otro para llevar a cabo cada una de las tareas que debamos
realizar, adoptando siempre la representacién que simplifique nuestro trabajo. Asf por ejem-
plo, a la hora del ajuste del modelo el célculo de las probabilidades tedricas serd mds sencillo
si utilizamos la distribucién compuesta, ya que esto nos permitird el calculo mediante el
algoritmo de Panjer.

La equivalencia entre ambos modelos se establece comprobando que tienen idéntica trans-
formada. Creemos que merece la pena repasar los detalles de esta prueba ya que de esta
forma queda aclarada la relacién entre los pardmetros del modelo ponderado (e, p1, A1) y los
del compuesto (A, 7, 5) . Esta serd precisamente la reparametrizacién que utilizaremos para
pasar de un modelo a otro. Para ello partiremos de la transformada P,(z) de la v.a. A. Ast

pues,

PA(Z)

+o0 A1
./ Pz ):/a aA
0 1AL 1AL

+oo @
o _yMa Yo _,l/a
= / (247" fa(6)d8 = P (276" =
0
y teniendo en cuenta (8):

= eMexp {— L— log (z“"ilae”‘i/a)]a} =

= eMexp {— -—log (z"‘)‘i/a) —log (e_‘\i/a)]a} =

= e™exp {-— -—,u,\}/“ log(z) + )\}/“]a} =

= exp {)\1 — [)\i/a — u))/* log (z)] }
En resumen, la funcién generadora de probabilidad de la v.a. A es

Pp(z) = exp {A; (1 — [1 — plog (2)]*)} (9)



Par otro lado, es conocido que la transformada del nimero N de siniestros distribuido segin
una Poisson ponderada por una densidad u()) , se puede expresar
P(z) = E{"}=
+o0
= f e M1y N)dA =
0o .
= / (™) u(Aydr =
0
= Ej {e"l} =P, (e’_l) .

Por tanto podemos establecer la identidad entre ambas transformadas de la siguiente forma:

P(z) = Pple"™') = (10)
= exp{-\M(1-pG-1)"~1}="-

y reparametrizando de la siguiente forma:

s

a=—-r€(0,1)

p=03>0 (11)

— A
L A = (1+8)*—1

en donde A\, 7,3 (A > 0,r € (—1,0), 3 > 0} son los pardmetros de la distribucién P()) com-

puesta con BNET(r, 3}, resulta que:

A -r =
- ooy (G-I 0 -

- exp{,x(““’(j:g}:ﬂ‘)ﬁ‘”)_’ -1)}

Esta ultima expresién es la funcién generadora de probabilidad de una distribucién de
Poisson P()\} compuesta con una BN ET(r, 8). Desde nuestro punto de vista utilitario, el
paso clave que permnite pasar del modelo ponderado al compuesto es la reparametrizacién
(11).
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2.3. Cdélculo numérico de la densidad estable f,

Volviendo a la densidad f, con funcién caracterfstica dada por (8), nos preguntamos de
qué forma podemos aprovechar las expresiones (5) y (6) para calcular valores de esta funcién.

En primer lugar calcularemos cuales son los valores que corresponden para los pardmetros
3,7, 4. Para ello partiremos de la funcién caracterfstica (8) y la expresaremos al estilo de
(3). Llamando

z=—-it€C, teR

y recordando que el médulo de un mimero complejo es:

vz e C:|z| = /Re(z)? + Im(2)? = V2 = ||,

y también

t>0:2=—it=|z|e" 7 s
&z = |t| e—s:gn(t} gi

t<0:z=—it=|z|]e?"

Entonces se tiene que
Palt) = e < (12)
R (Ll &
etlmem @
_ e—|t‘“[cos(—sign(t)%)+isin(—sign(t)"'T")] _
= o [oos{ ) —ssione) sin( )]

e_coﬁ(%")|t|°[1—i sign(z) tan{ % )]

Siguiendo con nuestro objetivo de determinar los pardmetros j3, v, d, ahora vamos escribir la
anterior funcién caracterfstica en la forma (3). Fijandonos tnicamente en el exponente de
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dicha expresidn, este es (considerando el caso o # 1):

- [¢|* [1 +18(sign t) (tan Z;E) (Gl 1)] + 16t =

=~y |t [1 — if(sign t) tan %‘"] +it [5 — yBtan %"‘] (13)
Comparando (12) y (13) deducimos las siguientes identidades:
a _7T_O!. = 1/ 'rr_a)
¥ CO8 = 4 7 = cos ( 5 (14)
g =1
§ = cos e (E) sin?

De esta forma hemos determinado los tres pardmetros. Al observar que 6 # 0,7 # 1, nos
damos cuenta de que la distribucién f, no corresponde a una variable aleatoria ” tipificada”.
Serd por tanto necesario realizar un cambio de variable que haga efectiva esta tipificacién

y que permita aplicar la férmula de la densidad (6) para el célculo numérico. As{ pues

consideraremos:

= () (15)
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3. El Ajuste del modelo.

3.1. Ajuste de la distribucién del niimero de siniestros.

Vamos a contrastar la hipétesis de que el niimero de siniestros de la cartera est4 distribui-
do segiin el modelo descrito en (7) y (8). Para no distorsionar el analisis, se ha procedido
a distinguir las pélizas segin la exposicion temporal al riesgo (véase la tabla 1), de manera
que se probard el ajuste del modelo en doce casos, desde las pélizas expuestas durante un
mes a las expuestas durante doce meses.

En los doce casos se ha procedido de idéntica forma que describimos a continuacién. En
primer lugar se considera el modelo compuesto equivalente P{A) — BNET(r, 3) y se procede
a la estimacién de estos tres pardmetros por el método de los momentos. A continuacién se
calculan las clases tedricas, se reagrupan si fuera necesario, y se comparan con la correspon-
diente columna de la tabla 1 que contiene las clases observadas para esa exposicién. Para
ello se calcula el estadfstico de Pearson. Finalmente se calcula el p—valor y se procede al
rechazo o no rechazo de la hipdétesis nuia.

Las caracterfsticas muestrales quedan resumidas en la tabla 2, particularizadas para los
12 conjuntos de expuestos. En la tabla 3 se resumen los resultados obtenidos al aplicar a los
datos contenidos en la tabla 1, el proceso de ajuste anteriormente descrito. Es importante
sefialar que el anterior andlisis solo ha sido posible para las clases de pélizas expuestas al
riesgo durante 6 meses o m4s (hasta un afio), ya que para exposiciones menores el ntimero
de clases tedricas reagrupadas que se obtienen finalmente es inferior a cuatro.

Concluimos que en ninguno de los 6 casos podemos rechazar el modelo propuesto, ya que

los p-valores varfan entre un 8.26 % y un 52.89 %. Por tento podemos asumir razonablemente
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esta distribucidn como modelo de la aleatoriedad del nimero de siniestros en la cartere y de
ahora en ddelante trabajaremos bajo este supuesto fundamental.

Recordemos ademds que otros modelos han sido ensayados, tomando como funcién de
estructura la gamma, la inversa gaussiana o alguna distribucion de tipo discreto, sin que
jamds se hayan llegado a obtener p-valores significativos.

Como detalle del ajuste obtenido, en la(s) tabla(s) 4 quedan anotadas las clases tedricas
Teo}, calculadas para su comparacién con las respectivas clases observadas que figuran en la

tabla 1.

3.2. Momentos de la distribucién de A

Centrdandonos de ahora en adelante en el grupo de expuestos al riesgo durante 12 meses,

tomamos las estimaciones de los pardmetros
A= 0761, 7= — 6638189181, B =,2212355684,

y aplicando la reparametrizacién {11) se obtienen los siguientes valores para los pardmetros

o, A1, ¢ de la distribucién de Poisson ponderada,
& = 6638189181, A, = ,5369524063, @ =,2212355684

que nos permiten escribir la distribucién de A tal y como fue expuesta en (7) y (15):

o1 1 f
u(d) = —ze M fs (" (W - 5)) A >0 (16)
A TONY NN
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Los valores de los pardmetros de centralizacién y escala resultan de substituir la estimacién

del indice o de estabilidad en (14):

2)
il
(o)
Q
W
=
=}
=3
“’l o)
SN’

~ & [ 7O o
8 = cosd | — |sin—
2 2

Aplicando el esquema de cdlculo numérico expuesto a lo largo de 2.3, se han calculado
valores de esta densidad para su posterior representacién gréafica en la figura 2.

Para calcular los momentos de U/(A) partimos de la transformada de Laplace
La(z) = exp{A1 (1 = [1+ p2]™)}
y mediante derivadas sucesivas calculamos los momentos centrados en el origen:
E{A}=,078857024, E{A’} =,012083438, E{A%}= 0036116177 (17)
De aquf que la varianza y asimetr{fa de A sean

o2 = 0058650078, -, = 8593,7577 (18)

3.3. Momentos de la distribucion del mimero de siniestros.

La identidad (10) permite, una vez substituidos los pardmetros, trabajar con la funcién

generadora de probabilidad de la v.a. N:
P(z} = Pp(e™) = exp {-M ([1 - p(z - 1)]* = 1)}
Entonces los momentos centrados en el origen desde el primero al tercero son

E{N} = 07885702138, E{N?} =,09094045895, E {N%} = 09818580412
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Y la varianza y asimetria de la v.a. N son

o% = 08472202913, ~, = 3,981568374
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4. Discretizacion de la densidad de A

Partiendo de la expresién (16) necesitamos obtener una distribucién discreta equivalente.
Para ello aplicamos un método de programacién lineal por metas (véase Vilar (2000)), que
bésicamente consiste en buscar una distribucién discreta con el momento de orden uno igual
al original y el de orden dos lo m4s parecido posible.

La funcién de cuantfa {u;}>°, queda anotada en la tabla 8. Su soporte es:

Sop = {0,008k:k=1,.,10}U{0,080+0,01k:k=1,...,48} U

U{0,560 +0,005 k: k=1,..,16} U {0,640 + 0,195 k : k =1,..., 11}

Un simple célculo demuestra que la media y la varianza de esta distribucién coinciden con

(17) y (18), valores respectivos de la distribucién continua.
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5. Anédlisis del sistema Bonus-Malus.

5.1. Preliminares.

Siguiendo a Lemaire (1995, psg. 6), una compaiifa de seguros utiliza un Sistema Bonus-

Malus cuando se verifican las condiciones siguientes:

= Existen tnicamente un ndmero finito de clases Cy, ..., C,, , tales que cada péliza per-

manece en una clase durante un periodo de tiempo (habitualmente un aiio).

» La prima correspondiente a cada pdéliza depende tnicamente de la clase en que se

encuentra.

» La clase a la que pertenece un asegurado durante un cierto periodo depende 1inicamente
de la clase a la que pertenecfa durante el periodo anterior y del nimero de siniestros

durante dicho periodo (Condicién Markoviana).

A su vez, un Sistema Bonus-Malus consta de tres elementos:

» La clase inicial, C, a la que son asignados los nuevos asegurados.

» La escala de tarifas, b = (b, ...,b,) en la que se establecen las primas asociadas a

cada clase.

= Las reglas de transicién, que determinan cudndo se pasa de una clase a otra.

Ciertamente el sisterna Bonus-Malus estudiado se adapta perfectamente a la definicién
anterior. Posee 13 clases, y cada una de ellas le corresponde una prima. Una de estas clases,

la octava, es la clase inicial.
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La clase a la que pertenece un asegurado depende de la del periodo anterior y del mimero
de siniestros que ha tenido en el mismo. Las reglas de transicién estdn resumidas en la tabla
5. Finalmente la escala de primas actualmente en vigor {opci6én 1) se muestra en la tabla 6.

Un Sistema Bonus-Malus como el anteriormente expuesto puede ser caracterizado matemati-
camente en el marco de los procesos de Markov. Resumamos los principales resultados.

Las reglas de transicién, que determinan el paso de una clase a otra vienen dadas por
unas transformaciones T} tales que Tx(i) = j si se pasa de C; a C; cuando se tienen k

siniestros, T} se puede expresar matricialmente:
T, = (t5;)
donde
th =18 Te(i) = §
th =08l Th(i) #J

La Probabilidad de Transicién de C; a C; para un asegurado de pardmetro A (recordemos
que el mimero de siniestros de cada asegurado sigue una ley de Poisson y que la distribucién

del pardmetro viene dada por la funcién de estructura):

pi(A) = ipk()‘)'tfj

donde

Pe(A) =Pr{N =k /)

Las matriz de transicién condicionada es

P(A) = (pi5(A));
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Las hipétesis anteriores permiten considerar el sistema Bonus-Malus como una cadena
de Markov.En consecuencia, si suponemos, como es habitual, que la cadena es ergédica
(es decir, que siempre es posible acceder a una clase dada a partir de cualquier otra, en un
nimero finito de pasos) y sin ciclos, entonces la teorfa de las Cadenas de Markov nos asegura
la existencia de una distribucion estacionaria de probabilidades.

Sean w(A) = (m1(A),...,m,(1)) las correspondientes probabilidades estacionarias condi-

cionadas al valor de A y w = (74, ..., 7.) las no condicionadas con

;= ./0 m;(A)dU(AN), j=1,..n

Notemos que 7;(A) es la probabilidad de que una péliza de pardmetro A se encuentre en
la clase C;; una vez que se ha alcanzado el estado estacionario.

La distribucién estacionaria no es diffcil de calcular. Se demuestra facilmente que la dis-
tribucién estacionaria de una Cadena de Markov cc.yincide con el autovector por la izquierda

de la matriz de transicién asociado con el autovalor unidad (el autovalor de Frisbenius) y

cuyas componentes suman la unidad.

Es claro que el conocimiento de la distribucién estacionaria puede resultar muy fitil a la
hora de disefiar un sistema Bonus-Malus, ya que nos informa de cu4l serd aproximadamente
su comportamiento cuando haya transcurrido cierto tiempo.

Asimismo puede ser 1itil el estudio de la evolucién del sistema hasta que alcance el estado
estacionario.

Representamos mediante 7%(A) = (a3()),...,7%())) el vector de estado inicial donde
71’2()\) es la probabilidad de que una péliza de pardmetro X se encuentre inicialmente en la

clase j. Notemos que, en el caso del sistema Bonus-Malus estudiado, para todo valor de
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A se tiene que m§(A) = 1y 7)(A) =0 ( = 1,..,7,9,...,13). También notaremos w*(X) =

(m5(X), ..., 5(X)) al vector de estado correspondiente a k periodos después, siendo 7#()) es

la probabilidad de que una péliza de pardmetro A se encuentre en la clase j en el periodo k.
Es sabido que

7’ (A) P(A) = w'(A)

m(A) (PV))'= 75(X)

Igualmente las probabilidades descondicionadas se calculan con facilidad:

w;fmfo w5 (X) dU(N), j=1,..n

y por tanto los correspondientes vectores de estado descondicionados 7* = (n¥, ..., #¥) .
La tabla 7 contiene los vectores de estado descondicionados para varios afios asf como

caso estacionario.

5.2. Ewvaluacién del Sistemma Bonus-Malus. Criterios asintéticos.

Analizaremos el SBM implantado en la cartera empleando los criterios asintéticos habit-
uales de la literatura actuarial.

Se aplican estos criterios una vez que el sistema ha alcanzado el estado estacionario,
lo que en la prédctica no sucede hasta varios aflos después (al menos diez) de iniciada su
puesta en marcha. Por tanto no tienen en cuenta su evolucién hasta ese momento y tampoco
consideran la variacién de la composicién de la cartera por la entrada y salida de pélizas a

lo largo de los arios.
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Un primer examen de la tabla anterior nos permite afirmar que el sistema bonus-malus
presentado se caracteriza por una rapida acumulacién de las pdlizas en la clase de mayor
descuento. Notemos que en el estado estacionario (y practicamente a partir del decimoquinto
ano de funcionamiento) el 90 % de las pélizas se encuentra en dicha clase.

Este resultado puede predecirse facilmente observando la tabla 2 que establece unas reglas

de transferencia que penalizan escasamente a las pélizas con siniestro.

5.2.1. Equilibrio Financiero.

Diremos que un SBM posee la propiedad de equilibrio financiero cuando los ingresos por
primas igualan a la esperanza matemética de la siniestralidad de las pdlizas que componen
la cartera.

Sabemos que la esperanza matemadtica de la siniestralidad se obtiene multiplicando el
nimero medio de siniestros por el coste medio de un siniestro. Supuesto que el coste medio
de un siniestro es la unidad, la esperanza de la siniestralidad coincidird con el nimero medio
de siniestros.

En un modelo ponderado como el que se ajusta a la distribucién del mimero de siniestros
el nimero esperado de siniestros por péliza coincide con la esperanza de la estructura esto

es

E(A) = 0,078857006

Asf, siendo N el mimero de pélizas que componen la cartera, la esperanza matematica de su

siniestralidad serd

E(S) = N x 0,078857006

Sabemos asimismo que una vez alcanzado el estado estacionario la probabilidad de que una

22



péliza se encuentre en cada una de las clases viene dada segiin el vector

w = (0,9083,0,0674, 0,0128,0,0040,0,0021,0,0015,0,0012, 0,0011, 0,0005, 0,00023, 0,00025,

0,00007, 0,00021)

Multiplicando cada una de esas probabilidades por el nimero de pélizas tendremos el ntiimero

esperado de pélizas que habra en cada una de las clases. Si
b= (bh veey b13)

es el vector que nos proporciona la cuantia de las primas, es claro que se cumplir4 la propiedad
de equilibrio financiero cuando

E(S)=N (mb)

esto es cuando

0,078857006 = = bt

Teniendo en cuenta la escala de primas de la tabla 2, es fdcil deducir que para que se
produzca el equilibrio financiero en el estado estacionario es necesario que la prima de la

clase de entrada, la ocho, sea bg = 0,16052, siendo, por tanto,

b = [0,07705,0,08829,0,10434,0,11558, 0,12521, 0,13644, 0,15250, 0,16052, 0,17658, 0,19263,

0,20868, 0,22473, 0,24079]

En todo caso hasta que se alcanza el estado estacionario o se est4 préximo a él, la proporcién
de pélizas en las clases de mayor descuento es inferior por lo que si las primas cobradas son

las del vector b, ciertamente los ingresos por primas serdn superiores a la siniestralidad
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esperada. En la figura 3 se representa graficamente la evolucién del superavit medio por
péliza en los sucesivos afios hasta que se alcanza el estado estacionario en el que se produce
equilibrio financiero.

Ciertamente este analisis puede considerarse poco ajustado a la realidad ya que légica-
mente cada afio van ingresando nuevas pélizas en la cartera.

Supongamos por ejemplo que a los diez afios de puesta en marcha del sistema bonus
malus, el 55% de la cartera lleva diez afios y un 5% de la cartera cada uno de los restantes 9
anos.En este caso es facil comprobar que el vector de probabilidades para cada una de esas

clases es

% = (0,5532, 0,1103, 0,0657, 0,0683,0,0625,0,0626, 0,0618, 0,0120, 0,00171, 0,000844,

0,000345, 0,000161, 0,00022)

En este caso para que se produzca equilibrio financiero basta que la prima de entrada sea

ahora bg = (1,1325. La escala de primas

b'’ = (0,06362,0,072905,0,08616,0,09544,0,10339, 0,11267,0,12592, 0,13255, 0,14581,

(4,15906, 0,17232, 0,18557, 19883)

5.2.2. Equidad.

Sabido es que la finalidad de la implantacién de un sistema bonus malus es que cada
riesgo pague una prima que sea funcién del riesgo que realmente comporta.

Una forma de analizar el grado de equidad que posee un SBM es para cada valor de A,
calcular la diferencia entre la prima media pagada por un asegurado que posea tal valor de
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dicho pardmetro y dicho valor, esto es, en el estado estacionario serfa (para un valor );)
T1{A;) by + ... + m1a(Ay) bra — A;
Gréficamente es posible visualizar la equidad de un SBM representando la funcién
y(A) =m(M) b+ .+ 7 (A) bz — A

Notemos que un valor positivo de y()) nos indicara que la péliza de pardmetro A paga una
prima media superior al riesgo que comporta y un valor negativo significara lo contrario.
Desde el punto de vista de la equidad cuanto més cercanos a cero se encuentren los valores
que toma la funcién y(}), esto es més cercana se encuentre la gréfica de la funcién al eje de
abcisas, mejor serd el SBM.
Notemos que en el caso de no existir un SBM y por tanto todas las pdlizas pagan la

misma prima E()), tendremos que
y(N) = E(3) - A

En la figura 4 se representan graficamente las funciones y(A) para los casos de no exis-
tencia de bonus malus y asintético. Comprobédndose la escasa mejora en cuanto a equidad

que el SBM estudiado presenta respecto de su no existencia.
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6. Conclusiones

A lo largo de los anteriores epigrafes hemos analizado la estructura de la cartera a través
del ajuste de una distribucién de Poisson ponderada al mimero de siniestros. Hemos tomado
como funcién de estructura una distribucién infinitamente divisible que depende de una
distribucién estable, teniendo pues a nuestra disposicién un modelo compuesto equivalente
al anterior que es de Poisson- BNET (binomial negativa extendida y truncada). El ajuste es
excepcionalmente bueno, m4s si tenemos en cuenta que el modelo no ha podido ser rechazado
para ninguna de las exposiciones en las cuales existen suficientes clases observadas como para
poder realizarse la prueba de bondad del ajuste de la x?. Esto tltimo significa que hemos
conseguido modelizar no solo la estructura de la cartera para los expuestos al riesgo durante
12 meses, sino también para los expuestos durante 11,10,...,6 meses.

El hecho ya indicado de trabajar con una distribucién estable nos ha obligado por otro
lado a buscar expresiones de dicha densidad estable que sean manejables desde el punto de
vista del Cdlculo Numérico. A ello hemos dedicado buena parte del epfgrafe 2.3.

Finalmente, dentro de la parte de modelizacién de la cartera, se ha procedido a la dis-
cretizacién de la funcién de estructura al objeto de poder usarla en el andlisis del sistema
bonus-malus.

A continuacién hemos estudiado el sistemsa bonus-malus implantado en la cartera. En
primer lugar modelizandolo como una cadena de Markov lo que nos ha permitido obtener
las probabilidades (condicionadas a cada uno de los valores de A también descondicionada)
de que una pdliza se encuentre en una de las clases de bonus. Estas probabilidades se han

calculado tanto en el estado estacionario como en el caso anterior a la llegada a este estado.
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Hemos observado una répida concentracién de las primas en las clases de mayor descuento:
al cabo de diez afios un 82%, y en el estado estacionario casi un 91 % de las pélizas se
encuentran en la clase de nivel 1). Es posible calificar a las reglas de transicién del SBM
como blandas para la estructura de la cartera.

Por otro lado, el hecho de que el abanico de las primas vaya porcentualmente desde
el 48 % hasta el 150% unido a la gran concentracién de las primas en la clase de mayor
descuento obliga, si se desea conseguir el equilibrio financiero, a que la cuantfa de la prima
de esta primera clase sea muy elevada, apenas menor que la esperanza de la siniestralidad.
Una consecuencia de este hecho es que el objetivo de equidad (es decir, que cada péliza
pague de acuerdo al riesgo que representa, o dicho de otro modo, que su prima esté cercana

a su esperanza de siniestralidad )) se logre en una medida muy escasa.
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7. Tablas y Figuras

k| N2 ND|NP| NY| NE| NI| NE| NP| NG NP N2 NI Total

0 | 2196808 { 37801 | 44919 | 39500 | 43808 | 55164 | 57325 | 46386 | 44001 | 55683 | 55622 | 565B6 | 2734003

1 161913 4240 4607 3703 3552 3993 3597 2472 1850 1698 1019 321 192965

2 10976 419 455 356 295 301 245 119 72 62 26 1 13327
3 882 66 65 34 28 23 27 15 8 3 2 0 1153
4 90 8 9 5 1 6 1 1 0 0 Q 0 121
5 11 2 3 0 1 1 1 0 0 1 0 0 o
6 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Total | 2370683 | 42536 | 50058 | 43998 | 47685 | 59488 | 61196 | 48993 | 45931 | 57447 | 56669 | 56908 | 2941592

Tabla 1: Frecuencias observadas para k siniestros en el grupo de expuestos durante ¢ =

1,2, ..., 12 meses al riesgo.

28




Figura 1: Gréfica de la densidad estable de indice o = ,6638189181
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Exposicién Ty a¥ 7
12 | ,078857 | 084722 | 3,981568
11 125023 | ,141600 | 3 438694
10 |,115126 | 131198 | 3,618702
9 ,103118 | ,114667 | 3,617382
3 ,088811 | ,097491 | 3,847590
7 ,078889 | ,086652 | 4,139862
6 ,068256 | ,074774 | 4,410338
9 066314 | ,060082 | 4,694082
4 ,043935 | ,046185 | 5,173371
3 ,031959 | ,033758 | 6,208404
2 ,019005 | ,019773 | 7,721978
1 ,005675 | ,005678 | 13,283221

Tabla 2: Caracterfsticas muestrales (media, varianza y asimetrfa) de la cartera por grupos de

expuestos al riesgo. La exposicién se mide en meses.
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Ezposicién h) T B | Pearson p—uvalor
12 ,0761 | —,6638 | ,2212 | 1,5429 ,4623
11 1178 | ~,6497 | ,3785 | 2,5722 | ,1087
10 1082 | —6484 | ;3970 | 1,3043 | ,5209
9 0077 | —,0767 | 1213 | 6399 | ,4237
8 ,0848 | —,4040 | ,1639 3964 ,5289
7 ,0754 | —,7125 | ,3423 | 3,0110 , 0826
6 0653 | —6432 | 2676 | 9786 | ,3225

Tabla 3: Estimnadores por momentos, estadfsticos de Pearson y p-valores para los grupos de

expuestos entre 6 y 12 meses.
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k| NP | Teol? k| NI | Teo}! k| N} | Teol® k| NP | Teo}
o | 2196808 | 2196790 0| 37801 | 37805 0| 44919 | 44922 0 | 39900 | 39900
1| 161913 | 161975 1| 40| 4224 1| 4607 | 4508 1| 3703 [ 3702
2| 10076 | 10904 2| 419 439 2| ass 465 2| 36| 357
3 882 908 3| 66 57 3| 65 61 3| M 35
4 90 93| | >4 10 10 4 9 10 >4 5 4
25 14 13 25 3 2

k| N} | Teo} k! NI | Teo] k| NP | Teo

0 | 43808 | 43807 0 | 55164 | 55163 o | s7325 | 57325

1| 3552 | 3554 1| 303 | 3999 1| 3507 | 3595

2| 25| 203 2| 301 | 291 2| s | s

3l o8 27 3| 23 30 3| 27 2

24 2 3 >4 7 5 >4 2 3

Tabla(s) 4: Frecuencias tedricas y observadas reagrupadas para los seis grupos de expuestos al

riesgo (k=§,...,12) . Valores redondeados al entero mas cercano.
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Figura 2: Gréfica de la densidad de A.
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Be-2 .16e-1 .24e-1 J2e-1 .40e-1 -48e-1 .56e-1 Gde-l
U; .89449520e-1 .14451880e-1 12982614 .91168428e-1 15662344 .65764621e-1 .10723640 .42834871e-1
)\1' .T2e-1 80e-1 .90e-1 .100 110 120 130 140
uj .70798258e-1 32187112e-1 ST712420e-1 L2276U452e-1 AT726380e-1 \15314752e-1 .25845884e-1 .10729766e-1
Ai 150 160 170 180 180 .200 210 220
ug .18376682e-1 .7T638600e-2 .13456420e-1 .57647300e-2 .10089140e-1 .43711470e-2 T7121400e-2 .33723374e-1
Ai 230 240 .250 260 170 280 90 .300
uj .58902128e-2 .26395197.-2 47164184e-2 .20914976e-2 ,17557624e-2 \16748487e.2 .30209320e-2 .13535704e-2
Ai 310 .320 .330 340 .350 360 370 380
’u.. .24502080e-2 .11027520e-2 .20027720e-2 90450150e-2 1647813 2e-2 -74674190e-2 .13638336e-2 -610507B0e-3
A;_ 390 -400 410 420 430 440 450 460
u, .1134B880e-2 .51702160e-2 .94879600e-3 .43329320e-3 .79661040e-3 .36400660e-3 67150520e-3 30794312e-3

Tabla 5: Densidad u()) discretizada con 85 puntos en el soporte (sigue).
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470

.56804068e-3

.480

.26008624e-3

490

.48211000e-3

.500

2418666 2e-3

.41043800e-3

.520

.18913P31e-3

530

.3503903020-3

540

.16170518e-3

550

.20983016e.3

560

.10392618e-3

563

.13365616e-3

570

.64232840e-4

5TE

.12372804e-3

580

50663460e-4

588

.114632640-3

500

-55301020e-4

695

.10652360e-3

.600

.51231310e-4

.605

.B8BR2BODe-4

810

.47548460e-4

615

BiB61920e-4

820

4416883304

B5320800e-4

.630

.41084540e-4

-6356

79266960¢-4

640

.63408285e-3

B35

.92373976e-3

£.030

5451687 Je-4

1.225

78444518a-4

1.420

.87916201e-5

1.615

.82163063e-5

1.810

.B3663120e-6

2.6056

.56333278e-8

2.200

.1074109449e-6

2.385

.1212107639¢-6

2.580

1432805338e-7

2.785

\1600910608e-7

Tabla 5: (Continuacién) Densidad u()) discretizada con 85 puntos en el soporte.
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clase de partida | sin siniestro | 1 siniestro | 2 siniestros | 3 siniestros | 4 o m4s

1 1 2 3 6 9

2 1 3 4 7 10
3 2 4 5 8 11
4 3 9 6 9 12
3 4 6 7 9 12
6 5 7 8 10 13
7 6 8 9 11 13
8 7 8 10 12 13
9 8 9 11 13 13
10 9 10 12 13 13
11 9 11 13 13 13
12 10 12 13 13 13
13 11 13 13 13 13

Tabla 6: Reglas de transicién del sistema Bonus-Malus.
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Nivel | % de la prima
1 48
2 99
3 65
4 72
5 78
6 85
7 95
8 100
9 110
10 120
11 130
12 140
13 150

Tabla 7: Escala de primas.
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T2

wian | T T3 Ly s Mg r Ty g 10 T 12 m13
1 ] 1] 0 ] 0 0 0.92668 0.0683 0 0.00459 1] 0.00038 0.00004
2 [1] Q 1} 0 () 0.8625 0.0601 0.0674 0.0072 0.00183 0.00028 0.00032 0.000C11
3 ] 0 0 1} 0.8052 0.0535 0.1130 0.021% 0.0032 0.00153 0.00035 0.00025 0.00018
4 0 (1] 0 0.7550 0.0481 0.1493 0.0256 0.0168 0.0030 0.00080 0.00040 0.00022 0.00020
B 1] 0 0.7083 0.0435 0.1783 0.0280 0.0274 0.0094 0.0021 0.0008% 0.00040 0.00018 0.00022
6 a 0.6677 0.0398 0.2018 0.0294 0.0384 4.0119 0.0075 0.001R 0.00067 0.00040 0.00016 0.00024
7 0.6298 0.0362 0.2207 0.0302 0.0493 0.0141 0.0108 0.0053 0.0015 0.00060 0.00038 0.00014 0.00024
10 0.8178 0.1085 0.0220 0.0234 0.0094 0.0076 0.0044 0.0032 0.0011 0.00043 0.00035 0.00011 0.00024
15 0.8976 0.0667 0.0158 0.0062 0.0043 0.0030 0.0023 0.0019 0.0008 0.00032 0.00031 0.00009 0.00023
20 0.8050 0.0672 0.0132 00047 0.0028 0.0021 0.0016 0.0014 0.0008 0.00027 0.00028 0.00008 0.00022
25 0.9070 0.0672 0.0129 0.0042 0.0023 0.0017 0,0014 0.0012 0.0006 0.00025 0.00027 ¢.00008 0.00022
30 0.907% 0.0673 0.0128 0.0041 0.0022 0.0016 0.0013 0.0011 0.00035 0.00024 0.00026 0.00007 0.00021
40 0.9082 0.0674 0.0128 0.0040 0.0021 0.0016 0.0012 0.0011 0.0005 0.00023 0.00025 0.00007 0.00021
o0 0.9083 0 0.674 0.0123 0.0040 0.0021 0.0015 0.0012 0.0011 0.0005 0.00023 0.00025 0.00007 0.00021

Tabla 8: Distribuciones de las pélizas a través de las clases de Bonus-Malus; horizonte desde 1

hasta 40 afios. Distribucién estacionaria de las pélizas (00).
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0.05
0.04
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a.o

Figura 3: Evolucién del superdvit medio por péliza en los sucesivos afios hasta que se alcanza el

estado estacionario.
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Figura 4. Comparacién de la equidad del SBM (linea discontinua) con el caso de no existencia de

SBM (linea continua). En abcisas el pardmetro Aen ordenadas la equidad asintética del sistema.
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