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Abstract: We study new probability distributions consisting in Pareto mixed
by generalized inverse Gaussian. These distributions have a right super-
heavy tail, and it is well known that modelling the tail of the claim severity
is very important when dealing with large claims. The lack of moments, is
avoided considering a truncation. It is applied to a Spanish portfolio of civil
responsibility of cars from the year 1992 to 2001 and the results are com-
pared with the ones obtained ones from a Bayesian point estimation
already studied in Vilar, Lozano 2007.
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Resumen: En este articulo se estudian distribuciones de probabilidad de
Pareto ponderadas por distribuciones de la familia inversa Gaussiana
generalizada, distribuciones que se comprueba que son de cola derecha
super-gruesa, muy utiles para la obtencién de modelos de cuantias de
grandes siniestros. Distribuciones que carecen de momentos, problema que
se evita ponderando por una distribucion truncada adecuadamente. Se aplica
a una cartera espafiola de responsabilidad civil de automdviles durante los
afios 1992 al 2001 y se comparan los resultados con los obtenidos a partir de
una estimacién puntual bayesiana.
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1-Introduccion

Este articulo analiza la distribucidén de Pareto ponderada por la familia de
distribuciones inversa Gaussiana generalizada (IGG).

Esta distribucion surge como distribucion predictiva si se utiliza la técnica
Bayesiana para estimar el parametro de forma de la distribucion de Pareto,
en el caso que se tome como distribucién a priori, una distribucion
perteneciente a la familia (IGG) y se ha demostrado (Vilar- Lozano
(2007)), que constituye una familia conjugada para la distribucion de Pareto.
Las distribuciones de Pareto ponderada por IGG, contienen la distribucion
log-Pareto como caso particular.

En este articulo se estudian otras dos distribuciones nuevas de esta familia,
Pareto ponderada por Gamma Inversa y Pareto ponderada por Inversa
Gaussiana, pertenecen al grupo de las denominadas por (Fraga Alves, de
Haan, Neves (2006) de cola stuper —gruesa.

Por distribuciones de cola gruesa se entiende que son aquellas cuya funcidén
de distribucion tiene una cola derecha que decrece hacia cero de forma

polinémica, es decir 1-F(x)~1-x"% con >0 y el término stper-

gruesa se reserva para colas derechas de distribuciones que decrecen hacia
cero de forma mucho mas lenta que las anteriores generalmente de forma

logaritmica, es decir 1 —F(x) #1—(logx) *con a>0.

Estas distribuciones con cola super-gruesa entre las cuales estd la log-
Pareto, tienen el inconveniente de carecer de momentos, planteando un
problema a la hora de estimar una prima.

Reiss y Thomas (2001) se han enfrentado con este problema, condicionando
la distribuciéon a priori del pardmetro , de forma que la distribucion
predictiva posea momentos mientras que otros (Hesselager (1993) y (Vilar,
Lozano (2007)) han tomado la media de la distribucion a posteriori del
parametro como estimacion puntual para el parametro de la distribucion de
Pareto.

En este articulo se sigue la linea de (Reiss, Thomas (2001)), finalmente se

aplica a una cartera de responsabilidad de automoviles de ya estudiada por
(Vilar, Lozano (2007)) y comparando los resultados de ambos trabajos.
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2- Supuestos

Se consideran dos variables aleatorias N y X para el nimero de siniestros y
su cuantia respectivamente. Fijado un umbral a >0, se supone que

P? =Pr(x > a)>0 2.1
Entonces se definen dos nuevas variables

a , ’ .
e N° que representa el nimero de cuantias por encima de “a” que
se denominara exceso y

e 7 que representa este exceso sobre el umbral normalizado
X-a
a

Z= /X>a.

Se considera que la variable aleatoria numero de excesos N? sigue una
distribucién de Poisson ponderada por inversa Gaussiana generalizada la
llamada distribucidon de Sichel (Klugman,, Panjer, Willmot (1998)) y por
tanto en la aplicacidn practica se tomaran los resultados respecto del nimero
de excesos obtenidos en (Vilar, Lozano (2007)).

P(N=n)= wj’“—' e u(h) du
o n!
A=E(N)= mjx u(h) da (2.2)

Siendo u(A) una distribucion de la familia inversa Gaussiana generalizada.

Se considera que el umbral es lo suficientemente alto como para que la
variable aleatoria Z del exceso siga una distribucion de Pareto.

El conjunto de excesos en los diferentes afios {Zi}ieN son variables

aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas con distribucidon
condicionada y momentos

f(ea)=—2mz>0  @23)

= (1+ Z)a+l >
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a}z ! Na>r
a-—r

E{Z|a}=ﬁ,Vo¢>1

Asimismo, se supone que el pardmetro de forma o de la distribucion es
una variable aleatoria absolutamente continua A, independiente del tiempo
y del parametro de la distribucién de Poisson, con funcidn de distribucion
IT(a) = Pr(A < a) y funcion de densidad m(a) .

Por tanto la distribucion de probabilidad marginal es decir no condicionada,
del exceso normalizado, es una distribucion de Pareto ponderada, con
funcion de densidad

+o0

a
O

La distribucion del exceso total sobre un umbral normalizado como una
variable Poisson compuesta con Pareto

7(a) da (2.4)

S'=>7Z (S =0paraN*=0)

Aplicando el principio del valor esperado y las propiedades de las
distribuciones compuestas se tiene una expresion para la prima :

P=E[S']=E[N"]E[Z ] (2.5)
con

E[Z]zJE[Z/a] (o) da:j 11 (o) do,  o>1
o

Para que exista esta esperanza el soporte de la distribucidon del pardmetro
o, tiene que contener valores superiores a 1.

Dadas por (2.1) y (2.2) se tiene que

E[N‘]=4 P
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En lo que sigue, se va a considerar que la distribucidon de probabilidad del
parametro o , pertenece a la familia inversa Gaussiana generalizada (IGG),
que es un modelo que ha sido aplicado en la ciencia actuarial para describir
la heterogeneidad de una cartera (Panjer, Willmot (1994).

Este modelo tiene una funcion de densidad que depende de tres parametros:

4l
Y 2k
Ty (a):x— o le 2[a+‘" ] a>0, BeR, y,x=0 (2.6)

2K, ()

Siendo

17% ,g[le
Ky)=> IyB_le 2y dy, BeR, ©>0 2.7)

0

Una funcion de Bessel de tercera especie (véase por ejemplo Panjer,
Willmot (1994)), que posee las siguientes propiedades:

Ky (y)= K. g (y)

K l(y) \/: - Z (:”1;)' ‘ Qy)", y>0, n=0,12.. (2.8)

Se ha demostrado (Vilar, Lozano (2007)) que esta familia (IGG) es una
familia conjugada de la distribucion de Pareto, a partir de lo que se puede
establecer un modelo de credibilidad exacta.

En este caso la familia de distribuciones predictivas tendran unas funciones
de densidad Pareto ponderadas por inversa gaussiana generalizada dadas

para ¥, y>0 BeR y z>0 por:

) 1/2
1+log(l+z)} ] (B4l
4 2 2
1+—log(l1+ Z)J (2.9)
U}

BH( XW|:
wa(z) \/7

X\u)(1+z)
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En lo que sigue se estudian algunas de estas distribuciones, para diferentes
valores de los parametros, analizando y comprando el comportamiento de
sus colas derechas.

3. Distribuciones de Pareto ponderadas por Inversa Gaussiana —
Generalizada

La distribucién (2.9) constituye una amplia familia de distribuciones de
Pareto ponderadas, por la familia IGG, una de las cuales es la distribucion
denominada log-Pareto (Reiss, Thomas (2001), que resulta de ponderar la
distribucién de Pareto por la distribuciéon Gamma.

Haciendo uso de la propiedad (2.8) es posible obtener la expresion analitica
de todas las Pareto ponderadas por distribuciones de la familia IGG con

1
parametro [3 :n+§, n=0,1..

Aqui estudiaremos los casos Pareto- Gamma, Pareto- inversa Gaussiana y
Pareto- Gamma inversa. Compararemos las colas de estas distribuciones
entre siy con la distribucién de Pareto

3.1 Pareto-Gamma: Tomando >0,y =0, v >0, se obtiene como caso
limite en la familia IGG, una distribucion gamma (3, /2)

B v
/2 -
8,0,y (o) = —(W ) afle 2

0 o >0 (3.1)

En este caso se tiene la funcion de densidad predictiva conocida como log-
Pareto (Reiss, Thomas (2001)) con funcién de densidad:

B —(B+1)
hyo., (2) = (%) B(1+2)" (% +log(1+ z)j 2>0 (3.2)

Se comprueba facilmente que la funcion de distribucion es:
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-B
HB,O,W(z)zl—(1+%log(l+z)] z>0  (3.3) (3.3)

Esta variable aleatoria posee una distribucion que se denomina de cola
super-gruesa ya que se caracteriza por la propiedad de que su logaritmo
posee una distribucion de cola gruesa.

3.2 Pareto-Gamma inversa: Si se toma £ <0,y >0,y =0 en la familia
IGG, se obtiene la funcion de densidad gamma inversa

2 P -1 -1 *2L
nB,X’O(OL)z[%j F(—B) a”e 2%, a>0 3.4)

En este caso la distribucion predictiva tiene la forma:

p+1 -
o 2

hm(z):( 2 ]2 it Ky (2xlog(1+2), z>0 (3.5)

log(1+z) r'—p)1+z)

Para poder expresar analiticamente la funcion de Bessel utilizando la
. 1
propiedad dada por (2.8) con <0, tomamos ﬂz—z, v >0,

obteniéndose la siguiente densidad predictiva

1
h71/2,0,\y (Z) = \/%(1 + Z)*l log(l + Z) 2 e*(leog(lJrz))‘/z , 250 (36)

En este caso la funcidn de distribucion es:
1/2
H )y, o(2) =1—e DT 750 (3.7)

En este caso la distribucion ponderada es tipo log-Weibull, también con
una cola super- gruesa. (Fraga Alves, de Haan, Neves (2000)).
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1
3.3 Pareto-Inversa Gaussiana Tomado [ = 5 x>0, w>0 en la

familia IGG, se obtiene la distribucidén inversa Gaussiana con funcion de

densidad:
£
V4 v
2

¢« >0 (3.8)

La funcion de densidad predictiva se obtiene sustituyendo en (2.9) el valor
de los parametros

\/ﬁ[l—(H%log(H—z))”z]

1
X 2 -5 €
h Z)= /— 1+—log(1+2)) 2 , Lwv>02z>0 (3.9
,1/2’)(,\‘,() \|f( v g( )) (1 Z) LY ( )

Con funcion de distribucion:

\/N|:l—(l+£(l+log(l+z))l 2}
\}

H I-e , LY >0z>0 (3.10)

“120y ©

Es una transformada de una log-Weibull.

3.4 Comparacion de las colas de las distribuciones de Pareto con log-
Pareto, log-Weibull y Pareto ponderada por inversa Gaussiana.

Vamos a comparar el comportamiento de las colas de las anteriores
distribuciones entre si y con la distribucion de Pareto y corroborar que
poseen colas mas gruesas que esta.

Como se indica en (Klugman., Panjer, Willmot (1998)), dadas dos variables
aleatorias X e Y con funciones de distribucion Fx(x) y Fy(x)

: . . . o I-Fe(x
respectivamente se dice que tienen colas equivalentes si lim A) =1,
X—>00 1 - FY (X)

si este limite es cero entonces la variable Y tiene una cola mas gruesa que la
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variable X, y si el limite es infinito la variable Y tiene una cola mas fina que
la variable X.

3.4.1 Comparacion de las colas de las distribuciones de Pareto y Log-
Pareto.

Tomando la expresién de la funcidén de distribucién correspondiente a la
funcién de densidad dada por (2.3) y la funcion de distribucion Log-Pareto
dada por (3.2) con a,y, > 0 se tiene:

1+2z)™
[1+ 2 log(1+2)]™®
\j

—otlog(l-%—z)-f-ﬁlog{l-%-g log(l+z)}
= lime M =0
X—»00

lim
X—>00

Esto supone que la distribucion Log-Pareto posee una cola mas gruesa que la
distribucién de Pareto.

3.4.2 Comparacion de las colas de las distribuciones de Pareto y de
Pareto ponderada por inversa Gaussiana

Ahora comparamos las funciones de distribucion dadas por (2.3) y (3.10)

con o,y, Y>0:
_a )
lim (1 + Z) — lim e—alog(1+z)+[x\y+xlog(1+z)]l : —0
X—>0 e*[X\I’JerOg(HZ)]HZ X—>0

Por tanto la distribucidén Pareto ponderada por inversa gaussiana tiene la
cola mas gruesa que la distribucion de Pareto.

3.4.3 Comparacion de las colas de las distribuciones Log-Pareto y
Pareto ponderada por inversa Gaussiana

Ahora comparamos las funciones dadas por (3.2) y por (3.10) con

o,y W>0:
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[1+\T‘Ilog(1+z)}B

lim =—=lime
X—>00 e_[XW+X10g(1+Z)] X—>00

—[310g|:1+210g(1+z):|+[qu+xlog(l+z)]l :
v -0

Esto significa que la distribucion de Pareto ponderada por inversa Gaussiana
tiene la cola mas fina que la distribucién Log-Pareto.

3.44 Comparacion de las colas de las distribuciones Log-Pareto y

1
Pareto ponderada por gamma inversa con f = ——

2

Tomando las funciones de distribucion dadas por (3.2) y (3.7) se tiene:

e—[2xlog(1+z)]“2
lim —=1
x—w o [XV+ylog+2)]

Por tanto tienen la cola equivalente.

Se pueden ordenar las distribuciones segun el grueso de la cola en orden
creciente de la forma Pareto < Pareto con Gamma inversa ~Pareto con
inversa Gaussiana < log-Pareto.

Se han obtenido dos ejemplos de distribuciones con colas muy gruesas pero
algo menos gruesas que la Log-Pareto, constituyendo una nueva herramienta
para el estudio de los sucesos con grandes pérdidas.

Se demuestra que estas distribuciones denominadas de colas super gruesa,
no poseen momentos de ningln orden y si se quieren utilizar para tarificar
en un contrato de reaseguro no serd posible utilizar el principio del valor
esperado.

Dado que se han obtenido estas distribuciones como resultado de ponderar la
distribucién de Pareto por la distribucion de parametro de forma, y como se
ve en una manera posible de obtener la esperanza de la distribucion de
Pareto ponderada esta dada por la expresion (2.5), que tiene la restriccion de
que el soporte sea o, > 1, consideremos que las distribuciones del parametro
son distribuciones Inversa generalizada truncada. Comprobando en el
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apartado siguiente que también constituye una familia conjugada para la
distribucién de Pareto, y obteniéndose su distribucion predictiva.

4-La Distribucion inversa gaussiana generalizada truncada como
familia Pareto conjugada.

La familia inversa gaussiana generalizada (IGG) truncada en un valor 5 >0
tiene funcion de densidad

b (OL)_M, a>b>0,BeR, v, =0

T ()
b
My, (b)= [, (@) do (4.1)

0

Siendo TR (OL)la funcion de densidad de (IGG) dada en (3.1) y

Iy o (b) su funcién de distribucién en b.

Es facil comprobar que también constituye una familia conjugada para la
distribucion de Pareto ya que la unica diferencia con la familia IGG es una
constante de proporcionalidad.

La media de la distribucion truncada es:

E{oc}:—) g)m (4.2)
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y con

I_HBH,X,W (b) = I
b

2K, (m )

De manera similar se obtiene la expresion de la varianza de la distribucion
truncada

I_HB,X,\U (b) I_Hﬁ,x,\u (b)

Estas expresiones son utiles para especificar una distribucion a priori con
momentos predeterminados (Reiss, Thomas (2001)).

Varb{“}ZME{az}—[M] E{oa}’  (43)

Para obtener la distribucion predictiva Pareto ponderada por IGG truncada,
suponemos ¥, ¥ >0 y tomamos los nuevos parametros

=XV, n=\/z:
U}

h, ., (2)= j f(z/a) m}, () dot
b

n—B

_ +00 B —
2K, (0)(1+2) (1~ (b)) bja )

Box.w

%[ﬂm[li 10g(1+z)D
a |n o d

Tomando entonces

1/2
A:a)(l+12log(z+1)j
w

B

-1/2
77(1+2210g(z+1)j
w
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. . P 2K}/+1 (A) .
Y multiplicando y dividiendo por W , S¢ obtiene:
-B A(B «a
2K “ (B+1) e
hj0(2) = ) e o S
20+ 20K, (0)(1-T1,.,, ()BT 12K, (A)

__ M K I(A)(l HB+1AB b))
(1+2) Ky(o)(1-T,, (b))
1/2
Ky, | of 1+2 D log( j
i nkg m(+ 0)og(+z) ] (I_HﬁH,A,B(b))
- B2 (1
(1+z)KB(m)(1+2nlog(l+z)j (1-TT50 4 (b))
()]

(1 —gam (b))
(1-Tg,, (b)) s

Como se puede ver la funciéon de densidad de la distribucion predictiva
Pareto ponderada por IGG truncada es proporcional a la funcion de densidad
de la distribucién predictiva Pareto ponderada por IGG sin truncar.

(1 +—2log(z+ 1)]

(z), z>0 (4.4)

Se obtienen las diferentes expresiones para las distintas distribuciones de la
familia IGG sustituyendo los valores de los parametros.

Esta distribucion tiene los mismos inconvenientes que la distribucidon
predictiva sin truncar la distribucion del parametro, pero tiene la ventaja de
poseer momentos de orden r>b.Momentos que son mas faciles de calcular
si se utilizan las propiedades de las distribuciones ponderadas.

En este caso, se tiene que para la esperanza matematica,

E[Z]= [ ElZ|a] ), () da
b

= j% n (@) da, a>b>1 (4.5)
p &~

85



La distribucion de Pareto ponderada por la familia inversa gaussiana generalizada.

Esta expresion (4.5) es la que se utilizara para estimar la prima de
reaseguro.

El problema ahora estd en encontrar el valor b en el cual truncar la
distribucién del parametro. Si lo que se busca es la media de la distribucién
predictiva es necesario que el truncamiento b sea superior a 1, si es la
varianza tendria que ser superior a 2 y asi sucesivamente para momentos de
orden superior.

Para fijar un valor se va utilizar el criterio de tomar el extremo inferior de un
intervalo de credibilidad para el pardmetro al y %, con un valor de y lo
mayor posible, obtenido a partir de la distribucién a posteriori de dicho
parametro, siempre y cuando este intervalo contenga exclusivamente valores
superiores a 1, si no es asi habra que tomar un intervalo con una credibilidad
menor hasta conseguirlo.

5-Aplicacion
La muestra corresponde a unas carteras de seguros de responsabilidad civil
de automoviles en Espafia de 1992 a 2001, estudiada en (Vilar, Lozano

(2007)).

Se van a utilizar los resultados de dicho trabajo correspondientes a todo el
colectivo. El umbral fijado en este trabajo ha sido

a= 888.310,66 €
La probabilidad estimada de que la cuantia sea superior a este umbral
P* =Pr(x >888.310,66 ) =0,03436

El numero de excesos sobre el umbral correspondiente es k=18.

El estimador A4 del parametro de Poisson se ha obtenido a partir del modelo
conjugado Poisson- inversa Gaussiana generalizada IGG(d',v',1"), siendo

la media de la distribucion a posteriori del numero de excesos, dada por
(Panjer, Willmot (1994)):
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~ IV Ky (WV'T)
A=, |-—"——=-=1722
T KS' (\/ V"C')

Se obtienen las cuantias de las diferentes primas netas de reaseguro para
todas las distribuciones a posteriori obtenidas en (Vilar, Lozano (2007)).

Asi como los valores de los extremos inferiores de los intervalos de
credibilidad al 95% obtenido en dicho trabajo, para las diferentes
distribuciones a priori consideradas.

Utilizando para la esperanza de la cuantia del exceso la expresion (4.5) y
para la obtencion de la prima la expresion (2.5).

Los resultados obtenidos con la distribucion predictiva comparandolos con
los obtenidos anteriormente se resumen en la tabla 1

Prima(XL)
Distribucion a priori de o | Truncamiento(b) |(Predictiva) | Estimacion puntual
Gamma de referencia 3,948 7.533 7.016
Gamma reciproca 4,5 8.166 7.833
Gamma 2,92 15.106 15.309
Inversa Gaussiana 2,52 14.638 14.076

Tabla 1

6. Conclusiones

Se han obtenido las expresiones de las funciones de distribucién de unas
distribuciones nuevas con cola muy gruesa, cuyo decrecimiento en la cola es
mas lento que las distribuciones de tipo polindmico, las llamadas de
variacion regular las distribuciones tipo Pareto, pero menos gruesas que la
conocida log-Pareto. Distribuciones que se pueden utilizar para modelizar
grandes cuantias y que se pueden englobar dentro de las denominadas stuper
gruesas. Asi mismo se ha realizado un estudio comparativo entre el grueso
de sus colas.

Estas distribuciones se han obtenido como distribuciones predictivas en un

proceso de estimacion bayesiana, con una distribucion de Pareto y
distribucion del parametro inversa Gaussiana generaliza, por tanto estas
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distribuciones son el resultado de ponderar una distribucion de Pareto por
tanto es posible aplicar las propiedades de las distribuciones ponderadas
sobre todo en lo que se refiere a la obtencidén de los momentos a partir de las
dos distribuciones la variable y la del pardmetro de esta forma se ha podido
estimar la prima en el caso de un contrato de reaseguro truncando la
distribucién del parametro.

Se han obtenido las expresiones analiticas de las funciones de distribucién de
una coleccidn de estas distribuciones de Pareto ponderadas, la ya conocida
log-Pareto obtenida ponderando la distribucion de Pareto por la distribucién
Gamma, pero también Pareto ponderada por Gamma inversa y Pareto
ponderada por inversa Gaussiana.

El conocimiento de la expresion analitica de esta funcion de distribucion
permite obtener de manera sencilla cualquier cuantil, por supuesto la
mediana de la distribucion, es decir cualquier medida de posicion de la
distribucién. También esta expresion analitica de la funciones de
distribucién pueden utilizarse para realizar de manera sencilla ajustes de
Kolomogorov—Smirnov de grandes cuantias a estas distribuciones de colas
super gruesas. Finalmente en la aplicacion practica que se ha realizado con
los mismos datos que en el trabajo de(Vilar, Lozano (2007)) como cabia
esperar las primas obtenidas con la distribucién predictiva truncando la
distribucién del pardmetro son superiores a las primas obtenidas en el
trabajo de (Vilar, Lozano (2007)), dado que se toma una media ponderando
por todos los posibles valores de o >1 mientras que en el caso de dicho
trabajo se utilizaba un Unico valor para o , un estimador puntual, la media
de la distribucion a posteriori. Esto no se verifica para la distribucién
Gamma.
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