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RESUMEN

El presente articulo muestra las etapas que se pueden considerar en las
probabilidades de transicién, teniendo en cuenta el mimero de
transiciones dado un modelo de tres estados: Activo, Incapacidad
Temporal y Fallecido. As{ mismo, se definen los tantos instantdneos

de transicién para su utilizacién en el modelo de tres estados.

ABSTRACT

This paper presents the steps that can be considered in the transition
probabilities taking into account the number of transitions in a given
model of three states: Active, Temporary Disability and Deceased.
Besides the transition intensities are defined to be used in the three
states model.
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INTRODUCCION

Una de las tendencias que se observa en el campo actuarial para el
estudio de aquellos riesgos en los cuales intervienen diferentes estados
o se pueden dar diversas situaciones para una misma persona y a su
vez que dichos cambios de estado o situacién se pueden producir
como entradas y salidas en cada estado, es la aplicacién de las
probabilidades de transicion.

Se define un proceso estocdstico {Zx:xZO}, donde el pardmetro

tiempo continuo x, que indica la edad biol6gica alcanzada, estd
asociado a un espacio finito de S estados, donde S es un nimero
entero positivo mayor que 1 y uno de los S estados es un estado
absorbente (fallecimiento). Al menos dos de los S estados no
absorbentes supondrian comunicacién en el sentido de asegurar
incrementos a, tanto como decrementos para, algunos estados del

modelo.
Las probabilidades de transicion entre los estados condicionan que

ocupen un estado determinado a la edad x y las probabilidades de

transicion definidas para el pardmetro tiempo continuo X son:
0k =pr(Z,,, =312, =i)

siendo 1, j estados de los S estados considerados y n el espacio de
tiempo transcurrido desde el momento que se alcance la edad x.

Por otra parte, hay que tener en cuenta que en este caso las

probabilidades de transicién son no homogéneas debido a que:
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ipl=pr(Z,,, =i/Z, =i)#pi(Z,, =i/ Z=i)p]
siendo x e y dos edades distintas.

Para calcular las probabilidades de transicién que interesan en el
estudio de un proceso cualquiera hay que concretar los S espacios
considerados y por ello se va a tomar como ¢jemplo la aplicacién al
estudio de la Incapacidad Temporal en donde se consideran tres
estados: el estado de Activo, el de Incapacidad Temporal y por ultimo
el de Fallecido.

Gréficamente se puede representar de la siguiente forma:

El espacio de estados finito esta constituido por dos estados no
absorbentes, el estado de Activo que se representa en el grafico con la
letra A y el de Incapacidad Temporal o IT, y el estado absorbente de
Fallecido que se representa por F. Del estado de Activo se pueden
producir transiciones al estado de Incapacidad Temporal y al estado de
Fallecido, y del estado de Incapacidad Temporal se pueden producir
transiciones al estado de Activo y al estado de Fallecido.
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PROBABILIDADES DE TRANSICION

Una vez concretados los estados del modelo se pueden expresar las
distintas probabilidades de transicién del modelo, 4!'ply, que indican la
probabilidad de que una persona de edad x en estado 1 se encuentre en

estado j a la edad x+n.

Teniendo en cuenta que las probabilidades de transicién relativas al
estado absorbente de Fallecido son iguales a cero en el caso de un
cambio de estado, puesto que no se puede salir de dicho estado, e igual
a la unidad, en caso de permanencia en dicho estado, se obtiene la

siguiente Matriz de Probabilidades de Transicién:

Al hpT “pr
nPx=|Tpt  Tpr TPy
0 0 1
donde
ipi20 y > ipi=1 Vi,je s

jes

Por otra parte se podria hablar de las probabilidades de transicion de
cero etapas, una etapa, dos etapas, etc. teniendo en cuenta que se
puede producir mas de una transicién entre los estados considerados,

siempre y cuando el periodo n lo permita.
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Si se establece que en el periodo n, se pueden dar como mucho dos
procesos de Incapacidad Temporal por persona, se obtiene que:

(0)+A

AQ) , A_A@)
npx +

npx

A_A_A_A
npx "'npx

siendo

Ap*®  parar=0, 2 y 4, la probabilidad de que una persona Activa a

la edad x se encuentre en el mismo estado despues de
transcurrido el periodo n habiéndose realizado r
transiciones. Si r=0, no se considera ninguna transicién. Si
=2, se contempla el caso en que se produce una transicién
del estado de Activo al de Incapacidad Temporal y otra
transicién del estado de Incapacidad Temporal al estado de
Activo . Por ultimo si r=4 se indica que se consideran las
siguientes transiciones: del estado de Activo al de
Incapacidad Temporal, del estado de Incapacidad Temporal
al estado de Activo, nuevamente del estado de Activo al de
Incapacidad Temporal y por ultimo del estado de
Incapacidad Temporal al de Activo.

A _IT _A_ITQ) , A_.IT(3)
npx-—npx +npx

donde

Ap®  representa la probabilidad de que una persona Activa a la

edad x se encuentre en estado de Incapacidad Temporal
después de transcurrido el periodo n. Si r=1 significa que se

encuentra en su primer proceso de Incapacidad Temporal.
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PROBABILIDADES DE TRANSICION

Una vez concretados los estados del modelo se pueden expresar las
distintas probabilidades de transicién del modelo, 5, pdx, que indican la

probabilidad de que una persona de edad x en estado i se encuentre en

estado j a la edad x+n.

Teniendo en cuenta que las probabilidades de transicién relativas al
estado absorbente de Fallecido son iguales a cero en el caso de un
cambio de estado, puesto que no se puede salir de dicho estado, e igual
a la unidad, en caso de permanencia en dicho estado, se obtiene la
siguiente Matriz de Probabilidades de Transicion:

pi Aoy Apy
nPx = Y;Pf nnpf rﬁpf
0 0 1
donde
ipl 20 y Y ipi =1 Vi,jeS

jES

Por otra parte se podria hablar de las probabilidades de transicién de
cero etapas, una etapa, dos etapas, etc. teniendo en cuenta que se
puede producir més de una transicidn entre los estados considerados,

siempre y cuando el periodo n lo permita.
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Si se establece que en el periodo n, se pueden dar como mucho dos
procesos de Incapacidad Temporal por persona, se obtiene que:

A A_A_AD A _AQR), A_A®@)
npx—npx +npx +an

siendo

ApA parar=0, 2 y 4, la probabilidad de que una persona Activa a

la edad x se¢ encuentre en el mismo estado despues de
transcurrido el periodo n habiéndose realizado r
transiciones. Si r=0, no se considera ninguna transicion. Si
1=2, se contempla el caso en que se produce una transicion
del estado de Activo al de Incapacidad Temporal y otra
transicién del estado de Incapacidad Temporal al estado de
Activo . Por dltimo si r=4 se indica que se consideran las
siguientes transiciones: del estado de Activo al de
Incapacidad Temporal, del estado de Incapacidad Temporal
al estado de Activo, nuevamente del estado de Activo al de
Incapacidad Temporal y por dltimo del estado de
Incapacidad Temporal al de Activo.

A IT_A_IT(1) , A_IT(3)
npx_npx +npx

donde

‘:pff(') representa la probabilidad de que una persona Activa a la

edad x se encuentre en estado de Incapacidad Temporal
después de transcurrido el periodo n. Si r=1 significa que se

encuentra en su primer proceso de Incapacidad Temporal.
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siendo

A __F(r)

Dpx

donde

Si r=3 significa que se encuentra en el segundo proceso de

Incapacidad Temporal en el periodo considerado.

n

A pF A p {ApTE L ALFBL AL AR _ S i)

r=1

la probabilidad de que una persona Activa de edad x se
encuentre en ¢l estado de Fallecido antes de que finalice el
periodo n. Si r=1 indica que la dnica transicién que se ha
producido es 1;} de Activo a Fallecido, si r=2 implica que
antes de fallecer ha tenido lugar una transicion al estado de
Incapacidad Temporal desde donde se ha producido el
fallecimiento, si r=3 significa que ha fallecido en estado
Activo despues de producirse un proceso de Incapacidad
Temporal, si r=4 indica que ha fallecido durante el segundo
proceso de Incapacidad Temporal y si r=5 indica que ha
fallecido en estado Activo despues de producirse dos
procesos de Incapadidad Temporal en el periodo n.

IT A _TIT__AQ1) , IT__A(3)
npx_npx +npx

Tp2(r) representa la probabilidad de que una persona de edad x en

estado de Incapacidad Temporal, considerando este su
primer proceso de Incapacidad Temporal, se encuentre en
estado Activo despues del periodo n . Sir=1 implica que s6lo
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ha tenido lugar un proceso de Incapacidad Temporal y si r=3
implica que ha existido un nuevo proceso de Incapacidad
Temporal a partir de la edad x y dentro del periodo n
considerado.

IT_IT__IT_IT(0)  IT_IT(2)
npx—npx +npx

siendo
’E pxIT(') la probabilidad de que una persona en estado de Incapacidad
Temporal a la edad x, considerando este su primer proceso
de Incapacidad Temporal, se encuentre en dicho estado
después de transcurrido el periodo n. Si r=0 indica que no se
ha producido ninguna transicién y si r=2 indica que se
encuentra en el segundo proceso de Incapacidad Temporal.
(3) @) . (r)
IT F__IT_F(1) ,IT_F() , IT_F(3)  IT__F(4) _ IT _F(r
npx—npx +npx +npx +npx _2 npx
r=1
donde
IT _F()

W Ps representa la probabilidad de que una persona de edad x en

estado de Incapacidad Temporal, fallezca en el transcurso del
periodo n. Si r=1 implica que ha fallecido durante el primer
proceso de Incapacidad Temporal, si r=2 indica que ha
fallecido en estado Activo después de recuperarse del primer
proceso de Incapacidad Temporal, si r=3 implica que ha
fallecido durante el segundo proceso de Incapacidad

Temporal y si r=4 indica que ha fallecido en estado Activo
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después de recuperarse del segundo proceso de Incapacidad

Temporal.

TANTOS INSTANTANEOS DE TRANSICION

Una vez elaborada la Matriz de Probabilidades de Transicidn es

posible construir la Matriz correspondiente a los tantos instantaneos de

transicién partiendo de las siguientes expresiones:

i [ap)
1]
“X_lnl—{ral( n J

y teniendo en cuenta que: an 2 px

l#]

siendoi=A,IT,Fyj=A,IT,F

izj [1]

La Matriz de los Tantos Instantidneos de Transicidn resultante es:

M= TR TR

donde

106

AuA Aurr A F ‘




Ana Herrera Cabezon
‘u representa el tanto instantdneo de transicién del estado i al

estado j de una persona de edad x, siendo i, ) estados del

espacio de estados considerado, en nuestro caso A, IT y F.

La Matriz de los Tantos Instantdneos de Transicion py, debe cumplir

las siguientes propiedades:

w020y Y u=0 Vijes

Vies
VARIACION DE LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION

Considerando la Ecuacion de Chapman-kolmogorov se obtiene la
siguiente relacion:

2D =2ipi n_tkpfm 0<t<n [3]

keS

Teniendo en cuenta las relaciones [1], [2] y [3] se obtiene la derivada
parcial con respecto a n, periodo de tiempo considerado, de las

probabilidades de transicién cuando no se produce ningiin cambio de

estado.
SRS R A P L) N Y
A0 An T Anoo An ==uP oy Woin
Luego
anpx
SN A DIRTEN [4]
i#]j

Igualmente
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[ I | ik k

nprnpx+n +2 nprnpx+n upx
hmﬂtM_ lim k]
An—0 An An—0 An

pi(w Pl — 1)+ 2 pk Kl

k=#j

= lim
An—0 An

_ ] iyt kk
_-;pxzju;+n+2rsz p’x+n

i#] k=)

Por tanto

9!
“p" =—ipd Y il Y pk e [51

i k+#j

que representa la variacién con respecto a n cuando se produce algin
cambio de estado.

PROBABILIDADES DE TRANSICION EN FUNCION DE LOS
TANTOS INSTANTANEOS DE TRANSICION

Partiendo de la expresion [4] e introduciendo un cambio de variable

resulta:

3 . .
atbogetp; =—2 M,f+[

i#j

Integrando los dos miembros de la igualdad entre 0 y n y sabiendo que
oP. =1 se obtiene:
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Log, ;p. =—[ 3 ‘).t [6]

i#]

De la relacién anterior se deduce la expresién de las probabilidades de
transicion en términos de los tantos instantineos de transicidn, en el
caso de permanencia en el mismo estado desde la edad x hasta la edad
x+n, es decir, probabilidades de transicién de cero etapas y que

tomando el ejemplo anterior en ¢l cual intervienen tres estados son:

npx(n) —exp[ _[ ( Mx+¢+ I"l'x+t)dt:|

"oy _CXP[ [ (Tud um)dt}

Por otra parte, si se toma la expresién [5] llamando t a 1a variable n y

multiplicando los dos miembros de la igualdad por el término , p)®
se obtiene:

9 igi O il ©
[ m (px ] n-lpx’f( = p 2 lu'x+! +z p x+r n—lpx+t

1#] k#j

Integrando ambos miembros de la igualdad entre los limites O y n
resulta:

a) para el primer miembro de la ecuacion e integrando por partes,

Pl - J tpx[z MH] . tp;ﬂ(")dt

j=l
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b) para el segundo miembro de la ecuacion,

NS RIS S TEN IR

i#j k#j
Igualando el resultado de los apartados a y b se obtiene la expresion:

=i, il at [7].

k#j

expresién que permite obtener las probabilidades de transicién en
términos de los valores de 1a Matriz de los Tantos Instantaneos de

Transicion.

En la aplicacién o modelo en el que se consideran los estados de
Activo, el de Incapacidad Temporal y el de Fallecido, se representan
las probabilidades de transicién cuando hay algiin cambio de estado,
de acuerdo con la expresion [7]:

- Probabilidades de transicion del estado de Activo al estado de
Activo después de realizada alguna transicion al estado de

Incapacidad Temporal.
npx _J tpx uxﬁ-[np;p‘;\-l(-? dt
o ©
15 S Nt S TR S
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siendo A pl® y ApT® 1a5 probabilidades de transicién que se

analizan a continuacidn.

- Probabilidades de transicion del estado de Activo al estado de
Incapacidad Temporal.

Teniendo en cuenta las etapas que se pueden presentar se obtiene:
A_IT _ A__TT() A _TT(3)

npx - npx Yy npx

donde

A _ ["a_A©@ A, IT IT __IT (0)
npx - '[0 [px U‘x-f-t n—tpx+t dt

A T3 _ ["AA@ A, IT ITpIT©O)
an - JO tpx ,"l’x+t n—th+t dt

Probabilidades de transicion del estado de Activo al estado de
Fallecido.

Si se tienen en cuenta las distintas etapas que se pueden dar en la
transicion del estado de Activo al de Fallecido al considerar como

maximo dos procesos de Incapacidad Temporal:
5
A_F _ A F@D
Px = 2 n Px
r=1

se obtiene la expresién
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A _F A_A@, A 2) ,A_A@)Y]|A, F
npx =_[[ px() tp;\() tpx( ]“‘I’x+t

N YRR Ml TR

- Probabilidades de transicion del estado de Incapacidad Temporal al

estado de Activo.

Teniendo en cuenta las distintas etapas:

IT_A A@)  IT_A®3)
npx—npx + p

IT A _ IT __IT (0) | IT,, A A
npx _J [ + tpx ] Mx-&»t n—tpx dt

la expresién de T p® se indica en el siguiente apartado.

- Probabilidades de transicion del estado de Incapacidad Temporal al
mismo estado de Incapacidad Temporal después de realizada alguna

transicion al estado de Activo.

La dnica posibilidad que se puede producir es,

IT \IT2) _ JIT A(l) A, IT

0
npx lpx u’x+t n- tpx+( )dt

- Probabilidades de transicion del estado de Incapacidad Temporal al
estado de Fallecido.
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Teniendo en cuenta las distintas etapas que se pueden considerar

4

IT_F _ \ IT.F@
tpl = Tpf

r=1
IT_F _ “[IT IT(©) , IT IT(Z)]IT F ot “[IT AQ)  TT A(3)]A F dt
npx - 0 1px + !px Mxﬂ + o tpx (px ”’x+!

Quedan expresadas por tanto todas las probabilidades de transicién del
modelo de tres estados en el campo continuo, es decir, en funcién de

los tantos instantaneos de transicidn.
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