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Los matematicos formados en la rama de Estadistica Investigacién Ope-
rativa (10) suelen centrar su interés en la aplicacién de las matematicas. Uno
de los campos mas fecundos en ese sentido es quizd la Teoria de Juegos
cooperativos, que permite modelizar matematicamente problemas de indole
social, econdmica, politica, etc.

La potencia de esta Teoria en dichas areas se explica fundamentalmente
teniendo en cuenta que ya en su origen parte de supuestos susceptibles de ser
aplicados a las ciencias humanas, en contraposicion a la matematica que se
podria denominar clasica, cuyos campos de incidencia han sido fundamen-
talmente las ciencias y técnicas de la naturaleza.

Precisamente el enorme éxito de las matemiticas en su aplicacion a las
ciencias naturales ha sido un acicate decisivo en el intento de probar fortuna
en los campos sociales. Sin embargo, las leyes de comportamiento humano
tienen caracteristicas propias bien diferenciadas de las naturales, lo cual
condiciona el tratamiento de sus problemas, que requieren, por tanto, de
una instrumentalizacién matematica tan peculiar como es la Teoria de Jue-
g0s cooperativos.

En este trabajo se pueden considerar tres partes, que pasamos a resumir
brevemente.

— En primer lugar, se exponen los fundamentos de la Teoria de Juegos
desarrollados por John von Neuman.
Este autor pretende basicamente la modelizacién de los aconteci-
mientos sociales a través de juegos de estrategia adecuados, que per-
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mitan cuantificar la realidad de un conflicto social. Precisamente este
andlisis aritmocdsmico requiere la rigurosa definicidn matematica de
conceptos tales como pago, comportamiento 6ptimo, regateo, etc.

— A continvacién se comenta la aplicacién de dicha Teoria a un pro-
blema econémico de actualidad: la reestructuracién de un sector in-
dustrial (se toma como referencia el sector de electrodomésticos de la
denominada linea blanca).

— Al final se comentan los avances y estudios que se estan realizando en
dicho campo.

1. JUEGOS COOPERATIVOS CON PAGOS LATERALES (-)

Para establecer la nocién de juego cooperativo con pagos laterales se
parte de un juego de n personas (podria ser un equipo, una corporacién, una
nacion, etc.) expresado de la forma:

(i G, 1<i<n

donde Xi es el conjunto de estrategias del jugador i y Gi es su utilidad.

Gi:ljZi—'R

Cada jugador esta informado de todas las posibles alternativas que se le
ofrecen y buscard maximizar su utilidad.

Se admite que la cooperacidn entre jugadores no encuentra ningin obs-
taculo material, socioldgico, psicoldgico ni de cualquier otro tipo, asi como
que las utilidades son evaluadas con una misma unidad, comin a todos los
jugadores, pudiéndose dar transferencias entre ellos.

Asi, cada jugador buscara asociarse con otros jugadores de forma que la
accion conjunta (coalicién) le permita incrementar mas su utilidad que si
actua separado.

De este modo se puede “comprar™ la colaboracidn (cooperacion) de los
jugadores “claves™ mediante un pago suplementario. Asi se forman las coali-
ciones y se distribuyen las ganancias (utilidades) entre sus miembros.

Para aclarar conceptos se expone un simple ejemplo: un millonario tiene
tres sobrinos y les anuncia que legara su fortuna al que reciba mayoria de
votos (2 & 3) en una votacién entre ellos. Si se autoriza la cooperacion y el
intercambio de pagos entre los jugadores es posible que dos de ellos lleguen
al acuerdo de votar, ambos, a uno de los dos, que resultard designado here-
dero, comprometiéndose a entregar la mitad de la herencia a su socio.

(-) Véanse las obras de IVAR EXELAND La théorie des jeux et ses applicalions a l'économie
mathématique, Presses Universitaires de France, 1974, y Eléments d’Economie mathématique,
1979.
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JUEGOS COOPERATIVOS CON PAGOS LATERALES: UNA APLICACION ECONOMICA

Consideremos al conjunto formado por n jugadores que lo representare-
mos por N=[1, 2, ..., n].

Se pueden formar asociaciones de K jugadores, K<n, que serdn las
coaliciones.

Asi, pues, se llama coalicién a todo subconjunto de N.

A la coalicién formada por los n jugadores se le llama la gran coalicién.
A su vez, el jugador i por si solo puede formar una coalicién, la [{]. Entre
ambos extremos existe toda la gama de coaliciones de 2, 3, ..., n— 1
jugador.

El conjunto de las coaliciones no es mads que P(N), conjunto de partes de
N. Se sabe que si N tiene n elementos, entonces P(N)=2".

No se pueden dar todas las coaliciones posibles simultineamente. Un
cierto conjunto de interés es necesario para que los jugadores se asocien. Es
mas, se precisa que los jugadores realicen alianzas porque son numerosas las
asociaciones naturales que se disputan los favores de cada uno.

Sélo se formaran finalmente ciertas coaliciones.

Este conjunto lo denotaremos por £, que es un subconjunto (una parte)

de P(N), £ CP(N).

Las coaliciones que no parecen en ¢ tienen una existencia virutal; no
influirdn, pues, en el desarrollo del juego.

Se dird que £ es una familia de coaliciones.

La famiha ¢ satisface la siguiente regla:

1. Todo individuo esta representado al menos por una coalicién,
VieN3 Cef/ieC

Si el individuo i esta (pertenece) a la vez a la coaliciéon Cy D, no puede
estar representado plenamente por C ni por D.

Atribuiremos a cada uno un cierto “porcentaje de representatividad”. O
sea, existen dos escalares:

. ac>0y apr>0/atanr=1
Ademas, la coalicién C representa la fraccidon « del individuo i y D la
fraccion a,.

Asi, a,, o', representan plenamente al individuo i.

En el caso en que el jugador i pertenezca a mas de dos coaliciones de £
nos apareceran tantos escalares como coaliciones, a las que pertenece el indi-
viduo #, cada uno de ellos es =0 y de suma 1.

De este modo cada coalicion Ce{ esta afectada por una familia de coefi-
cientes (at)ie C, donde at es la fraccion del individuo i rcprescntadoﬁpqr g‘ B
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Se impone una segunda regla.
2. Cada coalicion representa igualmente a sus miembros.

Mateméticamente, si i y j pertenecen los dos a Ce ¢, entonces at=ak. Se

conviene denotarlo por @ >0, que es la fraccion por la que se representan los
miembros de C.

Cuando una coalicién § esté formada, conseguird una cantidad de utili-
dad que sera repartida entre sus miembros segin los acuerdos previos. Es,
pues, natural, caracterizar la “fuerza™ de una coalicién por la utilidad total
que puede asegurarse frente a cualquier oposicién. Supdngase que los deméas
Jugadores se alian contra la coalicidén S; se tiene entonces un juego finito de
dos jugadores entre Sy N-§, siendo sus ganancias respectivas

3 Giy % Gi
ie§ ieN-§

La coalicién S puede asegurarse:

v(S)={max (min 3 Gi [81, & .., 8]}

BijeS 8iigS
siendo §; la estrategia seguida por el jugador i.

Por otra parte, es evidente que si Sy 7 son disjuntos, la coalicién SUT
puede asegurarse por lo menos »{(S)+¢(7T). Se dira que

v(SUNDZv(S)+ (D)

Para ser coherentes se supone que v (@)=0. Definamos ahora el modelo
general de juego cooperativo con pagos laterales:

1.1. La forma caracteristica de un juego n-personal (cooperativo) con
pagos laterales es un par (N, v), en el que:

N={1, 2, ..., n}
es el conjunto de jugadores, y
v: N—R

la funcién caracteristica del juego, que es superaditiva. Esto es:
siSNT=0 v(SUT)Zv(S)+v(T)
El analisis de juegos cooperativos de n-personas es complejo.

En esta teoria, los conocimientos que se tienen conciernen sobre todo a
procedimientos de arbitraje, que en una cierta medida dispensan de jugar.

Esta es una de las cuestiones que se estudiardn para llegar a la nocién de
“niicleo™ del juego.

Supéngase que los n jugadores se relinen y un arbitro les propone entre-
gar a cada uno una parte del total v (N), por ejemplo, Mi al jugador “i”. Para
obtener el acuerdo de todos es necesario al menos que:

VieN Mi=» ()
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O sea, que la propuesta del arbitro sea individualmente racional.

Por otra parte, se ha de cumplir:

§l Mi=p(N) OPTIMALIDAD DE PARETO
Las ganancias de los n jugadores juntos no podran superar la de »(N).
Se puede ganar exactamente »(N). Ahora bien, una particiéon tal que

é] Ui<y(N) no sera aceptada porque ello seria desperdiciar utilidad

W(N)—3 Mi>0

1.2. Se llama imputacion a todo vector U=(U,, ..., U)eR" que veri-
fique:

TieN Mi= (i) (L.1)
3 Mi=v () (1.2)

esto es un vector de n componentes, donde cada componente indica la canti-
dad (utilidad) que recibira el jugador i. Por supuesto, esta cantidad deberd
ser, como minimo, la que puede recibir cada uno de estos jugadores sin
entrar en alguna coalicion.

Ademis, la suma de dichas cantidades va a ser el total a repartir »(N), en
el caso en que los n jugadores llegasen a formar la gran coalicién.

Este primer criterio se complementa con el siguiente:

1.3.  Se dice que una imputaciéon M e R" esta bloqueada por la coalicién S
si existe un vector M<¢ R’ tal que:

ViesS M:> M| (1.3)
5 Mi=v(8) (1.4)

O sea, se forma una coalicidén S, en la que cada jugador de dicha coali-
cién recibe mas que en dicha imputacion; entonces esta imputacidn esta blo-
queada por esta coalicién. Los jugadores de S efectivamente estdn motiva-
dos como para que se forme dicha coalicién.

1.4, Se llama nucleo del juego a 1a unidn de imputaciones que no estan
bloqueadas por ninguna coalicidon. Esto son posibles imputaciones a formar
por los jugadores, ya que no existe coalicién alguna de N donde fodos los

. jugadores reciban mds que las imputaciones del nicleo. En todo juego tuni-

camente se formaran las coaliciones que den lugar a las imputaciones del
nicleo; las demas serdn rechazadas.

Veamos una caracterizacién.
Una imputacién u pertenece al niicleo del juego si y sélo si
VSeA(N) 2 Mi=v(S) (1.5)
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El nicleo del juego es el conjunto de arbitrajes aceptables.

Si el arbitro propone una imputacién u que no esti en ¢l nucleo, se dice
que estd bloqueada por una coalicién S del nicleo. Légicamente, los jugado-
res de S rehusarin dicha imputacion.

En efecto, ellos pueden separarse, obtener una ganancia y repartirla dan-
do a cada uno de los partenaires ie S una parte Mi mejor que aquella que
habian arbitrado las fé6rmulas (1.3) y (1.4).

Si, por el contrario, el irbitro les propone una imputacién u del ntcleo,
se evita la escision.

Asi, pues, si se formara la coalicién S para rehusar el arbitraje, se arries-
ga a que se forme la coalicién N-S contra ella y limite sus ganancias a ¥(S).

En este caso, sea cual sea la forma V’ de repartirse la ganancia, se tendria:
g V, =p(S)< E Mi

De la proposicién (1.4), o bien ¥i=Mi¥ ie S, en cuyo caso se tendré ¢l
statu quo ante para los miembros de la coalicién, o bien hay un i para el
cnal Vi< M, y en este caso la coalicién dejaria a uno de sus miembros (el i).

(Es vacio el nicleo? La respuesta a esta simple cuestién es complicada,
pues de ella depende todo el interés de la nocion.

Una manera conveniente de ilustrar las imputaciones se basa en un hecho
geométrico interesante en los tridAngulos equildteros: para dos puntos interio-
res cualesquiera, la suma de las distancias a los tres lados es siempre la misma.

Una familia de coaliciones p de P(N) tal que V cep,se puede asociar un
nimero a.>0, cumpliendo

VieN3S ol=1

donde é:={ cet /i€ }
se dice que es compensada.

Dada una familia equilibrada (compensada) § EP(N), los coeficientes ., cep
iestan determinados de forma tinica? En general esto no es cierto (contra
ejemplo: é={ N,[{]/VieN} se puede tomara.=e yai=t—a Vaed0,l[).
Serd tnico en el caso en que la familia £ sea minimal, es decir que ¢ no
contiene una familia £ que sea compensada.

Si ¢ CEC P(N)—p' no es compensada.

Sea éECP(N) una familia de coaliciones minimal; entonces:

a) 3 una unica familia de coeficientes a.> 0, verificando la relacién:
VieNZ a.=1

cefi

Ci={cet/iec}
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b) Contiene como mucho n coaliciones.
Es equivalente decir:
1. El nicleo del juego es no vacio.

2. Para toda la familia compensada £CP(N) y para toda la familia
{v.) cep de coeficientes asociados se tiene:

ZyHOSHN)

Ei={ce/iec}
3. Si en una familia compensada ¢CP(N) dado ueR"/ v cef 3w < v(c),
entonces: Z u,;< »(N); en estas condiciones se dice que el juego es compensado.

1.5. Nucleolo.

Expongamos unos conceptos previos para llegar al concepto de nucleolo.

Para peN, se define sobre R’ dos relaciones binarias denotadas por <
y < por:

X< Y—3je{l,2,..., P}/ Xi= Yi para i<jx
Xi<Yj (5.1)

X<Y-X<Y o X=Y (5.2)
Se prueba que la relacién es una relaciéon de orden total llamado orden
lexicografico.

También se muestra que todo compacto no vacio K€R” posee un mini-
mo lexicogrifico \nico.

Se define componente a componente una aplicacion 6: R’ — R” llamada
de clasificacién, como:

6 (X)=max{ Xi/1<i< P}=Xi

6> (X)=max {Xi/1 <i< Pi#*i}=Xi
: (5.3)

6,(X)={ max[Xi/1<i< Pis i, ..., i i, ]} X

O sea, los componentes de 8(X) son las componentes del vector X clasifi-
cadas en orden decreciente, o sea, de la mayor a la menor.

Esta clasificacién de 0 es continua.
Para toda imputacién (u)ieN y toda coalicién SEN llamaremos
u($)=Zu (5.9
En R? escribiremos abusivamente:
V'~ el vector de componentes v (5), SCN (5.5)
U~ el vector de componentes u (S), SCN (5.6)
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Se llama nucleolo det juego (N, v) a una imputacidn (u:) ieN tal que, para
toda imputacién (u)feN se tiene:

O(v—uw)<b(v—u) (5.7

En general, 5.7 conduce a 6, (v— u)<6,(v— u), pero 6, (v— u) es la ma-
yor componente de v— u.

Una coalicion SCN estara lesionada por la imputacion u si v (.S) — u(S)>0
y se estimara beneficiada si v (S)— u(5)<0.

Asi, v(S) — u(S) mide el descontento de la coalicién S con la imputaciéon UL
La imputacién & minimiza, pues, el descontento maximo; en otros términos,
el nucleolo minimiza la demanda mas descontenta.

La nocidn de nucleolo es de Schmeider (1966). Su interés principal reside
en que se puede muy facilmente demostrar su existencia y su unicidad para
un juego cualquiera.

Ademas, si el ndicleo es no vacio, contiene el nucleolo.

Asi, pues, el nucleolo provee (nos da) una imputacion interesante si el
nucleo es vacio, y permite escoger simplemente una imputacién del nicleo si
éste es no vacio.

Se demuestra que todo juego posee un nucléolo Unico, y que si el nicleo
del juego (N, v) es no vacio, contiene al nucléolo.

1.6. Kopelowitz da un algoritmo para calcular el nucleolo por a lo
sumo n— | programa lineal (donde n es el nimero de jugadores) (*).

Sea (N, v) un juego cooperativo v: P(N)— R.
Dada X={X), X, ..., X,} una imputacién o pago.

El exceso de una coalicion S con respecto al pago del vector X estd
definido V SCN por:

e(S. X)=v(8)~— I Xi

En el presente modelo, la funcién caracteristica y los pagos son de forma
que (S, X\)<0.

Entonces es mas conveniente trabajar con variables transformadas.

Sea ¢=—v una funcidn “coste™ definida V SCN; con ¢(#)=0 hacemos
y=— X representa menos el vector de pagos (imputacién) (vector de contri-
bucidn).

El exceso negativo estara definido por f(S, Y)=/£(S, V)= C(S) —ZS Yi.

(*) International Journal of Game Theory, vol. 3, issue |, pages 21-29, Physica-Verlag,
Vienna. .
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Kopelowitz procede para calcular el nucleolo como sigue.
Considera el problema lineal:

Maiax r

r<f(S, V) VSCN (h)

_;I Yi=C(N)
hay 27 subconjuntos de N.
Sea ry el valor de r como solucién 6ptima y A, el conjunto de coaliciones

de S en las que el exceso negativo es igual a r para toda solucién éptima
(Y. r;) e .

Si y es unica, entonces se tiene lo buscado.

De otro modo, formamos un segundo programa lineal £, afiadiendo al
programa I las restricciones

(S, VN=r VSeA

Hasta que la solucién éptima y no sea Unica continuamos definiendo
A={S/(S, Y)=r. VSCN}. Para toda solucidn optima (Y, ri)el, y forman-
do el (k+1)" programa afiadiendo al K-ésimo programa las restricciones

(S, VN=r V seA;

una unica solucién “y™ serd obtenida después de a lo sumo n— | vez que el
programa lineal haya sido resuelto.

El nucleolo (negativo) puede ser interpretado como el vector de contri-

bucién “y”, que lexicograficamente maximiza el minimo exceso de coste so-
bre contribuciones para todas las coaliciones.

1.7. Soluciones de Von Neuman-Morgenstern (*)

En su libro The Theory of Games and Economic Behavior (La teoria de
los juegos v el comporiamiento econdomico) Von Neuman y Morgenstern
definieron primero el juego de n-personas e introdujeron su concepto de una
solucion.

Todo el trabajo que desde entonces ha sido realizado sobre los juegos de
n-personas ha estado influido por este trabajo ahora clasico.

Volvamos al analisis de bloqueaje. Esta vez no nos contentaremos en
saber que la coalicién S puede bloquear la imputacién u; le pediremos preci-

(*} MORTON D. DAVIS, Alianza Universidad, 1971.

VON NEUMAN and OSCAR MORGENSTERN: Theory of Games and Economic Behavior,
Ed. Princeton, 1944,
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sar su pensamiento y que se diga la nueva imputacién que se propone en
vez de u.

Se pretende construir un catalogo de imputaciones bloqueantes y buscar
la més pequefia posible.

Precisando esta idea, se considera un juego cooperativo (N, v) con pagos
laterales.

Una imputacién w bloquea a una imputacién u si existe una coalicién
SCN tal que:

u< w; VieS
st,S v(S)

Una solucién de Von Neuman-Morgenstern es toda familia M de impu-
tacién tal que:

I. Cada imputacién que no esta en la solucién estd dominada por una
imputacién que estd en la solucion.

2. Ninguna imputacién en la solucién estd dominada por cualquier otra
imputacién en la solucién.

Desde el comienzo, N-M renunciaron a toda esperanza de encontrar una
solucion unica de pago para los juegos de n-personas.

Pudieran existir juegos particulares en los que tal solucién seria plausi-
ble, pero “la estructura... considerada seria entonces extremadamente senci-
lla: existiria un absoluto estado de equilibrio en el que las porciones cuanti-
tativas de cada participante estarian exactamente determinadas”.

Seglin N-M, su concepto de solucién consiste en no fijar un sistema rigi-
do de distribucién, es decir, imputacién, sino mds bien una variedad de al-
ternativas, que probablemente expresaran todas algunos principios genera-
les, pero que no obstante difieren entre ellas en muchos aspectos particulares.

Este sistema de imputaciones describe el orden establecido de la sociedad

“w_ "

o” un estdndar aceptable de comportamiento.

Entonces, una solucién consiste no en una, sino en muchas imputaciones
que juntas tienen una cierta consistencia interna.

Después de la obra de N-M (1944), 1a cuestién es saber si todo juego
posee una solucién M#0 habia quedado en suspense. Lucas (1968) tuvo una
respuesta negativa, construyendo un contraejemplo con 10 jugadores.

La dificultad reside en el hecho de que la relacion de bloqueaje entre
imputaciones no es ni antisimétrica ni transitiva.

La unica consideracién de caricter general que se puede hacer es que si el
nicleo C y una solucién N-M, M, son las dos no vacias, entonces CCM.

104




E

JUEGOS COOPERATIVOS CON PAGOS LATERALES: UNA APLICACION ECONOMICA

1.8.  El valor de Shapley.

Shapley estudié6 el juego de n-personas de otra forma. Consider6 el juego
desde el punto de vista de los jugadores y traté de contestar a la pregunta:
dada la funcién caracteristica de un juego, ;de qué valor es el juego para un
jugador particular? (*).

No obstante, Shapley encontré un método para calcular el valor de un
juego para cada jugador, generalmente llamado el valor de Shapley, sobre la
base de la funcidon caracteristica solamente.

A este nimero se llegaba, a priori, haciendo abstraccion de todos los
otros factores importantes.

El esquema de Shapley es sélo uno de los muchos que podrian servir
para este proposito. jPor qué usar uno y otro? Shapley justifica su eleccion
como sigue: menciona tres requisitos que piensa deberia satisfacer cualquier
esquema razonable, y continila mostrando que este esquema satisface estos
axiomas y que realmente es el Unico que los satisface.

Los requisitos criticos son éstos:

1. El valor de un juego para un jugador depende solamente de la fun-
ci6én caracteristica,

Esto significa que los valores son asignados independientemente de las
identidades o caracteristicas de los jugadores.

_Por ¢jemplo, en un juego de regateo en el que los dos jugadores no ob-
tienen nada cuando permanecen solos, pero comparten algo cuando se unen,
sus valores serian los mismos.

2. Un pago en el que cada jugador recibe su valor es una imputacion.

Shapley supone que los jugadores racionales formaran una imputacién
(también acepta los supuestos de N-M de superadicién y la transferencia de
utilidades). Puesto que la suma de los pagos es necesariamente igual al valor
de la coalicién de n-personas (por definicion de imputacién) y el valor del
juego para un jugador es un pago medio (en cierto sentido), se sigue que la
suma de todos los valores deberia ser igual al valor de la coalicién de n-per-
sonas.

3. Para un jugador, el valor de un juego compuesto es igual a la suma
. de los valores de los juegos componentes.

Supongamos que un grupo de jugadores estd comprometido simultd-
neamente en dos juegos. Definimos un nuevo juego con estos mismos juga-

(*) Elconcepto de solucién de Shapley es el que generaliza mas directamente, para » juga-
- dores, la idea de reparticion. Corresponde mis a) espiritu de un arbitraje equitativo entre n ju-
gadores que a una lucha severa entre las diferentes coaliciones posibles.
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dores, en el que el valor de una coalicién sea igual a la suma de los valores
que tenia en los dos juegos originarios.

En este nuevo juego, cada jugador tiene un valor de Shapley y el axioma 3
establece que deberia igualar a la suma de los valores de Shapley de los
jugadores en los dos juegos ordinarios.

Para cada coalicién S, sea D(S) la diferencia entre los valores de la coali-
cién S, y la coalicién S sin el jugador “i” [si “i” no estd en S, D(S)=0].

Para cada coalicion S se calcula

n!

— D! (n—s)! .
[ (s ) n—) ] - D(s) siendo s =card ()
n— el numero de jugadores en el juego
n'—n(n—1)(n—2)..1

Sumando estos niimeros para todas las coaliciones S, la respuesta es el
valor de Shapley para “i”, o sea,

Xi()= % (s— D! (n—s)!
SCN n!

[v(s)—v(s—{i})]

La férmula de Shapley puede también derivarse de un modelo de regateo.
Imaginese que al principio un jugador se une a otro para formar una coali-
cion intermedia de dos personas; después, a estas dos se les une un tercer
jugador y, finalmente, se forma una coalicién de n-personas, uniéndose un
nuevo jugador cada vez. Supongamos que en cada estadio el nuevo jugador
obtiene la ganancia marginal: la diferencia en los valores de la coalicién ya
formada y la coalicién con el nuevo jugador.

Si se supone que la coalicién final de n-personas es tan probable que se
forme en una forma como en otra, la ganancia esperada de un jugador es su
valor de Shapley.

Aclaracién de la formula:

I. Hay exactamente n/ maneras de formar la coalicién que retne a los
n jugadores, de ahi la divisién por n/

i
1

2. Hay también s!(n— s— 1)! maneras para el jugador “i” de intervenir
en (s+1)° posicion después de una coalicién S de tres miembros, de ahi la
multiplicacién de la ganancia marginal a cada coalicién S de Ps(N), subcon-
junto de P(N) formado por todas las coaliciones que comprenden un niime-
ro S de jugadores por st(n—s—1)!

Esta derivaciéon del valor de Shapley es interesante, pero no muy convin-
cente.

Incluso asi, no es razonable esperar que ¢l nuevo jugador obtenga toda la
ganancia marginal, y no esta claro que los drdenes de formacidn sean todos
igualmente probables. '
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En el analisis del problema de negociacién Nash aporta una solucién (*).

El objeto del desarrollo que hace Nash es el estudio de como se negocia
la reparticion de los frutos de la colaboracién entre dos jugadores, teniendo
en cuenta la razdon de reintegro de fuerzas, las informaciones y las posibili-
dades de amenaza.

Hay que destacar el concepto de punto de ruptura R=(uf, uf), que repre-
senta el nivel de satisfaccion que obtiene cada jugador en caso de no acuerdo.

De este modo, segiin la solucidon de Nash, se selecciona como solucién el
punto S, que maximiza el producto (u; — uf) (uz — uf) (en el caso de dos
jugadores).

2. MODELO ELABORADO

2.1.  Panordmica sobre el actual estado del sector de electrodomésticos

El sector de fabricantes de aparatos electrodomésticos de linea blanca
estd atravesando por una situacion econdmica adversa, expresada por una
atonia de la demanda, una baja productividad, falta de competitividad a
mercados exteriores (Mercado Comiin), un déficit de explotacién creciente y
costes financieros excesivos que impiden a las empresas hacer frente por si
mismas a esta situacion.

Ante este panorama, la Administracion decidié el afio pasado la reestruc-
turacion del sector.

El retraso en la llegada de esta reestructuracion se debe a la ralentizacion
que ha supuesto cada gobierno y, por tanto, de sus responsables politicos.
Desde la gestion del entonces vicepresidente econdmico Abril Martorell
(quien queria acometerla empresa por empresa) hasta el actual ministro de
Industria, Ignacio Baydn, quien es partidario de la actualizacion sectorial, la
situacion de las empresas se ha ido deteriorando progresivamente.

El resultado era la publicacion en el Boletin Oficial del Fstado del 17 de
octubre de un Real Decreto, el de 26 de septiembre de 1980. Con él se pre-
tende adecuar las industrias espafiolas a las necesidades nacionales actuales,
por medio de una serie de acciones que tienden a conseguir, entre otros
objetivos, la especializacion de la produccidn, el aumento de la productivi-
dad, a la promocion econdémica, social y profesional de los trabajadores de
las agrupaciones sociales, ademas de establecer una mejor competitividad en
el sector, de cara a la integracion europea.

(*) RAPOPORT, A., y PERNER, J. (1974). “Testing Nash's Solution of the Cooperative
Game”, en Game Theory as a Theory of Conflict Resolurion.
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Al amparo de dicho Decreto se han ido formando diversos holdings de
empresas.

2.2. Explicacion del modelo

Pensando en la reestructuracién que actualmente se esta realizando en
los sectores hoy en crisis y las medidas tomadas como la formacion de diver-
sos holdings, nos hemos planteado el siguiente problema:

Se parte de un determinado sector que precisa de una reestructuracidn.
Dentro de dicho sector, debido a unas ciertas caracteristicas, como, por
ejemplo:

— su situacién geogréfica,
— la comunicacidn con el resto del pais, etc.,

van a ser objeto de estudio tres empresas, que las representaremos por A, B, C.
Dichas empresas se reparten el mercado de dos productos que elios mismos
fabrican, que representaremos por X; y Xa.

En la siguiente tabla aparecen las unidades producidas de cada uno de
los productos, asi como la produccién total de 1a empresa, considerada como
la suma de las unidades producidas de cada producto. También la exporta-
cion parcial y total de los productos de cada empresa, asi como también el
tanto por uno de la produccién de ellos.

TABLA |
ETfs"' PRODUCCION EXPORTACION m:c;nl- l::l:c;‘r:-
Total X, X, Total X, X, a B
A 186 186 — 93 93 — 1 0
186 — 186 70 — 70 0 1
C 152 48 104 50 — 50 0,36 0,68

Segun se desprende de la tabla, la empresa A se dedica s6lo a la fabrica-
cién de un producto X, siendo su produccién de 186 miles de unidades
anuales. De estas unidades se sabe que exportan 93 miles de unidades anuales.

Para las otras dos empresas la tabla funciona del mismo modo:

— B produce 186.000 unidades anuales de X, y exporta 70.000 unidades

anuales.
— C produce 48.000 unidades al afio de X, y 104.000 unidades al afio
de X», y exporta 50.000 unidades anuales de Xa.
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El presente estudio puede dar una idea de cémo se puede utilizar, en
general, la teoria de juegos anteriormente expuesta a casos particulares que
se aproximan a la realidad.

Los beneficios de las posibles reestructuraciones se miden en la forma de
una subvencion global que la Administracién ofrece de acuerdo con ciertas
condiciones, de las que se deducen los oportunos costes.

El problema se plantea en los siguientes términos:

Dadas estas tres empresas, se pretende que se llegue a formar una coali-
ci6n entre ellas, de modo que la utilidad (que en este caso va a ser el dinero a
recibir por medio de la subvencidn) de dicha cooperacién venga dada por la
funcién caracteristica.

Asi, pues, cada una de dichas empresas es capaz de saber el beneficio que
puede recibir, si permanece sola o si actiia en cooperacion con una o las
otras dos empresas, mediante la mencionada funcidn caracteristica que defi-
niremos posteriormente.

Nos hacemos, pues, las siguientes preguntas:
— ¢Llegaran estas empresas a un acuerdo y formaran la deseada coaliciéon?
— (Coémo se repartiran dicha subvencion?

Una vez planteado el problema, se va a definir la funcidn caracteristica
(en este caso la subvencidn a recibir en cada caso).

Los criterios que serviran para atribuir la subvencién son:

— el aumento de produccidn,
— ¢l aumento del nimero de productos exportados,
— el mayor grado de especializacion de la produccion.

Respecto a los costes, s6lo se tienen en cuenta los que se generan tras la
transformacién de la produccién. En el caso de abandonos se puede hablar
de reestructuracién cuando hay dos (o mas) empresas que se coaligan y si-
guen produciendo los mismos productos en cooperaciéon, o bien abandonan
uno de éstos para especializarse en la produccién de otro.

La subvencidn a recibir va a estar en funcién de las siguientes normas:

1. Se comparard a las empresas por el total de las unidades producidas.
Asi, se considera como “empresa mayor” la que tiene mas produccion.

2. Si dos empresas se coaligan admitiremos que }a “empresa mayor”
absorbe a la menor, de forma que cuando hablemos de incremento de pro-
duccidn éste se entendera como la produccién que tenia la empresa menor.

3. Respecto al incremento de exportacion se actuara de la misma for-
ma. En el supuesto de una coalicién, el incremento de exportacidn sera la
exportacién de la empresa menor (comparadas segin unidades producidas).
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4, Una empresa por st sola, o en el ente resultado de una coalicién,
puede reestructurarse abandonando o dejando de producir un producto o
bien transformando algunas cadenas de produccion.

Imponemos que en este caso s6lo se podra abandonar el producto de
mas baja produccién por motivos como podrian ser el mantener el mayor
namero de puestos de trabajo.

5. Se persigue la especializacién u homologacidén de dichas empresas.

6. Para poder trabajar mejor con los datos de este problema, se ha
transformado la tabla | en otra semejante, tabla 2, de modo que las unida-
des que aparecen en la nueva tabla son unidades estdndar. De esta forma se
trabaja con unidades homogéneas.

TABLA 2
o | T I BT
A 62 62 — 31 31 — ] 0
B 93 — 93 35 — 35 0 1
C 68 16 52 25 — 25 0,235 | 0,764

Para este cambio se ha tomado la siguiente equivalencia:

Tres unidades del producto x, equivalen a dos unidades del producto x;
y a una unidad estandar.

7. En el caso de reestructuracién por abandono de un producto, al ha-
blarse de incremento de produccién y de exportacion, seran los mismos que
si no hay tal abandono, pero existe en este caso un coste de transformacidn.

2.3.  La funcion caracteristica

Siendo N=1{1,2,3}, las empresas A, B, C, y v: P(N)—R, se construye la
funcién caracteristica del siguiente modo:
MXAP)+(RXA
VSCNV(S)=[( )+ 2 —(aytany)
l+a-f
El significado de cada uno de los parametros que aparecen en la (cons-
truccién) definicién de la funcién caracteristica es el siguiente:

— A P es ¢l incremento de producciéon que se produce al formarse la
coalicién R con o sin abandono de produccion.

— A E es el incremento de exportacion que se produce al formarse la
coalicion S.
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— M es la prima o subvencién unitaria que se le ofrece a la coalicion §
por el incremento de produccién resultante.

— R es la prima o subvecién unitaria que se le ofrece a la coalicién §
por el incremento de exportacion.

— a y B son constantes que representan el tanto por uno de unidades
producidas de ambos productos. Por definicién se cumple que a+8=1.

— 1 representa el nimero de unidades estindar que se han abandonado
del producto x; y se transformaran en el producto x:.

— )2 representa ¢l nimero de unidades estdndar que se han abandonado
del producto x; y se transforman en el producto x;.

— ¢1 y 2 son constantes técnicas de las transformaciones:

1 es el coste unitario de transformar una unidad estdndar del produc-
to x1 a x,.

¢z es el coste unitario de pasar una unidad estdndar del producto x; a x.

Debido a que estas constantes no van a influir en el razonamiento de este
problema, les asignamos los valores:

Cc=0,2
Cc=0,1

Asi, pues, segin la funcidn caracteristica, se prima tanto el incremento de
produccién como el incremento de exportacion (es directamente proporcio-
nal). Se penaliza la falta de homologacién, ya que si se produce un solo
producto (independientemente de cudl sea), el producto o - 8 sera siempre “0”,
y entonces el denominador es minimo y, en consecuencia, el cociente es ma-
ximo. Por ¢l contrario, si se produce un 50 por 100 de cada uno de ellos, ¢l
producto «* 8 es maximo e igual a 0,25 y el cociente es minimo.

3. ESTUDIO MATEMATICO DEL PROBLEMA

Primeramente calcularemos, mediante la funcidn caracteristica, la prima
que puede recibir cada empresa al coaligarse o reestructurarse.

V SCN por v, (S) se representa a la cantidad (prima) que obtienen las
empresas que forman el subconjunto S (al coaligarse).

VSCN , v2(S) representa que, una vez formada la coalicién S, hay
reestructuraciéon por abandono de produccién (se deja de producir uno de
ambos productos para su mejora y especializacion en el otro).

VSCN , v(S) es el miximo de los valores anteriores teniendo en
cuenta la superaditividad y la no negatividad de la funcidn caracteristica.
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Segin estas hipétesis, en el presente problema tenemos: v (A)=0. Esto es
debido al hecho de que la empresa A s6lo produce un producto X; y ella por
sf sola no se puede reestructurar (abandonar un producto).

Del mismo modo se deduce para la empresa B que »(B)=0.

Haciendo los mismos estudios para todas las posibles coaliciones a for-
mar y operando, se obtiene:
v(A)=0

v(B)=20

0
16 M—3,2

50 M+25 R
62 M+31 R— 124

{
{
{ 50 M+25 R
{
{

v (C)=2 max
v(A, B)=Z max
v(A, C)2 mix

62 M+31 R—5,2

624 M+229 R
68 M+25 R—3,2

107,4 M+46,3 R
130 M+56 R— 15,6

Como v(N)=v(A, B, C) puede tomar uno de los dos valores antes ex-
puestos. Segin los valores de M y R, tenemos:

v(A, B, ()=107,4 M+46,3 R si_
M<0,69—0429 R A R<1,608
v(A,B,C)=130 M+56 R— 15,6 si

M<0,69—0,429 R

Del mismo modo se puede saber el valor para cada coalicidn segin los
valores de M y R; asi se obtiene:

v(B, ()= max

v(A, B, O)= max

{ v(A, B)=50 M+25 R si M<1,033—05R A R<2,066

v(A, B)=62 M+31 R—124s{ M=>1033—0,5R

{V(A,C)=50 M+25 R st M<0433—05R A R<0,866 i
v(A4,C)=62 M+31 R—52 sl M>=0,433—05 R

{ V(B C)=62,4 M+229 R si M<0571-0375 R A R<1,522
v(B,O)=68 M|__ 32 R si  M<0,571—0375 R
Consideradas todas las posibilidades, hemos estudiado para qué casos,

segin el valor de M y R, el nicleo era: 1) vacio; 2) se reducia a una sola
imputacion, y 3) nunca era vacio.

Como resultado se ha llegado a la conclusidon de que en ningilin caso el
nucleo ha resultado vacio o tnico. Siempre existen % soluciones.
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Uno de estos supuestos aparece cuando:

v(A, B.C)=107,4 M+46 R
v(A, B)=50 M+25 R
(A, ©)=62 M+31 R—52
(B, C)=68 M+25 R—32.

En el caso anterior resulta que toda imputacion del niicleo esta caracteri-
zada por: u=(u1, w, w3), con:
w=0
w<394 M+21,3 R+3,2
w=0
<454 M+153 R+5,2
w>0 si M<O0,2

donde:
M<0,69—0,429 R.
M=0,571—0,375 R.
R<1,608.

Siguiendo estos pasos se nos presentan 10 casos segin M y R.

Al no reducirse el micleo nunca a un punto, se ha intentado tomar una
solucién lo mas racional o, al menos, bajo un criterio idgico.

Este criterio ha sido el que dicha imputacion nos maximizase:
U+t

Se ha utilizado ¢l método del grandiente proyectado en cada uno de los
diez casos posibles y de todas ellas, luego, se ha escogido la mejor.

Como era de esperar, dado que en esta funcidn se intenta maximizar la
suma de estos tres pagos, sin tener en cuenta para nada lo que de por si sola
cada una de dichas empresas recibiria, ha resultado el mismo pago para
cada una:

u=w=w;=118,8

Siendo M=2y R=2.

Hay que destacar que en este caso el valor de Shapley es una imputaciéon
que pertenece al nicleo y se aproxima a la deducida anteriormente.

El nucleolo viene dado por

w1 =112,665, u,=118,665 y u; = 125,065

En la actualidad se esta trabajando en este campo, siguiendo las directri-

ces del modelo realizado por Nash, para ver cudndo y bajo qué condiciones

se puede reducir el nicleo a un solo punto. En este caso, si las restricciones
no son muy fuertes, se llegarfa al acuerdo sin ninguna dificultad.
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