Aplicacién del desglose de Zillmer a los titulos
de capitalizacién con sorteo

Por D. Jost Antonio ESTRUGO Y ESTRUGO

Con objeto de evidenciar el modo de constituir las reservas en
los seguros de vida v calcular el beneficio o la pérdida resultante de
una mortalidad real diferente de la supuesta, Zillmer dio a conocer
un método que ha sido punto de partida para interesantes trabajos.

Este autor descompone la prima anual en dos sumandos, uno de
los cuales se capitaliza pura y simplemente para constituir la reserva,
mientras el otro se utiliza para cubrir el riesgo de la operacidn vita-
licia.

- Nuestro objeto es aplicar esta idea fundamental a los titulos de
capitalizacién con sorteo (*), aprovechando dicho desglose para caleu-
lar directamente la reserva en un afio £ cualquiera de Ia vida del titulo

(*} Mediante la suscripcién de un titulo de capitalizacion, la entidad se
obliga al pago anticipado fel capital si sale premiado en cualquiera de los. suce-
sivos sorteos que realiza, o en caso contrario, al término del plazo prefijado.
L.as obligaciones del suscriptor consisten en el pago de la prima convenida con
la frecuencia y duracién gue se establezca o hasta que el titulo salga premiado.

Existen en la actualidad otras formas que no son mas que variantes de la
citada (plazo del pago de primas inferior a la duracién del conirato, manteni-
miento de éste caso de ser premiado el titulo, etc).

Las sociedades de capitalizacién siguen dos sistemas en lo que se refiere
a los sorteos. Por el primero cada titulo posce una combinacidén de tres letras
del abgcedario y mensualmente se sortean oche de todas las posibles, premian-
dose aquellos titulos en vigor que sean coincidentes, anticipindoles el importe
del nominal, cualquiera que sea la edad del titulo. La segunda forma consiste
en que cada titulo lleva varios nfimeros {generalmente cuatro) < 10,000, v se
hace el sorteo mensual que premia al gque lleve el ndmero aparecido.

Dos también son las leves respectivas de eliminacién: la creciente o de
Moivre, I, = [, — #t y Iz de probabilidad constante o ley exponencial i, =
= [,#%, que es la que seguimos en el texto.
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¥, como caso particular, la prima pura anual de esta modalidad. TUti-
lizaremos como instrumento para su obtencidn la “sucesién financie-
ra’” justificando asi fa aplicacidn de ésta con cardcter general a todos
los procesos de amortizacién o constitucion paulatina de capitales,
ciertos o contingentes,

Si en los titulos de capitalizacidn con sortec se adopta la ley de
eliminacién exponencial, es decir, de probabilidad constante plg =
= I — #), la obtencion de ia prima pura anual se deduce clisicamente
siguiendo el métode analitico.

Desde este supuesto, tendremos, colocandonos en el k-ésimo sor-
teo, que la probabilidad de que un titulo se amortice serd P g, v la
de que siga en vigor, p¥. Por tanto, si un titulo se amortiza, el por-
tador percibira la unidad, cuyo wvalor al comienzo del contrato serd
pkﬁlq . @.k.

Por consiguiente, 1a prima dinica, teniendo en cuenta (ue si no se
amortiza se reemhbolsa al término, serd

qv -+ pqv? -+ pPgvd =+ ptTEgvit 4
A— = . T . T
o | amortizaciones sucesivas
+ prt e =

—

e e -
reembolso al término

I — {(pv)~* L q + i(pv)*

= QY e + v - (pvitT I P [1]

La prima periédica se obtiene observando que para que sea pagada
la k-ésima prima, es preciso que esté en circulacion el titulo, existiendo

para ello la probabilidad %%, cuyo valor actual serd (p)¥—'. Luego,
de la igualdad Gnanciera

A— = Py a'—~ [2]
en donde

a'Tl =1 4+ pv -+ p?ve 4 | opriye—l =
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se deduce, teniendo en cuenta [l], que

(31

P o=y STIHOYT
" b —{pvy
Como en la practica los sorteos v el paga de primas son mensuales,
tendremos ;
(12) ' (py’yLen kS
P_,... - V’ Ei_LP_L__ V’ == Vlg
n 1 — (pv )uu 1

= (4+)7 —

La reserva matematica, calculada por ¢l método prospectivo,
i Tl
Wy — et
! l — pv a l n—k|
RVER g+ vy e ] — (pv"yen—x
n! B 1——13\7’ n' i—pV,

(4]

seria,

{31

[>]

en donde ¢/ e i" son los valores dados en [4], y ambas evaluadas al

término det afio o periodo %, respectivamente.

El desglose de la prima hecho por Zillmer, en prima de ahorro y

vista (**),
de capitalizacién con sorteo, se puede descomponer :

término del contrato, que podemos representar por

Ck+ﬂ7 —_— Ck

siendo Cy, la cantidad constituida al comienzo del afio & ; por tanto

C.=0 ; GCupa=]1

#wE, = (pz)m,

prima de riesgo en los seguros de vida, puede servirnos, como indica-
mos anteriormente, para un enfoque de la cuestién desde otro punto de

En efecto, la prima correspondiente al periodo k-ésimo en un titulo

a) En una cantidad que sirva para constituir el capital umidad al

(61

[6]

(**y De todas formas, puede observarse 1a similitud de la capitalizacién con
sorteo con el seguro mixto: capital pagadero al término del periodo vy sobre
una edad 0, considerando la ley de supervivencia I, = [,#7, siendo, por tanto,
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b) Caso de amortizarse el titulo en el k-ésimo sorteo, para lo cual
existe una probahilidad g, v como el suscriptor en ese instante tiene
constituide Cii., el riesgo serd 1| — Gy, cuye valor probable al co-
mienzo de dicho periodo serd

(1 — Cesa)vg [7]

Por consiguiente, si denominamos ¢ a la prima, ésta se compondra
de los sumandos [6] y [7], es decir:

o = Ceyrv — Cx + (1 — Grpa)vg i8]
Despejando en [8] Cyyq, se tiene:

i vq— o
Cort = G~ — qvp Corr = 1) [9]

sucesion financiera (**%)}, en donde

vg— &
V'P‘

o) =— ¥ G0 =— €=

(***) La sucesién financiera resuelve el signiente problema: Determinar una

‘funcién de 1a cual se conoce una relacién lineal entre dos valores consecutivos
¥ uba. ecuacién de condicién. Es decir, si F{a) es la funcién incdgnita,

Fx + 1) = F) ¢y + $o) (1
serd la relacién lineal y
Fn+ 1 =¢ (2)

ta ecuacién de condicidn.

La integral general habida cuenta de la condicidn (2) es:

+[] e Z —ccl @

F(x) =
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Por tanto, segan (4),

k—1 n

1 1
Ck: —‘-"——|— vp

IR | §
vp vp
k

= (st

T (vg — o) Z (vp)¥—* =
’ It

= (e 4 v — ) [T 4 vp + vipF 4 s + V] =

= (vpyr7*t 4 (vq — “)a'ﬁﬂl [10]

que nos da el valor constituido al comienzo del periodo k-ésimo, o sea,
el valor en ese momento de la reserva matematica.

Un caso particular notable es cuando la ecuacién de condicion

Fln + 1) = 0 (&)
transformandose la (3) en
x—1 n
oo = [] o0 Y - @

: x H P(x)

1

que tiene aplicacién en la deducciton de todos los sistemas de préstamos y em-
préstitos,

En relacian con las notaciones del texto, la (3) puede escribirse:

ck=—;—c~w+lﬁcp(k)i—:3@— @

1 k ,
[[ (k) H (k)

que es 2 lo que nos referimos.
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Si desearamos hallar la prima, despejandola de [10] después de
hacer &£ = 1, en cuye caso C, = U, como indicamos antes, tendriamos

0= p)* + (vq — Oﬂ)a’r‘

y de aqui sustituyendo el valor de a’—~ dado en [2']

Gy U —py)(vpy _
@ = a,rr+VQ—W+th
_ _var el —vp—vy  vo (vp)U—vip+q)
L —(pv)" - I —(pv)"
v+ (vpr{l—v) . q +i(pv)” (1]
I — (pv)" - I—(pw)

que coincide con la obtenida en {3] por el otro procedimiento.
Un simple juego algebraico haria patente la igualdad del valor de
Cit1 de [10] con kV—n—I— de [5], reserva al término del periodo k-ésimo,
Con la utilizacion de las expresiones [10] y [11] guedan resueltos
todos los problemas a que puedan dar lugar esta clase de operaciones.



