Capitalizacion individual
y capitalizacion colectiva

Por

AGUSTIN SANS Y DE LLANOS

UNA INTRODUCCION AL TEMA

Se van a comparar estos dos sistemas a través de un sencillo ejemplo en
el que se consideran tan soélo tres cabezas, de edades treinta, cuarenta y
cincuenta afios, que se jubilan a los sesenta y cinco. Se admite que la renta
de jubilacion es de una peseta, y ello vitaliciamente,

Los calculos se realizan en base a la tabla P. F. 60/64 al 4,5 % sin
recargos de gestion.

a) Capitalizacién individual

La prima individual constante para cada cabeza vale:

< =30 1sE3g - ags 0,180932 X 10,3141

- I 17,7387 =0,10520
: 18X 1

40 2B aes _ 0284718X 103141 _ o000
840.71] 14,2500

‘=50 B g _ 0454034 X 103141 _ o oo o

450 13] 10,8003

Si los tres asegurados acordaran pagar a medias el total de primas, a
cada uno le corresponderia un pago de:

{0,1052 + 0,20607 + 0,43359)
3

=0,24828
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La reserva matematica para t = 1 tiene como valor:
X =30
1 V3o =3%a;3; — 0,10520 X &3, .34 = 1,952139 — 1,842052 = 0,110087
x =40:;
1Vao = 2%/aq; — 0,20607 X d4;.24] = 3,074354 — 3,012805 = 0,061549
x =50
1Vso = 1%a5; —0,43359 X 45, . 14] = 4,913719 — 4,458692 = 0,455027

La suma de las tres reservas es 0,62663.

b) Capitalizacion colectiva

La prima inicial @, se calcula mediante la formula:

35/3‘30 + B/ay + Plag _ 9.48571
&30, 35] + Aa0.25] T As0. 13| 42,7890

0, = =0,22168

Seguidamente se expone el calculo de la reserva matematica y de la se-
gunda prima @, en las hipotesis de que vivan los tres o vivan solo dos.

1. Viven los tres
Vi = (a3, + 2 ay, + /a5;) — O (83, . 32) + dg; . 24) T 5. 14} =
=9,94021 — 9,40222 = 0,53799

La segunda cotizacion valdra:

0, — (3Y/a3 + ?*/ay, + Was) — 0,53799
? d31.34] T 84241 T &5y g3l
_ 9,94021 — 0,53799
42,4135

=0,23436 — 0,01268 =0,22168 =0,

2. Viven (30) y (40)
Vi =% a3, + 2/ay) — O, - (43,.39] + 441 ) =
= 5,02649 — 7,12264 = — 2,09615

En este caso, la reserva es negativa, por lo que al calcularse ©,, en
lugar de restarse el compromiso futuro del asegurador se suma.
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En efecto, se tiene:

(34/a3, + 2¥/ay) — (— 2,09615)
0,= =0,15644 + 0,06524 = 0,22168
2 531 :EZ\ + i‘341 :m

3. Viven (30) y (50)

V, =(3%a3 + Yas)) — Oy - (834.31) +ds.04) =
= 6,865859 — 6,161196 = 0,70466

Con ello, la segunda cotizacion vale:

34 + 14 —0,70466
8,= — /a3, + 1/as)) =0,24703 + 0,02535 = 0,22168

a34:m +551:1_4.|

4. Viven (40) y (50)
Vi =(*as + 'Wa5) ~ 0, (841 .24l T 5104 =
= 7.988074 — 5,520608 = 2,467466

Y la segunda prima sera:

2/, 4 18 —2,467466
o, = (*4aq + "asy) =0,32076 + 0,09908 = 0,22168

(.20 + 45, 1)

Las cifras anteriores sugieren los siguientes comentarios:

1. La prima promedia en capitalizacion invididual es superior a la
prima media actuarial en capitalizacion colectiva.

2. En capitalizacion colectiva los jovenes pagan por los viejos. A las
cabezas (30) y (40) les convendria, como individuos, pagar la prima en
capitalizacion clasica. De aqui que la técnica colectiva exija la adhesion
obligatoria.

En cambio, 1a cabeza {50) se beneficia.

3. Una ventaja basica de la capitalizacion colectiva es la de que el
fallecimiento o jubilacion de asegurados no altera el tipo de prlma Esta hay
que modificarla cuando se reglstran nuevas adhesiones (que si son jovenes
determinaran un descenso en el tipo de cotizacion), bajas o modificaciones
en la cuantia de las rentas a servir.
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4. En el caso de capitalizacion individual, la reserva matematica de
primer afo se ha visto que vale 0,62663 y la suma de las primas era de
0,74486.

Con ello, la reserva representa el 84,13 % de las primas.

Aplicando la capitalizacion colectiva, la reserva es de 0,53799 y la
prima global 0,22168 X 3 = 0,66504.

Por ello, la reserva representa el 80,90 % de las primas.

5. Al calcular la segunda cotizacion @,, en los cuatro casos consi-
derados, se ha descompuesto el resultado en dos sumandos.

El primero de ellos representa la prima que se pagaria por los asegu-
rados si, con la edad inicial, m4s un ano —o sea, un aio después—, desea-
ran contratar colectivamente por vez primera. El segundo sumando {que ha
resuitado negativo, excepto cuando viven [30] y [40], es decir, cuando ha
fallecido la cabeza [50]) representa la disminucién de prima que supone
hacer intervenir la reserva.

Se ha obtenido, en resumen:

Caso Viven  Sumando | B Sumando 2.0 Cotizacion O,
1 Los tres 0,23436 —0,01268 0,22168 =0,
2 (30) y (40) 0,15644 +0,06524 0,22168 =@,
3 (30) y (50) 0,24703 —0,02535 0.22168 = ©,
4 (40) y (50) 0,32076 —0,09908 0,22168 = @,

En todos los casos, el sumando 1.2 {cuya significacion ya se ha ex-
puesto) es superior a la cotizacion inicial (excepto en el 2.0), siendo la mi-
sion del sumando 2.° disminuirla en la cantidad anual que resulta de diluir la
reserva entre los asegurados mientras estén en activo, y la cual conduce a
ese primer sumando al nivel de la cotizacion inicial.

6. En la capitalizacién colectiva se parte del principio de que en todo
momento ¢ debe existir una equivalencia financiero-actuarial entre, por un
lado, el valor actual de ias primas futuras {sin introducir hipétesis alguna de
nuevas adhesiones), mas la reserva matematica, y, por otro lado, el valor
actual de las pensiones de jubilacidén. Es decir, expresado lo mismo al-
gebraicamente:

®t+1'zﬁxj+ttw—xi*t| +vt=zw_xi_!/axi+l

donde ®, 4 ; es el tipo de cotizacion o prima, el cual se determina después de
haberse calculado la reserva matematica V, al momenio 1.

7. Se ha visto que en el ejemplo considerado cuando fallece la cabe-
za (50) antes del afio, la reserva de primer afio es negativa. Esto es logico,
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por cuanto las cabezas (30) y (40) pagan en capitalizacion colectiva una
prima superior a la que les corresponderia en capitalizacion individual, y ello,
en favor de la cabeza (50), a la que le ocurre lo contrario. Por ello, al fallecer
ésta, durante unos afnos el valor actual del compromiso del asegurador es
inferior al valor actual de las primas, generandose esa negativizacion de la
reserva.

Evidentemente, el asegurador no puede cobrar a los dos asegurados (30)
y (40} el importe absoluto de la reserva para poder eliminarlo asi de su
activo. Lo que hara, por el juego mismo del sistema, es lograr amortizar esa
deuda con las primas que recibe, las cuales son superiores hasta un cierto afio
a las que corresponderia pagar a aquellos dos, incluso en capitalizacion
colectiva.

Un desarrollo numérico facilitara la comprension.

En el caso de haber fallecido (50) antes del afo, sobreviviendo (30)
y (40) se van a tabular las reservas sucesivas y las cotizaciones, o sea:

Vi=(¥"Yaso+:+ 2 " Yag+) —O1 (B30 +1.35 o1+ 840 +1.25 - 1)

35 —t/a + 25— t/a — Vi
O = ( BRLUEY i 40 +1) —A—B
B30+ ¢:35 — 11 T 840 + 1525 — ¢l

Dando valores a ¢ se encuentra:

t Vt 9‘+|:A-B=®|

l —2,09615 0,15644 — (— 0,06524)=0,22168
2 - 1,72600 0,16685 — (— 0,05483)=0,22168
3 —1,34471 0,17818 — (— 0,04350)=0,22168
4 —0,94245 0,19054 — (—0,03114) =0,22168
5 -0,52125 0,20406 — (— 0,01762) =0,22168
6 + 0,09759 0,22515 — 0,00347 =0,22168
1 + 0,38218 0,23525 — 0,01357 =(,22168

El elemento A representa la prima que las cabezas de edad actual
(30 + 1) v (40 + t) deberian pagar en régimen de Capitalizacion colectiva
al iniciar con esas edades un régimen de jubilacién basado en tal técnica.
Se aprecia que A es inferior a ®, hasta t = 5, pasando a ser superior des-
de t =6 cuando ya la reserva pasa de negativa a positiva. Es claro que si
las dos cabezas se percatan de ello solicitarian la rescisién del contrato y
la suscripcidén de uno nuevo, debiendo el asegurador soportar la pérdida de
la reserva negativa existente al momento de la rescision.

El elemento B tiene como mision llevar al elemento A hasta el nivel de
la primera cotizacion @,;. Como se aprecia, B se resta de A, y es negatwo
hasta t = 5, pasando a ser positivo desde t =6.
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Como se dijo mas arriba, B es el resultado de dividir la reserva al final
de cada afo ¢ entre la suma de las rentas temporales a las edades alcanza-
das, es decir, la dilucion de aquéllas entre ésta.

Este ejemplo y las consideraciones a que nos ha conducido ponen de
relieve, en un caso extremo poco probable en la practica, que el Asegurador
antes de aplicar la técnica de la Capitalizacion colectiva a un grupo dado
debe realizar un detenido estudio para evitar la aparicion de reservas ne-
gativas,

Ello, por otra parte, no es precisamente un peligro especial de la Capi-
talizacion colectiva, ya que al formularse el principio actuarial de equiva-
lencia de todo seguro se ha de tener en cuenta tal peligro a fin de eliminarlo.
Asi ocurre con todos los seguros de capital decreciente con el tiempo, para
los que se desee una prima nivelada. Como se sabe, en tales casos hay que
estudiar una duracion de pago de primas inferior a la del seguro.

Pero asi como en las operaciones a riesgo decreciente es necesaria la
medida previa de estudiar técnicamente el pago de primas, sin lo cual sur-
girian las reservas negativas (de forma cierta en seguros a capital decre-
ciente, aleatoriamente en seguros y rentas sobre varias cabezas), en la apli-
cacion misma de la Capitalizacion colectiva es muy poco probable, lo cual no
exime de un previo estudio demografico.

En ultima instancia, si apareciera, en un momento dado de la vida de un
régimen de jubilacion basado en la Capitalizaciéon colectiva, una nega-
tivizacion de las reservas, se ha visto como la prima permanece invariable; el
Asegurador no puede reclamar la reserva a los Asegurados, y éstos, si lo
desean, pueden rescindir el contrato y solicitar de otro Asegurador la sus-
cripeion de uno mas ventajoso.

Como se ve, nada de ello lesiona los intereses de los Asegurados.

En el momento inicial, viviendo, pues, las tres cabezas (30), (40) y (50),
el valor probable dentro de ¢ afios de la reserva matematica viene dado por:

V1=[m30'35_”330+1+LP40'25_‘/aao+[+tpso‘ 15—[/350+1]
—0‘[Pso‘ﬁ3o+t.—35—: + (P40 - 840 +1:25 — ¢ +P50'550+1:15—t|]

Pues bien, esta reserva matematica, propia de la capitalizacion colec-
tiva, es positiva para los grupos mas usuales. Para que sea negativa es pre-
ciso que haya un gran numero de cabezas ya jubiladas o proximas a jubi-
larse.

Ahora consideramos el caso en que fallecieran las cabezas (30) y (40) en
el transcurso del primer afo, sobreviviendo, pues, la de edad (50) Lareserva
matematica parat = 1 sera:
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V; = 14"351 - @1 T _.m = 2,63413
La segunda cotizacion valdra, pues:

14/35] — Vl
Q,= —————=0,47784 — 0,25616 = 0,22168
as;;14]

Se demuestra, una vez mas, que el fallecimiento de Asegurados no in-
fluye en el mivel de la prima, y en este caso, con beneficio para el asegurado
sobreviviente.

Conviene, finalmente, no olvidar que la técnica comentada en esta Nota
no es para aplicar a tres cabezas, sino a grupos de cierta importancia. Aqui se
han puesto de relieve las caracteristicas de aquélla a través del analisis de un
ejemplo, de facil tratamiento.

Madrid, 14 de septiembre de 1976,



