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INTRODUCCION 

La cuestión que tratamos de resolver consta de dos puntos funda- 
mentales. El primero se refiere al estudio de la posibilidad de integrar 
varias unidades de riesgo en una sola y el segundo supuesta: la ven- 
taja de la integración, determinar la forma más aceptable, racional y 
técnicamente, de imputar los beneficios que se siguen de la misma. 

El punto primero será tratado de acuerdo con la teoría del Riesgo 
Colectivo y el segundo mediante la aplicación del esquema lógico de 
los juegos de estrategia. 

1. INTEGRACION DE RIESGOS 

Sean tt y qt las variantes que representan el montante de siniestra- 
lidad o nivel de quebranto y el beneficio de la unidad de riesgo. 

Evidentemente que entre ambos procesos estocásticos existe la si- 
guiente relación : 

qt = kt - St 

en la que k ,  representa el montante de ingresos 



Llamaremos recargo de seguridad a la diferencia 

E(S3 - kt = i n t  - kt = y 

to, el beneficio podrá expresarse por 

iit = mt + Y - t t  

i las funciones generatrices de tt y r] ,  son q F  (0) y cp, (0) tendre- 
<mt+-<)8 (mtt-'t)a 

vF(-e> = e (4) en la J I r  (-0) 
es la función cumulativa, JiF(B) = 1 (P,: (O), como consecuencia iei,einos: 

Lo que indica que el r.ecargo de seguridad coincide con el valor me- 
dio del beneficio. Cabria pensar que una política de mayoración de be- 
neficios podría apoyarse en el incremento del recargo. Esto no tiene 
justificación satisfactoria. En  efecto, .el incremento del recargo supone 
un encarecimiento, con lo que una reacción normal de la demanda 11e 
varía consigo una reducción en el número de contrato y, por ello, el 
efecto definitivo podría ser una disminución del beneficio. 

Por otra parte, pretender el incremento del beneficio a travks del 
recargo equivale a considerar el valor medio de la variante del beneficio 
como un índice de utilidad, cosa que contradice la teoría sostenida por 
Morgersten y Neuman, que exige que la utilidad no pueda ser infinita. 

La función de utilidad es, según sabemos, 

en la que F(yt) es la función de distribución del beneficio y u(yd la 
función de utilidad del beneficio (por ejemplo, del dinero). 

De todo esto se deduce que la utilidad se incrementará operando 
sobre la función de distribución, ya que F, es más útil que F, si 

Esta pudiera ser la justificación racional del reaseguro y de la po- 
lítica demográfica de la empresa aseguradora, entendiendo por tal la 



que conduce a una coiiiposiciói~ de la cartera que lleva consigo el 
llamado beneficio por subniortalidad. 

Dejando para otra ocasión estas cuestiones, vamos a continuar con 
la definición y propiedades de la función de pago. 

Según la teoría del Riesgo colectivo, podemos escribir: 

e11 la que 16 representa la reserva inicial de la unidad riesgo que con- 
sideramos y 8, cumple la condición 

La (1) representa, pues, la probabilidad de que la compañia o uni- 
dad de riesgo se arruine. 

Ed montante de los pagos de los asegurados es mt $- y, por lo que 
la relación 

va a recibir el nombre de fwuión ole pago. 
Es evidente que el recargo y será luncióii de las dos variables fuil. 

damentales de la unidad de riesgo, de aquellas que pueden tomarse 
para definir su estructura, cs decir, u reserva o nivel económico y u 
o nivel de la probabilidad de ruina. E n  efecto. si hacemos 

y,  por lo tanto, 



Esta relación justifica el porqué se denomina recavgo de seguridad, 
ya que su misión no es otra que garantizar la pervivencia de la com- 
pañia aseguradora teniendo en cuenta su situación económica. 

El desarrollo de la función cumulativa es, segíin se sabe, 

en la que k,  es el momento cumulativo de orden r y, por lo tanto, 

k, = m k, 1 oP 

luego 

De aqui deducimos que el recargo de seguridad puede expresarse 
de la forma 

Por definición - 'lag a' ha de ser normalmente muy pequefia, ya 
u 

que a es el nivel de probabilidad de ruina y u la reserva de origen que 
mide el nivel económico de la entidad aseguradora, como ya sabemos. 
Así, si, por ejemplo, 

La función de pago será, en términos generales, creciente respec- 
to a e. 

En efecto, su derivada tendrá la forma 

que se mantendrá positiva siempre que se verifique la relación 



En virtud de las consideraciones anteriores, aun en el caso de que 
el proceso del montante de quebranto defin.e~e una distribución fuerte- 
mente asimétrica (k ,  es el coeficiente de asimetría). O, cump1ir;a normal- 
niente la anterior relación. 

De todo esto se deduce que la función de pago es decreciente res- 
pecto de la reserva u. 

Llamaremos función de integración a la función de pago que corres- 
ponde a un conjunto T de unidades de riesgo, consideradas integradas 
en una nueva unidad. 

Suponemos que las resesvas son %, u,, .... u~ y que el nivel de 
probabilidad de ruina a es el niismo para todas. Las variantes de que- 
branto son, evidentemente, estocásticamente independientes, por lo qne 
la función de integración será 

en la que Os es igual a llog al 

Por la indqendencia estocástica 

i C T  

luego 

Como consecuencia de esta definición aparecen las siguientes pro- 
piedades : 



= V ( l  T.). 

La primera propiedad es evidente, ya que no tiene sentido hablar 
de pago distinto de O en el caso en que no exista ninguna unidad de 
riesgo. 

La segunda se desprende del hecho de ser creciente con 0 la función 
de pago. En  efecto, 

r C TiU Tz U... UT, 
- V(Tl U T2 U ... U TJ = --- - 

U T2 U . . U T, 

Luego 

Es claro que 

'TI U T~ U . .  U T% < e*j 



ya que 

De todo esto se deduce que la integración siempre supone una ven- 
taja para el grupo en total. Se trata ahora de ver cómo debe repartirse 
esa ventaja. 

11. ASIGNACION DEL BENEFICIO 

Hemos visto que según las propiedades de la jnnción de integradn 
es siempre ventajosa la integración pera el conjuuto de unidades inte- 
gradas, es decir, 

En la que VQ') es la función de pago de la entidad. 
La cuestión que ahora se presenta es la distribución del beneficio 

Como hemos indicado anteriormente, vamos a servirnos del esquema 
lógico de los juegos de estrategia en virtud de que la f u h ó n  de inte- 
gración cumple las condiciones de funci6ri caracteristicn ie ]ner:o i-. por 
tanto, podremos considerar un juego n personal con dicha función ca- 
racterística y pretender una solución del problema con la ayuda de la 
teoria de esta clase de juegos. 

Recordaremos que la función caracteristica de juego V(T) es el 
valor del juego correspondiente del conjunto T considerado como un 
solo jugador, es decir, integrando una "coalición". Sabido es que esto 
indica que dos jugadores coaligados pueden elegir de comúii acuerdo 
la estrategia que han de adoptar para que el resultado individual del 



juego, es decir, la imputación o asignación, sea la más ventajosa de 
acuerdo con el interés de la comunidad integrada en la "coalición". 

El problema. de la obtención de solución del juego consiste, pues, 
en determinar los métodos posibles de imputar las ganancias individua- 
les al terminar la partida. Podemos afirmar que la solución nos da un 
"esquema de finalidad" definido por relaciones de orden en las asigna- 
ciones, constituyendo una "preferencia eficaz". 

La teoria de juegos de  Neuman y Morguemsten. considera la so- 
lución del juego como el conjunto de asignaciones que entre sí no son 
"dominantes", es decir, que no es preferida la una a la otra, y en cam- 
bio cualquier otra asignación que no pertenezca a la solución es prefe- 
rida por cualquiera de las que pertenecen a ella. Se ha podido demos- 
trar que en los juegos hasta de cuatro jugadores existe solución. 

Los más recientes estudios sobre los juegos de estrategia a través 
de la teoria de '@afos" han evidenciado que un juego finito, n personal 
es un grafo "progresivamente finito" el cual posee siempre "núcleo", 
o sea un conjunto de puntos que entre sí no son adyacentes, es decir, 
que no son correspondientes en la aplicación que supone el grafo y, por 
el contrario, cualquier punto exterior siempre tiene por correspondien- 
te uno interior al núcleo. Dle acuerdo con la definición de solución 
de juego se ve claramente que ésta coincide con la del núcleo del 
correspondiente grafo. Esto nos permite referirnos consistentemente a 
la teoria de juegos para obtener wnsecuencias lógicas. 

Las propiedades fundamentales de la función característica de jue- 
go, son las siguientes : 

Se demuestra que una función de conjunto que cumple esas condi- 
ciones define un juego. 

En el caso en que la suma de los pagos a realizar por los jugadores 
sea distinto de O, tendremos 



en la que Tn representa el conjunto total de iugadores. Evidentemente, 
en el caso de juegos de "suma O", tendremos 

Las imputaciones o asignaciones a cada uno de los jugadores, han 
de cumplir evidentemente las siguientes condiciones 

ya que es claro que lo que corresponda al jugador i como consecuencia 
de la coalición, no puede ser inferior a lo que le correspondiera jugando 
por su cuenta exclusivamente. 

La asignación correspondiente al jugador i estará. por lo tanto, en 
P! intervalo 

La determinación de un valor concreto para & exige cousideracio- 
nes de carácter marginal o complementario, ya que, como hemos dicho, 
la solución del juego es un "esquema de finalidad" que recoge el con- 
junto de formas de distribuir las consecuencias del juego, la designa- 
ción de una forma concreta de asignaciones trasciende de la finalidad 
de la teoría de juegos. 

hrosotros pretendemos a continuación una solución concreta a nues- 
tro problema. 

La propiedad fundamental de la función de integración es, según 
cabemos, la siguiente, 

V(U Ti) < C V(TJ 
T~ n T, = O 



ya que 

en los que, como sabemos. 

Siendo UT, la suma de las reservas de las T, unidades integradas 
y a el nivel de probabilidad de ruina. 

Por otra parte es evidente que 

Conviene reparar en que la funcidm de integración se refiere a pagos 
y, en cambio, la función caracteristica de juego es, según hemos recor- 
dado, la que corresponde a la ganancia obtenida por el grupo T. Por 
ello el sentido de la desigualdad en la relación fundamental es el con- 
trario. 

Si llamamos P,, P,, ..., P, a las asignaciones que correspondan a 
las entidades integradas de acuerdo con lo dicho anteriormente, ten- 
dremos 



y, por otra parte, 

luego 

'f' 
Para la obtericibn de los valores concretos de Pi procederemos de 

la siguiente forma : 
Suponganios una ordenación de las n unidades de riesgo il, i,, ..., i, 

que responde a una política de integración sucesiva, es decir, la unidad 
i, consigue incorporar a la i,, i, e i, conjuntamente, incorporan a i3 y 
así sucesivamente. Las asignaciones que corresponden a estas integra- 
ciones sucesivas se hacen can el siguiente criterio 



E n  las que 

Es evidente que las P,? cumplen las condiciones 

Todas estas asignaciones dependen del orden elegido, el cual su- 
pone que la unidad i,, que inicia el proceso de integración no se bene- 
ficia en nada, ya que su asignación coincide con el valor de su iun- 
ción de pago. P a n  que se pueda hablar de una verdadera solución, 
los conjuntos de posibles asignaciones no deben estar relacionadas por 
correspondientes preferencias, por ello parece lógico que considereinos 
un proceso de integración sucesiva de carácter aleatorio, suponiendo 
las n ordenaciones posibles como igualmente probables. Sohre esta 

base definirnos la variable aleatoria que toman los valores P,,, P,,, ..., 
P,, ; .. , P,, con las probabilidades 

ln-2 
1 -- (n-t)!  (t- l ) !  - -- 1 

- , ... , ... 
n ' In In n - 



P, representa la asignación que corresponde a una ordenación 
en que la entidad r ocupa el lugar t. Su valor será, por tanto, 

Tomamos como asignación definitiva el i a l o ~  medio 

(n-t)! (t- l ) !  
E(P,) = n, = I: 

n ! Prt 

Es fácil ver que la suma de las probabilidades es igual a la unidad, 
en efecto 

Lac asignaciones serán, pues, n,, , ..., n, que evidentemente 
cumplen las condiciones exigidas. 

Boncx-KARL: Aplicación de la teorio de juegos n algunos jroblemw del separe 
de automóviles (coloquios Juan-D,ecpins, 1962). 
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