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Ampliación del campo de utilidad de las 
funciones estadísticas de Quiqued') 

por ~ O N I O  LASHERAS-SAN2 

Introducción 
, .  , 

El estudio cuantitativo de los fenómenos que se presen- 
tan como pluralidad o masa de cosas susceptibles de variar 
sin regla dotada del más absoluto rigor, lo que se llama m- 
lectivo, población o uniuerso, constituye en líneas generales, 
como sabemos, el objeto de la Estadística. 

Cada caso particular de los que integran el colectivo, de- 
terminado por una o varias circunstancias simultáneas carac- 
terjsticas de naturaleza cualifutr'ua~ -denominadas atributos- 
o cuctnfitatiua -variables- aun cuando unas y otras puedan 
ser tratadas con significacibn matemática, como variables in- 

(') Trabajo publicado en una primlera parte en el 6.O 5uple- 
mento doctrinal, correspondiente al año 1954, XV de su publicaci6.n 
(2.a época) del Boletin de Es td i s t i ca ,  del Instituto Nacional de Es- 
tadistica de España; en el nÚm.ero 1 de la Revista Internacional de 
Estudistica y Actuariado de la Seguridad Social (que fue editada por 
la "Asociación Internacional para la Seguridad Social" -O. T.-T.- 
Ginebra, Suiza), y dicha parte reproducida y en otro numero aom- 
pletada, de los Andes del Insfifztto Actuurial Argentino, que se re- 
produce aquí a peticidn de miembros de este Instituto de Actuarios 
Españoles, para conocimiento de todos ellos, con algunas ligeras 
modificaciones de   sed acción. 



dependientes (aun en el caso de concurrencia de  varias cir- 
cunstancias características simultáneas, que pueden ser ho- 
mogéneas o, mixtas, en el que cada conjunción se tomará 
como una sola variable de composición compleja), constitu- 
ye una unidad estadr'stica. Y un conjunto de unidades esta- 
dísticas homogén,eas con respecto a una misma característica, 
forman una clase que recibe el n o d r e  de cantidad o dato 
estadistico. 

Varias cantidades es tadisticas concernientes a un mismo 
fenómeno y referidas a una sucesión del tiempo, constituyen 
una serie; y varias cantidades estadísticas expresivas de va- 
riedades graduadas de una misma especie, según una escala 
de medida previamente establecida conforme la  graduación 
de que sea susceptible la característica -o conjunto unitario 
complejo de características-, constituyen una seriación, aun- 
que comilrnmente llamada también serie de frecuencias, y las 
de tiempo, series cronológicas. Si la clasificacibn no procede 
de una variedad gradual, nno de la ordenación, con respecto 
a un cierto criterio, de elementos discontinuos, se tiene una 
tabla, cuadro o estado dem,osfrafíuo, llamados también, de 
ordinario, serie estadística; como también se suele llamar 
"tablas" a series y seriaciones, que es el caso de las "tablas 
de supervivencia o/y de mortalidad", 

La trayectoria que sigue un fen,órneno a través de los. su- 
cesivos terminos de la serie que 10 refleje cuantitativamente, 
puede ser regular, s e g h  una forma adecuada a la naturale- 
za del mismo, pero lo más corriente es que sea irregular. 
b t a s  irregularidades provendrán de la  propia naturaleza del 
fenómeno y/o de los errores, sistemáticos y/o accidentales, 
propios de la observación estadistica, de los cuales, los pri- 
mer=, por su sistematismo, pueden quedar neutralizados, y 
los segundos, corregidos, lo' que nos dejara la expresión nu- 
mérica y gráfica del mismo, con la forma regular o, irregular 
que por su propia indole corresponda a su trayectoria pri- 
maria. La representacibn gráfica de la trayectoria bruta del 
fenómeno nos revelar6 visiblemente esas irregularidades de 
todo género -sobre todo las propiamente naturales y las de 
10s errores accidentales-, y también, aunque ,difusamente, 



se podrh intuir la que corresponda como trayectoria regular. 
Es preciso, pues, que, por a l gh  procedimiento, obtengamos 
la serie correspondiente a la  línea perfectamente definida que 
pueda reemplazar a la quebrada que representa a la serie 
directa e inmediatamente resultante de la observación, por 
otra que presente una absoluta regularidad en la sucesión 
de sus puntos. 

Esta operación es a la que se llama en Estadistica suavi- 
zado de curvas, o también perecuación (de "perequazione", 
en italiano) ; graduución (del inglés, "graduation ") ; ajuste 
(del francés, "aj~sternent'~), pero que, en sí, constituyen un,a 
compensación (como significa en alemán "ausgleichung"). Lo 
que en realidad constituye es, conforme a lo que significa e1 
vocablo italiano, un reparto equitativo de las diferencias en- 
tre los térmjnos co~nsecutivos de la serie observada, en rela- 
ción can lo que deben ser sus homólogos de la serie correcta. 
En español se ha adoptado la denominación de ajuste. 

Esta operación puede practicarse por: 

a) Procedimientos puramente mecánicos, como el meto- 
do gráfico o de Sprague, y los promedios móviles repetidos 
dos o tres veces para conseguir un buen suavizado. 

b) Procedimientos mecánico-analitico-matemáticos, como 
las fórmulas interpolatorias de Newíon y Higham, las "dife- 
rencias centrales" y las basadas. en ellas, de S,tirling y Bessel; 
la formula interpol'atoria de lagrange y las de Karup y 
Woolhouse. 'Todos estos métodos para la correcciiin de las 
series estadísticas, y otros muchos semejantes a ellos, pueden 
ser considerados como casos particulares de la fórmula o 
ecuación general : 

para lo cual, Llandrk plantea el problema-condición de la 
determinación de los coeficientes c de forma que 

hdemls de por esta condición, el sistema de las e queda 
definido por l a  de que la ecuacih de corrección que se ob- 
tenga no altere la f m a  de valores u,. 
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C) Analitico-matemátic~~s estrictos o simplemente cuan- 
titativos, consistentes en hallar la forma de la función analí- 
tica de tipo conocido que mejor interprete la "funcidn em- 
pírica" cuyo valor num6rico ha sido proporcionado por la 
observación estadística. El problema general que se plantea 
en los métodos de esta clase es el de, dados n puntos, (y,, x,), 
(y2, x,), ..., (y,, x.), determinar la curva regular o continua 
m& sencilla, que tenga con la línea quebrada representativa 
de los valores directamente observados, el mayor niirnero de 
puntos comunes, dentro de la irregularidad de la una y la 
regularid,ad de la otra, quedando los puntos de la segunda 
no comunes con las de la primera, a uno y otro lado de los 
de ksta y diferenciándose lo menos posible. E,ntre ellos po- 
demos citar primeramente los que proporciona de manera 
directa e inmediata la Geometría analítica, al amparo de la 
representación gráfica de la curva que interpreta la sucesión 
de valores obtenidos por la observación para 1,a "función", 
en relación con los respectivos de la variable independiente, 
para proceder luego analíticamente y poder calcular los va- 
lores "teóricos" de la "funcih" c~rrespon~diente a los res- 
pectivos ,de la variable independiente que, desde un princi- 
pio, se nos ofrecen co,n la debida regularidad que los empi- 
ricos, no presentan. 

Entre los métodos particulares que vienen a resolver el 
prob,lema general expuesto,, podemos citar el de "las áreas", 
de Cantelli, ,el de los "pdinmnios ortogon.alesW conforme a 
cualquiera de las interpretaciones de Charlier, Tchebycheff, 
Romanowsky, etc. También pertenecen a este grupo las fór- 
mulas de las llamadas curvas de Pearson, a que luego vamos 
a referirnos det'alladamente por s.er una de las razones del 
presente trabajo. 

d) Anal.ítico-matemático-cualitativas, que son las que, en 
lugar de corregir la serie observada traduciendo los resulta- 
dos experimentales, proceden a de terminar 1 os coeficientes 
de una relaciÓ,n 'dgebraioa o ecuación, que nos reproduzca 
cada término de la  serie en función de la correspondiente 



variable característica, de forma que de una manera general 
podamos representarla por una 

donde a, 6, c, ..., k son parámetros dentro del intervalo defi- 
nido por toda la extensión de la serie; y una vez adoptada la 
forma de la función f ,  proceder con estas constantes tratán- 
dolas como incógnitas, de forma que sirvan para representar 
la serie observada tan exactamente como sea posible. 

Según Wirtinger, estos medios de corrección se basm 
esencialmente en la integral : 

de la ecuación a diferencias finitas para la cual Any = 0. 

Casos particulares que resuelven esta cuestión son las 
funciones de D ormo,y, Gompertz, Makeham, Lazarus, Risser 
y otros, pero quien enfocó la solución del pr&Ierna con toda 
generalidad f ué Quiquet constituyendo un sistema de curvas 
tan general que las de Pearson no son mhs que casos par- 
ticulares del mismo, la demostración de lo cual constituye el 
tema de este trabajo. 

Ya nos hemos ocupado, de él en ocasiones anteriores, en 
cada una de las cuales hemos ido adicionando (algo que 
nuestra observación o la ajena nos habían hecho apreciar 
que era preciso tener en cuenta. Entre esas obs,ervaciones hlay 
dos que son con las que completamos hoy nuestra exposición. 
Una de ellas que no habíamos resaltado antes por creer que 
no era necesario, pues entendíamos que se justificaba por si 
misma, pero que, por lo visto, no es wi, y la otra, que cms- 
tituye una solución empirica para la cual, sin que varíe el 
resultado a que habiamos llegada, creemos haber encontrado 
una justificación científica que exponemos en su lugar opor- 
tuna 



Las fórmulas o curvas de Pearson 

Partamos de la probabilidad p de que se realice un cierto 
hecho, y su contraria q. La probabilidlad de que ese hecho 
se realice una, dos, ..., hasta n veces, vendrá expresada, como 
sabemos, por los términos Idel desarrollo de (p + q)", y si 
tenernos N clasificaciones, los términos de N(p + q)" darán 
la frecuencia de distribución de las AT clases en p + 1 gru- 
pos. Pero la serie binomial no representa todas las probabi- 
lidades que pueden presentarse, siendo preciso acudír a las 
series hipergeomktricas. Asi, la probabilidad de que resul- 
ken r, r - 1, ..., O bolas negras cuando de una urna que con- 
tiene np negras y nq blancas, si se efectúan r extraccimes, 
viene representada por 1 os tkrminos sucesivos de la serie : 

np(np - 1) . . . ,  (np - r + 1) 
= l +  

n(n - 1) ... (n - r + 1) 
mq + 

np - r 3- 1 

Haciendo abra ,  en general : 

np(np - 1) ... (np - r + 1) 
Yk = ---a 

n(n - 1) ... (n - r + 1) 

nq(nq - 1) ... (nq - x + 2) 
(np - r + 1) (np - r + 2) ... (np - r + x - 1) 



lo que nos permite obtener: 

por s,er p + q = 1, e 

por lo que: 

la cual, dividiendo pos - (n + 2) y haciendo 

puede ser sintetizada, en el Iímite, de la forma: 



que es, la fórmula de que partió Pearson limitando e1 poli- 
nomio en x aI segundo grado, en la que, operando, hace: 

que luego multiplica por .r:% e integra, obteniendo : 

Efectuando la integración del primer miembro po'r partes, 

tratando a - como u.na de las partes, y el segundo 
dx 

miembro, por descomposición, admitiendo que, si en los ex- 
tremos de l a  curva, el termino en xn(a + bx + cx2) se des- 
vanece, llega a la expresión aproximada : 

que no es otra cosa que una sucesión de momentos de la 
Forma : 

Esta permite determinar los valores de los parámetros 

1 dsx 
k, a, b, c y de - - en función de los momentos. 

dx Yx 

Luego vuelve a la expresión de que parte y la expone 
como sigue: 



a fin de aplicar el criterio general de jntegración de funci* 
nes racionaIes, teniendo en cuenta los casos que pueden dar- 
se en las expresiones de las respectivas raíces: 

con lo que se obtienen las expre~io~nes de los tres principales 
tipos de curvas del sistema de Pearson : 

Pero las f6rmulas de Pearson ofreoen grandes molestias 
operatorias, ya que, aparte la laboriosidad del cálculo, pre- 
sentan inconvenientes como el de que, una vez determinado 
el criterio, dado que los elementos que han servido para ello 
están afectados de errores y desviaciones, que son los que se 
trata de evitar con la sustitución de la huella bruta por otra 
que presente una total regularidad en la sucesión de sus 
elementos, suele suceder muy frecuentemente que el tipo 
de curva que resulta aconsejada no s'ea el de la que realmen- 
te interpreta al fenómeno. 



Nuestra apreciación experimental 

Kuestras meditaciones y ensayos animados de1 propbsito 
de salvar tales inconvenientes, nos hicieron pensar en la po- 
sibiIidad de reemplazar la serie directamente observada por 
su correspondiente acumulativa, tomando como primer ele- 
mento de ésta el relativo a la edad mas joven de la serie 
bruta; como segundo término de la cuma acumulativa, la 
suma de los dos primeros de la serie original, y así sucesiva- 
mente hasta llegar a la edad última de la serie original, 
para la que corresponde, en la serie acumulativa, un valor 
igual al de la suma total del colectivo. Esto se nos ocurrió 
operando con las series de distribución por edades de los 
componentes de los colectivos laborales, y luego hemos te- 
nido ocasión de extenderlo a colectivos correspondientes a 
seguros de riesgos no personales. 

Procediendo de esta manera, la serie acumulativa ofrece 
análogas caraet.erísticas a las de las series de sobrevivencia, 
sólo que diferenciándose de éstas en que, en tanto que aqu& 
llas son acumulativas, éstas son desacumulativas, 

Se nos ocurrió, pues, interpretar la curva acumulativa 
mediante formulas análogas a las utilizadas para la inter- 
pretación de las curvas de sobrevivencia, si bien los valores 
obtenidos para los parámetros, en las curvas acumulativas, 
resultaban de carácter inverso a los correspondientes para 
una curva similar desacumulativa. Hecho asJ el ajuste de la  
curva acumulativa y diferenciando luego en campo finito, 
obteníamos como resultado la curva o serie ajustada susti- 
tuta de la observada. La diferencia entre la curva desacurnu- 
lativa y la acumulativa radica en que la trayectoria del pro- 
ceso correspondiente sigue la ley natural de evolución de 
la escala a que. de menor a mayor, siguen los valores de la 
"variable independiente". 

Procediendo empíricamente de esta forma, con ocasión 
de una visita a Madrid del eminente matemático franchs, 



miembro de Honor de aquel Instituto de Actuarios, Profesor 
Mr. Pechet, con motivo de unas conferencias pronunciadas 
por él en el Instituto de Investigaciones Estadísticas, del Con- 
sejo Superior de Investigaciones Científicas español, y dado 
que éramos .portadores d.e unos trabajos realizados con alum- 
nos nuestros sobre la materia, al explicar nuestra manera 
de proceder, nos preguntó si  nos habiamos preocupado de 
averiguar .la explicaci8n científica de todo aquello. Y como 
no lo habíamos hecho hasta entonces, decidimos ocuparnos 
de ello, habiendo conseguido lo que sigue a continuación. 

Si en lugar de proceder en forma tan subjetiva como lo 
hizo Pearson, volvemos a la expresion inicial, ten.emos que: 

d lag .y, - - X + k  
= a' + b'x + c'x2 +- ... 

dx a + bx + cx2 $- ... 

donde hay que tener en cuenta: 

d lag e y x  
l." Que es una funcion F ( x ) ,  la que, a su vez, 

dx 

es un número obtenido de la observación estadistica, rela- 
cionado a la expresión cuantitativa de un "atributo" o de 
una "variable": u,. 

2." Que es x > 1, por lo que iran creciendo sus poten- 
cias sucesivas. 

3." Que, por ser u, un número que estadisticamente ha- 
cemos equivalente a F(x) ,  el polinomio entero en x que des- 
arroUa en serie esta función, por el método de los coefi- 
cientes indeterminados, tiene sus términos decrecientes, por 
lo que, al ser crecientes las sucesivas potencias de z, sus res- 
pectivos coeficientes serán funciones decrecientes de esa mis- 
ma variable y, por tanto, habrh un término, en xh, que teiiri- 
camente tiende a O, por 10 que podemos afirmar que la serie 
es convergente, y que sn limite do convergencia es o.. 

4 .O  Ahora bien; sabemos que una función continua de 
una variable no admite mAs que un solo desarrollo en serie 
convergente ordenada seghn las potencias enteras y crecien- 
tw de su variable, y que el desarrollo de Ffx), conforme a 
la fórmula de Mac-Laurin, es : 



por lo que 
a' = cp(xo) = F(0) 

b' = p(xl) = F f ( 0 )  

cosa que podemos comprobar derivando sucesivamente 
(X + k)/(a + bx + cx2 + ...) e igualan'do a cero esas de- 
rivadas, con lo que obtendremos valores numéricos iguales 
a los que resulten partiendo de 

x + k = (a' + b'x + c'x2 + ...) (a + bx -+ ex2 -k ...) 

e igualando los coeficientes de las mismas potencias de x en 
ambos miemb,ros, lo que nos proporcionara las sigui entes 
ecuacj m e s  de condición : 

a'a - a = O 
a'b - bfa - - O 
a'c + h'b + da + O 

y desde el tercer coeficiente de la serie en adelante, la ecua- 
ción de recurrencia 

a'm + b' + c'r - O 

en las que m, n, r son los coeficientes respectivos de tres 
términos consecutivos del polinomio cociente. 

Dicho esto, integraremos y pasaremos del logaritmo al 
número, con lo que resultará: 

Por cierto que, el número de términos del polinomio que 
figura como exponente del numero e, será ilimitado. Sin 
embargo, es limitado el número de téminos de la serie esta- 
dística que se considere, lo que impondrá una Limitación en 
el niimero de términos del polinomio A + B,x + Cx2 + ..., 
por lo que, por lo menos, tendrh que limitarse el niimero de 
tkrminos del polinomio, haciéndolo coincidir con el de tér- 
minos de la serie a ajustar, lo que, por otra parte, tampoco 



satisface al ajuste, porque, con ello, se nos reproducirían ri- 
gurosamente los términos de la serie observada, en su as- 
pecto bruto, y no conseguiríamos regularización ninguna. 
Habrá, pues, que limitar dicho número de términos a aquel 
que nos aconsejen las propias caracteristicas de la curva 
observada. De todas formas, una función can cinco o siete 
parametros cuando mhs, nos proporcionara resultados muy 
aceptables. Sin embargo, es preciso determinar la forma que 
deberá tener la expresibn explícita de la función que haya 
de adoptarse, la cual, al limitarse en ella el niimero de tér- 
minos, plantea el problema de la forma del término comple- 
mentario: o resto. 

Para tratar de encontrarla, observemos que la funcih 
L(x) es : 

donde podemos hacer: 

f...] - I1 + ,+2 L ( n + x ) ( ~ ,  + - (n + 2) (n + 3) L ~ + ~ ) ( o )  
xn+l 

N L(" +l) (O) 
(n + 1) ! 

r log2 8 1 



puesto que al ser tratados los coeficientes como incógnitas, 
para que desempeñen su misión de parámetros para toda la 
extensión de la serie, los valores numéricos que resulten para 
ellos s e r h  los necesarios para que la serie a ajustar sea 
reproducida por calculo con toda la regularidad que su es- 
tructura teórica requiera. Incluso, por esta misma razón, 
podremos tomar corno expresión del término complemen- 
t ario : 

Y, entonces, por las razones de tipo empírico o práctico que 
hemos aducido antes, limitar la forma de  la función de 
ajuste a una del tipo siguiente: 

b t a  función, y,, si la serie observada responde directa- 
mente a ella, es que se trata de una serie desacumulativa, 
como la de sojbrevivencia, por ejemplo; y si la serie directa- 
mente observada es de la forma de las típicas de distribu- 
ción de frecuencias, representa la serie resultante de la acu- 
mulación sucesiva de los términos de aqu6lla. En este caso, 
para proceder al ajuste de una curva de las de distribución 
de frecuencias, cualquiera que sea su forma, se formad la 
acumulativa correspondiente, se ajustara ésta conforme a 
la función obtenida y, después, se diferenciará en campo 
finito que es lo que homólogamente corresponde a la expre- 
sión inicial : 

('1 Con una función de semejante tipo, conteniendo m4s para- 
metros exponenciales en s, hemos logrado 11n buen ajuste de una 
serie 1, de sobrevivencia, recogiéndola completa desde la edad cero 
a la de 108 años. ambas inclusive. 



Encuadramiento en el sistema de funciones de Quiquet 

La función que hemos ob,tenido coincide con. la llamada 
"segunda de Makeham". Esta, como la primera de este mis- 
mo actuario inglks; la de Gompertz, anterior a ellas y b.ase 
de las mismas, y las demás que hemos citado en d) de 1, 
que fueron establecidas directamente por sus autores, que- 
daron luego recogidas como cas'os particulares del síst ema 
que estableció el actuario francés Quiquet basándose en la 
propiedad ofrecida por las fórmulas que acabamos de repe- 
tir su cita, de que la probabilidad de que más de una cabeza 
vivan conjuntamente al término de un cierto tiempo dado, 
pueda ser reemplazada por la probabilidad de que, respec- 
tivamente, una sola cabeza de edad promedia u otras tantas 
cab,ezas de una misma edad vivan al término de dicho tiem- 
po -propiedad conocida actuarialmente por ley del enveje- 
cimiento uniforme-. 

Dicha propiedad podemos expresarla de la siguiente 
forma : 

igualdad cuyo primer miembro contiene N factores, y el 
seguiido es una f u n c i h  de n + 1 variablesindependientes. 

Obteniendo sus derivadas logarítmicas sucesivas hasta la 
de orden n + 1, se estabIece un sistema de ecuaciones cuyos 
primeros miembros son n + 1 funciones de N variables in- 
dependientes; y los segundos, otras tantas funciones de n 
v,ariables independientes, despues de anular el valor de t., 
porque. si cada igualdad del sistema ha de ser generalmente 



cierta, tiene que serlo para todm los valores de t, incluso 
el cero. Por consiguiente, ha de  existir entre los segundos 
miembros de las ecuaciones de este sistema una relacibn 
independiente de las variables, y por consiguiente, entre los 
primeros miembros de las mismas ecuaciones. 

El wronskiano cuya anulación condiciona la existencia 
de esta relación, proporciona la ecuación diferencial, lineal, 
homogénea, de coeficientes constantes y sin segundo miem- 
bro, de la forma: 

cuya ecuación característica de la integracibn es:  

y la integral consiguiente: 

que, en caso de raices múltiples, es: 

donde ~ ( x )  es un polinomio entero en x, de un grado infe- 
rior en una unidad al de la multiplicidad de las raíces, r 
(aquí I. tiene significación dktinta a la que se le ha atribuido 
en las filtimas fórmulas de IH). 

Los diferentes tipos. de leyes que pueden resultar de esta 
expresión general dependen del valor de n y de las raices r 
que resulten en consecuenci,a. Por ello, si n = O, será A6 = O 
e y, = 0, por lo que, integrando, se obtiene f(x) = e. 

Cuando n = 1, tendremos A, + A,r = O, y en el caso 
de que sea r = O, ser& y, 5, e integrando, se llega a 

f (x) Y si es r f O, la funcibn resultante será 

y,=ea+"+ye , que es la primera fÓ,rmula de Makeham, en 
la que cabe considerar el caso particular de $ = 0, que pro- 

porciona la expresión y, = ea+r8 , que es la de Gompertz. 
Para n = 2, será A, + Alr  + A # =  O, por lo que habrá 

dos valores de s, pudiendo darse los casos de que sean 



I', = r, = 0; r1 = O y r2 # 0; (yi # r2) $ O; (rí = r l )  # O. Y si 
nos detenemos en el caso segundo, la ley que ob,tendrernm 

será y, = ea+fis+'xs+66y que es la segunda de Makehm que 
es con la que coincide una de las anteriormente obtenidas 
en 111. Ahora bien, si nos detenemos en el caso cuatro, la ley 

que resultará es y, = ea+pBflX, que responde a una primera 
acepción del concepto de término complementario o resto, 
conforme 10 hemos consider.ado en 11'1: tambikn. 

Si tomamos n = 3, la ecuación caracteristica de la inte- 
gración será A, + A,r + A2r2 + AsrS = 0, por lo que hay 
que considerar todos los casos similares que anhlogamente 
a cuando n = 2, pueden darse respecto a los tres valorea de r. 
Ateniéndonos al en que sean (r, = r, = F,) # O, la función 

resultante es y. = e z + ~ + ~ z ' e ' ~  que responde a lo que aca- 
bamos de denominar una primera concepción del tkrmino 
complementario tal y mmo 10 hemos considerado en 111. 

S,i la forma de la función fuese y, = a+~m+r2+sas6r', se 
trata in,dudablernentei de que es n = 5 y, de los v,alores de las 
cinco raíces de la ecuación características de la integracibn, 
rl = O, (r2 = r3 = r4 = r5) # O. 

Así sucesivamente podríamos ir considerando casos y mas 
casos semejantes a los dos que en 111 nos han resultado para 
las dos concepciones que hemos atribuido a la interpretacibn 
del término complementario o resto, pero c.omo ya hemos 
he.cho constar anterkmente,  podemos detenernos empirica- 
mente en funciones que comprendan cinco parlmetros, pues 
la práctica nos pone de relieve que, con ellas, pueden con- 
seguirse ajustes co,mpletamente satisfactorios. 

La circunstancia de haber coincidido con algunos de los 
tipos de leyes matemáticas de las del sistema de Quiquet, 
nos permite intuir que cualquier otro tipo de función, de las 
que constituyen este sistem.a, puede ser aplicable a la serie 
o curva integral. Dependerá, en todo caso, de la contextura 
e incidencias típicas de la curva y, estas, a su vez, de las de 
la serie o curva de frecuencias de la que aquélla sea su in- 
tegral. 



La adopción de una u otra función expresiva de la curva 
integral del fenómeno observado se hará aplicando el cri- 
terio de Quiquet para tal fin, debiendo tener en cuenta. que, 
en los precedentes razonamientos, nos hemos desenvuelto en 
ámbito infinitesirnal, pero que las series o que los mismos son 
aplicables son num&ricas y, por ello, pertenecientes al campo 
discreto, únicamente expresables en tkrminos funcionales 
continuos formularia o f ormalísticarnente, po,r equiparación. 
No obstante, los anteriores razonamientos tienen su parale- 
lismo con otros desarrollados ,en ámbito finito, al amparo 
de las diferencias finitas. Y sabido es que casi todas las f ~ r -  
mulas y problemas del cálculo infinitesimal encuentran sus 
analogías, bajo formas más generales, en el cálculo de las 
diferencias finitas. 

Para ello, con los terminos de la serie observada, forma- 
remos la curva de acumulació,n gradual, con lo que obten- 
dremos,, si procedemos a acumular en el sentido del menor 
al mayor valor de la variable de clase, una curva del tipo 
de -la logística; y si procedemos al revés, una curva desa,cu- 
mulativa del orden de la de supervivencia. E,n cualquiera de 
los dos casos, la expresión de la  función representativa sera 
la misma, variando únicamente los valores numéricos y los 
signos que puedan corresponder a los pa rhe t ros .  

Una vez formada la curva acumulativa, se tomarán los 
logaritmos de sus términos y se hallarán las sucesivas dife- 
rencias finitas, hasta un cierto orden. 'Si las diferencias se- 
gundas son nulas, o pueden ser tenidas por tales, la integra- 
ciiin en campo finito nos conducirá a f (x) = ea+ax. 

Si soa iguales entre sí, 

la función sera de la forma 

A2 lo&, f(x + 1) 
- *- - 

A* ioge f(x + 2) -- - - e ... - 
A" log J(x) A2 lag e f b  4- 1) 



será 
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forma 

ile producirse que 

se tendrá 
t x  

f(X) ea+m+rx + fJr 

Y así sucesivamente para todos los restantes casos ima- 
ginable~. 

Una vez ajustada la curva acumulativa por la función 
que haya sido procedente, se determinarán las diferencias de 
primer orden entre los términos de la serie ajustada y ob- 
tendremos la curva ajustada del fenómeno observado. 

Algunos casos prjcticos 

Para terminar expondremos, siquiera sea someramente, 
algunos casos prácticos ante los que nos hemos encontrado. 

l." Se trata del ajuste ,de la serie formada por la distri- 
bucibn, segiin s,us edades, del colectivo que en 1949 consti- 
tuían los empleados y obreros afectos a los trabajos sidero- 
metalúrgicos de la "EmpresaI Nacional Bazán de Construc- 
cio Navales Militares". 

El ajuste se efectuó con tosda escrupulosidad por las dos 
fórmulas de Makeham, expuestas en cuanto antecede. 

3 



Para la primera, los valores obtenidos para los parame- 
tros fueron: 

c = + 0,8794498 
log g = - 18,$0;1098 
log S = + 0,0030741 
log k = + 3,8536242 

Para la segunda fórmula los valores obtenidos para los 
parámetros fueron : 

c - + 0,7694834 
log g =; - 152,45004 
Iog S, = + 0,0395715 
10g S, a - 0,0002931 
log k = + 2,7607522 

La serie original, asi como su acumulada y las respec- 
tivas de éstas, ajus,tadas por ambas f6rmulas de Makeham, 
figuran en el cuadro I que está al final, asi como, en el 
grkfico 1, las curvas relativas a la serie original y a sus dos 
respectivos ajustes por las fórmulas citadas. 

2.' !Este se refiere a la Pob,lación laboral española en 
1944. Los datos procedentes de observación estaban agrupa- 
dos por grupos de edades., lo cual ya constituía un principio 
de curva acumulativa. Se rectificó la distribución por grupos 
homogéneos de edades y se procedió a la acumulación com- 
pleta. Tal Población estaba separada por sexos y, para am- 
bos, se procedi8 al ajuste por la segunda fórmula de Ma- 
keham. Los datos y resultados figuran en los cuadros 11 y IU, 
y en el gráfico 11. El trazo grueso de éste, para representar 
la Población laboral total, se obtuvo simplemente por la 
suma de los resultados parciales correspondientes a cada 
sexo. 

3 . O  Recientenmnte, hemos tanteado el ajuste de la curva 
de los tantos anuales de morir ,en estado de casado, que adop- 
ta también una curva de distribución de fre~ue~ncias y hemos 
podido comprobar que, al aplicar la f6r&ula segunda de 
Makeham, ésta no era conveniente, y sí la primera, porque 
el parhmetro en xP, nos tomó un valor que, por ser tan p d -  
ximu a cero. equivalía a l,a unidad su potencia rcs. 



Cuadro I 

Cuma de distribución de un colectlpo Isrbod 
Serie sencilla 



Cuadro II 

Serie de varones que integraban la población laboral española, computada d 
30 de juno de 1945 sobre el censo de 1 W  

Edad 
Valora de la serie 

Acumulados SinguIarea 
Edad 

Valores de la serie 

Acumulados Singulares 



I E D A D E S  

cuadro IIZ 

Serie de h-embras que integraban la población laboral espiafioia, computada al 
30 de juno de 1945 sobre el censo de ¡940 

Valores dt la scrit 

Acumulados Singulares 

Valorm & la serie 

A c u m u ~ s  Singulares 


