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1. INTRODUCCION

Es un hecho que en las ultimas décadas han aparecido en el mercado
espafiol de renta fija una gran variedad de nuevos activos financieros que,
junto a la diversificacién de los ya existentes, ha producido una potenciacién
de dicho mercado.

Quedan ya lejanos los tiempos en que el unico activo con rendimientos
predeterminados eran las obligaciones clasicas suscritas por inversores que
cedian exigencias de rentabilidad y liquidez a cambio de asegurar la recupe-
racion del capital invertido.

La tendencia manifestada en este mercado no parece que vaya a cambiar,
antes bien, la proxima integracién en la Comunidad Econdémica Europea,
favorecera que la oferta de inversiones e intermediarios financieros sea cada
vez mas amplia y diversificada.

El trabajo que presentamos responde precisamente a este objetivo. Cons-
tituye una nueva modalidad de empréstito que, inspirado en el de Lenzi,
proporciona como €l una rentabilidad constante sea cual sea el valor de
suscripcion del titulo y el momento de la amortizacion.

2. EL EMPRESTITO DE LENZI

La introduccién de las caracteristicas comerciales en los empréstitos pu-
ros alteran como es sabido la rentabilidad de la emision, que deja de ser
coincidente con ¢l tanto de emision del empréstito.

Si estas caracteristicas inciden con los mismos efectos sobre todas las
obligaciones sélo alcanzaran igual rentabilidad las obligaciones amortizadas
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en un mismo sorteo. Un ejemplo en este sentido son las obligaciones emiti-
das con prima de amortizacidn constante que proporcionan una rentabilidad
decreciente en funcidn de la duracion de la operacién.

Ante la frecuencia con que estos empréstitos eran emitidos, Lenzi disefia
una nueva modalidad de empréstito que al actuar sobre las primas haciéndo-
las variables, proporciona una rentabilidad independiente del momento de la
amortizacion.

Para la determinacién de una ley de formacién de las mismas, esencial en

este planteamiento, puede procederse de la manera siguiente. Sea:

C: nominal de cada titulo obligacion,

V: precio de emision del titulo.

n: duraciom, en periodos, de la operacidn.

i rédito del periodo 5. (s= 1, 2, ..., n).

P prima de amortizacién del periodo s,
C.i: cupon de interés del periodo s.

.- numero de titulos en circulacién al principio del periodo s. El total de
titulos emitidos N|.

M, namero de titulos que se amortizan en el periodo s,
r: tanto de rendimiento constante que se pretende conseguir.
C’: valor de reembolso de un titulo en el periodo s.

Considérese dos obligaciones, adquiridas en el origen por un valor de
emision V que resultan amortizadas, una al cabo de m periodos por un valor

*

C.(C,=C+P,)y la otra al cabo de m + h periodos por el valor C’, .,
(Crin=C+ P, y)

Para que ambas ofrezcan el mismo tanto de rentabilidad:

y = =§. Cid+n"+C,(l+r)™"
m+h
V="3 Ci(1+1) 7+ Cprp(l + 1) "

al igualar los segundos miembros resulta:
. ) b mih . g4 hs
min=C (1 +r) — :E+!Ct,(l+r)

ecuacion que debera cumplirse para todo h y m, si se desea que todas las
obligaciones produzcan el mismo tanto r.
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Para A =1 se tiene la siguiente ley de recurrencia:
Corn=Crl+r—Ci,yy (1]

o lo que es lo mismo:
Co=Vv{+rn— ﬁl Ci,(1+n)™ [2]

con lo cual, una vez determinados los valores de reembolso 7, las corres-
pondientes primas de amortizacién se obtendrin como:

P,=C,—C
La anualidad a, que amortiza el empréstito es:
a,=Ci, N+ (C+P)M,
y al sustituir M, por la diferencia ¥N,—N,,, se obtiene:
C+ P,

ecuacion en diferencias, lineal, de primer orden, completa y con coeficientes
variables.

a,

N, —(1+ %
s+ ( C+P‘

)Nf:__

Para resolverla se efectia el cambio de variables:
p=_Ch e @ C
°CHP, f Ct+P

que permite obtener la nueva ecuacion:
CN,, —C{+i)N=—a

Su solucidn, con la condicidn inicial para s=0, N, = N, es:
© s T U
CN = Zl a’, ﬁI'Ii (1+i,)
= =

en donde se establece la equivalencia financiera en el origen. Al sustituir e’ ¢
i}, por su valor se llega a:
n

c -
CN = 21 as?(l-f-r)

VN, = il a(l+r)”

lo que significa que las anualidades g, amortizan e} capital efectivo de emi-
sibn ¥ N, al tanto de rendimiento constante r, que es también €l tanto del
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emisor, pudiendo calcularse las mismas sin recurrir al proceso de la normali-
zacion.
Las expresiones anteriores se simplifican notablemente si se considera un
rédito periodal constante 7.
Asi, la expresiéon [2] para { = |, es:
C.=V{l+n"—C S [3]

=Vt —C
con lo que las primas son:
P.=C —C=P, (l+r+C@i)j=P(1+r)" "+ Clr-i) S;—,

Esta expresion permite obtener las primas de amortizacion de cada pe-
riodo sin necesidad de determinar previamente los valores de reembolso
(C).

3. EMPRESTITO CON CUPONES EXTRAORDINARIOS

El objetivo de mantener una rentabilidad constante con independencia
del valor de emisién y del momento de la amortizacién se logra en este
nuevo empréstito a través de un cupon extraordinario pagadero a las obliga-
ciones que permanecen vivas, mientras que las que se amortizan lo hacen
por su valor nominal.

Sean dos obligaciones adquiridas en el origen de la operacién a un mis-
mo precio ¥ que resultan amortizadas en los periodos s y s + m, respectiva-
mente. Teniendo en cuenta las caracteristicas del empréstito, ambas obliga-
ciones recibirdn ademas de los cupones ordinarios y del valor de reembolso,
s—1y s+ m—1, cupones extraordinarios de cuantia Cr,. Como el tanto de
rentabilidad ha de ser el mismo podré escribirse:

F . s 1
VF,E. Ci,(l+r) "+ C(i+7r) *+h§] Ce,(1+r) " 4]

yt+m s+m |
View= 2, Ci,(1+rn"+C+r “t"+ 2, Cn,(+n~"

igualando los segundos miembros se tiene:

s+m

s+m- 1|
I= X 0+ (140 "+ T (1
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y para m = 1, resulta:

_r i5+| —
= — =1,2,...,n—1 5
B 1 ’ para s n [ ]

Es importante advertir que ¢,=0, va que en ¢l momento n no deben
quedar obligaciones vivas, con lo cual las M, obligaciones que se amorticen
en el periodo n, habrin recibido n—1 cupones gxtracrdinarios.

La interpretacion de la expresién [5] es evidente ya que al final del perio-
do s solamente reciben el cup6n extraordinario las obligaciones en circula-
cion.

Estas obligaciones ya han recibido s cupones que les aseguran la rentabi-
lidad r hasta el final del afio s, mientras que 7, en [5] ¢s el valor en el punto s
de la diferencia entre la rentabilidad r y el rédito £, . | que recibiran las M, ,
obligaciones que se amoricen en s + 1, y que ya no recibirdn ningin cupon
extraordinario mas.

Conviene tener en cuenta, ademads, que en el primer periodo se amortizan
M, obligaciones que no van a recibir ningidn cupén extraordinario, por lo
cual estas M, obligaciones, para obtener el tanto r de rentabilidad deben ser
adquiridas a un precio V;

y— C+i)
a+n

que es, por tanto, el precio de emision de los titulos.

Con este precio V, las M, obligaciones que resulten amortizadas en el
periodo 1 reciben el tanto r, mientras que las M, obligaciones que resulten
amortizadas en fos restantes periodos tienen asegurada la rentabilidad r, con
la percepcion del cupon extraordinario.

La estructura del término amortizativo del periodo s es:

a=CiN+CM+Ct(N—M)

o lo que es lo mismo:

a=CN (@G +e)+ CM(1—1t) {7}

en la que se refleja una caracteristica comercial no convencional, es decir, se
trata de una amortizacién seca parcial, ex-parte del ultimo cupdn.

Esta ecuacion [7] se puede expresar como:

a=CN(ii+t)+C(1—1t)(N,—N,.,)
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I+ a,

0O sca: CN,,.,=CN,
H l—1  1—1

ecuacion en diferencias, lineal, de primer orden, completa y con coeficientes
variables, que se resuelve con el cambio de variables:

_ kT,
I—1,

iy
5

v 1a solucién con la condicidn inicial N, = N, es:

CN=3 a, I1 (1+i,) " (8]

s=1 h=1
ecuacion de equivalencia financiera en el origen.

Al sustituir ¢n ella @', ¢ i}, por su valor conduce a (¥):

"
VN=3% a(l+r)’ [9]
5=1
ecuacion que permite determinar a, sin necesidad de «normalizar», ya que al
ser r el tanto efectivo del conjunto de obligacionistas, la ecuacién [9] repre-
senta en el primer miembro de la igualdad la prestacion real de los obliga-
cionistas; y en ¢l segundo miembro, la contraprestacion real.

En la expresion [6] se determina ¢l valor de emision para un i, fijado
previamente y para un r dado, o también para un valor de emisién dado se
determina r. No obstante, si se desea fijar previamente V' y r a la vez, se debe
recurrir a la adicién de una prima de amortizacién constante.

En el caso en que exista una prima de amortizacién constante (P) para
los M, titulos que se amorticen en el periodo s, la cuantia del cupén extraor-
dinario, que reciben las N.— M, obligaciones que no resulten amortizados en
dicho periodo es en este caso:

P el RV G A
Y1t C 1+r
y el precio de emisién resulta ser: V= Ql—::—fﬁ_—]a, o, lo que es lo mismo:
r

P=V{U+)—C(+i).

La estructura del término amortizativo a, es:
- N+ CHPIM +C1(N,— M)

con M, = N, — N_,, es una ecuacion en diferencias, lineal, de primer orden,
completa y con coeficientes variables, que se resuelve con el cambio de va-

riables:
Ca, . Ci 1) B

5 e I,
o C(l—t)+ P Cl—)+ P

(*} Ver a este respecto ¢l Anexo.

a =

’
s
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4, ESTUDIO COMPARADO

Resulta interesante efectuar una comparacion entre ambos tipos de em-
préstito con objeto de determinar sus anologias y diferencias.

En el empréstito de Lenzi, y supuesto un rédito periodal constante, las
primas de amortizacion siguen la ley de recurrencia [4]:

P,=P{(1+n" "+ COr—S; vr

En ¢l empréstito con cupones extraordinarios y rédito constante, se¢ veri-
fica la exprexion [5]:

F—1i
t,= Vs 1
1+r (10]
es decir, ¢, es constante para todos los periodos, y ademas:
y= C(l+9
I+r

Al operar en [10] se obtiene:
(r—0D=t{l+r)
y al sustituir en [4]:
P,=P(1+nN""'"+Ct(1+NSe,=PU+nN"""+C S,m [11]

De la ecuacion [11] se deduce que la prima del empréstito de Lenzi en m
contiene a la primera prima capitalizada al tanto r durante m—1 periodos y
la renta prepagable de cupones extraordinarios valorada en m.

Conviene también relacionar dos empréstitos de Lenzi, con el mismo ré-
dito { y la misma rentabilidad r con la diferencia en el precio de emisién, uno
emitido al precio C, es decir, el nominal, y el otro, con un precio de emisién,

_C(+3
I +r

Para obtener el mismo tanto r. ambos empréstitos han de generar una
secuencia distinta de primas de amortizacién. Si se denota por P, a la prima
de amortizacién que reciben las obligaciones que fueron emitidas por el no-
minal, y por P, a la prima para las obligaciones emitidas al precio V, se
deduce que:

V

P =Vl +r)—---C(1+i):C(lii)

I (1+r-—C{l+H=0
,

es decir, no se recibe prima ¢l primer afio, con lo que las primas de los afios
sucesivos obtenidas a partir de [11] son:

"= Ct 85, [12]
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Como:
P=V(+n—C+i=C+r —CU+H=Cr—i)

Al sustituir en [4] resulta:

P,=P (1+r)""'+ Clr—1i)S;g.=
=Cr—+nN""+C(r—)S;m=C(r—i) Sy,
De [12] se deduce que:
P =CtS7,=Clr—i)Sm=~P

m

es decir, la prima del periodo m+ 1 para obligaciones emitidas al precio ¥
es la misma que la del periodo m para obligaciones emitidas por el nominal.

El empréstito con cupones extraordinarios presenta una serie de ventajas
€ inconvenientes, entre los que se pueden sefialar los siguientes:

VENTAIJAS:

— Si se desea, por lo general, que r>> i, las obligaciones deben emitirse a
un precie V inferior al nominal, lo que hace la emision atractiva para
los suscriptores y para el emisor que se resiste a reconocer en los
titulos el tipo de interés normal de mercado.

— El cupdn extraordinario es también un premio sicologico para las
obligacionistas que no han sido «afortunados» en el sorteo.

— En el caso de que el rédito i sea constante, los cupone extraordinarios
son también constantes.

INCONVENIENTES:

— El precio ¥ no puede ser arbitrario si se desea obtener un tanto r
constante. Sin embargo, este inconveniente puede ser obviado con la
introduccion de una prima constante.

— El pago de estos cupones puede complicar la gestion normal del em-
préstito. De todas formas, esta complicacion en la gestidon no es ma-
yor que la que supone el pago de las primas variables de Lenzi.

5. ANEXO

A partir de la ecuacion [8]:
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desarrollando se tiene:
CNi=a,(1+i) "+ay(1+i) '(+iy) '+..+
+a,(1+i) L+ !

La obtencidn separada de las a’, es:
a, a(l+r)

L PR i)
i+t 1+
T+ "=+ 5 - 2
U+ =0+ =) “arsariy
g=_ 0 _a(l+r)
P ol—u, 1+,
i+t [+
b+iy) =+ 2Ty ST
(i) =0+ 7" = G hd riy

asi sucesivamente hasta s —n. En este caso, al ser ¢, =0, resulta g’ =a, e
i’,=1i, con lo cual:

CN:a](]-Fr)_ 1+ 4 +a2(!+r) 1+ 1+
: 1+ 4, (+n(+:) I+4 (1+n0+i) A+ +i)
Yota VTR L+, 1 _
"4+ I+ +i, ) 1+,
o a, a, a

T+ 1+t a+ niarn tararn

1 a a a
:—1 +_ B 4 W L4 4 | =
il a+n a+r? (I+r)”’]

I-I—rr a a, a, 4y . _‘
- + ot _1+ -
t+ila+n " a+n? (1+,),,] 1., a+n

es decir;

[+, .
WCN':VNI:_\El (IJ.U+I') § [9]
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