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DEFINICION DEL MODELO

Endiferentes campos de aplicacion se hace uso de distribuciones asimétri-
cascon fines de analisis, ajuste, inferencia y prediccion, En la etapade eleccion
del modelo representativo o especificacion de un proceso estocastico cuyos
resultados aparecen mas o0 menos asimétricamente distribuidos, suelen consi-
derarse como funciones de densidad idoneas, la distribucion Gamma, Beta, de
Pareto y Logaritimico-normal, entre otras.

De las distribuciones citadas merece un especial interés la logaritmico-
normal por sus aplicaciones en Economia como modelo teérico aplicable en la
distribucion personal de larenta y en las distribuciones de ventas y, en el campo
actuarial, para el ajuste de poblaciones demograficas y para la distribucion de
la cuantia de siniestros en los seguros No-Vida de Accidentes, Responsabili-
dad Civil del automovil, Incendios y Pérdida de beneficios debidos al fuego.

Esta distribucion denominada también de Galton Mac- Alister puede inter-
pretarse como aquella que resulta de una determinada causa y a la cual se
superponen un gran namero de impulsos o causas aleatorias independientes,
cuyos efectos se caracterizan por determinados factores multiplicativos.

Asi, a la aditividad de los efectos que conduce a la distribucion normal,
corresponde, ¢n el caso de la ley logaritmico-normal, la proporcionalidad de
los efectos. Es por ello que la distribucion logaritmico normal se llama también
ley del efecto proporcional dado por Gibrat.
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Siguiendo el razonamiento que hace H. Cramer (1), supongamos que la
cuantia del daho ocasionado por un siniestro depende de # ¢ausas o impuisos
que expresamos por las variantes &, &;..., £,, cuyo efecto depende de la fuerza
del impulso y de la cuantia del siniestro potencial en el instante en que actia el
impulso en cuestion, Por x, indicaremos la cuantia del dano producido por las v
primeras causas o impulsos.

Formulemos las siguientes hipétesis:
1.2 Las variantes £\, £;..., £, son estoc@sticamente independientes.

2.9 Elincremento del davio producido por el impulso &. . | es proporcio-
nal a dicho impulso y al tamaiio del siniestro producido por las v primeras
causas, es decirr Ax, = &, X,

Segun esto,
_Ax,  x.o—x,
gv 1 xv - x“
Y, por tanto,
n o no1 X —x
S. =&+ &+ .. +§n=25u+1 ZE—V‘HT—"

c=10 =14

donde 2 £, + = Suma de las v primeras causas.
r=10

Si el aumento producido por cada impulso es pequefo, tenemos pasando
al fimite:

n-l -
Ax, dx
BXe o f 8K = jogx
X, o X &
p=0
A—0
n— oo

Al sumar v variables independientes y al hacer tender n— < damos
entrada al Teorema Central del limite, con lo que la suma

Sn = vzfvﬂ

=10

(1) Fundamentos de la Teoria de las Probabilidades. Editorial Aguilar.
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LA DISTRIBUCION LOGARITMICO-NORMAL

tiende a una distribucion normal, es decir:
S, — N(a, 0)
Por lo tanto, 51 S, es N{a, o) v S, = log x segun la expresion de paso al
Llimite, entonces se dice que x es una variante logaritimico-normal.

Segun esto podemos decir gue una variante £ representativa de la cuantia
del dano de un siniestro sigue una distribucién logaritmico-normal, si su
logaritmo sigue una distribucion normal, N(a, o), es decir,

logi=ontasi=ete
siendo n — N(O, 1)

LEYES DE PROBABILIDAD Y CARACTERISTICAS
DE LA DISTRIBUCION

Funcion de densidad

1 {y*m)3
)= e L = N(a, o
&y o In 2 (a, 0)

Haciendo el cambio de variable y = Ix;

dx

I
dy = \7
la funcién de densidad de x sera:

1 (x - a)?
fX) =———e " 0 < x < w

ogX V 277

Y su representacion grafica:

fx) 4

b 4
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Funcion de distribucion

(Ix — a)’
1

F(x)=P(£Sx)=‘/:0—/ﬁe 20 dx =
x v

(|x—cr]

U\/Tf% T &

Momento ordinario de orden r

Por definicion

(s )
1

r=E o — . r d f— ‘ r_'__ei 20 d
* (&) .ﬁ x fx) dx \fl: * oX\ 27 .

integral de inmediata solucion haciendo el cambio de variable

Ik -«
o
cuyo resultado es:
@ = el’ﬂ- , T“g—
o
ue parar=1 o
que p a = e
y para r =2 a, =gl

Haciendo r = it en a. nos da la expresion de la funcion caracteristica:

p)=r¢ !
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Caracteristicas

Esperanza matematica:

E(©)=ar=e

Varianza:
Dz(E) =, — a.’[ = @2a + g (603 _ 1)
Otras caracteristicas:
Mediana: M, = e
Modas M,=e "
. . .. o
Coeficiente de variacion: C, = i vel—1
|

INFERENCIA DEL MODELO
1. Estimacion de los parametros o y o?

La especificacidon del modelo exige 1a estimacion de los parametros a y o2
que en ¢l figuran. De los diferentes métodos estadisticos para la estimacion de
parametros consideraremos:

a) El método de la maxima verosimilitud

n . - TR
Sea L (x,, x2,... X5, @, ) = 7 f{x;; &, o) la funcion de verosimilitud de la
muestra, es decir: :

n
I i
Ia Z“"' “a? s E“"‘ -’

1 V=]
1 /2

’L=(ﬁ)ne “(ow3) °©

n n 1 . 2
yiIL= —51 x> —512r—5—= ) ({Ix,—a)
Z i 202§

la segunda funcion de verosimilitud.
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Maximizando 1L tenemos:

%%=%Z(lxi—a)=0 3 (Ixi—ae)=0

i=1

Fe= T TEtT T =0 i n@= (kg

1L n 1 Z(lx— ap .

De donde las estimaciones maximo-verosimiles de « y 02, serian:

2 Ix, 2 (Ix, — a)?

P=1 1=1

o= = Q2
y @ - 5

o
I

n

esto es, lamedia y varianza muestrales de los logaritmos neperianos de la varia-
ble x;, respectivamente,

b) Método de los momentos de Karl Pearson

Al igualar los momentos del modelo con los correspondientes de la mues-
tra, tendriamos el sistema:

»l
[
o

St — el t ol — glael

que resuelto nos da los siguientes valores:

= 1(1+>
e=1\(ors) v o= )

c) A través de la relacion existente entre los momentos «, y &,

De la relacion existente entre los momentos @, y &, anteriores, se
llega a:

o = 1(%?5)= oy, — 2la;
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LA DISTRIBUCION LOGARITMICO-NORMAL

& = 1(\/‘%)= 2la, —%mz

en donde a, v a, se estiman a través de los correspondientes momentos de la
distribucién empirica.

2. Bondad del ajuste. Test x?

Para efectuar el contraste, elaboraremos el estadistico Id:

. fi"le
Id =2( Npip) - X(zn—n—k

Siendo n el numero de clases y k los parimetros a estimar.

El criterio de contrastacion sera;

Sild< Xfr, : .,“1 se acepta la hipotesis de ajuste.

Sild = an _ ,)‘"_’k se rechaza la hipotesis de ajuste.

Siendo « el nivel de significacidén marcado.

DISTRIBUCION LOGARITMICO-NORMAL GENERALIZADA

Se llama variante logaritmico-normal generalizada a una variante que,
; mediante un cambio de origen, sigue la ley logaritmico-normal, es decir:

Si

E’=€+xo®é"=xﬂ+enr}*a

o también,

log (& — x0) — «
a

= n — N(, 1)

Esta variante logaritmico-normal generalizada depende de tres parame-
“{ros: Xg, a, 0.
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Leyes de probabilidad y caracteristicas

Las leyes de probabilidad y caracteristicas de la variante logaritmico-
normal generalizada se deducen facilmente de las leyes y caracteristicas
correspondientes de la variante logaritmico-normal, teniendo en cuenta la
transformacion: £ = & + x,
Funcion de distribucion

Fe(x) =P =x}=P(f+x0=x)=P =x—x0)=F.:x—xp)
esto es, la funcion de distribucion de la variante £ en el punto (x — X,).

Funcion de densidad

fe(x)=Fr(x)=F{(x —x0) = f:(x ~ x¢)

o sea,
l 7|I[x -xo)*nl2
fo(x) = — 20 xp < x<
O'(X - Xo) v 2m
Caracteristicas

Esperanza matematica:

E(&)=E(£+ X)) = X0 + E(&) = xo + e + 2
Varianza:

D8] = D&+ x| = D¥g]=e?e ' 7" (&7 — 1)
Otras caracteristicas:

Mediana: M,=x, + e° i
Moda: M,=xq+e-" 7

APLICACION A LA OBTENCION DE LA DISTRIBUCION BASICA
DE LA CUANTIA DE SINIESTROS EN EL SEGURO
DE RESPONSABILIDAD CIVIL DE AUTOMOVILES

De la distribucion muestral del coste del siniestro para la modalidad de
Responsabilidad Civil Ilimitada, publicada por UNESPA en septiembre de -
1985 enlaEstadistica del Seguro Voluntario del Automovil, referida a datos de r
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1983, que figuraenla Tablal, se ha hechouna estimacidnde los parametros o y
o2 por el Método de la maxima-verosimilitud, habiéndose obtenido para éstos
los valores de:

=95 y o*=1,064

Segin calculos que figuran en la Tabla II.

} )2
Asimismo, s¢ ha determinado el estadistico x* = Z—Msegun

p

consta en la Tabla III, cuyo test de contraste para un nivel de signifcacion
a=0,05 y(n — 1) — k= 26 grados de libertad, nos ha permitido aceptar la
hipotesis de ajuste logaritmico-normal, ya que:

Id= 25,59 < x%,(0,05) = 38,88

Especificacion de la funcion

1. Funcion de densidad

i e 1 il - 9.56)°
f(x) =———e 7 =—— e 7106
ox .\ 27 1,03 x+ 27

2. Parametros i
Esperanza: E(&) = a, =e* "7 = 0¥ = 24149

Varianza: Dz({) =a, ~ a% = gl - o’ (ecr? - 1)= e84 (e|.064 -1
Desviacion tipica: (D{(&)=e* ' /e” — 1 = 33.269
3. Otras caracteristicas:

Mediana: M, =e* =% = 14.186
Moda: M, = e~ ¢ = gi#6 = 4 89§

Coeficiente de variacion: C, = A Ve —1= &% —1=137766
|
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TABLA I

DISTRIBUCION MUESTRAL DEL COSTE DEL SINIESTRO
PARA LA MODALIDAD DE RESPONSABILIDAD
CIVIL ILIMITADA

Categoria: Turismos

Datos: 1983

Importe del siniestro

Coste medio
del

Frecuencia
relativa

Entervalos del coste intervalo (en porcentaje)
Menos de 1.000 607 1,6756
1.000 - 2.000 1.649 1,3025
2.000 - 3.000 2.690 1,9612
3.000 - 4.000 3.654 2,9078
4.000 - 5.000 4.727 4,9075
5.000 - 6.000 5.642 4,2665
6.000 - 7.000 6.606 41229
7.000 - 8.000 7.650 4,3319
8.000 - 9.000 R.590 3,4877
9.000 - 10.000 9.803 6,4737
10.000 - 12.000 11,148 6,0885
12.000 - 14.000 13.171 13,3439
14.000 - 16,000 15.035 7,2944
16.000 - 18.000 17.384 5,4760
18.000 - 20.000 19.494 4,6026
20.000 - 25.000 23.024 5,6877
25.000 - 30.000 28.093 31,9851
30.000 - 35.000 32.786 2,4423
35.000 - 40.000 38.103 2,2093
40.000 - 50.000 46.610 3.7698
50.000 - 75.000 61.671 3,8273
75.000 - 100.000 88.035 2,1481
100,000 - 150.000 124,975 1,6258
[50.000 - 200.000 177.466 0.7980
200,000 - 300.000 246.668 0,6274
300.000 - 400.000 349.193 0.2124
400.000 - 500.000 458.484 0,1229
500,000 - 750.000 594.293 0,1051
750.000 - 1.000.000 907.302 0,0497
1.000.000 - 1.500.000 1.259.003 00326
1.500.000 - 2.000.000 1.860.959 0.0525
2.000.000 - 2.500.000 2.308.695 04,0213
2.500.000 - 5.000.000 3.545.609 0,0284
5.000.000 - 7.500.000 6.839.426 0,0049
Mas de 7.500.000 9.923.098 0.0049

100

Fuente: Estadistica de Sepuro Veluntario del Automovil. UNESPA. Septiembre 1985,
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TABLA 11
ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

X; Inx; f; f;(Inx;) fi(lnx;)?
607 6,41 1.6756 10,740596 68,84722
1649 7,41 1,3025 9651525 71,51780
2690 7,90 1,9612 15,493480 122,39849
3654 8,20 29078 23,843960 195,52047
4727 8,46 49075 41,517450 351,23763
5642 8.64 42665 36,862560 318,49252
6606 8.80 4,1229 36,281520 319,27738
7650 8,94 4.3319 38,727186 346,22104
8590 9,06 3,4877 31,598562 286,28297
9803 9.19 6.4737 59,493303 546,74345
11148 9.32 6,0885 56,744820 528.86172
13171 9.49 13,3439 126,633610 1201,75300
15035 9,62 71,2944 70,172128 675,05587
17384 976 = 54760 53,445760 521,63062
19498 9.88 4.6026 45,473688 449.28004
23024 10,04 5.6877 57,104508 573,32926
28093 10,24 3.9851 40,807424 417.86802
32786 10,40 2.4423 25.399920 264,15917
38103 10,55 2,2093 23308115 245,90061
46610 10,75 3,7698 40.,525350 435,64751
61671 11.03 3.8273 42,215119 465,63276
88035 11.39 2,1481 24,466859 278,67752
124975 11,74 1.6258 19086892 224,08011
177466 12,09 0.7980 9.647820 116,64214
246668 12.42 0.6274 7.792308 96,78047
349193 12,76 0.2124 2710224 34,58246
458484 13.04 0.1229 1,602616 20,89811
594293 13.30 0.1051 1,397830 18,59114
907302 13.72 0.0497 0.681884 9,35545
1259003 14.05 0.0326 0.458030 6.43532
1860999 14,44 0.0525 0,758100 10,94696
2308695 14,65 00213 0.312045 457146
3545609 15.08 0.0284 0428272 6.45834
6389426 15.67 0.0049 0,076783 1.20319
9923098 16,11 0.0049 0.078530 1.27171
100 955.539186 9236.15193

a, = 956 m. = S: = a- — a;‘ = 1.064

=X
a: = 92.362 S=1.03
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TABLA III

Intervalos X

. _nal
x; P(Z; ; <n<Z)=P" Id = {6 pipa)
0 - 6,90 P(—928 <5< —258)=000494] 0,494 2,826
6,90 - 7,60 P(—258 <n < —1,90)=0,02378| 2,378 0,486
760- 8 P(—1,90 < n < —1,51)=0,03680| 3,680 0,803
8 - 8,29 1 P(—1,51 <9< —1,23)=0,04383 4,383 0,497
829- 852 |P(—1,23<gy< -1 )=0,04931 4,931 1,120
852- 870 | P(—1 < n < —0,83)=0,04461 4,461 0,008
870 - 8,85 | P(—0,83 < n < —0,69)=0,04183| 4,183 —
8.85- 899 | P(—0,69 < n < —0,55)=0,04606| 4,606 0,016
£99- 910 | P(—0,55 < n < —0,45)=0,03519 3,519 —
9,10- 921 | P(—0.45 < n < —0,34)=0,04058| 4,058 1.438
921 - 939 | P(—0,34 < n < —0,17)=0,06557] 6,557 0,033
239- 955 IP(—0,17T<<n< O )y=006750] 6,750 6,441
955- 968 IP( O <np< 0,12)=004776| 4,776 1,328
968- 980 P( 012 <ng< 0,23)=0,04319} 47319 0,310
980- 990 |P( 0,23 <n < 0,33)=0,03835 3,835 0,154
990-10,13 | P( 033 < n< 055=007954( 7954 0,646
10,13-10,31 | P( 055 <n < 0,73)=0,05847| 5,847 0,593
10,31 - 10,46 | P{ 0,73 <np < 087)=004054| 4,054 0,641
10,46 - 10,60 | P( 087 <n < 1 )=003349] 3,349 0,388
10,60 - 1082 | P( 1 <n< 1,22)=0,04743| 4,743 0,200
10,82 -11,23 | P( 1,22 <7pn < 1,62)=0,05861 5,861 0,706
11,23 - 11,51 | P{ 1,62 <n < 1,89)=0,02324| 2,324 0,013
[151-1192 i P( 1,89 <np< 229)=0,01837 1,837 0,024
11,92 - 1221 | P( 2,29 < n < 257)=0,00593] 0,593 0,071
12,21 - 12,61 | P( 2,57 < gp < 296)=0,00354| 0,354 0,211
12,61-1290 | P( 296 < n < 3.24)=0,00094| 0,094 0,149
12,90 - 13,12 | P({ 324 <np < 346)=0,00033( 0,033 0,245
13,12 - 1353 [ P( 3,46 <n < 3,85)=0,00021 0,021 0,337
13,53-1382 | P( 385 <n< 4,14)=0,00006| 0,006 5,91
100,— |2 =125594

%0
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