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La fundamentaci6n del anilisis espectral de procesos estocásticos evo- 
tivos, radica en el hecho de la ihadmisibilidad de la hipótesis de estacionari- 
dad en los modelos fielmente representativos del mundo real. Por tal motivo, 
nos ha parecido interesante centrar la atención en el estudio de tales procesos 
teniendo en cuenta que a ellos no les es aplicable el instrumentaI clásico que 
que se utiliza bajo la hipótesis de estacionaridad. 

Por otra parte, es preciso observar que una seria cronología evolutiva 
representa una pluralidad de datos mutables con el tiempo y la hipótesis de 
estacionaridad introducida por comodidad, en orden a la simplicidad del tra- 
bajo, mutila la información contenida en ellas. Es, pues, fundamental, trata 
de lqqar el mayor ayance en la línea de los procesos es tds t icos  evcdutivos, 
ya que evidentemente aún no existe un criterio de unicidad para el trata- 
miento de esta problemática. Una de las causas determinantes de esta situa- 
ción es que los contrastes sobre la hipótesis de estacionaridad se reducen a 
unos resultados negativos, es decir, a rechazar tal hipótesis sin penetrar en 
la naturaleza misma de la evdución, 

Para realizar este estudio, comenzamos p r  considerar Des concrecio- 
hes de procesos estocásticos evolutivos. Señalamos que para lograr un aná- 
lisis espectral dinámico correcto se debe determinar el espectro del proce- 
so sobre un semientorno del instante considerado. 

A continuación, establecemos el concepto de proceso estocásticcs osci- 
latorio en base a la expresión de su función de covarianza y resaltamos la 
generalización que representa coh respecto a la clase de procesos estocás- 
ticos estacionarios de segundo orden. Se define el espectro de potencia evo- 
lutivo en cada instante estudiando su interpretación física. Hacemos una 
somera menci6n del efecto del filtro sobre los procesos estacásticos de esta 
categoría. Detalladamente, establecemos los conceptos de familia de fun- 
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ciones semiestacionarias, procesos estocásticos semi-estacionarios y sus ban- 
das características, para terminar este apartado con el estudio de la deter- 
minacioii de los procesos evolutivos. 

En el apartado dedicado a la inferencia del modelo; se estudia la estima- 
ción del modelo, sugiriendo la posibilidad de mejorar ésta a base de intro- 
ducir funciones de ponderaci6n que cumplan ciertas condiciones a la vez 
que realizando un suavizado con respecto al tiempo y a la frecuencia de la 
misma. En segundo lugar, hacemos referencia a la resoIuci6n del problema 
de la predicción de procesos estocásticos evolutivos por medio del uso de 
filtros digitales complementarios con una extrapolación de los resultados ob- 
tenidos por este procedimiento en cada frecuencia. 

Filanizarnos el trabajo, indicando su aplicación a los procesos estocás- 
ticos evolutivos de parámetro discreto. 

EL. MODELZZACI~N ESPECTRAL DTNÁMICA 

En la extensión del modelo estocástico prescindiendo de la hip6tesis de 
cstacionaridad, se requiere que su mrrespondiente fu~ción espectral perte- 
nezca a un espacio definido por una interpretación física pragmática y re- 
presentativa. Esta es una condición fundamental que debe cumplir los mo- 
delos basados en los procesos estocásticos evolutivos. 

Para el estudio que vamos a realizar a continuación, es preciso tener en 
cuenta los siguientes tipos de procesos estocásticos evolutivos: 

1) Sea (Xt, t e  T3  un proceso estocástico tal que 

Tal proceso es evolutivo en media y tras una eliminación de la tendencia 
secular de sus datos observados, su realización muestra1 coincide con la 
de un proceso estacionario por lo que su estudio resultarla trivial. 

2.) Sea (Xt, t € T) un proceso estocástico tal que 

Tal proceso, es evolutivo de segundo orden. 

Toda combinación de ambas clases de procesos, da lugar a un tipo de 
proceso evolutivo más generd . 
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3) Sea (Xtii), t €  T )  una sucesión de procesos estocásticos estacionarios 
cualesquiera al menos de segundo orden, T, un subespacio paramétrico tal  
que 'C 

U T i =  T 

y é ,i(t), la función indicatriz de ti. Entonces, la expresión 

genera un proceso estocástico evdutivo. 

Ahora bien, si nos referimos a la clase de procesos estocásticos señalados 
en el apartado 3),  una información muestra1 sobre U'ti nos permitirá realizar 
alguna inferencia sobre el espectro de { Xt ). En caso de conocer ti, para todo i, 
permitiría estimar la función eslpectral de ( X t ( i ) )  para todo i. Cuandu i fuera 
un numero reaI nace la noción de "espectro dinámico" y si bien en este caso 
no sería posible una estimación puntual del espectro, bajo la restricción de 
que la variación de éste con el tiempo fuera poco sei-isible, sería posible lo- 
grar una estimación del promedio espectral de {Xt)  sobre un entorno com- 
pleto de cualquier instante. 

Hemos de señalar, que diversos autores han tratado- ya el tema que nos 
ocupa partiendo de definiciones distintas del espectro dinámico. Nosotros 
considerarnos que lo correcto sería la determinación del espectro del proceso 
sobre uii semientorno del instante en consideracióii. 

Considerando un proceso estocástico complejo (Xt, t E T )  perteneciente a 
la clase definida en el apartado 2). Sea la familia ZF de funciones con dominio 
real y contradominio complejo, hdicada por elementos pertenecientes al 
espacio paramétrico T y una función medida definida sobre el dominio de 
la frecuencia que permiten que la funci6n de autocovarianza del proceso 
B(tr, ta), sea expresable de la forma 

donde B ( ( 0 )  7. 
Por otra parte, la finitud de ~ ' ( t ) ,  exige para 7 la md ic idn  de clase de 

funciones de cuadrado integrable con respecto a la medida p y por ello, ya se 
ha demostrado por algunos autores que el proceso {X,) es representable por 
la relación 

[2.2] 

tal que para todo ~ 3 , 4 3 3 ~  se cumple 
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Como vemos, la medida &) sustituye a la función espectral que aparece 
en los procesos estocásticos estacionarios, de tal forma que la condición de 
continuidad absoluta para un espectro evolutivo., implica la misma para la 
medida p ( ~ )  según una medida de Lebesgue. 

Dado que hemos eliminado la hip6tesis de estacionaridad, no nos es psi-  
bk definiar a 3 como una familia de funciones complejo-exponenciales. 
Por tal motivo, para tartar de mantener la noción de frecuencia en el análi- 
sis de los procesos evdutivos, hemos de considerar componentes con morfis- 
m o  evolutivo en las que intervenga la frecuencia. 

Así, '3, se dirá constituye una familia de funciones cxcialtoria si 
B , ( . )  E 7, puede expresarse en cada punto por medio de la relación 

donde fi es única y N,(u) es una transformada Fourier de una funci6n de 
distribución tal que el valor absoluto de su diferencial tiene un extremo su- 
perior en el origen. 

Un proceso estwástico se dirá "oscilatorio", si su función de covarianza 
puede expresarse por medio de una integral de funciones oscilatorias sobre 
el dominio frecuencia. 

La generalización que constituye el proceso oscilatorio, queda reflejada 
en e1 hecho de que cuando N,(w)=l y ,0(4d)=w, la familia de funciones osci- 
latorias se confunde con la de complejo-expsnenciales por medio de la cual 
se expresa un proceso estocástico estacionario de segurido orden. 

Para un proceso estocástico oscilatorio y una familia de funciones oscila- 
torias anteriormente establecidas, definimos el espectro de potencia evolutivo 
en el momento t por 

Cuya interpretación física es la del contenido del proceso en un entorno del 
rnomen to en consideración. 

Un proceso estocástico evolutivo, también puede considerarse como el re- 
sultante de un proceso estacionario a través de un filtro variante can el 
tiempo. 

Teniendo en cuenta que la relacióh existente entre el espectro del filtrado 
de un proceso estacionario y el de Cste, viene dada para cada frecuencia por 

donde fL) es la transformada Fourier del filtro considerado. Esta propiedad 
no se verifica exactamente cuando se trata de espectros evolutivos de proce- 
sos de la misma categoría, 
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Sea ahora una familia 7 de funciones oscilatorias dada por 

y utilizando la función de distribucióa que define N,(o),  asaciamos a cada 
familia un número que es equivalente a la medida de la banda de frecuencia 
de tal función de distribución denotada por 

Planteado el problema en estos términos, podemos decir que una familia 
3 de funciones oscilatorias tal que 

se denomiiza "semi-estacionaria" y un proceso es tocástico "semi-estaciona- 
rio" es aquél que puede expresarse por medio de una función oscilatoria se- 
miestacionaria. 

Por otra parte, se denomina banda característica de un proceso semiesta- 
cimario {X,)al extremo s,uperior de las bandas carcterístics de la clse de 
familias de funciones oscilatorias semiestacionarias, entendiendo por estas 
últimas, ios inversos de los extremos superiores de sus respectivas medidas 
de banda de frecuehcia y tal banda característica puede considerarse como la 
mayor región sobre Ia que el proceso evolutivo de variación poco sensible 
puede ser considerado como "casi estacionario". 

Consideremos ahora, una subclase de familias funcionales tales que sus 
bandas características coinciden con la del proceso y una familia de funcio- 
nes perteneciente a tal subclase, en términos de cuyos, elementos podemos 
expresar el proceso {X,). Entonces, la 124 para frecuencias desfasadas será 
una aproximación válida, siempre que la anchura de banda del filtro sea re- 
lativamente pequeña con respecto a la banda característica del proceso. Esto 
es, siempre que la transformada Faurier de N t * ( ~ ) )  sea una función-? respec- 
to a la transformada del filtro, entendiendo por tal función-8 de orden E res- 
pecto a otra función t(y), aquella función s(y) que cumpla la relación 

Por otra parte, un filtro 8cp(v) fuera de cuadrado integrable y normado, se 
verificaría la relación siguiente 

y la medida de la anchura de este filtro está denotada por W4 (o), entonces 
cuando 3 es una familia serniestacionaria con anchura característica W g  en 



JULIO G. VILLALON 

todo instante y para ca.da frecuencia la contribución a Ia oscilación es. una 
pseudokfunción 8 cuyo orden coincide con la relación existente entre las an- 
churas de balida del filtro y de la familia. 

Sea ( ' d v ) )  un filtro que cumple la [2.11] y para el que está definido 
W, y St,h (,U) SU transformada Fourier generalizada par medio de una familia 
semiestacionaria 7, cuya anchura característica es B3 y si para todo +O 
existe un {,? (v)  ) tal que 

1% <EWF 
se verifique que 

I ~ * , ? L ( ~ )  -L(w)/ < e [S. 121 

para todo, t, h y U,. 
Para un proceso semiestacionario (X,) y un filtro dotado de las propieda- 

des señaladas anteriormente, podemos definir un proceso { Y,) de la siguien- 
te  forma 

la que se puede expresar 

en virtud de la representación de X, por medio de u i ~  miembro de Ia subdase 
funcional que tiene su misma banda característica y donde !Zkb, L (u) representa 
la transformada Fourier del filtro con respecto al citado miembro, 

En virtud de las características de Z*(.w), podemos expresar el valor cua- 
drático: medio del proceso en la forma siguiente: 

Teniendo en cuenta las propiedades exigidas al filtro, resulta la acotación de ' 

la transformada del filtro cok respecto al miembro de la clase anteriormente 
apuntada por la transformada del filtro definida en la [2.6], lo que nos permite 
expresar tal vaIor cuadrático medio por la relación 

donde O(E) es un infinités,imo equivalente a W,/ W,. 
Bajo la hipótesis de una continuidad ab,so,luta respecto a una medida de 

Lebesgue para la medida mp*(80), podemo,s definir la "función de densidad es- 
pectral evolutiva" e'n los tdrminos 

d F t ( w )  = f , * (cu)do [S. 173 
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lo cual permite obtener la siguiente relación en términos aproximados 

Teniendo en cuenta que la relación anterior, depende únicamente de una 
relación de arden entre las medidas de las anchuras características del filtro 
y de la familia, se puede prescindir de la hip6tesis de Ta coi'ncidencia de esta 
ú!tima con la del proceso y así considerar cualquier familia semiestacionaria 
3 para la que se conserve la misma relación de orden, lo cual permite esta- 
blecer la relación 12.181 en términos de la ft(o). En este caso, la relación en 
términos exactos sería 

que no  es otra cosa que un promedio de dFt(,o) respectc a la frecuencia y al 
tiempo, independiente de la familia mediante la cual representamos el proce- 
so, es decir, representa un promedio de la energía total del proceso contenida 
en una banda de frecuencias en la región de y un entorno del instante en 
co'nsideración. Un análisis de la [2.19], nos permite decir que "Un conocimien- 
to exacto de dF,(w),  como función del tiempo, restringe el de esta misma fun- 
ción como dependiente de la,frecuencia y recíprocamente", es decir, que "en 
un proceso evolutivo, no se pueden obtener simultáneamente una determina- 
ción fiel en los dominios tiempo y frecuencia". 

Para cada familia '3 y una determinada anchura característica del filtro 
W,, se obtiene la máxima determinación en el dominio temporal por medio 
del valor de la razón por cociente existente entre la medida de la anchura del 
filtro y Ia anchura característica de la familia. Por tanto, si nos referimos 
de nuevo a la clase de familias de funcio'nales cuya anchura característica 
coincide con la del proceso y si esta clase fuera degenerada, entonces, su 
único miembro permite una representación fiel para el proceso (X,). Si 
la clase de familias funcionales no fuera degenerada, cada elemento per- 
mite una fiel determinacih para los procesos. En tal caso, si dFt'"*(w) es 
el espectro evolutivo con respedo a la correspondiente 7;k para i natu- 

A 

ral y ftii)* es el espectro evolutivo suavizado por medio de 

se verifica 

donde E tiene la significación preestablecida. 
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Para una anchura de filtro determinada y un WE) ,  los espectros evolu- 
tivos suav izad~s  para cada familia funcional son idénticos. Por ello, cuan- 
de los espectros suavizados son lo miximo que podemos obtener, las re- 
presentaciones del proceso por cada familia funcional pueden ser consi- 
deradas como equivalentes, al menos en la relativo a sus correspondientes 
espectros. 

Cuando la clase en consideración fuera vacía, no existe ninguna repre- 
sentación idónea para el proceso. 

11. 2.. INFERENCIA DEL MODELO 

Sea la serie cronológica correspondiente a { X ( t ) )  obtenida sobre el in- 
tervalo [O, T ]  y por medio de ella vamos a estimar el espectro evdutivo 
dF,(c.~,) para el mismo intervalo anteriormente considerado, manteniendo las 
mismas hipótesis respecto a la medida ?&d) y al filtro #?(c), el que para toda 
frecuencia w:, torna la forma 

De lo expuesto anteriormente, se tiene 

Cabe destacar aquí una notable diferencia entre los métodos de estima- 
ción de un espectro evolutivo y los correspondientes a los espectros de los 
procesos estacionarios. Para los segundos (G. Villalón, 1%7), se ha visto que 
la anchura de banda de j(l(o)12, se considera dependiente de la medida del 
intervalo de ohservación y que aquélla decrece cuando crece ésta. Sin em- 
bargo, para los espectros evolutivos, la anchura de banda anteriormente 
mencionada está restringida por la relación de orden anteriolrmente formu- 
lada. 

En base a lo establecido, podemos decir que Ill(o),' es una pseudofun- 
ción-2 respecto, a ft(o) y, por tanto 

por lo que 1V,12 es un estimador insesgado de f,t&). 

Sería posible mejorar la estimación de la función de densidad espectral 
anterior introduciendo funciones de ponderación que cumplan ciertas 
condiciones a la vez que realizando un suavizado con respecto al tiempo y 
a l a  frecuencia de la misma. De etsa forma, se logra que las fluctuacio'nes 
muestrales del estimador sean lo suficientemente pqueñas. 
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Para resolver el problema de la predicci6n de procesos estocásticos evo- 
lutivos, resulta útil el uso del llamado filtro digital complementado con una 
extrapolación de los resultados obtenidos par este procedimiento en cada 
frecuencia. 

Si bien en cada caso concreto, debe aplicarse el procedimiento óptimo, 
un procedimiento lo suficientemeate general sería utilizar una expresión 
de la siguiente forma: 

m 

v t , w  = @, (4 + 4 (4 t f 2 7qV (4Vt-r,o f2.251 
r = l  

donde V,, es un estimador del espectro de potencia en la frecuencia c,) y 
eri el instante t, siendo (?,(U), d,Co)l y 4(z, í i c~ )  constantes, De tal forma que, 
comenzando por una demodulación compleja de la serie estudiada por medio 
de un filtro de baja frecuehcia, admitiendo la hipotesis de uniformidad so- 
bre [O, -) cuando no se tenga conocimiento previo de la serie, mientras que 
cuando se tenga conocimiento de ella, se debe elegir la demodulación de 
frecuencias para obtener estimadores cntrados en las frecuencias de mayor 
importancia. Si existiera algún modelo estacidnnd evoiutivo en la informa- 
ción, se debería demodular en Ia frecuencia estaciona1 fundamental y cada 
uno de los armónicos si se intenta predecir el modelo estaciona1 como parte 
del proceso. Si por otra parte, quisiéramos deshacernos de Ia estacionalidad 
y predecir únicamente la variaci6n evolutiva, se deben elegir las frecuen- 
cias de demodulación de forma que eviten las estacionale& 

Si bien valiéndonos de promedios móviles se podrían obtener estimado- 
res del espectro evolutivo, también puede realizarse una predicción directa 
del proceso mediante una extrapolación de cada complejo demodulado con 
una posterior remodulación y suma de los resultados obtenidos. La extrapo- 
lación se logra por medio de la relación [2.25] y la rcmodulación por me- 
dio de 

w A x,, , = x,,, exp (- i w, t )  

para luego obtener la predicción por medio de la suma de las partes reales 
de las remodulaciones efectuadas para un mismo momento. 

Finalmente, diremos que todo io indicada hasta ahora es aplicable a 10s 
procesos estocásticos evolutivos de parámetro discreto, ya que tal caracte- 
rística del proceso genera solamente modificaciones instrumentales pero no 
esencial es. 
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