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1. INTRODUCCION

La fundamentacién del analisis espectral de procesos estocdsticos evo-
tivos, radica en el hecho de la inadmisibilidad de la hipdtesis de estacionari-
dad en los modelos fielmente representativos del mundo real. Por tal motivo,
nos ha parecido interesante centrar la atencién en el estudio de tales procesos
teniendo en cuenta que a ellos no les es aplicable el instrumental cldsico que
que se utiliza bajo la hipétesis de estacionaridad.

Por otra parte, es preciso observar que una seria cronologia evolutiva
representa una pluralidad de datos mutables con el tiempo y la hipétesis de
estacionaridad introducida por comodidad, en orden a la simplicidad del tra-
bajo, mutila 1a informacién contenida en ellas, Es, pues, fundamental, trata
de lograr el mayor ayance en la linea de los procesos estocdsticos evolutivos,
ya que evidentemente ain no existe un criterio de unicidad para el trata-
miento de esta problemitica. Una de las causas determinantes de esta sifua-
cién es que los contrastes sobre la hipdtesis de estacionaridad se reducen a
unos resultados negativos, es decir, a rechazar tal hipdtesis sin penetrar en
la naturaleza misma de la evolucién,

Para realizar este estudio, comenzamos por considerar tres concrecio-
nes de procesos estocasticos evolutivos, Sefialamos que para lograr un and-
lisis espectral dindmico correcto se debe determinar el espectro del proce-
so sobre un semientorno del instante considerado.

A continuacién, establecemos el concepto de proceso estocistico osci-
latoric en base a la expresion de su funcidén de covarianza y resaltamos la
generalizacidn que representa con respecto a la clase de procesos estocds-
ticos estacionarios de segundo orden. Se define el espectro de potencia evo-
lutivo en cada instante estudiando su interpretacién fisica. Hacemos una
somera mencién del efecto del filtro sobre los procesos estocdsticos de esta
categoria, Detalladamente, establecemos los conceptos de familia de fun-

45



JjULIO G. VILLALON

ciones semiestacionarias, procesos estocdsticos semi-estacionarios y sus ban-
das caracteristicas, para terminar este apartado con el estudio de la deter-
minacion de los procesos evolutivos.

En el apartado dedicado a la inferencia del modelo, se estudia la estima-
cién del modelo, sugiriendo la posibilidad de mejorar ésta a base de intro-
ducir funciones de ponderacién que cumplan ciertas condiciones a la vez
que realizando un suavizado con respecto al tiempo y a la frecuencia de la
misma. En segundo lugar, hacemos referencia a la resolucién del problema
de la prediccién de procesos estocasticos evolutivos por medio del uso de
filtros digitales complementarios con una extrapolacion de los resultados ob-
tenidos por este procedimiento en cada frecuencia.

Filanizamos el trabajo, indicando su aplicacién a los procesos estocds-
ticos evolutivos de parametro discreto.

II. MODELIZACION ESPECTRAL DINAMICA

v

En la extensién del modelo estocdstico prescindiendo de la hip6tesis de
cstacionaridad, se requiere que su correspondiente funcién espectral perte-
nezca a un espacio definido por una interpretacién fisica pragmdtica y re-
presentativa. Esta es una condiciéon fundamental que debe cumplir los mo-
delos basados en los procesos estocdsticos evolutivos.

Para el estudio que vamos a realizar a continuacién, es preciso tener en
cuenta los siguientes tipos de procesos estocdsticos evolutivos:

1) Sea {X.t€T} un proceso estocdstico tal que
EiX}=4()
VariX,| =c*
Cov {Xyn Xyl = B(|hi)
Tal proceso es evolutivo en media y tras una eliminacién de la tendencia

secular de sus datos observados, su realizacién muestral coincide con la
de un proceso estacionario por lo que su estudio resultarfa trivial.

2) Sea {X,t€T} un proceso estocéstico tal que
EiXl=a
Var {X,} = &* (¢)
Cov X Xut =B(h, t)

Tal proceso, es evolutivo de segundo orden.

Toda combinacién de ambas clases de procesos, da lugar a un tipo de
proceso evolutivo mds general.
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3) Sea {X.,",t€T} una sucesién de procesos estocasticos estacionarios
cualesquiera al menos de segundo orden, 7, un subespacio paramétrico tal
que

U Tl' = T
y C (), la funcién indicatriz de t. Entonces, la expresién
X =ISX%e
t

genera un proceso estocdstico evolutivo.

Ahora bien, si nos referimos a la clase de procesos estocasticos sefialados
en el apartado 3), una informacién muestral sobre Ut; nos permitird realizar
alguna inferencia sobre el espectro de {X,}. En caso de conocer ¢, para todo i,
permitirfa estimar la funcién espectral de {X,"} para todo i. Cuando 7 fuera
un numero real nace la nocién de “espectro dindmico” y si bien en este caso
no serfa posible una estimacién puntual del espectro, bajo la restriccidn de
que la variaciéon de éste con el tiempo fuera poco seasible, seria posible lo-
grar una estimacién del promedio espectral de {X,} sobre un entorno com-
pleto de cualquier instante,

Hemos de sefalar, que diversos autores han tratado ya el tema que nos
ocupa partiendo de definiciones distintas del espectro dindmico. Nosotros
consideramos que lo correcto serfa la determinacién del espectro del proceso
sobre un semientorno del instante en consideracién.

Considerando un proceso estocastico complejo { X, £ € T} perteneciente a
la clase definida en el apartado 2). Sea la familia F de funciones con dominig
real y contradominio complejo, indicada por elementos pertenecientes al
espacio paramétrico T y una funcién medida definida sobre el dominio de
la frecuencia que permiten que la funcién de autocovarianza del proceso
B(t, tz), sea expresable de la forma

Bit;,t) = f Be, (w) By, (o) d p (@) [2.1]
R

donde B(w)g TF.

Por otra parte, la finitud de 5%¢), exige para F la condicién de clase de
funciones de cuadrado integrable con respecto a la medida . y por ello, ya se
ha demostrado por algunos autores que el proceso {X,} es representable por
la relacién

X, = f B, (0)d M (w) [2.2]
®
tal que para todo wiFws Se cumple
E|dMw)dM(ay)| =0
E|dM (o) d M(w)| =dp(o) [2.3]
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Como vemos, la medida p(w) sustituye a la funcién espectral que aparece
en los procesos estocdsticos estacionarios, de tal forma que la condicién de
continuidad absoluta para un espectro evolutivo, implica la misma para la
medida p(w) segin una medida de Lebesgue.

Dado que hemos eliminado la hipétesis de estacionaridad, no nos es posi-
ble definiar a F como una familia de funciones complejo-exponenciales.
Por tal motivo, para tartar de mantener la nocién de frecuencia en el andli-
sis de los procesos evolutivos, hemos de considerar componentes con morfis-
mo evolutivo en las que intervenga la frecuencia.

Asf, F, se dird constituye una familia de funciones oscialtoria si
B,(-)€ F, puede expresarse en cada punto por medio de la relacién

By(w) = N, (w)exp i () t] [2.4]

donde ¢ es dnica y Nfw) es una transformada Fourier de una funcién de
distribucién tal que el valor absoluto de su diferencial tiene un extremo su-
perior en el origen.

Un proceso estocdstico se dird “oscilatorio”, si su funcién de covarianza
puede expresarse por medio de una integral de funciones oscilatorias sobre
el dominio frecuencia.

La generalizacién que constituye el proceso oscilatorio, queda reflejada
en el hecho de que cuando N(w)=1 y 6(w)=w, la familia de funciones osci-
latorias se confunde con la de complejo-exponenciales por medio de la cual
Se expresa un proceso estocdstico estacionario de segundo orden.

Para un proceso estocastico oscilatorio y una familia de funciones oscila-
torias anteriormente establecidas, definimaos el espectro de potencia evolutivo
en el momento t por

dF, () = |N, (@) N, (w)] d i (@) [2.5]

Cuya interpretacion fisica es la del contenido del proceso en un entorno del
momento en consideracion,

Un proceso estocdstico evolutivo, también puede considerarse como el re-
sultante de un proceso estacionario a través de un filtro variante con el
tiempo.

Teniendo en cuenta que la relacién existente entre el espectro del filtrado
de un proceso estacionario y el de éste, viene dada para cada frecuencia por

dFY (@) = g (w)[* dF'™ (w) [2.6]
donde £(w) es la transformada Fourier del filtro considerado. Esta propiedad
no se verifica exactamente cuando se trata de espectros evolutivos de proce-

sos de la misma categorfa,
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Sea ahora una familia F de funciones oscilatorias dada por
B, (w) =N () exp (1 &) [2.7]

y utilizando la funcién de distribucidén que define N,(w), asociamos a cada
familia un nimero que es equivalente a la medida de la banda de frecuencia
de tal funcién de distribucién denotada por

Wy (o) = [IV1iaT. (V) 28]

Planteado el problema en estos términos, podemos decir que una familia
F de funciones oscilatorias tal que

Wg@<w; VotcR [2.9]

se denomina ‘‘semi-estacionaria” y un proceso estocdstico ‘“semi-estaciona-
rio” es aquél que puede expresarse por medio de una funcién oscilatoria se-
miestacionaria.

Por otra parte, se denomina banda caracteristica de un proceso semiesta-
cionario {X;}al extremo superior de las bandas carcteristics de la clse de
familias de funciones oscilatorias semiestacionarias, entendiendo por estas
dltimas, los inversos de los extremos superiores de sus respectivas medidas
de banda de frecuencia y tal banda caracteristica puede considerarse como la
mayor regién sobre la que el proceso evolutivo de variacién poco sensible
puede ser considerado como “casi estacionario”.

Consideremos ahora, una subclase de familias funcionales tales que sus
bandas caracteristicas coinciden con la del proceso y una familia de funcio-
nes perteneciente a tal subclase, en términos de cuyos elementos podemos
expresar el proceso {X,}. Entonces, la [2.6] para frecuencias desfasadas sera
una aproximacién vilida, siempre que la anchura de banda del filtro sea re-
lativamente pequeiia con respecto a la banda caracteristica del proceso. Esto
es, siempre que la transformada Fourier de N,*{«) sea una funcién-3 respec-
to a la transformada del filtro, entendiendo por tal funcién-§ de orden ¢ res-
pecto a otra funcién £(y), aquella funcién s(y) que cumpla la relacidén

‘J;t(y)-s(y+h)dy—S(h)Lt(y)dy‘<e 12.10]

Por otra parte, un filtro ¢(v) fuera de cuadrado integrable y normado, se
verificaria la relacién siguiente

21cf|q>(v)|’dv=f|£(m)\’dw =1 [2.11]
R R

y la medida de la anchura de este filtro estd denotada por Wy (), entonces
cuando F es una familia semiestacionaria con anchura caracteristica W4 en
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todo instante y para cada frecuencia la contribucién a la oscilacién es una
pseudo-funcién & cuyo orden coincide con la relacidn existente entre las an-
churas de banda del filtro y de la familia.

Sea {¢(»)} un filtro que cumple la [2.11] y para el que estd definido
W,y €,1 (w) su transformada Fourier generalizada por medio de una familia
semiestacionaria F, cuya anchura caracteristica es By y si para todo :>0
existe un {¢(v)} tal que

W, <eWp
se verifique que
V)] [Len(w) — L) <e [2.12]

para todo, £, A ¥ 5,

Para un proceso semiestacionario {X,} y un filtro dotado de las propieda-
des sefialadas anteriormente, podemos definir un proceso {Y,} de la siguien-
te forma

Y, = f ¢ (¢) X,., €Xp [~ i o) £ ~ v)] dv [2.13]
la que se puede expresar
¥y = [ Shmren 0) N7 (0 + o) exp (§0£)d 27 (0 + 09 2141

en virtud de la representacién de X, por medio de un miembro de la subclase
funcional que tiene su misma banda caracteristica y donde £% () representa
la transformada Fourier del filtro con respecto al citado miembro.

En virtud de las caracteristicas de Z*(w), podemos expresar el valor cua-
dritico medio del proceso en la forma siguiente:

E| Y| = [12% 0 @) P N# @+ o) Pduro o) [215]

Teniendo en cuenta las propiedades exigidas al filtro, resulta la acotacion de
la transformada del filtro cohn respecto al miembro de la clase anteriormente
apuntada por la transformada del filtro definida en la [2.6], lo que nos permite
expresar tal valor cuadritico medio por la relacién

ElYfl=L%£(w)lng,*(m+mo)+o(e) [2.16]

donde 0(¢) es un infinitésimo equivalente a W,/ W..

Bajo la hipétesis de una continuidad absoluta respecto a una medida de
Lebesgue para la medida p*(w), podemos definir la “funcién de densidad es-
pectral evolutiva” en los términos

AF}(w)=fi*wdw (2171
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lo cual permite obtener la siguiente relacién en términos aproximados
E|Y |~ [|e@ @+ ondo [2.18]

Teniendo en cuenta que la relacién anterior, depende tnicamente de una
relacién de orden entre las medidas de las anchuras caracteristicas del filtro
y de la familia, se puede prescindir de la hipétesis de la coincidencia de esta
Gitima con la del proceso y asi considerar cualquier familia semiestacionaria
F para la que se conserve la misma relacién de orden, lo cual permite esta-

blecer la relacién [2.18)] en términos de la fi(w). En este caso, la relacién en
términos exactos serfa

B 2| = [| s @)]* dF (0 + oy) [2.19]

que no es otra cosa que un promedio de dF {«w) respectc a la frecuencia y al
tiempo, independiente de la familia mediante la cual representamos el proce-
so, es decir, representa un promedio de la energia total del proceso contenida
en una banda de frecuencias en la region de w, y un entorno del instante en
consideracién. Un andlisis de la [2.19], nos permite decir que “Un conocimien-
to exacto de dFyw), como funcidn del tiempo, restringe el de esta misma fun-
cién como dependiente de la frecuencia y reciprocamente”, es decir, que “en
un proceso evolutivo, no se pueden obtener simultdneamente una determina-
cién fiel en los dominios tiempo y frecuencia”.

Para cada familia § y una determinada anchura caracteristica del filtro
W,, se obtiene la mdxima determinacién en el dominio temporal por medio
del valor de la razén por cociente existente entre la medida de la anchura del
filtro y la anchura caracteristica de la familia. Por tanto, si nos referimos
de nuevo a la clase de familias de funcionales cuya anchura caracteristica
coincide con la del proceso y si esta clase fuera degenerada, entonces, su
Gnico miembro permite una representaciéon fiel para el proceso {X,}. Si
la clase de familias funcionales no fuera degenerada, cada elemento per-
mite una fiel determinacién para los procesos. En tal caso, si dF."*(w) es
el espectro evolutivo con respecto a la correspondiente F para i natu-

A
ral y f,"* es el espectro evolutivo suavizado por medio de

A

£0% (w)= j;\ £ (0)|*d B9 * (0 4 o) [2.21]
se verifica

E( Y| =f?(w)+0(), VieN
donde ¢ tiene la significacién preestablecida.

51




JULIO G. VILLALON

Para una anchura de filtro determinada y un &z), los espectros evolu-
tivos suavizados para cada familia funcional son idénticos. Por ello, cuan-
de los espectros suavizados son lo miximo que podemos obtener, las re-
presentaciones del proceso por cada familia funcional pueden ser consi-

deradas como equivalentes, al menos en la relativo a sus correspondientes
espectros.

Cuando la clase en consideracidn fuera vacfa, no existe ninguna repre-
sentacién iddnea para el proceso.

II. 2. INFERENCIA DEL MODELO

Sea la serie cronoldgica correspondiente a {X{(f)} obtenida sobre el in-
tervalo [0,7] y por medio de ella vamos a estimar el espectro evolutivo
dF () para el mismo intervalo anteriormente considerado, manteniendo las
mismas hipétesis respecto a la medida u(w) y al filtro ¢(v), el que para toda
frecuencia wy toma la forma

¢

V, == g (v) X, exp[— 1wy (t — v) dv] [2.22]

JE=T

De lo expuesto anteriormente, se tiene
E!Vglg=fkl L) filo + o) dWy) + O {2.23]

Cabe destacar aqui una notable diferencia entre los métodos de estima-
cién de un espectro evolutivo y los correspondientes a los espectros de los
procesos estacionarios. Para los segundos (G. Villalén, 1967), se ha visto que
la anchura de banda de [€(w)|’, se considera dependiente de la medida del
intervalo de observacién y que aquélla decrece cuando crece ésta. Sin em-
bargo, para los espectros evolutivos, la anchura de banda anteriormente

mencionada esti restringida por la relaciéon de orden anteriormente formu-
lada.

En base a lo establecido, podemos decir que |[£(w)* es una pseudofun-
cién-¢ respecto a fiw) y, por tanto
E V| = f; () [2.24]

por lo que |V,|* es un estimador insesgado de fi(e).

Seria posible mejorar la estimacién de la funcién de deasidad espectral
anterior introduciendo funciones de ponderacién que cumplan ciertas
condiciones a la vez que realizando un suavizado con respecto al tiempo y
a la frecuencia de la misma. De etsa forma, se logra que las fluctuaciones
muestrales de] estimador sean lo suficientemente pequeias,
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Para resolver el problema de la prediccién de procesos estocdsticos evo-
lutivos, resulta ttil el uso del lamado filtro digital complementado con una

extrapolacidn de los resultados obtenidos por este procedimiento en cada
frecuencia.

Si bien en cada caso concreto, debe aplicarse el procedimiento éptimo,
un procedimiento lo suficientemente general serfa utilizar una expresion
de la siguiente forma:

Vio = €, (0) 4+ d, (@) 14 3 1,0 () Vicro [2.25]

r=1

donde V.. es un estimador del espectro de potencia en la frecuencia w y
en el instante f, siendo Cu(w), dfw) ¥ va. o) constantes, De tal forma que,
comenzando por una demodulacidn compleja de la serie estudiada por medio
de un filtro de baja frecuencia, admitiendo la hipdtesis de uniformidad so-
bre {0, =) cuando no se tenga conocimiento previo de la serie, mientras que
cuando se tenga conocimiento de ella, se debe elegir la demodulacién de
frecuencias para obtener estimadores cntrados en las frecuencias de mayor
importancia. Si existiera algin modelo estacionnal evolutivo en la informa-
cién, se deberia demodular en la frecuencia estacional fundamental y cada
uno de los arménicos si se intenta predecir el modelo estacional como parte
del proceso. Si por otra parte, quisiéramos deshacernos de la estacionalidad
y predecir tnicamente la variacidén evolutiva, se deben elegir las frecuen-
cias de demodulacién de forma que eviten las estacionales.

Si bien valiéndonos de promedios méviles se podrian obtener estimado-
res del espectro evolutivo, también puede realizarse una prediccién directa
del proceso mediante una extrapolacién de cada complejo demodulado con
una posterior remodulacién y suma de los resultados obtenidos. La extrapo-
lacién se logra por medio de la relacién [2.25] y la remodulacién por me-
dio de

Xr,t = fr,iexp (_ t @, t)

para luego obtener la prediccién por medio de la suma de las partes reales
de las remodulaciones efectuadas para un mismo momento.

Finalmente, diremos que todo 1o indicado hasta ahora es aplicable a los
procesos estocasticos evolutivos de pardmetro discreto, ya que tal caracte-
ristica del proceso genera solamente modificaciones instrumentales pero no
- esenciales.
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