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INTRODUCCION

El presente trabajo contienme una exposicién sistematica
de la matematica de los seguros sociales siguiendo la Li-
nea de Kaiser, expuesta especialmente en su trabajo “Equa-
tions fonctionnelles des mathematiques sociales” (III Con-
ferencia Internacional S. S. Madrid, 1962).

Nuestra idea basica ha sido la de traducir todas las va-
riables que influyen sobre el sistema (Grado de capitaliza-
cion, renovacion de la poblacién, evolucion de las pensio.
nes) en variables de capitalizacion.

En este sentido nos aproximamas mas a las aportaciones
de Wiinsche {en los trabajos citados en la Bibliografia) ad-
mitiendo su misma descomposiciéon para las funciones de
poblacion y salarios. Pero, a diferencia de éste, nuestros
resultados no exigen hipotesis concretas sobre dichas fun-
ciones de renovacion y evolucién de los salarios.

De esta forma llegamos a una discusién mas actuarial
de los sistemas dinamicos y estaticos.



Este mismo analisis lo hacemos extensivo para las Re-
servas matematicas, tanto para derechos en formacién como
para derechos en disfrute.

La ultima parte del trabajo esta dedicada a las Reser-
vas en base de tasas de evolucién global y su analisis. Tan-
to en esta parte como en la relativa a las funciones cone-
Xas recuperamos nievamente la linea de Kaiser.

[

1.—ESPACIO DEMO-SOCIAL

Es el que contiene, segtin Kaiser (1) las variables basi-
cas. Estas son:

L

— Tiempo fisico ......c.coovnvevannns t
— Edad (tiempo acluarial)......... X
— Salarios ....ccocoviiiiiiiiiiiee u = G(t, &)

Teniendo en cuenta la necesidad de plantear los proble-
mas de adaptacion sera conveniente considerar lo que lla-
maremos variable de adaptacion 7.

Este autor llama espacio demo-social (anteriormente le
llamé espacio bio-econométrico) a (i, X, u). Cuyo campo de
variacion es:

a) 0 €t < w. Siendo t = 0 el comienzo del régimen.

b) X, € X & w. Con X, € X € X, para las cotizaciones
X; < X € o para las pensiones.

¢) 0 € u < w. Salario de una persona considerada en
el momento t y a una edad E.

La variable de adaptacion v varia:

d) 0 < m £ 1. Para ny = 0 no hay adaptacion y para
n = 1 esta es del 100 por 100.

(1) Kaiser, E.: Equations fonctionnelles des Mathématiques So-
ciales. Ass, Inst. S. S. ITI C. I. Madrid. 1962,
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Considerando el espacio (X, t) se pueden distinguir las si-
guientes rectas:

— Rectas horizontales, en las cuales se sitiian los feno-
menos de renovacion. Para x = x, es la entrada en el
régimen obligatorio y para x = x, el paso de cotizan.
te a pensionista.

— Rectas verticales, que caracterizan las comunidades
de presentes.

— Rectas diagonales, cada una de las cuales comprende
la comunidad formada por una generacién (personas
nacidas en el mismo instante).

— Rectas de una comunidad de riesgos creada en el mo-
mento t:

Activos:
T, =t 61(& — X,g)

A
2

X, € &
Pasivos:

Ty =L — o(X, — X)) + G2(§ — Xy)
X < E<w

siendo o, y o, respeclivamente, las tangenies de los angulos

i , 0 =20, < 7; , con el sentide positivo del

0z 08, =
eje X.

2—FUNCIONES DEMO-SOCIALES

Las mas importantes funciones que intervienen en una
comunidad de riesgos son:

Lz,—. = Colectivo considerado en el momento T a
la edad E.

L, . = Activos o cotizantes.
L. _ = Pasivos o pensionistas.
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G, . = Salario medio de un activo a la edad ¥
LR R
en el momento 7. -
GE— % ?E) X = Prestacion a un pensionista que vive en
i - - ol

T, con edad ¢ (que se inici6 cuando cum
plio la edad X, en el momento 1, —
— (¢ — X;). Todo ello con adaptacién
de (£ — X)) veces los salarios variables
en si, teniendo en cuenta un grado de
adaptaciéon 0 € n € 1,

- 3.—REPRESENTACION GRAFICA

En el siguiente sistema de ejes coordenados aparece la
represenlacion grafica de una comunidad de riesgos creada
en el momento t a la edad X,.
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Comunidad de riesgos creados en t a la edad X,

Activos:
¢ = olf — X)) = (t. — 1)
=t 4 s — X
Pasivos:
~ .
¢ = o — X)) = (1. — t)
t. =t + C:Z(E Xl)
Como

oX;, — X)) =t —t
T, =t 4+ aulX; — Xp) + c(E — Xy)
Toda persona considerada en:

a) (%, 1.) ha entrado en el régimen obligatorio a la cdad
X, en el instante t?:

E— X, =1, — 1t
=1, —E —X,) =1t + 0l

=t4+ (E—X)o, — 1)

XO) - (E - XO) =

b) (&, <,) ha entrado a ser pensionisia en T a la edad X;:

=1, —( —Xy

4—CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS FINANCIEROS

Siguiendo a Kaiser (1), se tiene:
1. Sistemas financieros de una dimension:

a) Sistemas de reparto (5, 6.) = (0, 0).
b) Sistema de capitalizacion (o, 6,) = (1, 1),

(1) KAISER, E Equations Fonctionnelles des Mathématiques So-
ciales, Ass, Inst. S, S, TII Conferencia de Madrid, 1962,
6
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c¢) Sistemas mixtos:

Reparto de valores actuales de pensiones (5, o) = (0, 1).
Reparto de valores finales de cotizaciones (5, 6.) = (1, 0).

2, Sistemas financieros bidimensionales.—Si en vez de
considerar los activos y pasivos (aportaciones y prestaciones)

N\
sobre las rectas ¢ y ¢ respectivamente, se consideran sobre
paralelogramos extendidos a un intervalo de tiempo h, ten-
dremos los sistemas bidimensionales.

Estos sistemas, a su vez, se pueden clasificar para cada
(o1, c2).

a) Sislemas a intervalos {t, t - h) limitados:

— Cotizaciéon media para las comunidades iniciales.

— Cotizacién media para las comunidades de reno-
vacion.

— Cotizacién media para las comunidades mixtas,

b) Sistemas a intervalos ilimitados (h — =):

— Cotizacién media general para las comunidades
de renovacion.

— Cotizacion media general para las comunidades
mixtas,

5.—ECUACION DE EQUILIBRIO

Consideremos una comunidad de riesgos constituida en
el momento f a la edad X, y para un sistema financiero
(6., o). La ecuacién de equilibrio financiero sera:

T
f 5(r)ar
cmf%;,u%m Lé. T, Gz,xl e dg =

T2

— fdr
J— L GGE—X, e t dg

Eot, X, t,—(i—X)

1
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en donde la tasa de cotizaciéon =nler %+ aparece como una
funcidon desconocida en una ecuacién integral de Fredholm

de primera especie y de nucleo degenerado,

La solucién media viene dada por:

)

( -
nfg;-g-)m J L G e t dE =
X

I,
L: _ :C[Tl—(g‘—Xu)] T
55,
Xﬂ
Ge o, = 8 - 9l
GE-X, — pG-X, )
le. T (E—X) Pl Ex)1
en donde:
L« = Funcién de renovacién de la poblacién.
8. — Funcién de salarios segiin la edad.
®w = Funcién de evolucién de los salarios en el
tiempo.

g — Renta de vejez que ha comenzado en t — k con
gy =@t — k), y en el momento t ha sufrido una
adaptacion de k veces m (0 € n € 1).

(2) Winscug, G,: Entwicklung und Voranschitzung des Reserve-
bedarfs zur finanzierung flexibler Pensionsrenten, XVIL G, 1. Actoa-
rios, 1964,
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Es decir:

o = Wt—1k)

¢
(k, 1) Tt — —_ 7
P T{.) Pit (1 m k| gcp?:,:k)) = o(l)

con fines de simplificacién también se supondra gx, = 1.
Con arreglo a lo que precede se tiene la siguiente ecua-

cién de equilibrio:

T]

X

X, 1; __'[511
ﬂ(d’ G’ 'Q)J\ CL'CI —_— (E-' —_ D)} g‘é . f?(‘cl) l’ e v dE, —_—

(1]

11: — J‘Bdr
f = f Te — (E - Xl))] EP[T_(;__X)] i » c ! dé
X

0

La integral del pnmer término de la igualdad se pueds
escribir:

Ty

T _ftsaég %
g.+—¢€ = | g €TV Ren dE
X X

Iy, ,
L] 0

en donde se tiene, como factor logaritimico de actualizacion:
¥(t, Xg E) = (21 — )8 — In [t — (§ — Xo)] — In o(T,) =
=0 — X8 — In L[t + (& — DE — Xy)] —

—In @t + 6§ — Xo)]

Considerando a Z comge variable de capitalizacion sera:

Clt + 6 — NZ — Xo)] o
CIt + (6 — D(EZ — XJ)] (6. —1)

¢t 4 a2 — Xy)]
oLt + odZ — X1

= 8¢, — Yo, — 1) — Yo, = pi(t, X,, Z)

VXD 2= 6,8 —

'G.l.=




Es decir:
X, 1,
. V(@ X, D dF —
f 8- ¢ dg
X, ¢
X, Leol. _f:l(t, X,, 7)dz
= P8y " € "% dg =
Xﬂ
X,
= a.g:i'): XX

En general, se trata de leyes de capitalizacion no escin
dibles.

La integral correspondiente a las prestaciones sera:

T

IE — j Jdr
t

j Elt: — (€ — Xo) ] CPEE':_}EE_”;’)] T c dE =
X

[ |

&
1

1

) 1‘
e X, 0 dF
]'X.

siendo ¥, el factor logaritmico de actualizacion de las pres-
taciones. Es decir:

¥ = a1t —t) —Inf[t, — (E— X)] —
—Inelt, — 1 —ME—X)] =
= 3[6Xy — Xo) + 6(E — Xi] —
—In gt 4 oiX, — Xo) + 68 — X)) — (E —X,)] —
— In @[t 4 odX, — Xo) + (6: + N — DE — X))]

Ahora podemos escribir: _
¥,(t Xy, B) = 80Xy — Xg) —In L[t + (0 — DX, — Xp)] —
— In o[t + o(X; — Xo)] +
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N f 35%_z:,'[t+c1{x1—xo)+c2.(Z—x1)~<Z—xo> 1) —

4

Xl
¢t + aX,

Xo) -+ CA + M —
@

b (cz-l—n-—i)}dZ:

&

= (t, Xo, Xa) + J 0:(t, Xo, Z)dZ

siendo: X,
. r p’
palt, Xo, Z) = B0, — E(Gu——l)_?(oz‘i—n—l):

= 86, — v(o;, — 1) — ¥(g, +- 7 — 1)

La integral de las prestaciones se puede escribir:

3

o 1, 1, CI J’pz(t.xn, 2)dZ
f _e-v dE— “ew-xo-x.»J e U dg

X, ° ° x

Nuevamente han surgido leves de capitalizacion no es-
cindibles,

La ecuacion de equivalencia se puede escribir asi:

(g, o 1) (Ley) — o) v CLee)
TS A X —Xo] X, — B - @ X,
es decir:
(e (L e
X, — )1:‘,E)(,,1 a X,
oy 0 m) —
Xy D

Qiey
Xt X=X

Para un sistema bidimensional (intervalos limitados) ten-

dremos, como cuota media:
T

t+h _ fﬁdr
(o3 630 1, B) J\ Qs e t dt =
t

(X 1) X, : X, =X



es decir:

(e, 6.0m )
(X, )
T

t—h _ fﬁdr
J— htep o qis.onm) @ t dz
t

() (X, 1)
siendo:
<

__fﬁdr
1
1 0
t+h N
_J‘Edr
t oLl
Jv e G'XH‘:X X, dt
t

e

ol
G'Xpﬂzx Xl

hiey —
1 ul

6.—DISCUSION DE RESULTADOS.—MODELOS ESTATICOS
Y DINAMICOS

Teniendo en cuenta los tantos instantaneos de capitaliza-
cion:
pilt, Xy, Z) = 806, — v(o, — 1) — ¥g, X, < Z < X4
pa(t, X, Z) = 80, — Vo, — 1) — Yo, +M—1D Xy < Z <o

Con respecto a v puede suceder:

Tasa de renovacion de la poblacién positiva: v > 0.
Tasa de renovacion de la poblacién negativa: v < 0.
Estacionaridad absoluta: v = 0,
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Representando ¥ la tasa de crecimiento de los salarios y
dado el comportamiento de los mismos dentro de la economia
lo normal es que v > 0. Para ¥ = 0 se tiene la estabilidad
absoluta en el nivel de salarios.

Cuando v y ¥ son constantes estamos ante el modelo de
estacionaridad relativa. En este caso también seran constan-
tes p, y g2 con lo cual se tendran leyes de capitalizacion es-
cindibles.

Modelos estalicos.—FEstaremos ante los mismos cuando
supongamos ¥ = ¥ = (. Aqui encontramos los sistemas cla-
sicos:

<

Reparto (o,, 5:) = (U, ) { Zl -

i

2

|
o7
Q
™

£1

i
o7 On

Capitalizacion (6., 6;) == (1, 1) { :1 —
2

[
Y
2

P2

S ©

Reparto Cap. cobertura (5, ¢;) = (0, 1) { gl =
2

Tales modelos exigen unas hipdtesis que raramente se dan
en la realidad: Estabilidad absoluta en la poblacién y en el
nivel de salarios.

Modelos de estacionaridad relativa—Cuando v v ¥ son
constantes ya hemos visto que o, y p. son independientes del
momento origen de la comunidad. En este caso la tasa norma-
da de cotizacion ﬂ‘g‘;’ 7= ") es independiente del momento t.

Modelos dindAmicos.—Cuando se da entrada a la evolucion
de la poblacién v de los salarios estaremos ante modelos evo-
lutivos o dinamicos.

Para los tres sistemas antes mencionados se tiene:



— 89—

1. Sistema de reparto simple (o;, 5;) = (0, 0):

pr ="
n:0§

01 = P2 = Vv + ¥
P2 =YV — ¥(n — 1) L1 =V
K P, =V

2. Sistema de capitalizacién (s, 05) = (1, 1):

plza-—\lf

pr =06 — ¥ bz =
P2 — 6 — I 6 =0 — ¥
Y S
3. Sistema de reparto de capitales de cobertura (s,,6,) =
= (0, 1);
g o
nm =20
= §
pr =9 i
p: = & — I7 pr =9
n=13 5y

7—RESERVAS MATEMATICAS (PARA DERECHOS EN FORMACION
Y DISFRUTE)

Situados er un momento k, y para un sistema financiero
dado (s, 6,) se presenta el problema de calcular los fondos
acumulados hasta ese momento. Tales fondos constituyen
las reservas matematicas del sislema en ese momento, Algun
autor, como Féraud (1), les llama también diferencia actua-
rial.

(1} FrEraup, L.: “Valeurs actuelles dans les caises de retraites”.
Rev, int, Act, Est. S, S, n° 10, 1964,
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Con arreglo al grafico adjunto v para un sistema (o, 0,)
se tiene la siguiente equivalencia financiera (2):

A.’&(]AIBB‘Q == BDBCCO
lo cual se puede escribir:
AEBB, — AEB = B,BFC(C, + BCF

El balance técnico que define las reservas matematicas
retrospectivamente sera:

Cr )V xy, = A,FBB, — B,BFCG, = AEB 4+ BCF

_ A
= @V (g + @V(g,

siendo:
=)V x, = Reservas para derechos en formacion.
A\
@)V g, = Reservas para derechos en curso.

T

BV

Para llegar a este mismo resultado por el llamado méto-
do prospectivo se puede partir de la ecuacion de equilibrio:

AA'B'B = BB'C’'C
que se puede transformar en:
AEB - EA'B'B — BR’C’F — BCF

el balance técnico que nos da las reservas matematicas por
el método prospectivo es:

o 22V, = BB'C'F — EA’'B'B = AEB + BCF

— N
— &)V L)V

(K> 1 (K}

767”_1_{"1-;151511, E.: Art, citado.
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Reservas matematicas para pensiones o derechos en for-
macion.—Estos seran:

X
X, sar
@OV gy == [‘ T 5, oL, .G, €~ didx
vx, Ve, X
X
A X, X Sdr
= J [TC(XW t)Lé,—.GE. & T dEdx
Xn UXO
en donde
X, 2tzX, X, 2X<X
ct,X)=K—1=0,(X—E) { { to=A
tetK\t, €t £2K
Teniendo en cuenta:
K
X J.ﬁllr p.4 gEl
€ &
(‘ Lé T‘G‘ ¢e * dg = 1 e+\y‘dg
) T X,
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¥, = 8K —1) - It —(E—X)T + Ip(t) =
= 30X — &) + LK —aX—E —(E—X) +
+ Ip[K — oi(X — 3)]

X

:Jmﬁwm_n—mmem—m—&n+
3
+ lo(K)
x X
— jpldz _ fvdz + LK) + 19(K)
: X,
Por tanto,
x x
X, J'vdz X g;l( J.pldz
)V = JTE(X.)- ,)eﬂ X Lao®Poxs ¢ [ I €% dg
X, Vx, oo

0

Las reservas relativas en el momento K seran:

X X

X, fvdz X gﬂl1 f-p,dz
&)Yy = fﬂt‘%- t)e_ X, dg J e dz

L

v - ]
X, X,

El analisis de los diferentes casos nos conduce:

1. Modelo estatico: Con v = ¥ = () sera:

a) Reparto o, = 0; @)yx = 0.
b) Capitalizacién ¢, = 1 y por tanlo p, = 8.

X, X gvl
— §TE -
Y = fﬂ(xﬂ. o dx f [— € ds
X, x ¢

(1]

* * gl
— f - e — Xdx f e-8 — X)dE
X, 1 1

X,

X, X,
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Xl
e ( T oy, L, €0~ =OP). X dx
vx,
2. Modelo dinamico.
a) Repartooc, =0, p, = .
X X
X, fwlz (AX g 1? ,fvdz
- - . 5 & . .
e = | Tig, € 7 - dx J I €" ¥ dg
xﬂ XD ’
b) Capilalizaciéon 6, = 1, p, = 6 — ¥,
rX ) '.X
X, J vaz (‘A\ gzl: J (3—P)az
g = | Ty € % dx - | T e’y dE

3) Modelo de estacionaridad relativa.—En este caso al
ser v y ¥ constantes se tiene que p, también lo es y por tanto

to)yx no depende de K.

a) Para tasas de crecimiento v y ¥ constantes se tiene

A
que las reservas relativas ©@’vyx no dependen de K.

Con ello ya tenemos el analisis de las reservas totales

relativas:

_ A
@ oy gy = @y + @Y

de K, es decir,
dte 7 g,

dK =0

XIt—(E-X)]

® f;dr
(Uz)/-GK S J‘ L_ » GE-X,. ™) eh K dg dx
5 Ve

que para el modelo de estacionaridad relativa no dependen

b) Reservas para derechos o pensiones en curso.—Con
arreglo a lo que precede, estas reservas vienen dadas por:
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siendo
A
c=1T — K =0, — X)
con
XZ2Ei<w
También escribiremos

T

= © fadr
il
VAN —_
@ Vg = J [L GE-X.m € ¥ didx

LU'x—2)—2'K 23

X vX
w | w ) lg
= |dx &It —(E—X9)] —-
J Iy,
X X

ot — (1 — ’Q)(a — Xl);g_;efﬁ(twr{,dg

© L gglg
— jdx J 6—-‘{’9(1{, X, 9 dg
l'X

X < ¢

bl

siendo

)

K X 8 =8t —K —Inlt— & —X9)] —

—hhpgt—0—NE—X)I
= 86,(E— X) —In{ K + (& — X)—(§ — Xo} |
— MoK 4 0 —X) — (1 —E—X)]

E
- J [802
X

3
— j 0K, X, Z)dz — I{[K — X — X9 ] —
p.¢

o, — 1) — ¥(e + n— 1] dz —

— IK — (X — Xo] —
— lp[K — 1 — DX — X))]

— Ip[K — 1 — DX — X)) ]




d X X
— J‘Pz(K, X, Z)dz + fvdz + J'\Ir(l — m)dz —

x vx, X,

— k) — I

por tanto,
x X
o fvdz f\l’(l — m)dz
3 ke
Vg = | LuoPa e %.€ % . (1)(:3) < dg
Ve lX.,

1
Las reservas relativas seran:

X X

w — ydz — J“I/(l“rg]dz
N 1 —
(ﬂ'g)'\(x — J l—x— & X, X . C].(\,%)dx =
X, %o

0y
— . v+ (-1 OLC .
= J‘ X, — X, Ef\:n) X - X, E\v (1—m)) a_\f’n)d_\
xl

El analisis es ahora, el siguiente:

1. Modelo estatico.—Siendo v == ¥ =— ( se tiene:
a) Repartoo, =0
N
(D)YK = {}

b) Capitalizacién 5, = 1. Sera:

[}

A ly —
Wy = —— Q®dsx

X

X

1

2. Modelos dindmicos.—También distinguiremos:
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a) Sistema de reparto (s, = 0). Segun sea la adaptacion
de las pensiones se tiene:
Para m = 0 sera p, = v + ¥, luego:

~ —

¢ — T(VY) v+V¥) . RS S —

Oy = X, — X, E‘xo N Ex1+ ! O’C\ dx =
X

(5]
™ . Q-9 . dg
:J‘x‘_xaExo X-—X]/O'f(\‘ ) dk
‘\:1
Para n — 1 sera p, — v — ¥, luego:

o©
AN —
{0) — . ) v—¥1d.
Y(K) - f X‘ - xu Ef\yu) X = Xx E"‘y\) a(‘ d‘\
‘(1

©w

— . -Md+
— | By - T

o

b) Sistema de Capitalizacién (5, = 1).—Segin sea la
adaptaciéon de las pensiones.

Para v = 0 sera p, — 0, luego:

N _
1 J— - ¥ 3),
MY &) = X, — X, Ef,(‘? X — X, E‘ﬂ >+ APdx

1
X

Para ny = 1 sera p, — 6 — ¥, luego:

s —

1) — . o) . (L% —

DY = X, — X, E(xv) X - X, E‘,\?‘_) ax ‘dx =
X

1
1

_— (" « (L(B—Y
X - X, E.\': a¢ Ydx
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8.—TASAS DE EVOLUCION GLOBAL

i. Para la poblacion.—Para un momento t definiremos:

:jLE dgﬁJ‘Lz dE
X, X

) M1

y coino una lasa de evolucidon global:

d log E,:

|

(T) dzt

z
fv(t)m

L =L e~

T

con lo cual

Kelacion con la funcion L(t):

o l_.
L — J Cle — (& — X)), —— dg
x0
X,

derivando con respecto a t sera:

dL. “ag, 1 d log ¢ 1,
e e dE — . S |
dt j d= Iy E J & [ dz ] 1 5

M v
X, X,

siendo

<
|
|
1
|
|

(t) - —



1
d log ¢ ¢
J C( dt ) 1, dg
— Xﬂ —
1] IE
g - dg
'x,
xﬂ
_ dlog
T ds

2) Tara los salarios:

d log G_
Ol dt
siendo
j%&*:)ﬂr
G, =G, e’

Por e] mismo camino se puede demostrar:

2 log @
T ot

9.—RESERVAS GLOBALES

Reservas matematicas en base de tasas de evolucion glo-
Iral.—Utilizando las notaciones siguientes:

w{"° — Prima que cubre las prestaciones en el mo-
mento t.
e %W — Prima que se ingresa en el momento t con

arreglo al sistema (s,, ;) y la adaptaciéon 7.
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0 = Tasa de interés,

Ty = L. - G. = Volumen de cotizaciones en t,
Y(&) 5. ) — Reservas matematicas relativas en (O, K).

Para ecslablecer la ecuacién diferencial que capta el equi-
librio dindmico del sistema es preciso tener en cuenta que
las tasas globales de crecimiento de la poblacion y de los
salarios juegan cl papel de un interés negativo, por tanto:

(6, o 7)
dT (ty

'E'—— = (8 _— ;(t) —_ ;(t))TE::' 7. m) +

0y O M) — 4p (0 0)

+ T[t 1 92 .

inlegrando sc tiene:
K
f[sfv"c-_)—?m]m
(6007 = @ © .

T(K)

t

£ f[sfv-(t)—?(c)]d:

. Y((a:’,]. o) e v ‘L'th(c,. T ) 1E(°. o]dt

Cuando 'r(g;)' 1 — ) se tiene:

:4
rK f[%ﬁﬂ—?(:)]ac
Y T ) — et . [ﬂ(o", @) o D)]'dt _—
(K) .J t t
°
K
K J’Bd:
T¢
— (S «— [mEn ) — & o ]dt
I‘K t t
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Para el modelo de eslacionaridad relativa sera '{E% oy %)
constante,
Efectuaremos el siguienle analisis:
1. Modelo estatico.—Suponiendo v = ¥ = 0 se tiene:
dy(cp a,)

)
dt

— 6-r<a,. s,) + Tc&erl, -2 — Ttt(“' 0)

con lo cual la cotizacion sera:

, /
7‘:551. %) == T 4 tim — dy e vﬁ))
¢ Tdi ™ ®

a) Sistema de reparto: (s, 63) = (0, 0)

9,0 —
T” =0

(a,, —— (0, 0)
T % == T

Si el sistema comienza con un fondo V (como es corriente
en un régimen de pensiones) el cual se mantiene constante,
entonces la cotizacién puede venir disminuida en los inte-
reses del mismo, es decir-

T — Y
t
b) Sistema de capitalizacion (g, o) = (1, 1).—En este
caso se tiene:
Sy 1)
1, 1) (o, 0) ! © (1,1)
T =T +(T_‘67(t‘))=

(o s
= T )+ 1:(0

cuyo segundo sumando es la prima de ahorro tal que:
t t
1y __ 5(t—1T)pS - S(t—T) (g, 1) ___ (0, 0)"
Y e %.d_ = J. € (e " dt
o
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Para dya. v

a— =0

sera
1,1) — (6, 0) __ S, 1)
D = 7 5Y(y

¢) Sistema de reparto de capitales de cobertura (s, 6;) =
= (0, 1).—Tendremos:
(0, 1)
dy (t)

By D) —
i ¥

0, R 0,0
TP =m0 +

— (0, 0) S
e -+ Ly

el segundo sumando es la prima de ahorro de las pensiones
o derechos en disfrute.

t

YO == est—v (g1 __ g 0]dt

(1) () S
YV

Para

(0, 1)
dY'(ﬂ 0
- &t

7:(0, 1) (0,0) __ E;‘Y(ol’-)

2. Modelos dinamicos—En general la descomposicion de
la cotizacién sera:

i, o 1) o (0, 0) -+ (M — By o o 'n)) +
t & dt (¢)
9 T (Op Tp M) —
+ ¢ <) + (1))7(;) ’

=Prima de reparto+Prima de ahorro--Correccién dinamica
a) Sistema de reparto (o1, 6;) = (0, 0).—Se tiene

o dyc o™ — _
; T = 7" + at + G + TW)YC O
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. d . .
Suponiendo que dT =0, y que las cotizaciones vienen
dadas, se tiene

T — 7°

Yoy + T

{0, 0, m)
Y (t)

—

Para un modelo de estacionaridad relativa, se puede es-
cribir:

Vi = (7" — =% ao_o_l

4

con

b) Sistema de capitalizacidn (oy, 6;) = (1, 1). .

d‘{(l' 1)

ﬂ((lt’)l) — 11;‘(3. % 4 —ar 57((1{) n 4
+ O + E(n)'l’(zé)”
dya» .
en el supuesto de que 0 = (), se tiene

TN = O f (Ve + T — )Y
Paray + ¥ > B, serad nt: ¥ > q 0,
Paray 4+ ¥ < §, serd ®(: 1 < 7@ 0,

Para ™y + ¥ = 3§, sera 71 = | ),
L

¢) Sistema de reparto de capitales de cobertura (s,, 5,) =
= (0, 1).
(o, 1)

dY(t) 67(0' 1) +

© 1) @o 4 _C¥®
Ty =Ty o+ dt ®

+ O + E(’c))‘{(‘();)l)
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dT(O' 1)

0 = 0, se tiene

en el supuesto de que

w0 = " - (Vuy + Ty — BTGV

donde cabe distinguir los tres casos anteriores.

Lo que precede nos lleva a la conclusion de que la afir-
macion clasica segun la cual todos los sistemas financieros,
exigen, en media, los mismos ingresos va no se pucde man-
tener cuando estamos ante modelos de estacionaridad rela-
tiva.

Grado de capitalizaciéon.—Este concepto ha sido introdu-
s cido por Coppini (1) y Kaiser (2). Se define como:

(7 @IV gy

Ao ) = ERES AV

1)

@ %)Y (4
@Dy

que naturalmente cumple

0 xwam 21

Tomando los valores medios en las ecuaciones de las
reservas, se tiene:
Esf’l’ Gp M) 7~|;(tﬂ. 0, %)

xg"'x' o M) —

T L) . (0,0, m)
T w0

que también nos permite escribir la interesante relacion:

Tlop 6 M) — — o
t X({a‘. .08 'ﬂ‘)ﬁ(tll 1,m) -+ (1 . Xt(a',, LA n))qt(tO, y 1)

En el modelo de estabilidad relativa la funcién y; no
depende del tiempo.

(1) Corppini, M, A.: Sul grado di capitalizzazione dei sistemi fi-
nanzigri in uso nei fondi pensioni. Roma. 1960,
(2) Karser, E.: Art, citado,
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Coeficiente de exceso.—Representado por » o WF(, los
fondos relativos necesarios para los gastos no cubiertos por
las cotizaciones siguiendo a Kaiser el coeficiente de exceso
sera: Co
(a,s @y vl)jyc O

(93 0y Mgy = EECATIE) e
“ A2

(o 0 MY ()&
,n(to. [y ‘Egal. 0, M)

Durante los comienzos del sistema es corriente que ¢ > 1.
Pero cuando se alcanza la plena eficacia del sistema si con-
tintia € > 1 el exceso se transforma en hipertrofia (Kaiscr).

Cuando se trata de un modelo de estabilidad relativa
como:

(®— ¥ — VYo + 7w — " =0

se tiene:
&

0 — ¥ — Y

(@, 0y g —

que resulta ser independiente del sistema.

Tasa de utilizacion de los ingresos.—Se define como:

0, 0)
e

(0 o DR =
o SYry + Tl

lo cual debera ser uno a la larga,

Para el modelo de estabilidad relativa se tiene:

1
@y 0 DR —
Oy O':WR—— PYCIrY) v + ¥
1+(1—"ﬂ(o,o) 5 — v — W%

Llegado este momento ya podemos enunciar lo que Kai-
ser (1) llama el Teorema .Central del actuariado social: Para
el modelo de estabilidad relativa las reservas y tasas de co-
tizacién relativas asi como las tres funciones con ellas rela-
cionadas resultan invariantes en el tiempo.

(1) Kaiser, E.: Art, citado, pag. 47,
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