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"Estudio general de los sistemas financieros 
estáticos y dinámicos en los seguros social es^ 

Por el Dr. L ~ A L D O  NIETO DE ALBA 
Catedratico de Teoría Matemhtica del Seguro 

de la Universidad de Madrid 

El presente trabajo contiene una exposición sistemática 
de la mateiniitica de los seguros socia1e.s siguiendo la Lí- 
nea de Kaiser, expuesta especialmente en su trabajo "Equa- 
tions fonctionnelles des mathematiques sociales" (111 Con- 
f erencia Internacional S. S. Madrid, 1962). 

Nuestra idea básica ha sido la de traducir todas las va- 
riables que influyen sobre el sistema (Grado de capitaliza- 
ción, renovación de la pablación, evolución de las pensio- 
nes) en variables de capitallzacih. 

En este sentido nos aproximamos mhs a las aportaciones 
de \A7ünsche (en los tra.bajos citados en la Bibliografía) ad- 
mitiendo su misma descomposición para las funciones de 
población y salarios. Pero, a diferencia de éste, nuestros 
resultados no exigen hipótesis concretas sobre dichas fun- 
ciones de. renovacibn y evolución de los salarios. 

De esta forma llegamos a una discusión más actuarial 
de los sistemas dinámicos y estáticos. 



Este mismo análisis lo hacemos extensivo para las Re- 
servas matemáticas, tanto para derechos en formación como 
para derechos en disfrute. 

La irltima parte del trabajo est i  dedicada a Ias Reser 
vas en base de tasas de evolución global y su anzllisis. Tan- 
to en esla parte corno en la relativa a las funciones conc- 
xas recuperamos nuevarnen te 1 a linea de Kaiser. 

el que contiene-, según Kaiser (1) las variables bási- 
cas. Estas son: 
!:& ' 

....................... - Tiempo físico t 

........ - Edad (tiempo acluarial). S 
- S8alarios ................................ u = G,(t, E )  

Teniendo en cuenta la necesidad de plantear Ios proble- 
mas de adaptacith será conveniente considerar lo que Ila- 
rnaremos variable de adaptación r). 

Este autor llama espacio derno-social (anteriormente le 
llamó espacio bio-econoniétrico) a ( t ,  X, u). Cuyo campo de 
variación es : 

a) O < 't < m .  Siendo I: = O el comienzo del régimen. 

h) X, 4 X < o. Con X, < X X! para las cotizaciones 
X, < S < 3c para las pensiones. 

c )  O 4 u < M. Salario de una persona considerada en 
el momento t y a una edad E. 

La variable de adaptacibn u) varía: 

d)  O -q Q l .  Para q = O no hay adaptación y para 
q = 1 esta es del 100 por 100. 

(1) KAISER, E. : Equations f oncl ionnelles des Mathkrnoi'tSques So- 
cides. Ass. Inst. S, S. III C .  1. Madrid. 1962. 



Considerando el espacio (X, t) se pueden distinguir las si- 
guientes rectas: 

- Rectas horizontales, en las cuales se sitúan los fenQ- 
menos de renovacion. Para x = x, es la entrada en el 
rkgimen obligatorio y para x = x, el paso de cotizan- 
te a pensionista. 

- Rectas verticales, que caracterizan las comunidades 
de presentes. 

- Rectas diagonales, cada una de las cuales comprende 
la comunidad formada por una generación (personas 
nacidas en el mismo instante). 

- Rectas de una comunidad de riesgos creada en el mo- 
mento t :  

Activos : 

TI = t -1- ol(g - x,) 

x, Q E Q x, 
Pasivos : 

siendo o, y a,, respeclivariiente, las tangenies de los ángulos 
SC x 

O < & < -  , O <  o2  e - 
1 

, con el sentido positivo del 
-1 

eje X. 

Las mas importanks funciones que intervienen en una 
comunidad de riesgos son: 

L, ,  = Colectivo considerado en el momento s a 
la edad E .  
L = Activos o cotizantes. 

$ 8  

L ,, = Pasivos o pensionistas. 



G , ,  Ti ' = Salario medio de un activo a la edad 5 
en el momento .ci. v -  

GcE-x~l?) = Prestación a un pensionista que vive en 
x,, .t -(S-X,) 

2, con edad 5 (que se inició cuando cum 
pliíl la edad Xi en el momento zz - 
- ( E  - X,). Todo ello con adaptación 
de ( E  - Xi) veces los salarios variables 
en sí, t e n h d o  en cuenta un grado de 
adaptación O '< q 1. 

En el siguiente sistema de ejes coordenados aparece la 
represenlación gráfica de uiia coiiiiinidad de riesgos creada 
en el momento t a Ia edad X,. 



Comunidad de riesgos weados en t a la edad Xo 

Activos: 
C = o1(E - Xo) = (TI - t) 

Como 
o,(X, - X,) t, - t 

T, = t +- a,i(Xl - Xo) + a2(5 - xl) 

Toda persona considerada en : 

a) (5, ~3 ha entrado en el regimen obligatorio a Ia edad 
Xo en el instante TI: 

e - X* = Tl - 'cl 

T" T~ - ( E  -X,) = t -+ al(E - X,) - (e - X,,) = 

b )  (E, T ~ )  ha entrado a ser pensionisla en r p  n la edad X1 : 

'Tp = T 2  - (E - xl) 

4.--ClASlFlCAClON~ DE LOS SISTEMAS FlNA8NClEROZ 

Síguiendo a Kaiser (1), se tiene: 

l. Sistemas financieros de una dimensión: 

ai) Sistemas de reparto (o,, 02) = (0, O) .  
b )  Sistema de capitalización (a,, a,) = (1, 1 ) .  

d 

[ 
t (1 ) I ~ A I S K E I ,  E. : Equafions Fonciiolznei le~ des ~k€afhiématl'qiies So- a 

f '  c ides .  ASE. Inst. S .  S. TI1 Conferencia de Madrid, 1962. 



c) Sistemas mixtos : 

Reparto de valores actuales de pensiones (01 62) = (0, 1). 
Reparto de valores finales de cotizaciones (a,, 4) = (1, 0). 

2. Sistemas financieros bidimensiona1es.-Si en vez de 
considerar los activos y pasivos (aportaciones y prestaciones) 

A 
sobre las rectas c y c respeclivaiiieii te, se consideran sobre 
paralelogramos extendidos a un intervalo de tiempo h, ten- 
dremos los sistemas bidimensionales, 

Estos sistemas, a su vez, se  pueden clasificar para cada 
h r  6 2 ) .  

a) Sistemas a intervaIos (t, t + h) limitados: 

- Cotización media para las comunidades iniciales. 
- Cotización media para las comunidades de reno- 

v aci8n. 
- Cotizacion media para las comunidades mixtas. 

6) Sistemas a intervalos ilimitados ~(h + m )  : 

- Cotización media general para las comunidades 
de renovación. 

- Cotización media general para las comunidades 
mixtas. 

5.-ECUACIOIN DE E.QUILI BRIO 

Consideremos una comunidad de riesgos constituida en 
el momento t a la  edad X, y para un sistema financiero 

La ecuación de equilibrio financiero será: 



en donde la tasa de cotización ds %- n) aparece como un3 
función desconocida en una eeuación integral de Fredholm 
de primera e.specie y de núcleo degenerado. 

La solución media viene dada por: 

Siguiendo a Wünsclie (1) escribiremos : 

Cct> = Función de renovación de la población. 

g, = Función de salarios segim la edad. 

cp,,, = ,Función de evolución de los salarios en el 
tiempo. 

= Renta de vejez que ha comenzado en t - k con 
g,, rp(t - k), y en el momento t ha sufrido una 
adaptación de, k veces (O < q < 1). 

(2) WUNSCHE, G . :  Erttuiicklung und Vormschafzung des Reserve- 
bedarfs zur [ inmz iermg flexiblu Peris ioxisrenlr~~.  XVU L. 1. Actua- 
rios. 1964. 



Es decir: 

t (k 01 = q(& - k )  T(t- k) 
p l k ,  11) p.- 

(t-ir) 
L - u - ) k p, 1) = cp([) 

Ct-k) 

con fines de simplificacibn tanib.ién se supondrá ~ X I  = 1. 

Con arreglo a lo que precede. se tiene la siguiente ecua- 
ción de equilibrio: 

La integral del primer término de la igualdad se pued- 
escribir : 

en donde se tiene, como facto,r logarítmico de actualización: 

+(t, X,, E )  = (zl - t ) B  - ln G[T, - ( e  - X J ]  - ln cp(zJ = 

Considerando a Z como variable de capitalización será: 

@J'l x, a = q O  - 6'[t + (al - l ) (Z - Xo)] 
G[t + (o, - I ) ( %  - S,)] 

(al - 1) - 

= 6a, - v(ai - 1) - ec, = p,(t, X,, Z) 



Es decir : 

En general, se trata de. leyes de capitalización no escin 
dibles. 

La integral correspondiente a las prestaciones sera : 



siendo : x, 

La integral de las prestaciones se puede escribir : 

Suevameiitc han surgido leyes de capitalización no es- 
cindibles. 

La ecuación de equivalencia se puede escribir asi : 

es decir: 

Para un sistema bidimensional (intervalos limitados) teii- 
drernos, como cuota media: 



es decir: 

siendo : 

6.-DISCUSIOIN DE RESU LTA DOS.-MOIDELOlS ESTATICOS 
Y DIN~AMICOS 

Teniendo en cuenta los tantos instantaneos de capitalha- 
ci8n : 

pl(t, X,, Z) = &a, - v(a, - 1) - *a, X, < Z < X, 

Con respecto a Y puede suceder: 

Tasa de renovación de la población positiva: v > 0. 
Tasa de renovacih de la poblacibn negativa: v < 0. 
Estacionaridad absoluta : v = 0, 



Representando la tasa de crecimiento de los salarios y 
dado el comportamiento de los mismos dentro de Ia economia 
lo normal es que + /. O. Para + = O se tiene la estabilidad 
ahsoluta en el nivel de salarios. 

Cuando v y + son constantes estamos ante el modelo de 
estacionaridad relativa. En este caso también serhn constan- 
tes p, y p, con lo mal  se tendrán leyes de capitalización es- 
cindilbles. 

Modelos esta ticos.-Est arenios ante los mismos cuando 
supo,ngamos v = 73 = O.  Aqui encontramos los sisteiiias el&- 
sicos : 

Capitalizacioii l(a,, on) = (1, 1) 1 P: 
Reparto Cap. cobertura (úr, a,) = (O, 

Tales modelos exigen unas hipotesis que raramente se dan 
en la realidad : Estabilidad absoluta en la po-blaciiin y en el 
nivel de salarios. 

Modelos de estac,ioniaridad relativa.-Cuando v y .I. son 
constantes ya Iienios visto que pi y p2 son independientes del 
momento origen de la comunidad. Eln este caso Ia tasa norma- 
da de cotización xg;; 2.t. n )  es independiente del momento t. 

Modelos dinámicos.-Cuando se da entrada a la  evolución 
de la población y de los salarios estaremos ante modelos evo- 
lutivos o dinámicos. 

Para los tres sistemas antes menc-ionados se tiene : 



1. S,istema de reparto simple (a,, o,) = (O, O ) :  

2. Sistema de capitalización (o,, a,) = (1, 1) : 

3. Sistema de reparto de capitales de cobertura (a,,~,) = 
= (0, 1) : 

7.-RESERVAS MAT'EMATICAS ( PARA D f  RECH05 EN' FORMACIOIN 
Y DISFRUTE 

Situados er, un momento k, y para un sistema financiero 
dado (a,, o,) se presenta d problema de cálcular los fondos 
acumulados hasta ese momento. Tales fondos constituyen 
las reservas mateniAticas del sistema en ese momento. Algún 
autor, como Féraud (11, les llama también diferencia ac tua~  
ricrl. 

(1): FERAUD, L.: "Valeurs actuelles dans les caises de retraites". 
Kev. ln t .  Ac4 Est. S. S., nao 10, 1964. 



Con arreglo al gráfico adjunto y para un sistema (ai, a,) 
se tiene la siguiente equivalencia financiera (2) : 

lo cual se puede escribir : 

El balance t écnjco que define las reservas matemi ticas 
retrospectivamente sera : 

- 
( I I I ) V ( ~  = Reservas para derechos en formación. 

A 

( V J V ( ~ )  = Reservas para derechos en curso. 
. . 

' A L .  
--... , . . -,' 1 

Para llegar a este rriisino resultado por el llariiado mkto- 
do prospectivo se puede partir de la ecuación de equilibrio: 

que se puede transformar en: 

AEB + EAtB,B = BiR'C'F - BCF 
. - . . , . , 

él baIance t6cnico que nos da las reservas matemAticas por 
el método prospectivo es: 

(2)' KAISER, E. : Art. citado. 



Reservas rnaternáticas para pensiones o derechos en for- 
mación.--& tus se,rali : 

Teniendo en cuenta : 



Por tanto, 

Las reservas relativas en el iiiorrieiito K sercin : 

El análisis de los diferentes c,asos nos conduce: 

l.  Modelo estático: Con Y = 9 = O sera:  

a) Reparto a, = O ;  ( c ~ ) Y K  - 0. 
b) Capitalización o, = 1 y por tanlo p, = 6. 



2. Modelo dinainico. 

3) Modelo de estacionaridad relativa.-Eu este c.aso al 
ser v y o constantes se tiene que pi tambihn lo es y por tanto 
" 1 ) Y K  no depende de K. 

a) Para tasas de crecimiento v y * constantes se tie'ne 
A 

que las reservas relativas (".)yg no dependen de K. 
Con ello ya tenemos el análisis. de las reservas totales 

relativas : 

que para el modelo de estacionaridad relativa no dependen 
de K, es decir, 

b) Reservas para derec.hos o pensiones en curso.-6on 
arreglo a lo que precede, estas reservas vienen dadas por: 



siendo 

con 
x < g < w  

Tanibi en escribiremos 

siendo 



Las reservas relativas serhn : 

El análisis es ahora, el siguiente: 

1. Modelo está tico.-Siendo v = * = O se tiene : 

a) Reparto a, = O 
A 

@)y, 0 . 

b) Capitalización a, = 1. S,erá : 



a) Sistema de reparto (a, = O ) .  Según sea la adaptación 
de las pensiones se tiene: 

Para q -= O 

b) Sistema d e  Capitalización (g2 = 11.-Según sea Iti 

adaptación d e  las pensiones. 



8.-TASAS DE EVOLUCION GLOBAL 

y coiiio una iasa de evolución global: 

con lo cual 

Relación con la función c(t) : 

deriyarido con respecto a t será: 

W W 

t l  log 1 

dz i, dz 1.1 x, 
= de 

siendo 

dL- 



Y )  Para  los salarios: 

- d log G; 
= - cir 

siendo 

Por el mismo camino se puede demostrar: 

9 . R , E ' S E  RVAS GLO:BAL,ES 

Reservas mateniaiicas en base de  tasas de evolucibn glo- 
bal.-Utilizando las notaciones siguientes : 

xf* o> = Pdma que cubre las prestaciones en el mo- 
mento t. 

a(p,~~2? n) = Prima que se ingresa en el momento t con 
3 

arreglo al sistema (a,, o,) y la adaptacibn q. 1 B 
4 



6 - Tasa de interés. 

- 
r, = & G, = Volurneri de cotizaciones en t. 

~ ( 8 ~ 1  6 ~ 1  q )  = Reservas inate~náticas ,relativas en (O, K). 
(K) 

Para cslablecer la ecuación diferencial que capta el equi- 
lihrio diiitiiriico del sistema es preciso tener eh cuenta que 
las tasas globales de crecímie~ito de la pwblación y de los 
salarios juegaii cl  papel de un interés negativo, por tanto: 

i i l  lcgr-ímdo se tiene : 



Para el modelo de eslacionaridad relativa será y k ~  u~~ T I  
(K) 

constante. 

Efectuaremos el siguien le análisis : 

1. Modelo estatico.-Suyunie,ndo = = O se tiene: 

con lo cual la cotización sera: 

Si el sistema comienza con uii fondo V l(como es corriente 
en un régimen de pensiones) el cual se mantiene constanle, 
entonces la cotización puede venir disminiri,da en los 
reses del mismo, es decir: 

b) Sistema de capitalizacibn (G,, u2) = (1, l).-En 
cas,o se tiene : 

cuyo segundo sumando es la prima de ahorro tal que: 

nte- 

este 



Para 

será 
~ ( 1 .  1) = +J. 0 )  - S y y  

t t 

C) Sistema de reparto de capitaIes de cobertura (a,, a,) = 
= (O,  1) .-Tendremos : 

el segurido suniando e s  la prinia de ahorro de las pensiones 
o derechos en disfrute. 

Para 

será 
& 1) q o .  0) - &W) 

t (t) 

2. Modelos dinániicos.-En general la descomposición de 
,' la cotización será: 

' 

g r i m a  de reparto +Prima de ahorro+Correcci6n dinámica 
a) Sistema de reparto br> bp) = (O, O).-Se tiene 



dy Suponiendo que --- - 
d:: - 18, y que ras cotizaciones viene.n 

dadas, se' tiene 

Para un modelo de estacionaridad relativa, se puede es- 
cribir : 

con 

b) Sistema de capitalización (a,, a,) = (1, 1). +, 

dy('- 1) 
en el supuesto de que = O, se tiene 

Para + < 6, ser& d 1 1  l) < O). 

1 y- 
-. . . 

c) Sistema de reparto de capitales de cobertura (a,, a,) - 
= (O, 1). 



En el niodelo de estabilidad relativa la función xt no 
depende del tiempo. 

dy C" 1'' 

e.n el supuesto de que 
dt 

= O, se tiene 

donde cabe distinguir los tres casos anteriores. 

Lo que precede nos lleva a la conalusión de que la afir- 
mación clásica segun la cual todos los siste.mas financieros, 
exigen, en media, los mismos ingresos. ya no se pucde iiian- 
tener cuando estamos ante modelos de estac.ionaridad rela- 
tiva. 

,Grado de capitalización.-Este concepto ha sido introdu- 
cido por Coppini (1) y Kaiser (2). Se define como : 

que naturalmente cumple 

Tomando los valores medios en las ecuaciones de las 
reservas, se tiene : 

que tambieli nos permite escribir la interesante relacion: 

(1) COPPINI, 31. A,:  S ~ z l  grado di cctpitcrZizz~ziane dei sisferni fi- 
namiuri in uso nei folrdi pensioni. Roma. 1960. 

(2) KAISER, E. : Art, citado. 



Coeficiente de exceso.-Representado por (T.* sq n)Fco los 
fondos relativos neces.arios para los gastos no cubiertos por 
das cotizacioiies siguielido a Kaiser el coeficiente de exceso 

, , - s e.rá : 

Durante los comienzos del sistema es corriente que E > l .  
Pero cuando se alcanza la plena eficacia del sistema si con- 
tinúa E > 1 el exceso se transforma en hipertrofia (Kaiser). 

Cluando se trata de un modelo de estabilidad relativa 
C O M O  : 

( S  - * - y)yc,> + q'.. '2' ') - d o .  0) = 0 

se tiene : 

que resulta ser independiente del sistema. 

lo cual deberá ser uno a la larga. 

Para el modelo de estabilidad relativa se tiene: 

Llegado este momento ya podemos enunciar lo que Kai- 
ser (1) llama el Teorema .Central del ac,tiiariado s~ocia~l: Para 
el modelo, de  estabilidad relativa las reservas y tasas de co- 
tización relativas así mmo las tres funciones con ellas rela- 
cionadas resultan invaria.ntes en el tiempo. 

(1) KAISER, E.: Arf, citadmo, pág. 47, 
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