E.stimacidn no paramétrica de procesos
mondtonos ¢!

Por Aneer VEGAS PEREZ

1. Definicion.

Diremos que un proceso E; es mondtono si sus realizaciones o
puntos muestrales X, son funciones mondtonas del pardmetro ¢ Asi
pues, si

AX, = Xy — X, S 0 h>0
el proceso es mondtono creciente, y i
AXy = X — X: €0 h >0

es wmondiono decreciente,

En el caso en que la segunda diferencia no sea negatwa el proceso
se llamard cdncavo, en el caso en que no sea positiva se llamara con-
VEXD.

2. Tipificacién del proceso.

Nos referiremos primero a los proceses crecientes.

Un proceso mondtong crectente se puede considerar como un pro-
ceso de Markoff en el que la matnz estocdstica se caracteriza porque
la v* fila tiene la forma

0,0, ...,0 P, Pr,r+1, 0 ... 0
lo que supone, evidentemente, que Pp 4+ Prrpy = L.
Supondremos que la probabilidad de que en el intervalo de tiem-
po (&t 4+ A#), se produzca la transicién del estado E, al E,., es

Py = f(t)At + O(At)

(1) Publicado en la Revista:«Trabajos de Estadistica y de Investigacion
operativas,— Vol. XV, cuaderno I, Afio 1964.
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en la que O(A#) indica un infinitésimo de orden superior respecto a
At. Se trata entonces de un proceso aditivo cuya funcién generatriz
‘$i(s) = Zs"P,(f) cumple la relacion

$rral) = &ils) {SFOAL 4+ [1 — f(HAL] + O(An)
~por lo tanto,
T 4’;.4_.&: (S) - ¢g($)

' O(A#)
At = ¢us) f&) s — 1) + _OAy

At

. luego
2¢ . o
37 Pe() J@) - (s — 1)

“de donde se deduce

, Fro (s—nat
de(s) = H(be

Si suponemos que el estado inicial es E,, se verificard

i — g
Pilo) = { 6 v £ :
Pols) = s

¥, por lo tanto,

() = 5% g(a—1)j“ f() « du = s es—E(D)

o
De todo lo anterior se deduce que la probabilidad de que haya n
elementos en el sistema, en el tiempo ¢, es decir, E,, serd la siguiente
pmrny _EENT

Pullt) = T — o

Algunas veces puede ser conveniente hacer las formulaciones en
términos operafives, es decir, referidas a lo que podriamos lamar
Hempo opevativo, definido por la transformacion,

E) = f “foodu = ¢

en donde 7 es el fempo operativo,
La interpretacion de # es inmediata, basta reparar en que

E(r):(—-z?g;é{)m-) =y + F(ty =n, + 7
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por lo tante » es el valor medio del niimero de elementos mgresados‘
en ¢l sistema en el intervalo de timpo (0, t).
La probabilidad, pues, de que en el sistema haya # elementos es
' Faa

Pulr) = e in-——mn
1 T o .

5i designamos por X; la cantidad de elementos que existen en el sis-
tema en el tiempo ¢, tendremos

E(X}) = ny + F(f)

dE(X) _
—— =1
@FEXg
e 0

Entonces, segin se cumpla f/(#) > 0 o f(f) <0, es decir, que fi(#)
sea creciente o decreciente, el proceso serd ¢dncave o convexo.

Estudiemos ahora los procesos decrecientes, Un proceso decrecien-
te es un proceso de May Koff, cuya matriz estocastica viene caracte-
rizada por el hecho de que la fila 7* tiene la forma

0 ....0 P, 1P 0 ...,0 _
siendo la probabilidad de que en el intervalo (& ¢ 4+ Af) se produzca
Ja transiciéon E, — E,_, de la forma
P oo = f(H) At 4+ O(AY)

Como en el caso del proceso creciente es un procese aditive cuya
funcion generatriz satisface la relacion

¢t+i\t(5) - 4)\:(5) £S—1 f‘rt) At + (l - f(t) At) + O(At)}

luego

SHE) s ) 5

de donde

. (S—1—1) | f(t)at
&(S) = H(ty e f

Si suponemos que en el origen la cantidad de elementos que hay en
el sistema es n,, tendremos

' fuya
S-1-1) w)du
P(f) = $% f{ J;
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La probabilidad de que en el tiempo ¢ el niimero de elementos que
existen en el sistema sea #, tiene la forma

F(f)e—n

Tn, 7

Pu(t) = e~ F#
El valor medio de » es
E(r) = ny — F(#)
En este caso el tiempo operativo r = F(h = f : flu)du es el valor
medio de Ios elementos salidos del sistema en el tiempo (0, t).

Designando por X, el nimero de elementos gue hay en el sistema
en ! tendremos

e = — )
& E(X}) )
SEt =1

Lo que supone que segin que f{#) sea decreciente o creciente, el
Proceso serd concdve O CORUOXe.

3. Estimacicn wo paramétrica del proceso,

Vamos a proceder a la estimacidn del valor medio del proceso
partiendo exclusivamente de sus propiedades de monotonia y de con-
cavidad o convexidad, es decir, prescindiendo de la formmlacion para-
métrica de la funcién de probabilidad,

.
Segiin hemos visto F(ty = ” f(w)du es el valor medio del nu-
]

I

mero de elementos que han ingresado en el sistema en el intervalo de
tiempo (0, t).

Si llamamos G(f) a la probabilidad de que un elemento ingrese en
el intervalo (0, t) y si el nfumero de elementos gue han ingresado en
el intervalo muestran (fo — fu) es X, -— X, tendremos,

Ft = (Xe, — Xu,) G(B)



de donde deducimos
Flty = (X;, — X¢,) G'()
F(ty = (th — X;B] g(f)
siendo g(#) la funcién de densidad correspondiente a G(f), es decir,
g(H)At 4 O(At) es la probabilidad de que un elemento ingrese en el
sistema de tiempo (4, ¢ 4 Al).
Evidentemente que el proceso serd cdncavo o convexo segiin sea

creciente. ¢ decreciente g(t).
Si el proceso fuese decreciente tendriamos

E(Xy) = Xy, — Flt) = Xyy — (X, — X G(b)
en la que G(t) representa la probabilidad de que un elemento salga del
sistermna en el intervalo (0, t), por lo tanto, g(#)Af + O(A#) la probabi-

lidad de que un elemento salga del sistema en el intervalo (£, ¢ + A#).
Procederemos ahora a la estimacidén de ambas clases de procesos.

a} Procesos crecientes,

Seguiremos el método de maxima verosimilidad. La funcién de ve-
rosimilitud de Ia muestra es:

—X

- X . X -
L(Xe, Xap oo Xoy = glty ™ ™ glt) "% glt) ™ 5

Se trata de determinar las g{f,) que hagan méxima L, con las si-
guientes condiciones : S

focg(u)du = g{t) (b — to) + ... + Gln) (tn — ta_) = 1

%y

glh} < glt) < (t) € ... < g(h)
Supongamos que esta ordenacién mondtona es de la siguiente forma:
g(t) = glty) = .. = gltr) =
Ilr) = gt 42) = o = glin) =

Hr,12) = gltrg2) = oo = gltn) = $aia
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En cuyo caso las anterieres relaciones adoptan la siguiente forma:

X . - oy & :
i X, X o h

[L=¢172 fo hr 2 1L g ®

0

f(%)du = ¢1(t7'1 - tu) + qb?-(trz - tr1) +

g,
F o b garaltn — b ) = 1

‘ibl < 55)2 < s < ﬁbe+1

El problema se plantea, por lo tanto, en los sigumientes térniinos:

Determinar las ¢, que hacen maxima la funcién
& = '(Xfrl_ — Xip) log b1 + o+ (Ko — X, ) 10g dags —
— Agalte, — fo) + o+ Poalln — ) — 1]
en la que A es el multiplicador de Lagrange, con la condicion
b1 < by e < e

Las derivadas parciales de &, adoptan la forma

X —X
od t’i. t’i—l — A, — & )
e P & T3 i—1
de donde se deduce igualando a cero y determinando A por la condicion
Zgulty, —tr_,) = |, que los valores ¢ tienen la siguiente forma:
1 X by X,
¢1 - th - XtD trlﬁ by
—X
1 Xt"z bry
tﬁz - X#n - th t"g - tr]
th - Xt v

berr = XX, bk
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La condicion de monotonia de las ¢; exige que en el plano cartesia-

no (X, #) la solucion sea una peligonal cuyos segmentos tienen una
inclinaciéon creciente (fig, 1).

*¢

\

P

r b e
r . s e
=
e

Fig(
La estimacidn de E(X, #) si b, <t < iy tlene, pues, la forma

— [ J—
X=X, + (X —X) J‘ g(wdu =

%

1 X*rl - Xro
= Xy + (X, - Xy) [ o oy . % +
| Ly — X, 7
t Xy, — Xy, . brg — tr, (tr, — ?rl) + .. +
i X:,‘i—* Xt,‘_ _
LIS Puies el Bl G )] -
X*r. - X—’r.
=Xoy—Xoy + &, + ”_t‘”—'_ll—_l t—t, ) =
X;,i--X,r‘_l _
= X’%_i + ——t::—;;;m—— (t — tr,)

—1

Es claro, que si ¢ coincide con la abscisa de un vértice de la poligo-

nal, la estimacién coincide con el valor muestral, es decir, X;, = Xi,.
) i



0]

En el caso en que ¢ esté comprendido entre (&, , #-,) la estimacién sera
la ordenada del punto perteneciente a! segmento que une los vértices
que corresponden a X,  y X, .

i—1 i

Hemos supuesto que conocemos los vértices de la poligonal, o sea
los valores £, %, ..., & . Vamos ahora a determinar estos puntos
partiendo de la muestra v del significado del criterio seguido para la
estimacion, es decir, el de mdxima verosimilitud.

La poligonal, lugay geowméitrico de los wdlores estimados i de corac-
terizarse porque no puede existir mingdin valor muestral gue sec menor
@ su corvespondiente estimacion, es decir,

X, < X,

En efecto, si suponemos que esto no se cumple resubta que la esti-
macién no hace maxima la funcién de verosimilitud.

Sea

X, < Xi,  ({fg. 2)

X, < X, (fig2.
3 3 xt’

f

H .

X, !
T
! } I
} f f

| b |
1 | I
tr t te

Fig 2

Habra un X’ tal que X, < X' < Efi que tomaremos como vértice
de una nueva poligonal concava para la gue la funcién de verosimilitud
toma un valor mayer. El factor que corresponde en la funcidn de
verosimilitud al segmento cuyos vértices son X, v X; es en la pri-
mera poligonal el siguiente:
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Este factor se transforma al pasar a Ia nueva poligonal en

X ¥ I -3
f‘ ¢ ts ti

€ =4
i— i g + ty— &

en la gue
£ zYt_é_-—— X == th —-X”

Desarrollando fas potencias de los hinomios, tendremos:

XY o—X X —X —1
& £ Bt
g rr—(XziﬁXtr)ﬁg o4
X, —X K "
I e O O R e A
X, —X, X‘fq—Xf Ne— Xy ¥, —X, —1
=g "4el—G— — —— g T + O

El paréntesis es posilivo ya gue
er(ﬁ— )+ Xf.r(ts_ k)
by — e

— Ei> Xti

Este resultado indica que eligiendo ¢ suficientemente pequefio para
que el signo de O(g) no influya, cosa siempre posible, la funcién de
verosimilitud es mayor en la nueva poligonal que incluye como vértice,
donde se deduce que la poligonal primera no es una estimacién por
“méaxima verosimilitud” en contra del supuesto. Asi, pues, debe veri-
ficarse que X: < X, por lo tanto, de aqui surge la regla para la
determinacién de los vértices de la poligonal estimada. En la figura 3
aparece con linea de puntos lz estimacidn errénea y con trazo continuo,

la verdadera,
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Nos hemos referido hasta ahora al proceso creciente céncavo. Los
mismos razonamientos nos sirven para los Procesos converos.

En éstos, al ser f(f) decreciente, lo serd ¢(i) y, por lo tanto, el
problema consiste 'en determinar g(f) de tal forma, que la funcion de
verosimilitud de la muestra tome el valor maximo con la condicién
de monotonia decreciente, es decir,

& —X

méx L = gli)*r fo. g(iz}f”z,;*“'tz g(tn}xtﬂ_mxt“q
con las condiciones
gt (s — tiny) =1
glte) = g(hy 2 ... = gt

Procediendo de forma aniloga a como se hizo para el proceso concavo,
tendremos,

g(h) T e = g‘(f,.l) — ¢'1
Glor 1) == i = g(tr,) = &2
Fllr+1) = e = glta) = st
I X
X —X X —X i, 1,
- (,‘bl trl Ty B q32 trz trl _________ Bai §

Los valores de (¢) que hacen méxima la funcion

&= (X, — Xg)log s + oo + (Xi, — Xz, ) log derr —
— l[951(1‘r1 — ) e d Pepaltn—tr ) — 1]
seran
1 Xtrl _th
b= X‘n_'xto ) by —to
l Xtrz—Xt’",
Sf’f T X, — Xy, teg — try
] Xe, — X, }
Pst1 = X, ;

—x., o, | g
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puesto que

Se tratara de una poligonal convexa en el plano cartesiano

_w

oo s e

3
i
1
i
|
i
3
i
F I‘g 4
La estimacion de E(X,), b, < t << ty, SETa entonces

XX 1 Xe, — X

X = Xf” -t

— (try — to) A rerrernns
Xt” —_ ‘Ytu tf'l ty
Xtru o thi— 1
t T — )
" Ti1

Lo que indica que, como antes, el valor estimado coincide con el

muestral en los vértices, y en otro caso estd en el lado correspondiente

de Ia poligonal. También aqui puede demostrarse que el hecho de que

la poligonal sea una estimacion por méaxima verosimilitud, lleva con-

sigo, en este caso, que el valor estimado no puede ser menor que el

muestral, es decir, X; > X; lo que conduce a la determinacién de los

vértices de la poligonal estimada.
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En la figura 5 aparecera con linea de trazo continuo la estimacién
verdadera, y con trazo de puntos, la erronea.

A~
purn

L

X,

xii—i;

!

e et et s vy st

}
1
|
I

Fig 5

Hasta aqui nos hemos referido a procesos con una concavidad o con-
vexidad permanente, es decir, cuando es constante el signo de f(#), v,
por lo tanto, cuando no cambia el sentido de la monotonia de f{£).

Supongamos que en fn el proceso pasa de concavo o convexo (el
caso contrario se trata de forma totalmente analoga). Tendremos en-
tonces :

glte) < glt) < ... < glhor) < gltn) 2 glhr) = .0 =2 g(ta)

Mediante el procedimiento anterior, determinaremos los valores de
g(t) suponiendo que el proceso es permanentemente concavo, obte-
niendo

g¥(he) < g¥*(h) < . < gFha) € g*h) < gHhan < .S g¥ ()

Consideramos ahora la funcidén de verosimilitud

X, —i RY - X XY —X
L= gHta) & gl Ty glty
v Ias condiciones
g*(tn) 2 gltat) =2 o venn 2 gl(ta)
=] i
f glw)du = 1 -—f gFondu
% o
es decir,
n | Xi“““Xth
it — b)) = | — o —ee— (X, — X)) = -
Yottt — tio) v KX = %

i==h
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En la figura 6 aparece la poligonal estimada

g I

Fig &

Hemos supuesto que # es conocido, en el caso en que asi no fuera,
habra que estimarle. Para ello repararemos en que el cambio de conca-
vidad a convexidad en # exige que A®X,, = > 0 A*X, = < 0.

Por lo tanto, bastard con caleular para los diferentes valores k el
signo de las expresiones

AXyy,, = Xy — 255, + Xy

AEX%W-] — X”!:+1 - Z’X‘.‘t- + 'X‘h—l

En el caso en que la primera sea negativa y la segunda positiva ten-
dremos que en f; el proceso pasa de cdneavo a convexo, en el caso con-
trario, de convexo a concavo,

b) Procesos decrecientes,

Vamos a ocuparnos zhora de los procesos mondtonos decrecientes,
es decir, lo que se caracteriza por las siguientes propiedades

AX; <0
E(X) = X¢y — F(t) = Xy — (X4, — Ng)G{1)

En este caso la diferencia X, — Xy, | representa el ntmero de '
elementos que han salido del sistema en el intervalo de tiempo (%, f,).
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Razonaremos de forma analoga a como lo hemos hecho en el caso
de los procesos crecientes.

gE) = gll) = oo = glty,) = ¢

_ g(t"'3+1) — y{tfg+2) TS e — g(tﬂ) - rI{'S"rl
~ La funcién de verosimilitud sera
x X y *

X
t, 2 2
1 ey 1 fa ... s sy, © "

L = ¢1th_
La estimacion se hard maximinando
® = Xy — Xy, Jloggs + . + (Xf,g — Xip,) log ¢eps —
— Malle, — o) + ullr, — 1) + .+ Furalte — £)]
con la condicidén
$1 < e T o < ghera
si el proceso es concavo, o cuando el proceso sea convexo.
b1 > e > L D o

El maximo de @ se cample para los valores:

_ | X Xy,
LGy S A"

i Xtr -— th
Popr = Xi— Xy da—ty,

En el plano cartesiano X, ¢ tendriamos una poligonal, concava o
convexa, seghin las condiciones impuestas (figs. 7 y 8).

Xy

Fi‘g 7 F'lg 8
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La estimacion de £Z/&, / serd, por lo tanto,
X’G - X'n Xt(l_' X‘f

Xy = Xe, — —fo) F e
Xy ty Xto — Xr" t,, — to (t":[ f) + +
X*:—l __FX‘i Xfu—'LmX‘i
_—_ e (t— == t—1;
+ PR (t s—1) Xy + PR ( 1)

que nos indica que si # corresponde a un vértice el valor estimado
es el mismo valor muestral en caso contrario, el valor estimado estd
en un lado de la poligonal.

Los resultados, como era de esperar, son andlogos a los obteni-
dos en el caso de que el proceso sea creciente.

También cabe aqui suponer que el proceso decreciente sea mixto,
es decir, concavo en un intervalo de tiempo y convexo en otre, siendo
la solucion andloga también a la obtenida para el proceso creciente.

En resumen, la estimacion de los procesos mondtonos vendrd
dada por una poligonal cuyos vértices son (fy, Xuw) (ry, Loy ) oy
{f., X.,) ¥, por lo tanto, de ecuaciodn,

’t_tui‘l“ﬁ!t_“m‘i“' ...+au,,,irta—-t,s__l“(a)f;—i—bt-f—c):()

en la que las a;, a, 4, ¢, vienen determinadas por las coordenadas de
los vértices.
La estimacidn de AX. serd, pues,

. 1 .
X, = 7{|t—r.)| dag it by | b Gy |t—tr,-*1!~bt—c]
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