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Recientemente el Sr. Puig Adam ha publicado unos trabajos (*), 
en los que aborda el problema de la distribución por edades de los in- 
dividuos en los Cuerpos y Colectividades profesionales, introduciendo 
como resultado de sus observaciones en ciertos Escalafones, la fiincion 
que denomina de dispersión de ingresos. 

El objeto de esta Memoria es el estudio de dicha función a los efec- 
tos de su aplicacih práctica a las cuestiones actuariales, sugerida por 
los trabajos de curso de la asignatura "Teoria matemática de los Se- 
guros". 

1. Recogiendo y concretando la idea insinuada en los trabajos ci- 
tados, ,puede estudiarse la dispersión de ingresos observando, en vez 
de la colectividad profesional ya constituida, el colectivo formado por 
los posibles futuros miembros del Escalafón. 

En este supuesto, puede afirmarse que la probabilidad de ingreso 
aumenta proporcionadamente al incremento de preparación, el cual pue- 
de vincularse al crecimiento de la variable tiempo como causa primor- 
dial, es decir, que el número de ingresados es proporcional a la edad, 

(*) "Curvas teúricas de distribución por edades de los individuos de una m- 
lectividad profesional" ( A n d e s  de la Asocieción Españolo pura el progrese de !a 
Ciewk, año VII, número 1, 1942, pág. 5) y "Ensayo a una teoría matemática 
da escalafones cerrados y sus aplicaciones a problemas de Hacienda y P~evisión" 
(&%&a Matentática Hispano-Americano, 4." serie. tomo 1, niunem 5 1941, 
gina 82). 



dentro de los limites entre los que se producen los ingresos. Las res- 
tantes causas que deciden el ingreso escapan a toda posibilidad de in- 
dividua'lización, y solamente puede decirse que, en su conjunto, son de- 
terminantes de  un fenómeno regido por la ley de azar. Pudiera exami- 
narse separadamente la supervivencia, pero es preferible incluirla entre 
la serie de causas componentes de la ley de azar, ya que la función de 
supervivencia experimenta alteraciones poco sensibles para las edades 
a que suelen producirse los ingresos en los distintos Cuerpos y, por 
otra parte, el hecho de morir antes de poder ingresar no es sino una 
causa secundaria entre las que limitan o condicionan de alguna forma 
el ingreso. 

Por consiguiente, la ley qne representa la dispersión de ingresos pue- 
de expresarse en la f'orrna: 

2. Supuesta la ley anterior, debe estudiarse el modo de efectuar 
el ajuste de dos datos suministrados por la experiencia. 

A este efecto se tendrá en cuenta que se opera en régimen medio 
teórico, es decir, suponiendo que las vacantes son provistas inmediata- 
mente a su producción. 

Y debe observarse que, en casi todos los casos, los datos que pueden 
servir de base para los cálculos suelen ser los correspondientes a la dis- 
persión de ingresos de los individuos en activo en un momento dado. 

Por esto debe tenerse en cuenta que si se supone que n(x) son los 
ingresados a la edad x en cada año, los supervivientes activos serán: 

siendo J la edad de jubilación. 

Luego dos valores empíricos de la serie de ingresados en cada año ñ(x 
se obtendrán de la serie observada de individuos en activo clasificados 

por edades de ingreso ñi (x) , sin más que hacer: 



Y n(x) serán los valores que se trata de ajustar, según la ley ante- 
riormente deducida. 

3. Evidentemente, supuesto que la ley dada corresponda absolu- 
tamente a la realidad, puede utilizarse para este ajuste un procedimien- 
to análogo al empleado para el ajuste de funciones de supervivencia, 
que permite encontrar las constantes de las expresiones de algunas 
leyes biométricas. 

En efecto, tomando logaritmos en la expresión de n(x), se obtiene: 

que puede poner* : 

Bastaría, pues, formar la serie de los logaritmos neperianos de los 

va'lores empíricos n(<) y descomponerla en tres sumas parciales, obte- 
niendo : 

Y formando las diferencias: 



que pueden ponerse, por figurar en el últtmo término sumas de progre- 
siones aritméticas : 

Y finalmente: 

que nos permite determinar a2 . Llevando este valor a A SI o A .Y;. se 
puede despejar a; y, finalmente, K se deduciría de una de las ecuacio- 
nes en que intervienen las sumas parciales S. Con esto quedaría defini- 
da la función n(x). 

Ahora bien, este método, aplicable siempre que se considere ba £un- 
ción de dispersión representada exactamente por la ley enunciada, en- 
cierra la grave dificultad de lo laborioso de  su aplicación, debido es- 
pecialmente a.la forma de la ley n(x), en la que figura una función ex- 
ponemial, 1Ó que hace dificil encontrar los valores ajustados, aun co- 
nocidos los parámetros, ya que han de utilizarse logaritmos neperianos, 
que no es fácil encontrar tabulados para ,los números que pueden ob- 
tenerse aplicando el método anterior a una serie empírica, lo cual pue- 
de ser causa. de errores de importancia. 

4. L a  qenciouada dificultad aconseja utilizar otro procedimiento. 
Teniendo en cuenta las aplicaciones, cada vez más extendidas, de las 
funciones ortogonales a la representación de series estadísticas, puede 
considerarse la función : 



como una primera aproximación de la función que correspondería a 
la verdadera dey de distribución; y se buscaría una serie de funciones, 
ortogonales entre sí y respecto a ia dada, que permitiesen representar 
la supuesta ley de distribución como combinación de ellas en el espa- 
cio de Hilbert. 

El problema aparece, sin embargo, cuando se pretende formar la 
serie de funciones ortogonales con la n(x). En efecto, para que el des- 
arrollo sea aplicable en la práctica, es preciso que las funciones halladas 
sean derivadas sucesivas de una función o de diversas funciones, sien- 
do cada una de ellas igual a la n(x), multiplicada por un polinornio de 
grado igual al orden de derivación correspondiente Adem"ás, en cada 
caso, las derivadas de orden inferior al que figura en el desarrollo (e 
incluso la función primitiva), multiplicadas por polinomios de grado 
inferior a su orden, han de anularse en los extremos del rango o campo 
de validez. 

En caso contrario. el desarrollo, aunque fuese posible, sería inútil 
a efectos de aplicación estadística; y así puede verse que las condicio- 
nes dadas se cumplen en las series usuales de Charlier (polinomios de 
Hermite y polinomios Q) o de Romanovsky (pdinomios de Jacobi, ge- 
neralizados). 

Ahora bien, para la función estudiada no es posible encontrar una 
serie de funciones ortogonales de la forma indicada. En efecto, siguien- 
do un método semejante al de Charlier, serían las derivadas del primer 
término de la serie las que habrían de cumplir las condiciones dadas. 

Pero es facil ver que las derivadas de la función n(x), presentada 
como primera aproximación, son: 

y así sucesivamente. Donde no aparece la función n(x) multiplicada por 
polinomios enteros de grado igual al orden de la derivada. 

Tampoco el método de Romanovsb, generalizado para algunos ti- 



pos de distribución distintos del normal, puede aplicarse en este caso, 
ya que produce desarrollos de la forma: 

donde las sucesivas funciones ortoganales uk son, en general: 
ni, = D W k  (x), siendo F una función de x convenientemente elegida. 

Pero puede comprobarse que, no obstante su mayor amplitud d'e 
criterio, no resulta aplicable en este caso. 

Concretamente para el término u, , y teniendo en cuenta que ha 
de ser: 

se tendrá como función primitiva : 

no siendo aplicable, puesto que ha aparecido un término de la forma 
(~3 '* S e  - - 2 a' - dx, que no se anulara en el extremo superior +m 1/z 

del campo de definición d'e x. 

Por consiguiente, es imposible efectuar en las condiciones indica- 
das un desarrollo en serie para la ley de dispersión de ingresos estu- 
diada, como ya es sabi'do que ocurre para otras leyes estadísticas, por 
ejemplo, dos tipos IV, V y VI de 'las curvas de Pearson. 



5 .  No obstante lo dicho, puede existir una serie de valores rela- 
cionada de algún modo con la dada y que pueda ajustarse a alguno de 
los tipos de  curvas usuales en Estadistica. 

Existe, en efecto, el precede.nte del desarrollo en serie de Bruns, 
para frecuencias acumuladas, aplicable a series de valores que, en una 

primera aproximación, pueden ajustarse por la función normal de pm- 
x= 

habilidades totales ji - 7 d x ,  a pesar de que respecto a esta 

función no puede constituirse una serie de funciones ortogonales con- 
venientes. Ahora bien, e n  este desarrollo se emplean para los coeficien- 
tes los momentos de una serie adaptable a da dey normal, y es una ia- 
gración posterior, término a término, de la serie de funciones ortogo- 
nales la que permite encontrar los valores ajustados en función de 

xs -' f e  - dx, y de sus derivadas sucesivas. u*<. " . - 
Teniendo esto en cuenta, pueden establecerse los siguientes supues- 

tos, considerand'o una representación cartesiana de la función n(xi y 
tomando como origen la edad mínima de ingreso: 

1." Que existe una función simétrica a la dada respecto al eje 
de.x, es decir, una funci6n negativa de igual valor absoluto de la estu- 
diada, para x > 0. 

2." Que para los valores negativos de la variable x existe una fun- 
ción simétrica a la dada respecto al eje de Y. 

Es decir, supuesto que n'(x) sea la ley de dispersión de ingresos (figu- 
ra l), se formará la función m(x) (indicada con trazo fuerte). 

En estas 'condiciones, integrando la cuma m(x) se  obtiene una nue- 
va función s(x) (fig. 2) simétrica respecto al eje de Y y que en primera 
aproximación puede representarse por la ley nomail. 

Por consiguiente, esta función s(x) puede ajustarse por el método 
de Cbarlier, mediante una serie de funciones ortogonalmes, en la forma: 

1 .+ donde rp, es la función normal rednccida - e - 7  y los P son los 
fi 

momentos calculados respecto al primer momento como origen, ha- 



biendose tomado PO = 1 y PS = 1 como es costumbre, ya que se mi- 
den los valores de x en unidades o de desviación &an&rd*. 

En estas condiciones, por ser S(X) simétrica respecto al eje de Y, 
por construcción y aun para los valores empiricos, serán nulos todos 
los momentos de orden impar, y quedará: 

Y observando ahora que, para x > O, es n(x) = - sP(x), podrá 
obtenerse para los valores ajustados de la ley de dispersiOn de ingresos: 

siendo la unidad la desviación "standard" de s(x) y utilizando para los 
coeficientes los momentos de esta misma serie. 

6. En la prdctica, los cálculos se reducen así notablemente. Bas- 
tará tomar los dos primeros términos de la serie, ya que en los suce- 
sivos intervienen momentos superiores al cuarto. 

Dados los valores empíricos n(x) se formará una serie de valores 
- 

. . 
n(- x) = n(x); y los valores empíricos de s ( x )  serán, para x < O, los 
proporcionados por las integrales finitas: 

Para x > O se pondrán valores simétricos a los anteriores 
- -. 
s(x) = S(-x). 

Como los momentos impares son nulos en esta distribución, bastará 
calcular vs = u' y P,. 

Hecho esto, se aplicará la formula: 

empleando las tablas de las derivadas sucesivas de la ley normal redu- 
cida y teniendo cuidado de referir los valores de la variable x a uni- 



Fig. t 

Fig. 1 



APENDICE PRIMERO 

APLIC~CIÓN A L  ESCAL~FÓN DE CATFDR~TICOS DE ESCUELAS DE COMERCIO 

Como aplicación práctica de la teoría anterior se ofrecen los resul- 
tados obtenidos partiendo de la distribución por edades de ingresos de 
140 Catedráticos de Escuelas de Corner~i~o. 

En el cuadro 1 aparece da determinación de los valores empíricos n(x) 
que han de ser ajustados. Se ha empleado la tabla R F para 'las fun- 
ciones de supervivencia 1, . 

CUADRO 1 



Se aplica 
- 

- n, ! x )  Ix 
n ( x )  = -7 

; 'c 

En el cuadro 11 se dan los valores de s(x) para x > O y 10s productos 
-- - 

xZ s(x), x4 s(x) que han de servir para determinar los momentos 
+m - Para estos valores positivos es : s(x) = E n (x) =+* 

Edad X 
- 



Con estos valores pueden determinarse fácilmente las constantes. 
Se hará : 

+27 - 27 - - 
m. = 3 s (x) = 2 5 s (x) - s (o) = 118,468 

-27 O 



Y haciendo m, = 1 : 

O = 10,13 (Nueva unidad ) 

- ' S 0,0!3?37 

Por consiguiente, resulta la función ajustada: 

n (x) = - pó ( x )  + 0,01522 p; (x) 

El cuadro 111 da los valores que resultan de aplicar esta fbrmula, 
para los valores de .z medidos en unidades o. 

La Última columna da los valores empleados en el ajuste gráfico que 
- 

resultan de repartir la suma de los n(x) empíricos entre los n(x) teóri- 
cos, suponiendo, como suele hacerse en estos casos, que el campo de va- 
lidez de la varíable se limita a la extensión en que se han obtenido ob- 
servaciones empíricas. 

En este caso, los valores ajustados son: 

' - 4'763 n (x) = l ,26 n (x) " C X )  --;;o - 3,77172 
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CUADRO 111 

Edad 

En el gráfico (fig 3) puede ver% la buena aproximación obtenida con 
el ajuste efectuado, no obstante lo deficiente de la base estadistica. de 
bido al escaso número de miembros del Escalafón 
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APENDICE 11 

- TABLAS n~ (x) Y DE y; (x) 

En la fórmula encontrada para n(x) se utilizan las derivadas pri- 
* 

mera y quinta de la función normal de probabilidad xducida 

Dichas derivadas no se encuentran tabuladas hasta ahora. al menos 
en las obras de que pueden disponer en la actualidad nuestros Actuarios. 
solamente y; está tabulada entre las Tables of applied mathematics 
in Finance, Insurance, Stafisfics, publicadas por James W. Glover, Pro- 
fesor de Matemáticas y Seguros en la Universidad de Michigan, y edi- 
tadas en Ann Arbor en 1930. 

Esta obra contiene la función y, y sus derivadas desde la segunda 
hasta la octava, pero no incluye la primera. 

Las conocidas tablas de Charlier comprenden la función y sus de- 
rivadas tercera y cuarta, ya que las dos primeras no se emplean en su 
desarrollo en serie. 

Ello explica la ausencia de taMas convenientes, puesto que la prime- 
ra derivada y; no se ha aplicado hasta ahora a los ajustes estadisticos. 

Por esto se ofrecen a continuación los valores de ( x )  calculados 
desde x = O hasta x = 3 de centésima en centésima, y para 3,5, 4 y 4,s. 
Los valores superiores a 3 no suelen presentarse, ya que supondrían 
edades de ingreso excesivamente avanzadas y, en general, desviaciones 
muy altas. 

A dichos valores se adjuntan los correspondientes de 7; ( x )  tomados 
de la citada tabla de Glover. 










