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La ‘variacion de las cuotas de Renta a pagar se establece partiendo
del principio de que el grupo de cabezas ha sido dado en un orden,
segun el cual la que quede como primera de las que en cualquier mo-~
mento sobrevivan marca como cabeza «dominante» el importe de la
cuota de Renta a pagar, y perdurar4 este importe mientras subsista tal
cabeza «dominante» y cualesquiera que sean las alteraciones que en el
grupo se produzcan por fallecimiento de las otras cabezas, '

Se considera como férmula general la que establece el valor de la
Renta «cuando vivan exactamente » cabezas de las »m dadas», y gene-
ralizando la misma, por suma de los valores obtenidos al hacer variar
a r, se tendra la f6rmula para «cuando vivan por lo menos £ cabezas».
De estas dos {6rmulas se deducen directamente los casos particulares de
una aparicién mds irecuente ¥, €N su consecuencia, de una mayor apli-
cacion.

. MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE 7 CABEZAS.

Buscando la generalizacion establezcamos las férmulas para los gru-
pos de dos, res y enatro cabezas, utilizande ya directamente los simbo-
los de las Rentas, es decir, de las primas tnicas de la Renta unidad.

1.° Sean Dos CABEZAS ¥, y; con unas cuotas, respectivamente, Cx,
¢y, pagaderas en la siguiente forma:

¢x mientras subsista la cabeza r, ya sea conjuntamente con y o des-
pués de fallecer ésta.

¢y mientras subsjsta la cabeza y después de haber lallecido .

.
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a} El coste de la renta pagadera MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE LAS
DOS CABEZAS, Serd: ~ :
Co Ay 1]

&) El coste de la renta pagadera MIENTRAS VIVA EXACTAMENTE TUNA
CABEZA, serd: De un lado, ¢, a; + Cy 4y, de donde habrd que deducir la
renta que se pagaria mientras vivan las dos cabezas, o sea una parte
literal igual a ay, ¥ un coeficiente ¢, 4 ¢y, es decir, la suma de los coefi-
cientes de todos los grupos de una cabeza que se pueden formar con
las dos que han de intervenir en el substraendo: (¢, + ¢y) #xy, luego la
férmula es:

G 8y + Cy Ay — (Cc + ¢y Ay (2]
2° Sean TRES CABEZAS %, ¥, £ CON unas cuotas ¢, ¢y, ¢, sobre las
que del mismo modo se establece una andloga relacién.

¢, pagadera mientras viva z, ya sea con », z, es decir, viviendo los
tres; ya sea viviendo con y después de muerto 2, o viviendo cormr £ des-
pués de fallecer y; o viviendo sélo » después de tallecer y, 2

¢y pagadera mientras viva y después de fallecer x, ya sea viviendo
<on gz, o viviendo solamente ¥ después de morir z.

¢; pagadera mientras viva = después de fallecidos z, .

a) El coste de la renta pagadera MIENTRAS VIVAN LAS TRES CABEZAS
X, ¥, &, Serd:

Cyx Ay {3]

&) MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE DOs de ellas, serd:
Cx axy T Cx axz + Cy a)‘z

deduciendo la parte correspondiente a la renta que se pagaria cuando
vivan las tres juntas, y del mismo modo la parte literal serd a,y; con un
coeficiente igual a la suma de los correspondientes a todos los grupos
de dos cabezas que pueden formarse con las tres dadas:

(ex 4+ € T Cy) A
Por tanto, la férmula sera:
Cy Ayy 4 €y dy + Cy Ayz — (2 Cx 1 C}-&} Axyz [4]
¢) MIENTRAS VIVA EXACTAMENTE UNA CABEZA, Sera:

Cy 8y - ¢y dy 4 Cz @z
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menos larenta que en esta suma estd comprendida y que se pagaria mien-
tras vivan dos y mientras vivan las tres; es decir, la parte literal de [4]
y |3}, respectivamente, con unos coeficientes relativos a los grupos de
una sola cabeza que estamos cons:derando el término de correccién
mientras vivan dos, serd:

(ex 4~ cy) anyr (ex + ¢z} a4 {0y + €2) aya — 2 (0 + oy + ©2) Bayz
y mientras vivan las tres:
(cy + ¢y + €2) .y,

luego la férmula sera:

Ceay + cyay + cpdy — {1ex + Cypdag (e + c2)a, +
+ {ey + ¢4} dyy — 2 e, 4+ Cy +cz) axyz]‘" (cx + Cy.+ €z) Ayyz
que simpliﬁcandé gueda:
Cx 8y T Cydy + C; 8y '
— [(ex 4 cy) asy + (cx + 2l am + (5 + c3) agl]
ety Fo)am [5]
3.° Sean cuatro las ca.bezas %, ¥, £, W con Unos imﬁortes, respecti-

vamente, ¢y, ¢y, ¢, Cw que han de guardar la misma relacién prevista .
en términos generales y aplicada en los casos anteriores.

a) El coste dela renta que habria de satisfacerse MIENTRAS vivan
LAS CUATRO, €S:

Cx axyzw [6]
&) MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE TRES de ellas:
Cx Axyz + ¢ Axyw —+ Cx Ayzy +’c_v Ayzw

deduciendo del mismo modo el coste de la renta cuando vivan las cua-
tr() (cx + Cx + c.x + Cy) axyzw

Cx 8xyz -+ €5 Axyw + Cx Bxzw + Cy Ayzw
0 sea;

—(Scx +cyj Ayyzw [7]

¢) MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE DOS!

Cr Bay + Cx Bxy + Cx Brw - €y Byy = Cy Ay + Cz Azw
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menos el coste de la que habria de pagarse cuando vivieran tres y cyan-
do vivieran cuatro, es decir, ia parte literal de 7] y de [6] con los corres-
pondientes coeficientes. .

La de tres, serd:

(Zectcy)ag H (2 +cy) aggw + (2 ¢ + ¢2) A+

+(2¢y +co)ayze—(6cx +4¢y + 2¢3) Aryam
la de cuatro, sera:

{3ex +2¢y -+ c2) agyaw
luego la expresion es:

Cx dyy + Cx Byz 1 Cx Axw - Cy 8yz + Cy Byy 1 C; Azwr

—[(2ec+cy)amz + (26 + cy) agyw + (2 ¢ + €2) Aaw +

- (2¢cy +Cz) yzw — (6Cc+ 4y + 2C2) Ayaw]
— (3 + 2¢y + c2) Agyaw

que simplificada, queda:
Cx 8gy ~t Cx Ay | Cx 8xw 1 Cy 8yz 1 Cy Ayw + Cz Azw
—[(2ectcey)amg+ (2ot coy) ayw+ (20 F 1) 8w +
: + (2 ¢y L ¢ ) A
(3 +2¢5 + o) Ay : (8]
d) MIENTRAS VIVA EXACTAMENTE UNA:
cxax+c}ay+czaz+cwaw

menos el coste relativo a cuando exactamente vivan dos, tres y las cua-
2ro que del mismo modo se formard sucesivamente con la parte literal
de las férmulas [8], [7] y [6], afectdndolas de los coeficientes relativos a
este caso: ‘

Cuando vivan dos:

(cx + Cy) gy + (Cx + C2) Axz + (€ + Cw) Axw + (Cy = C2) 8y; -
oy +ow) Ayw + (Cz -+ Cw } Azw
—[2lex + oy +c2) anpr + 2 (e oy + o) agw +
: 4+ 2 (e ¢+ ) Auw + 2(ey + ¢ + ow) ayaw ]
4 3(Cx+cy+cz+cw)amw
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cuando vivan #res:

(cx + oy + €2} Ay + (cx 1 ¢y 1 cw) Agw + (o + ¢ A Cw) Baw +
. +(Cy~|"cz+°w') ayz'
—3(ex F &5 + o+ S ) Bayow

cuando vivan cuatro:
-(Cx + Cy + Cz + cw) Bxyzw
luego la férmula serd, agrupando términos semejantes:

Cx 8; + Cy dy + C; 8z + Cw Aw
— [ + cy) Ay + (ex + €2) B+ (€0 + Ca) Bew + (05 + 1) B+
: + (& + ow) ayw + (¢z + cw) 8au]
—|—2[(cx+cy+cz)axyz+(c,+cy—|—cw)axyw-i_—'
4 (cx 4 €2 + Cw) 8oy + (Cy + Cz + Cw) Byzw]
— f{ex + ey + €2} axyz + (€ + Sy + Cw) Auyw +
| + (cx 4 ¢ + Cw) Baw + (&5 + & + Ow) aym]
—3{ex oy + ¢ F Cw) Bgaw
+ 3{cc + oy + o + cw) Auyzw
— {ec+ oy C | Cw) Axyawm

y simplificando, tendremoé: ’

Cx 8 4 Cy 8y + €2 8; 4 Cw Aw
—[{ex +ey) agy + (e Fc2) =+ (60 + cw) s + (e +C2) 2y +
4 (cy + cw ) ayw + (2 + cw) azw)
F-[{ex + ey +ea) ayys + (e + oy + Cw) Axgw + (€2 4 €2 + Cw ) Buzw +
_ 4 (ey 4 ¢z + cw) ayan]
— {cx b oy + Cz 4 ow) Ayyaw . : [9]

Al agrupar estos resultados, obtenidos sucesivamente, se forma el
siguiente cuadro:



Coste de la renta pagadera sobre diversos grupos de cabezas, siendo éstas en total

2 (x;y) 3(x5y;2) : 4 (xiyiziw)
Mientras - B - T
vivan esdc-
tamen-:!e
1 Cr 8y - Cy 3y C: 8y + cy ay -+ ¢y 8, Cx 8 + ¢y ay - €z 8z F Cw Ay
— (&t cy)ay —[(ex+oy}ay + —{lex + cy)agy 4 (oo + ¢2) a4 (e + cw)aw +
(e, +cz)axz+(cy +Cz)3~yz] -+ (cy +c.) ayz.+ (cy + cw) ayw - {c; + Cw ) By
+ (ex 4+ ¢y + €4) Ay + [(ex + ¢y + Cu) Bugr + {&x + €y 4 Cw 't Agyw 4
+ (ex + ¢ + €w) asw - (cy + €2 + Cw) Ayza]
(G4 ¢y & F Cw) Aaaw
"9 Cx Axy Cx Ayy } Cx Axz - Cy yz Cx Byy -+ Cx Axy T Cx Axw =+ Cy Ay Cy dyw +Cz Bow
(20 | cy) ey ——[(2cx+cy_)a,yz—|—(2cx_+cy)axyw»J,-
+ (2 e + ¢z) faw =+ (2 Cy + Cz) Aypw]
+(3cex +2¢y 4 Cu) aupuw
3 ' Cx Axyz Cx Axyy + eragyw + S aw 1 Cy Ayzgy
- —(3 C,+.Cy)a;yzw
4 Cx Axyzw

cll
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Buscando una expresién més simplificada se forma el segundo cua-
dro, designando por o}, la suma de las rentas que pueden formarse con
todas las combinaciones de m cabezas tomadas en orden ». Los coefi-
cientes, afectados ahora por subindice numérico, indican que habrdn de
sustituirse por el coeficiente o cuota de renta relativo a la cabeza que en
la expresion literal figure en el lugar que este subindice expresa.

Coste de ia renta pagadera sobre diverses grupos de cabezas,

siendo 6stas en total
2 3 4
Mijentras
vivan exac-
tamente
1 V- Cy Ot cq ot
ey ey e — e ey v —(¢; + ¢4) 0,2 ‘
4 (e e+ ¢p) o - (cr - ¢y + ¢a) 0,
— {erHey+eptcy) ot
2 ‘ ¢y 9y ¢y 9g° ¢y 0,2
‘. ~—(2¢; + cg) o® —(2¢;+cy) 043.‘
E S (Bet+2c+cy) 0t
3 E c; 55° ¢, o,°
! — (3¢ +eg)of
4 P cy 9t

A la vista de la ley de formacién que se desprende de las férmulas
enconiradas, vamos a demostrar que la férmula general es del tipo:

T m—r-H1 k o L K

Vo) o= TR e 3 (T et 1)
X, X9 ... X k=1 p=1 r—1

Por induccién, suponiendo dicha férmula cierta para m cabezas,

mientras vivan exactamente », demostrar que es igualmente ciertas para
m -+ r cabezas, mientras vivan también exactamente 7.
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El desarrollo de la férmula para = cabezas, mientras vivan exacta-
mente 7 tiene la siguiente expresion:

fr—1 N T r—1
(r—i) G Bx Xg Xy X _[(r—l)cl + (r—t) Cz] Ay xgoomomoyy T
( +ax1 Ko - Xr_ixr_‘_i ! axlx2 Xy xr+2
ERNTSTNR R
o
!+a"1"2 Xrog Xy +a"1 Ry Ry Ky
i e F o
e D,
) + a X X —r42 + a Xm—r ¥m—r 4t
I T Rm—1 ¥m U Xp—t Xm
_ {s—1 r+s—2) | . mﬁ—r[ m—i)
+( 1) [( r—1 €1 1‘ axt Xrps—2 %51 Tt (1) r—1 it
r4s—-3 : a ' m—d
+ ( L ) Cy oot ! + Ry Reys—a¥rys +...+(r_1)cd +...+
) [
r4-5 —(d-41 )) ! ' r—1
( cq ...+ ( Cm—r41}8y . x
- : r—i 1 m
T . _|,_ ax

()] |
P t-a

Xm—r—s4+2" ¥m—1 ¥

En esta suma alternada, de »m—» + 7 términos, cada uno se com-
poﬂe de dos elementos: coeficiente y parte literal. La parte literal de
cada término es la suma de las Rentas que pueden formarse combinan-
do las » cabezas dadas, en orden o grado » (el nimero de cabezas que
han de vivir exactamente) para el primer término de la férmula general
y creciendo el orden de unidad en unidad hasta ser » para el ultimo
térino. £/ coeficiente, en cada término, es también una suma de valo-
res de ¢ afectados por eulerianas. Las exlerianas son todas de orden o
denominador igual al numero de cabezas que han de vivir exactamente
disminuido en una unidad. Los numeradores comienzan en cada tér-
mino por el nimero de cabezas que en €l se consideran, disminuido en
una unidad y decrecen hasta llegar al valor del orden o denominador.
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Los correspondientes valores de ¢ que multiplican a cada euleriana
siguen en cada término el orden natural en los subindices a partir de 1.
Puede apreciarse que la suma de las eulerianas, prescindiendo de las
valores de ¢, es exactamente el ntimero de combinaciones de orden 7 de
un namero de elementos igual en cada término al grado u orden de
la parte literal. De este modo, por ejemplo, en el término de tugar 2, Ia
parte literal es Ia suma de todas las rentas formadas de 7+ 7 enr+ s
entre las » cabezas. :

El coeficiente seglin lo expuesto contendr4 la euleriana ("I'), o sea
denominador ~ (el nimero de cabezas que consideramos han de vivir
exactamente) y numeradot el grado u orden de la parte literal, »4- 7,

Esta euleriana se descompone (") = () 4- (*Z}) y para formar,
finalmente, el coeficiente habrd que afectar a estas eulerianas de los co-
rrespondientes valores de ¢, que serdn ¢, y ¢y, luego el coeficiente serd:

(:Ze) e + (00 o

La demostracién por el método inductivo supone que partiendo de
que la férmula es exacta para m cabezas, veamos.qué sucede al consi-
derar una cabeza mds. . -

Si el grupo inicial que tenemos es x,; x,; ...; X al incluir una cabeza
mas el grupo serd X, ;X35 .. ; X 5 Xmqa . ‘

La férmula gue se supone cierta para » es, en resumen, una suma
de todas las combinaciones que pueden formarse con las m cabezas en
todos los grados u drdenes gye varian desde r hasta m, y para estable-
cer estas combinaciones se tienen en cuenta légicamente todas las ca-
bezas dadas. Al considerar una cabeza mds, forzosamente debera apare-
<er en todos los términos de distinto grado que componen la férmula
formando parte de las combinaciones con las m anteriores, luego debe
incluirse en ellos pero sin alterar el orden inicial de grado  para el pri-
mero, puesto que aun cuando se consideran ahora m - r cabezas se
contintia con la condicién de que «vivan exactamente »»; lo que suce-
derd es que existird un término mds, puesto que hay que considerar el
término o sumando en el que viven todas las cabezas que antes era de
orden 7 y ahora ha de ser de m + r porque éste es el numero de vidas
consideradas.

Sucesivamente se tendrd: En el primer término, la parte literal es la
suma de todas las rentas posiblemente formadas entre las » dadas,
tomédndolas de » en 7; ahora al tener una cabeza més han de afiadirse
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a las ya formadas todas las rentas de » cabezas en que entre el nuevo
elemento y que son las combinaciones que pueden formarse con los #
glementos anteriores en orden »— r para que al afadir el nuevo quede
en el orden 7 deseado y que son (,Z,) que sumadas a las ya formadas

(™) da un total de (") que es el niimero de combinaciones de orden »

entre m -1 elementos.

Con respecto al coeficiente, el que alli tenemos ([ 1) ¢;, 0 sea () ¢,

representa una euleriana de numerador igual al nimero de cabezas que
entran en cada renta de la parte literal y por orden el nimero de cabe-
zas que exactamente necesitamos que vivan para pagar la renta, afec-
tada por ¢, importe correspondiente a la cabeza que figure en primer
lugar en cada renta, que es la que marca €l importe a pagar; ahora son
m -1 las cabezas, pero el grado de la parte literal no ha sufrido nin-
guna variacién, lnego el numerador de la euleriana sigue siendo el mis-
mo, + y el namero de cabezas que necesitamos vivan para pagar la ren- .
ta-es también el mismo, luego tampoco varia el orden de la euleriana,
que se repite aqui (}), o sea 1) igualmente multiplicado por ¢,, ya que
la primer cabeza que en cada renta figure ha de ser del mismo modo la
que sefiale el importe a pagar. Por tanto, el primer término, al conside-
rar #- r cabezas podemos escribirle

/r—1
\r—i) €1 Axy Xy = Xy X,

T Ay Xy Xy Xy

+ a""1:ll—r4,-2 Xm—r43 " ¥m Xmta

En el segundo términy, |a parte literal que es del mismo modo la
suma de todas las rentas de -+ 7 cabezas formadas con las » dadas,
al considerar una vida mis sin alterar el orden » - r de las que entran
en cada renta, se repetird el problema anterior, o sea afiadir a todas las
rentas ya formadas las que del mismo grado r- 1 puedan formarse
enirando el nuevo elemento y tendremos de este modo la’ suma de
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todas las rentas posiblemente formadas con m - r elementos tomadas
cada 1. ‘

- Para formar el coeficiente tengamos en cuenta que el numero de
cabezas que entran en cada renta de la parte literal es » + 7, y al tomar-
las de » en » {ntimero exacto de cabezas que han de vivir} dan lugar a
{"T') combinaciones, luego si prescindiéramos de los importes a pagar
éste seria el coeﬁi:iente (*t"), que a su vez se descompone en suma de
{.%,) mas (*1), segiin que sean las combinaciones que comienzan por’
¢! primer elemento y las gque comienzan por el segundo de los » 7 que

componen cada renta, y, por tanto, multiplicados estos miimeros combi-
natorios por ¢, y c,, respectwamente importes correspondientes a las
cabezas que figuren en primero y segundo lugar de cada una de las
rentas; siendo en un todo, este coeficiente, obtenido para el caso que -
estamos demostrando de m |- 7 cabezas, es el mismo que el que figura
en el desarrollo para = cabezas. Y por lo que el segundo término de
este desarrolio puede expresarse del siguiente modo: '

[(ril) ¢y + (;—_:) c2] ’ aAxy xg - 2, Xt

. En el término general, de lugar s, la parte literal es la suma de todas
lasrentas formadas con las » cabezas tomadas cada » - 5s— 7, si se con-
sideran ahora #2-{- r cabezas habremos de formar igualmente todas las
rentas del mismo orden -} s—7 que contengan al nuevo elemento
consiguiendo en total la suma de todas las rentas formadas con las
m - r cabezas y tomadas cada »-}-s—17; en el coeficiente aungue ha
variado el nmiimero de elementos de s a m-}- 7, » no ha variado, es de-
¢ir, el nimero de cabezas que exactamente necesitamos que vivan, ni
tampoco ha variado el grado de la parte literal, 0 sea el nimero de ca-
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bezas que en este término entran en cada renta, luego la euleriana que
representa el coeficiente, al prescindir de los valores de ¢, tampoco ha
sufrido alteracién, siendo iguailmente ("+37') y del mismo modo puede
descomponerse en:

(1) = (2 + () e R

que expresan el mimero de dichas combinaciones que comienzan por
el 19, 29 3° ... d°... s° elemento de los que contiene cada expresién de
renta de la parte literal y del mismo modo estas eulerianas vendran,
respectivamente, multiplicadas, por ¢; ;¢33 ... ; Ca; ... Cs Que son los ca-
pitales pagaderos segin que domina el 1°, 2% 3° ... s° elemento, por lo
que también podemos escribir dicho término general de lugar 5, para
m -+ 1 vidas del siguiente modo:

(r+5_)c1 +‘(r+s 3 Cy i - : Axy Xy - Neju3 Npepso

(1) 1 '
(H_sr—! ) Cq = T lr-i) Csl - axy %y Xyts—2 Xrigq

+ axm—r—s+3 Xmor—std " Xom Xmp1

En el término de lugar m — # -+ r se formar4 la parte literal de and-
loga manera, tratandose de » - r cabezas, consigniendo las sumas de
todas las rentas de m vidas con las » |- 7 existentes, y el coeficiente del
mismo modo se repetird: el desarrollado pava m vidas, siendo el mismo

(7) y la misma su descomposicién, por lo que también podemos escribir:

[(22D) o A (770 €0 4o 4 (F21) Conargt ] [ R TR
! ARy Xy Xy g X
- |
T TP

T axy Xy o Xy Xy

En el desarrollo expresado para m cabezas ya no existen mds térmi-
nos, ¢s el ultimo ¢! de lugar m—r 4 1; como quiera que ahora consi-
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deramos una cabeza mds, el mimero de términos serd uno mads, o sea
m-—r— 2, segin lo cual atin nos falta un término por considerar en el

desarrollo, y, en efecto, en el Gltimo término considerado hemos tenido
en cuenta todas las rentas con »4-r1 cabezas tomadas cada », y aun

nos falta el término en que se consideren las rentas formadas con las

m — r cabezas tomdndolas cada m - r.

La parte literal serd la renta que se forme con las » - r cabezas, y
el coeficiente, prescindiendo de valores de ¢, serd una euleriana que re-
presente el niimero de combinaciones que pueden formarse con m -7
elementos tomados de » en » descomponible en suma de eulerianas
que representan las combinaciones de orden r que comienzan por el
1°,2° ... (m—r—-2} elemento de la clasificacién general, que es la que
reproduce el subindice de la cuota de renta, y, respectivamente, afecta-
dos por los correspondientes valores de ¢, luego también podemos es-

cribir el término de lugar m—r -+ 2

[(;21) €1 ( ) Cy =+ . + (rul) C ur+2] Ax) Xyt Xy Xy

La agrupacion de los desarrollos obtenidos para cada uno de los
términos responde a la férmula
{I‘] m—fr-|-2 1 k ‘r—‘l-{-knp) k-1

k—
X 1) = Cp Cmt1

(Va) :
Xy Xy .o X Xm+1 k=—1 p==1

=1
iguaimente obtenida al sustituir en [10] m por m—+ 1.
Resta a la demostracién comprobar que la férmula [10] es cierta para
un caso concreto, m= 73, por ejemplo, y, en efecto, sustituyendo en {10] .
m, r, &, p por sus respectivos valores, tendremos:

1.° MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE LAS TRES CABEZAS!

m= 3 1—1 1 3 —1-f1—1 .
3 (Va)gz = E (—1) 2 N ) e ottt = (D) ¢, 0" = ¢y Agye =
p=1
m—r 1=1 = Cx 8xyz
k=1
p—1
2.9 MIENTRAS VIVAN EXACTAMENTE DOS CABEZAS:
_ 9 2 k-1 .
T_g(v a)ELy_z] :kzj(—i) E Bridke p)cp g2 He—t | =€, 85— (2 ¢;+C5) 04°
m—r+1=2 = Cx Bxy+Cx Axz+
k=1;2 | F Oy Ay

p=1;1,2 = [(Derss? ]~ e10s® + (D cavs®l=| - (Ze. +¢y)any
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3.7 MIENTRAS VIVA UNA SOLA CABEZA:

b b B [ e R
m—1‘+1= ==Cy &, + Cy Ay +
k—=1; 23 - Gz 4z
P=11,24,23 =[(g) ¢ %5 —[(o) €1 5™ +(5) cs 05 4] — e +oy) agy +
@ ety sas@amg=| Gk ot
+ (e +cy + 2}y

expresiones a las que se liegd directamente, luego {a férmula [10] es
valida, como queriamos demostrar,

II. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE M VIDAS PAGADERA POR CUOTAS
VARIABLES SEGUN SEAN LAS QUE SOBREVIVAN ¥V MIENTRAS VIVAN POR LO
MENOS f CABEZAS.

Demostrada la férmula [10] para la renta pagadera mientras exacta-
mente vivan 7 cabezas, hacer variar » desde ¢ hasta m y sumar los dis-
tintos resultados:

t m m—r1

k—1 r—14k—p k1
. S — i 1
(Va) X3 X% ..Xm E't k§1 ( 1) PEi ( )CP m [ 1]

[II. CASOS PARTICULARES.

1. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE # VIDAS PAGADERA POR CUOTAS
VARIABLES SEGUN SEAN LAS QUE SOBREVIVAN Y PAGADERA HASTA EL ULTIMO
FALLECIMIENTO:

Partiendo de la férmula [11] hacer t—=1
1 r‘n‘ m-—r41 k—1 k —14k—p _
el =% E (1) X ikt 42
(Va) XK K (—1) R )Cp “n (124)

Este caso tiene otra expresién mas sencilla

Vo) — - = % (—1) o o] [12b]

como pasamos a demostrar:
Desarrollando la expresién [12a] y agrupando los términos seme-
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jantes, con respecto al grado de o (o sea el ntimero de cabezas que in-
tervienen en cada renta) se habrdn recogido igualmente todos los terml-

nos que figuran en la férmula ya demostrada
Las de primer grado serdn:

k=1 de r=1 _ Ci %m'
Las de segundo grado serdn:
k=2 de r=1 —{c; 1 Ca) am? - .
k=1 de r=2" } ¢ ap? R AL
Los de tercer grado serdn:
k=3 de r=1 (Cl+cq+cs)“m3
—{(2 ¢ 1 ¢) om®
+ cpont
=co' | ol —)+3)]
+ C:[ u) (1)]
T Cy ==+ Cy "_m3

Los de s® grado serdn: , :
k=s der=1 (—1¥ ' e+ eyt tCion Fot st
4 s} ok
k=s—1der=2 (1) ?*(s—1ie;+{(8—2)ey-+..+ hes-n
4+ 05_{] m

..................................................................

k=s—hder=h{1{—1)s - 1{(sh1)° +‘( )cﬂl
+ et (B Csn)

e I T R R R L L L R R T T T T Ly T,

k=2 der=s-—1(—=1)1 [(5"’) 1+ ;:g c:] o
k=1 der=—=s (f..1)o 5—1

s-1 m
= | 0 () et (7 2 (D) (D )
-+ Cy [(&02) —_ (QTZ\ = (SEQ) F..* (5_2

+ -1 [(6)— ()
4o

== (—'1)54{(“5 Tm
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Los de m® grado seran:

k=m der=1

(—ym=1[e; ey oo Cpon o
Cm-—1 + Cm] "2

k=m—hder=h-114 ()™ [("7) ¢, + ("2 ¢ + . -

(E) cm—-h] °rmn
k=1 der=m (—1° (pZ)c el
— ) )= () et () 7 (22 = (2D
|+

Va)—

Agrupando estas expresiones parciales obtenidas sucesivamente,
Xy Xy Xy

J— ! s—1 5 ]
T A L O e e § A A R SO

(—=1)m—t Cgy oth
que respoende a la formula simplificada

m h-1
Va) —— =% (—1)
X1 X3 ..o Xm  h=t

Ch ‘-'fh
como queriamos demostrar.

m

2. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE 7% VIDAS PAGADERA MIENTRAS
VIVAN EXACTAMENTE ¥ Y POR UKNA CUOTA FIja:

Partiendo de [10] y haciendo ¢p =c¢';

T m—r-1 K=t K 4 jqk—p
¢’ a __ ¢y T (—1) s ( ) of fr—1
Xy Xg oo X k—1 p=1t 1t
Teniendo en cuenta que

(r—:i:{-k1

)+ TR b (L) A (I =T
la férmula serd:

T m—r4-1
o A

Kt etk
S A T
X; Xy - Xm k1

‘ - [13]
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siendo ¢’; la cuota que invariablemente ha de satisfacerse para cada
valor de 7, 0 sea cuando el grupo se compone de » cabezas, cualesquiera
que sean éstas.

3. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE 7% VIDAS, PAGADERA MIENTRAS
VIVAN POR LO MENOS £ Y POR CUOTA DISTINTA A LA DISMINUCION DEL GRUPO.

Partiendo-de la anterior formula [13] se reducird este caso al sumar
los valores obtenidos haciendo variar a  desde ¢ hasta » y asignando
a cada término valores de ¢'; segiin el numero de sobrevivientes, con
arreglo a un orden previsto, de la forma ¢y ; €'i41 ; .e.C'm—1; C'm SEEUN

que, respectivamente, vivan t;t -+ 1;...; m —1; m cabezas.
t m m—r+1 k—1 r-Hk—1
Va)- —— =3 ¢ —1 ( )af+k‘* 14
V) o=t 1 =0 (7,) [14]

4, TRENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE #2 VIDAS, PAGADERA MIENTRAS
VIVAN POR LO MENOS Y POR CUOTA INVARJABLE CON LA DISMINUCION DEL GRUPO.

Es un caso particular del anterior haciendo constante el valor de ¢
gue varia con 7; por tanto, su férmula, basada en la [14], tendrd la for-
ma siguiente:

t m—r+1 k—1 ‘I'*HF -1

m
ca———=c ¥ % (—1)
Xy Xp oo X r=t o=t

r+k—1
) et (15}
5. TRENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE #2 VIDAS, PAGADERA HASTA EL
ULTIMO FALLECIMIENTO POR CUOTA DISTINTA A LA DISMINUCION DEL GRUPO.

-

Puede considerarse esta expresion como caso particular dela formula
[14] ampliando el entorno de la variable » para que tenga un campo de
variabilidad ahora desde s hasta #; o bien como caso particular de la
formula [12a), convirtiendo el valor ¢, en ¢'c que expresa la variabilidad
en los importes a pagar segin que vaya disminuyendo el grupo, y re-
pitiendo la sinapliﬁcacién'efectuada para concluir en Ja férmula {13, da
igualmente en ambos casos la expresion

1 m m—r—+1 K-1 frpk1
[ — ? o r+k—1
(Va)xl Xg e Xm r21 Cr k§1 1) ( r ) fm [16]

6. RENTA VITALICIA INMEDIATA SOBRE 72 VIDAS, PAGADERA HASTA EL
ULTIMO PALLECIMIENTO Y POR CUOTA FIJA AUNQUE SE MODIFIQUE LA CONSTITU-
CIGN DEL GRUPO. ‘

Puede considerarse como un caso particular de la férmula [16] su-



124

primiendo la variabilidad del elemento ¢/, y como elemento constante
¢ factor comin sacarle fuera de la expresion, con lo que la férmula
sera: ’

m m-r41

K=t jrag
=csf I (—1) (*" Yostt 17a)

=1 k=t

ca-——
Xy Xg oo Xy

o bien partiendo de la formula [12b] y haciendo del mismo modo

¢; = ¢ (constante), que como factor comun sale fuera de la expresion,
la férmula sera:

ca —-———=¢ ¥ {-—1)} an (17b)

Estas férmulas, que han sido deducidas de las generales halladas,

proporcionan en sus desarrollos las mismas expresiones que fueron
demostradas en cada caso por diversos autores.

Madrid, octubre 1946.



