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ABSTRACT

The graduation of some biometric functions of the life’s tables is a topic
widely studied in actuarial science and used in actuarial practice. This paper
proposes the use of a nonparametric technique. This technique has been used
successfully in a variety of fields of knowledge. In particular, it proposes the
use of wavelets for the graduation of the mortality rates.

To do this to end, to determine whether the wavelets may or may not be
used as an alternative to other techniques, it has resorted to numerical
simulation techniques to increase the existing information about the
phenomenon of mortality. To do this we used a standard biometric and built
various synthetic experiences of mortality which has been applied two types
of ranking non-parametric: kernel estimation and estimation by wavelets.

Key words: non-parametric graduation, mortality rate, life’s tables,
wavelets, kernel estimation, numeric simulation.

RESUMEN

La graduacion de algunas funciones biométricas utilizadas en tablas de
mortalidad es un tema ampliamente estudiado y utilizado en la préactica
actuarial. En este trabajo se propone la utilizacién de una técnica de
graduacion no paramétrica que ha sido utilizada con éxito en una gran
variedad de campos del conocimiento. En particular se propone la utilizacion
de wavelets para realizar la graduacion de las tasas de fallecimiento.

Con esta finalidad, determinar si las wavelets pueden o no ser utilizadas
como alternativa a otras técnicas no paramétricas, se ha recurrido a técnicas
de simulacion numérica aumentando la informacion existente. Para ello se ha
utilizado un modelo biométrico estandar y se han construido diferentes
experiencias sintéticas de mortalidad a las cuales se les ha aplicado dos tipos
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de graduacion no paramétrica: estimacion kernel y estimacién mediante
wavelets.

Palabras clave: graduacién no paramétrica, tasas de mortalidad, tablas de
mortalidad, wavelets, estimacion kernel, simulacion numérica.

1. INTRODUCCION

La graduacion de las funciones biométricas que conforman las tablas de
mortalidad es un tema ampliamente estudiado en la préctica actuarial
(Benjamin et al., 1992), (Felipe et Al., 2001), (Nielsen et Al., 2003), (Debon
et Al,, 2006). En este trabajo se propone la utilizacién de una técnica de
graduacion no paramétrica la cual ha sido utilizada con éxito en una gran
variedad de campos del conocimiento y que, hasta donde conocemos, no ha
sido utilizada en el &mbito actuarial. En particular se propone la utilizacién
de wavelets para la graduacién de las tasas y las probabilidades de
fallecimiento observadas con la finalidad de obtener una estimacion
adecuada de las verdaderas funciones biométricas.

En el dmbito actuarial es habitual la utilizacion de tablas de mortalidad de
referencia para realizar calculos actuariales y analisis de la mortalidad con
diferentes propositos. La mortalidad de un grupo de individuos suele
modelizarse suponiendo que existen unas verdaderas tasas de mortalidad, las
cuales son alteradas mediante una fluctuacion aleatoria. La suma de la tasa
de mortalidad y de la fluctuacién aleatoria es lo que se percibe
habitualmente, por ello es frecuente asumir que la verdadera tasa de
mortalidad tiene un comportamiento estructural segun cierto modelo
biométrico (prefijado), como pueden ser los que vienen determinados por
las leyes de Dormoy, Gompertz o Gompertz-Makeham. Esta hipdtesis de
comportamiento estructural justifica el amplio desarrollo de la graduacion
paramétrica en la Gltima década. No obstante, la asuncién de un modelo
biométrico prefijado puede ser a veces demasiado restrictiva y conducir a
resultados no deseados en funcién de la informacién disponible, por lo que
en esta situacion las técnicas no paramétricas son complementarias a las
técnicas paramétricas o incluso una alternativa adecuada.

Las técnicas de suavizado o de graduacion tienen como finalidad eliminar
y/o separar las fluctuaciones aleatorias de los verdaderos valores de la
funcién biométrica considerada. La graduacion no paramétrica puede ser
utilizada en una fase previa a la graduacién paramétrica con el objetivo de
encontrar los verdaderos valores de los pardmetros del modelo. También
puede utilizarse posteriormente cuando la graduacién paramétrica
proporciona resultados no satisfactorios. El analisis que se presenta en este
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trabajo se centra en la graduacion no paramétrica y consiste en la
comparacion de los resultados obtenidos con dos tipos de graduacion no
paramétrica, wavelet y kernel. Para poder realizar la comparacion entre las
dos técnicas y asi determinar cual de ellas es mejor, es conveniente disponer
de la informacidn adecuada de manera que se pueda cuantificar el error que
cada una comete. Es deseable disponer de valores verdaderos para asi
estimar las diferencias de estos con los valores graduados. No obstante es
conocido que los verdaderos valores no son observables, por lo que la
bondad de la graduacién no puede medirse directamente segun las
diferencias valor real-valor graduado. Por otro lado, si la comparacion se
realiza directamente con los datos observados se puede no cumplir la
condicién de suavidad para algunos de los métodos que se suelen utilizar,
con lo que el proceso de graduacién perderia parte de su finalidad. Ademas,
la mortalidad es un fenémeno no-reproducible que depende de la época y/o
regién de observacion, de la calidad de la informacion recogida y de las
técnicas utilizadas en su tratamiento, por lo que si no se reducen estas
fuentes de error resulta dificil determinar cual de los dos métodos es mas
adecuado.

Para resolver parte de este problema, teniendo en cuenta que los verdaderos
valores no son conocidos, en este trabajo se recurre a la simulacién numérica
a través de la utilizacion de un modelo biométrico estandar que proporciona
las supuestas verdaderas tasas de fallecimiento. Estas tasas teoricas
(verdaderas) son los valores de entrada para el proceso numérico el cual
proporciona un nimero arbitrariamente grande de experiencias sintéticas de
mortalidad, supuestos valores observados. Las series numéricas obtenidas
son graduadas por ambas técnicas, de manera que pueden compararse
directamente con los valores asumidos como verdaderos.

Es interesante sefialar que existen leyes generales que son aplicables a todo
el rango de edades y que determinan la forma funcional de las funciones
biométricas que se proponen en este trabajo, ley de Gompertz-Makeham
(Renshaw, 1995). No obstante, debido a la aplicacion que se realiza en este
trabajo para datos de la poblacién espafiola entre los afios 2007 y 2009 par
edades de 25 afios 0 mas, el modelo biométrico elegido para la generacion de
las experiencias sintéticas de mortalidad es la ley de Gompertz, que se
considera adecuada por su sencilla especificacion y por su aplicabilidad al
rango de edad considerado. Notar que esta ley modela el envejecimiento
natural de la poblacién, el cual esta presente a lo largo de toda la vida.

En resumen, como suele ser habitual en el campo actuarial, y en particular en
estudios relacionados con la mortalidad, la informacion relacionada es
insuficiente debido a que estos fendmenos no pueden reproducirse. Para
realizar un andlisis completo y determinar si esta técnica no paramétrica
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(graduacion wavelet) puede o no ser utilizada, se recurre a la simulacion
numeérica con el objetivo de generar informacion suficiente, la cual recoja
una variedad amplia de situaciones posibles no observables ni reproducibles
en la préactica. Para ello se utiliza un modelo biométrico estandar a partir del
cual se construyen diferentes experiencias sintéticas de mortalidad, a cada
una de estas experiencias sintéticas se le aplican los dos tipos de graduacion
no paramétrica: estimacion kernel (Ayuso et al., 2007), y graduacién wavelet
(propuesta por los autores), realizando la comparacion entre ambas.

Este trabajo se estructura como sigue: en la segunda seccion se define el
concepto de wavelet, asi como las propiedades mas relevantes de estas. En la
tercera seccion se detalla la metodologia empleada en la construccion de las
experiencias sintéticas de mortalidad, el modelo biométrico utilizado y la
introduccion de las fluctuaciones aleatorias, también se definen las medidas
de bondad utilizadas para la posterior comparacion entre técnicas. En la
primera parte de la seccion cuarta se presentan los resultados obtenidos en la
graduacion, tanto wavelets como kernel, para los valores observados de la
poblacién espafiola entre los afios 2007 y 2009 para cada sexo. En la
segunda parte de esta seccidn cuarta se expone la comparacion para los
valores obtenidos de forma sintética. En la Gltima seccidn se presentan las
conclusiones de la comparacion realizada entre ambos métodos no
paramétricos y se describen futuras lineas de investigacion para mejorar la
técnica.

2. ESTIMACION NO PARAMETRICA: GRADUACION WAVELET.

En esta seccidn se realiza una breve introduccion del concepto de wavelet,
tanto en el caso continuo como discreto. En otras areas del conocimiento
diferentes tipos de wavelet han sido utilizadas con éxito en multitud de
aplicaciones, por ejemplo en transmision de sefiales en telecomunicaciones
(Martinez et. al. 2004), tratamiento digital de imagenes (tecnologias de la
informacién), valoracién de derivados en economia (Gémez del Valle et. al.
2004). Esta técnica ha proporcionado un nuevo punto de vista de manera el
cual permite visualizar estructuras, patrones y fendmenos que con otro tipo
de técnicas no era posible o no de forma sencilla.

Uno de los campos donde las wavelets han sido utilizadas con mayor éxito
es el campo de las telecomunicaciones, en el de la transmisién de sefiales.
Estas se han utilizado con éxito para reconstruir o limpiar la sefial
transmitida desde un emisor hasta un receptor. Se elimina el ruido -la causa
de pérdida de informacion en el proceso de transmisién- con el objetivo de
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reproducir las caracteristicas y patrones que la sefial posee al inicio del
proceso. En el campo actuarial es habitual no conocer las tasas o
probabilidades de fallecimiento, disponiendo Unicamente de lo que se
denomina experiencia de mortalidad. En este trabajo esta serie de valores
reales es tratada de forma similar a la ‘sefial’ utilizada en el area de las
telecomunicaciones. Como se describe posteriormente, cada experiencia de
mortalidad (observada o sintética) se supone compuesta por dos términos
aditivos: los valores verdaderos de la serie y los de una fluctuacion aleatoria.
Aplicando la descomposicién wavelet como en el caso descrito de la
transmision de sefiales, tratando la fluctuacion aleatoria como ruido, se
pretende reconstruir los valores verdaderos de la funcién biométrica
considerada, que en este trabajo son las probabilidades o tasas de
fallecimiento. Con este objetivo es oportuno introducir el concepto de
wavelet.

Una wavelet es una familia de funciones que queda caracterizada a partir de
un elemento generador: la funcion wavelet madre y/(t) . Esta es una funcion

de variable real t que debe oscilar en el tiempo y estar bien localizada en el
dominio temporal. EI concepto de localizacidn temporal se puede interpretar
como un rapido decaimiento hacia cero cuando la variable t tiende a
infinito. Esta propiedad oscilatoria es la que proporciona su nombre, en
inglés "wave", que por estar acotada en tiempo queda reducida a pequefia
onda, en inglés "wavelet". EI concepto de oscilacidn se expresa en términos
de los momentos absolutos de orden m-1 de la funcién w(t) :
—+00
[ wt)dt=o,

—00

[Tty ()dt =o.

A partir de la wavelet madre se definen el resto de elementos de la familia,
estos son generados mediante cambios de escala y traslaciones de w(t). A

esta familia de funciones que genera w() se la denota como
{y/a‘b(t), a>0,be R}.
Se debe de notar que la caracterizacion de l//a’b(t) se realiza considerando
de forma conjunta las operaciones de cambio de escala y traslacion:
1 t-b
- 3f)
a,b( ) \/@ a

Donde a se denomina pardmetro de escala y queda asociado a un
estiramiento 0 una compresion de la funcion madre. En el caso escalar
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w,(t)= ﬁw(ﬁ) acR, a>1. Se puede notar que w,(t) conserva la forma

de y/(t) pero aumenta el soporte de la funcion. EI parametro b se

denomina parametro de traslacion, que ‘localiza’ temporalmente la
distribucion de energia que se esta calculando.

A partir de las funciones wa'b(t) se define la Transformada Wavelet
continua de la funcién f(t) através de las expresiones siguientes:

W (ab) = I fOasl0)t,
- L (5% e =1t

Se conoce que si la wavelet madre es real, entonces la familia de funciones
definidas por su traslacion y escalado es una base completa del espacio de
funciones de interés. Este hecho permite asegurar que cualquier funcién
puede ser representada mediante una combinacién lineal de las funciones

wavelets w, p(t).

La definicién de la Transformada Wavelet Discreta es similar a la de la
wavelet continua. En este caso los parametros a y b s6lo pueden tomar
valores discretos, parametros de dilatacion y de traslacion respectivamente.
Para obtener los valores discretos de estos pardmetros se puede proceder
como se indica.

e Para la discretizacion del parametro de escala a se toma

arbitrariamente un valor @,, denominado escala de referencia,
entonces los valores admisibles de a son las potencias enteras de

m

&,a=2.
e Ladiscretizacion del parametro de traslacion b se obtiene afiadiendo

una restriccion a los valores de b: los valores de b dependen de los
valores del parametro de escala a, de esta manera se obtiene que

para escalas grandes la traslacion también es grande, dando
consistencia al proceso.
Una forma posible de obtener los valores discretos de las

traslaciones puede ser b=nh,a;’. En esta expresion m se fija a

partir de la escala a la que se trabaja y n es un factor que
proporciona diversidad en las traslaciones para la escala
considerada.
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Con estas consideraciones, la familia® de wavelets que se construye viene
dada por la expresion:

l//m,n(t) = aa%‘//(aam (t — nbyay’ ))’
= a(;%'//(aamt - nbo)

La Transformada Wavelet Discreta se obtiene de forma similar a (Mallat
1980) o (Mallat 1998) utilizando el producto escalar discreto entre la funcién

a descomponer y las funciones de escala y/myn(t), ya que estas forman una
base del espacio de funciones.

El resultado de la aplicacion de la Transformada Wavelet (continua o
discreta) estad formado por dos funciones —dos series de datos para el caso
discreto- la primera parte suele denominarse scaling (S), la segunda wavelet
(W). La parte scaling se interpreta como una réplica de la funcién o serie
inicial a escala diferente y obtenida utilizando promedios y otras
transformaciones que dependen del filtro considerado. Con la parte scaling
se obtiene una primera aproximacién que recoge la tendencia. Esta parte
pierde los detalles de la serie inicial los cuales son recogidos en la parte
wavelet. A menudo estos ‘detalles’, las diferencias entre la serie original y la
obtenida por escalado, son considerados perturbaciones. Combinando
apropiadamente las dos partes se puede reconstruir de manera exacta los
valores iniciales de la funcion (o la serie de datos).

Este proceso puede aplicarse de manera iterativa, esto es, se puede obtener
una nueva Transformada Wavelet de los datos obtenidos anteriormente en la
parte scaling (S). Esta segunda aplicacién da lugar, en otra escala, a nuevas
parte scaling (S%) y wavelet (W?), en este trabajo se denomina este proceso
como transformacion wavelet con dos escalas. Para la obtencion de una
transformacion wavelet con tres escalas se procederia a aplicar el proceso de
nuevo sobre la parte scaling obtenida en la transformacién wavelet con dos
escalas, dando lugar a dos series de datos: S* y W-.

Una propiedad interesante es que la informacién que contienen la parte
wavelet y la parte scaling son ortogonales, complementarias: la informacion
gue contienen no es redundante. Una aplicacion de esta complementariedad
de la informacién consiste en suponer que cuando una serie de datos posee
ruido, este se encuentra en la parte wavelet, en la parte que contiene los

1o = . - . .
Es interesante sefialar que es sencillo obtener otras familias de wavelets discretas considerando otra
metodologfa en el célculo de los parametros a y b.
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detalles de la funcion. Teniendo esto en cuenta la eliminacion o reduccion de
ruido queda vinculada al filtrado de la parte wavelet. En este trabajo el
filtrado pretende reducir o incluso eliminar las fluctuaciones aleatorias a
partir del truncado de valores de la parte wavelet, asumiendo cierto umbral
de truncamiento como elemento que determina cuando un valor es
considerado perturbacién y cuando no puede ser considerado de esta manera.

La tabla 1 muestra una representacion grafica de los filtros correspondientes
a la parte "scaling" y la parte "wavelet" para dos tipos de wavelets, la
Daubechies 3 y Daubechies 4. También muestra los coeficientes que
conforman la Base del espacio de funciones discretas considerado.

Db3 Db4

260.0105974018 <60.2303778133

0.0352262919 £0.3326705530 0.0328830117  0.7148465706
20.0854412739  0.8068915093 0.0308413818 <6.6308807679
£0.1350110200 £6.4598775021 20.1870348117 .0.0279837694

0.4598775021 £0.1350110200 £0.0279837694 0.1870348117

0.8068915093  0.0854412739 0.6308807679  0.0308413818

0.3326705530  0.0352262919 0.7148465706  <0.0328830117

0.2303778133 £6.0105974018

Tabla 1. Filtros y coeficientes wawelets
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Nota: Es importante sefialar que no es habitual encontrar una expresion
explicita de la wavelet o de su valor en un punto. No obstante esto no supone
un problema ya que existen algoritmos recurrentes, como el de cascada o
similares, (ver Section 13.10., Wavelet Transforms, Press 2007),
implementados en paquetes de software como Matlab, Mathematica o R que
proporcionan la estimacion adecuada

3. GENERACION DE LAS EXPERIENCIAS DE MORTALIDAD

El estudio que se realiza en este trabajo estad fundamentado en un conjunto de
datos obtenidos de manera sintética. En esta seccién se describe la
metodologia utilizada en la construccion de lo que se denominan
experiencias sintéticas de mortalidad, las cuales se basan en un modelo
biométrico concreto junto a unas fluctuaciones aleatorias generadas
numéricamente. En esta seccion también se definen las medidas utilizadas
para la comparacidn entre las técnicas no paramétricas consideradas.

A diferencia de otras areas de conocimiento, el estudio de la mortalidad de
un colectivo tiene el inconveniente importante de la no reproducibilidad de
los experimentos. Esto hace que sea necesario asumir hipdtesis mas o menos
restrictivas, las cuales ponen de manifiesto la percepcion que de la realidad
tiene el investigador o incluso las limitaciones técnicas que pueden existir en
un momento u otro. Algunos modelos biométricos aceptados por la
comunidad cientifica para caracterizar el fenémeno de la mortalidad son los
descritos por la ley de Gompertz, las leyes de Makeham, las de Heligman y
Pollard, entre otros (Ayuso et al., 2007) (Debon, 2003).

Como se puede observar en la Figura 1, una forma de tratar el problema es
considerar que la mortalidad se puede dividir en tres componentes: el
primero de ellos representa la mortalidad infantil, el segundo de ellos
representa la mortalidad en las edades adultas y recoge lo que se denomina
joroba de accidentes y por maternidad (que recoge la muerte por estas
circunstancias). Finalmente, el Gltimo componente suele denominarse curva
de mortalidad natural, que modela el aumento de la probabilidad (o de la
tasa) de fallecimiento debido a causas naturales, imputadas al deterioro del
organismo por el aumento de la edad. Esta puede ser modelada haciendo uso
de la ley de Gompertz.
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Tasas de mortalidad observadas
Espaiia Varones 2007
Edad

01 4

0.01 =

Tasa (Escala Logaritmica)
?

0.001 o

=
-
)

0.0001 it

Figura 1. Tasas de mortalidad para la poblacion espafiola de
2007 (hombres). Fuente: Datos publicados por el INE.
Grafico: Elaboracion propia.

En este trabajo el modelo biométrico (Gompertz) es utilizado con una doble
finalidad. La primera en la generacidon de las experiencias sintéticas de
mortalidad, con ello se pretende simplificar el analisis realizado eliminando
componentes particulares de una época 0 de una region concreta. En
segundo lugar para poder estimar las diferencias entre los conocidos
verdaderos valores y los valores graduados.

A efectos de completitud se exponen, es interesante exponer los
fundamentos de la ley de Gompertz.

o Esta establece un tanto instantdneo de mortalidad creciente,
denotado este como z(x).

0 Un crecimiento relativo constante, z/(x)/u(x)=C,donde
1'(x) denota la derivada del tanto instantaneo.

Con estos dos supuestos se determina la funcion de supervivencia a una edad
concreta x, I(x), la cual es utilizada para determinar la probabilidad de
supervivencia y la probabilidad de fallecimiento a la edad x de una
poblacién, p(x) y q(x) respectivamente. Lo expresion funcional de las

funciones biométricas introducidas haciendo uso de lay de Gompertz y
haciendo uso de la notacién indicada es la siguiente:
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c*-1
Ix :Iog ’

Qy =1- Py :1_gCX(C_l)'

En esta expresion |, denota el tamafio inicial de la cohorte considerada, con
g y Cdos pardmetros a determinar del modelo que diferencia una
poblacién de otra. Es interesante sefialar que el valor de g determina un

punto de inflexion en la funcién segun sea superior o no al valor e .

La Figura 2 muestra la probabilidad de fallecimiento, denotada q,, Yy
calculada segun la ley de Gompertz con parametros’ g =0.999611897,
C =1.10183797.

05
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. 0.1 /
035 . >
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Figura 2a. Probabilidad tedrica de  Figura 2b. Probabilidad ted6rica de
fallecimiento para cada edad. Ley de  fallecimiento para cada edad. Ley de
Gompertz. Gompertz.(Escala logaritmica)

Fuente: Elaboracion propia. Fuente: Elaboracion propia.

Como se ha comentado anteriormente, una interpretacién asumida por la
comunidad cientifica en relacion de la estructura de la mortalidad observada
de una poblacion consiste en dividir la funcién biométrica en dos términos:
los valores reales y la fluctuacién aleatoria. La asuncion de esta hipotesis es
la que se utiliza en este trabajo de manera que los verdaderos valores de la
funcion biométrica se obtienen de forma determinista haciendo uso de la ley
de Gompertz, mientras que las fluctuaciones aleatorias se obtienen haciendo
uso de estos verdaderos valores, tomados como inputs en un proceso

2 - . . -
Para eliminar posibles sesgos de los datos observados, los valores de los parametros utilizados son
arbitrarios.
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aleatorio como se describe posteriormente. Este proceso aleatorio permite la
obtencion de las denominadas experiencias de mortalidad, también referidas
como realizaciones del proceso de muerte.

El método de obtencién de las experiencias sintéticas de mortalidad se basa
en la hipétesis que se realiza sobre la distribucion de fallecimientos a cada
edad x, y que se denomina hipétesis HB, la cual se enuncia como sigue:

El ndmero de fallecidos® a la edad x, se distribuye segin
una distribucion binomial: d, ~ Bi(l,,q, )

Nota En lo que sigue ¢, denotara la probabilidad o la tasa tedrica de
fallecimiento a la edad X, la cual es obtenida haciendo uso del modelo

biometrico de Gompertz y g, (o simplemente ¢, ) denotara la estimada a
partir de la informacién obtenida en la realizacién i.

Llegados a este punto se esta en disposicion de describir el proceso de
generacion de las diferentes experiencias de mortalidad. Este proceso
basicamente consiste en simular el nimero de fallecimientos para cada una
de las edades consideradas mediante simulacion secuencial dando lugar a un
conjunto de valores simulados, de experiencias sintéticas de mortalidad.

Notamos que:
o d, denota el nimero de fallecidos a la edad x.

n) h=L.-..,100.

0 <dy denota cada una de las realizaciones, asi
x=0,...,100

No

para n, fijo, {dX }X:O...loo denota el nimero de
fallecimientos acaecidos a cada una de las edades
consideradas, una posible experiencia de mortalidad.

El proceso que se describe a continuacién se realiza tantas veces como
experiencias diferentes se desee generar.

3 d, denota el nimero de individuos que sobreviven a la edad X pero que no lo
hacenalaedad x+1.
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(0]

Se inicia el proceso haciendo uso de las probabilidades tedricas
de fallecimiento g, obtenidas mediante la expresion de la ley de

Gompertz para x=0,1,...,100, y teniendo en cuenta un nimero
arbitrario de individuos, 1, =10.000,100.000,...

Haciendo uso de la hip6tesis HB, se genera un nimero aleatorio
gue proviene de una distribucién Bi(lo,qo), el cual es

interpretado como el niimero de fallecidos a la edad 0, do, y que

es utilizado para estimar |1 .
Seguidamente se vuelve a generar un nimero aleatorio que

proviene de una distribucion Bi(ll,qu, obteniendo el nimero

de fallecidos simulado para la edad x =1, dy, el cual es a su vez

utilizado para obtener 1.

Iterando este proceso, se generan numeros aleatorios que
provienen de una variable aleatoria que se distribuye segin una
ley binomial cuyos parametros son: el nimero de supervivientes

estimado a partir de los fallecidos en el paso anterior (|~x), y el
riesgo de fallecimiento a la edad considerada (q,), el cual es

constante para todas las realizaciones y se calcula utilizando

Gompertz. De esta manera se obtienen dx y Iy, este Gltimo
utilizado en la siguiente etapa como parametro de entrada para la
generacion de un numero aleatorio que proviene de una

distribucion Bi(im,qxﬂj.

El proceso se termina una vez obtenido el valor digo .

Nota La generacion de nimeros aleatorios, denotados r,, que siguen una
ley de distribucion de probabilidad Bi(N,q) se realiza mediante técnicas

estandar las cuales son descritas brevemente a continuacion. Es conocido
gue si N es suficientemente grande y q pequefio de manera que el

producto Ng es pequefio, entonces una ley Bi(N,q) puede ser aproximada

mediante una distribucion de probabilidad normal de esperanza y varianza
iguales a las de la distribucién binomial, esto es Bi(N,q)~ N(Ng, Ng(1-q)).
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Teniendo en cuenta este hecho junto a la propiedad de estandarizacion de
las distribuciones normales, es sencillo generar nimeros aleatorios de la
distribucion binomial. Para ello se generan nimeros aleatorios z; ~ N(0,1)

de manera que estos se escalan en otros valores que proceden de una
distribucion N(Ng,Ng(1-q)), para ello simplemente se hace uso de la
transformacion lineal n; = Nq+z, Nq(l—q). En esta situacion sélo queda
convertir los valores reales de la distribucion normal, denotadosn,, en
valores discretos que procedan de la binomial de interés, que se denotan r;.
Para ello se procede como sigue:

min{[n, + 1| N},sin, > Ng

max{[n, —1],0},sin, < Ng

En la expresion anterior [] denota el operador parte entera.

En la Figura 3 puede observarse el resultado de este proceso, tres
experiencias sintéticas de mortalidad que corresponden a las realizaciones
nameros 1, 3y 5 del trabajo.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.01 4

0.001 ~

00001 | 57

0.00001 -
Figura 3. Probabilidades de fallecimiento tetricas y
simuladas segun edad, realizaciones 1, 3y 5. En escala
logaritmica. (Fuente: Elaboracion propia)

Se termina esta seccion introduciendo las medidas utilizadas en la
comparacion posterior de los métodos de graduacion considerados. Estas
tienen como objetivo informar de la idoneidad de cada una de las técnicas
comparadas.
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Los indicadores definidos se denotan y estiman como sigue:

0 Indicador Absoluto Medio (IAM)'

100

1AM (g 1002“”* 0.

0 Indicador Relativo Medio (IRM):

|0 — Gy
IRM(q)= 1002 ] ‘.

De forma analoga se definen los indicadores absoluto y relativo, cuadratico
medio:

o0 Indicador Absoluto Cuadratico Medio (IACM):
1 100

loOZ\qx q,”

o Indicador Relativo Cuadratico Medio (IRCM):

100‘qX q‘
IR M
M@= 1052 "

IACM(q) =

En estas definiciones q, denota la probabilidad tedrica de fallecimiento que

la ley de Gompertz proporciona para los pardmetros prefijados y que se ha
utilizado para la generacion de las experiencias de mortalidad; ¢, denota la

probabilidad graduada, valor que se obtiene de aplicar un tipo de graduacion
(kernel o wavelet) a cada una de las realizaciones generadas, de esta manera
se evalla la capacidad de la técnica en la recuperacion de los verdaderos
valores de la funcién: los indicadores definidos sugieren que a menor valor
mejor es la estimacion que de la probabilidad tedrica se obtiene, lo cual
sugiere gue una técnica mejora a otra en este sentido.

4. GRADUACION WAVELET
Esta seccion se divide en tres partes. En la primera se presentan los
resultados obtenidos en la graduacion, tanto wavelet como kernel, para los

valores observados de la poblacién espafiola entre los afios 2007 y 2009 para
cada sexo. En la segunda parte de esta seccion se muestran los resultados de
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la graduacion aplicada a cada experiencia sintética de mortalidad generada
por el método descrito en la seccidn anterior. Esta consta de dos partes
diferenciadas. La primera es utilizada para calibrar la graduacion wavelet, en
particular muestra el resultado de utilizar la wavelet de Daubechies* para
graduar las realizaciones generadas anteriormente de forma numérica y asi
encontrar el valor de los parametros adecuados en cuanto a vecindad,
escalado y nivel de truncamiento se refiere. La Gltima parte de esta seccion
es utilizada para mostrar los resultados de las graduaciones realizadas con las
dos técnicas comparadas, wavelet y kernel (aplicada con ndcleo gausiano).

4.1 APLICACION A LA POBLACION ESPANOLA 2007-2009

En este apartado se realiza la graduacioén de series de mortalidad
reales haciendo uso de las técnicas descritas y se expone la
comparacion de los resultados obtenidos para edades igual o
superiores a 25 afios. La informacion utilizada corresponde a las tablas
de mortalidad publicadas por el INE para los afios 2007, 2008 y 2009,
tanto para hombres como para mujeres. Los datos utilizados han sido
extraidos de las Tablas de Mortalidad de la Poblacion de Espafia por
ano, sexo, edad y funciones, del instituto Nacional de Estadistica (INE
2011). Una muestra de esta informacion se puede consultar en el
Anexo 2.

Los resultados de la graduacion obtenidos para el afio 2009 para cada
una de las técnicas comparadas se muestran en las figuras 4a-4d. Las
figuras correspondientes a los afios 2007 y 2008 se pueden encontrar
en el anexo 1.

4 i . . . .

La eleccion del wavelet de Daubechies se debe a diferentes motivos: que esta es sencilla en su
especificacion, que es habitual encontrarla en diferentes paquetes informaticos especializados como
Matlab o R, y a que es conocida su versatilidad en diferentes campos.
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Figura 4c. Figura 4d.

Graduaciones Kernel y wavelet. Afio 2009. Varones y Mujeres.
Escala logaritmica. (Fuente: elaboracion propia)

La graduacion kernel utilizada tiene ndcleo Gausiano y parametro
ventana b=2; el filtro considerado para la graduacion wavelet es el de
Daubechies con 3 escalas y nivel de truncamiento 0.35. En el caso de
datos observados como el que tratamos la comparacion entre las
técnicas utilizadas no se puede hacer directamente. Los indicadores
definidos en la seccién anterior han de ser modificados debido a que
los verdaderos valores de los parametros no son conocidos, por este
motivo la comparacion se realiza utilizando el indicador IRCM pero
considerando como valores verdaderos los valores observados, con el
sesgo que ello pueda introducir.
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El Cuadro 1 muestra el indicador de bondad de ajuste IRCM para los
dos métodos comparados, para ambos sexos y para los afios 2007,
2008 y 20009.

IRCM
Wavelet Kernel
Varones  Mujeres Varones Mujeres

2007 0.16243351 0.30776212  0.16616222 0.29421056
2008 0.14167674 0.21533206  0.17248443  0.290023
2009 0.14551765 0.23151855 0.2052255 0.33583671

Cuadro 1. Resumen del Indicador de bondad IRCM por
afio y sexo. (Fuente: Elaboracion propia)

Se puede observar en esta tabla que los valores del indicador para la
graduacion wavelet son inferiores en los afios 2008 y 2009, mientras
que solo para el afio 2007 y en el caso de las mujeres, este indicador es
ligeramente inferior para la graduacion kernel. No obstante, es
interesante sefialar que la graduacion wavelet es mas robusta que la
kernel en el sentido que se describe: los valores del indicador para el
afio 2007 son similares para ambas técnicas, para los afios 2008 y
20009 la diferencia entre los valores del indicador es considerable. Esto
puede visualizarse al calcular el ratio (IRCM kernel/IRCM wavelet),
de manera que valores entorno a un 100% indican que el indicador es
similar para ambas técnicas, por encima del 100% que la graduacion
wavelet mejora la kernel, y por debajo del 100% a la inversa. Este
ratio queda resumido en el Cuadro 2.

Ratio (%)
Afo 2007 2008 2009
Varones 102 122 141
Mujeres 96 135 145

Cuadro 2. Resumen del ratio IRCMyemel/ IRCMyavetet POr
afio y sexo. (Fuente: Elaboracion propia)

Es interesante sefialar que los valores del indicador de bondad de cada
método han sido obtenidos asumiendo como verdaderos los valores
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observados. Esto presenta inconvenientes que pueden introducir cierto
sesgo en las conclusiones del trabajo. Con el objetivo de eliminar este
posible sesgo se recurre a la simulacién numérica, haciendo uso de un
modelo biométrico estandar, como ya se ha comentado previamente.

4.2 DATOS SINTETICOS: ELECCION DEL MODELO WAVELET

Notamos que la eleccion del tipo de wavelet a utilizar (Daubechies) se ha
realizado de manera arbitraria respondiendo a sencillez y utilidad en otras
areas. No obstante es necesario determinar tanto el nimero de escalas que se
va a utilizar (de iteraciones del proceso), como el umbral por debajo del cual
los “detalles’ que el proceso proporciona de cada experiencia de mortalidad a
la escala determinada es considerado ‘ruido’ (la fluctuacién aleatoria). Los
valores por debajo de este umbral seran eliminados del proceso de
reconstruccion. Con este propdsito se realiza un analisis de sensibilidad para
el modelo biométrico considerado y se determina el nivel de escalado
adecuado (1, 2, 3 o 4 escalas)- Daubechiesl, Daubechies2, Daubechies3 o
Daubechies4; y se determina que umbral de truncamiento es mas adecuado,
analizando valores comprendidos entre « =0.25 y « =0.5. Este umbral va
a permitir reducir la fluctuacion aleatoria para obtener una mejor
estimacion/graduacion de la tasa teorica. Para llevar a cabo el analisis de
sensibilidad se utilizan las medidas definidas con anterioridad: |1AM, IRM,
IACM, IRCM.

Al realizar la comparacion directa de los valores reconstruidos para
diferentes umbrales de truncamiento (graduacion wavelet), se observa que
las diferencias no son significativas, lo cual motiva que la eleccién del
umbral sea arbitraria y pueda responder a otros criterios, como el de
conservar’ la mayor informacion posible de la funcién a graduar mediante un
umbral pequefio (« =0.25). Una vez se ha fijado este umbral, se realiza una
comparacion de los valores reconstruidos con las diferentes Daubechies
consideradas, Dbl, Db2, Db3 y Db4, para diferente nimero de escalas.

El proceso seguido es el siguiente:

1. Para cada realizacion, cada filtro y cada escala se obtienen los cuatro
indicadores: |IAM, IRM, IACM, IRCM.

2. Fijado un indicador, para cada realizacion se determina en qué

> Notemos que existen otros procesos para la determinacion del umbral de
truncamiento, algunos de ellos se basan en técnicas estadisticas, en el estudio de la
distribucion de probabilidad de la parte wavelet a una escala concreta.

153



Using wavelet to non-parametric graduation of mortality - Anales 2011/135-164

modelo de wavelet se produce el error mas pequefio.

3. Se contabiliza el nimero de veces en las que cada modelo de
wavelet alcanza el valor minimo.

4. Utilizando el criterio dado como el mejor modelo es aquel que tiene
la mayor cantidad de minimos en el indicador considerado, se
determina el modelo de wavelet 6ptimo (en el sentido descrito).

La tabla 2 muestra un resumen de los resultados obtenidos, para cada tipo de
wavelet y para cada indicador de bondad de reconstruccion utilizado. Es casi
inmediato que el nimero de escalas apropiado es 3, no quedando tan
evidente si es mas apropiado utilizar el filtro Db3 0 Db4. La eleccién de uno
u otro filtro para realizar la comparacion de las dos técnicas no paramétricas
se realiza teniendo en cuenta que Db3 tiene una vecindad menor que Db4,
siendo aparentemente ‘peor’, lo cual puede darle cierta ganancia a la
estimacion kernel. Se deja como cuestion abierta determinar en qué casos es
mas fiable utilizar cada uno de los filtros Db en el contexto de tablas de
mortalidad mas generales, notando que la aplicacion realizada en los datos
reales ha utilizado DB4.

1AM IRM IACM IRCM
Db3, 1 escala. 0 0 0 0
Db3, 2 escalas. 2% 0% 4% 0
Db3, 3 escalas. 50% 48% 52% 49%
Db4, 1 escala. 0 0 0 0
Db4, 2 escalas. 3% 0 1% 2%
Db4, 3 escalas. 45% 52% 43% 49%

Tabla 2. Resumen de Indicadores de bondad. « =0.25.
(Fuente: Elaboracion propia.)

La figura 5a muestra las probabilidades de fallecimiento (en escala
logaritmica) que el modelo de referencia proporciona, asi como los valores
de la experiencia de mortalidad simulada nimero 1. También se muestra el
resultado de graduar la realizacion 1 para las wavelets de Daubechies
consideradas en el andlisis de sensibilidad. La figura 5b muestra la misma
informacion a la cual se le ha sumado una constante con la finalidad de
trasladar las probabilidades anteriores y asi facilitar la interpretacion de la
informacion dada en la figura 5a.
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Con la finalidad de realizar una comparacion grafica mas adecuada, las
Figuras 6 a 9 muestran las tasas de fallecimiento de referencia y las
graduadas mediante la base de wavelets Db3, con 1, 2 y 3 escalas.
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Tasas de fallecimiento de referencia y graduadas mediante la base wavelet Db3, con
1, 2 y 3 escalas. (Fuente: elaboracion propia)
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En virtud al analisis de sensibilidad descrito, en lo que sigue y con el objeto
de realizar la comparacion entre las técnicas de graduacion (kernel /wavelet),
se ha determinado la utilizacién de un filtro Daubechies 3, con 3 escalas,
junto a un umbral de truncamiento o =0.25.

4.3 DATOS SINTETICOS: COMPARACION WAVELET - KERNEL

En esta parte se realiza la comparacién entre las dos técnicas no paramétricas
objeto de este estudio: estimacion kernel y estimacion con wavelets. Como
se ha concluido en la seccién anterior, el filtro a utilizar en la estimacion
wavelet es Daubechies 3, con 3 escalas.

Para la estimacion kernel (Ayuso et al., 2007) se utiliza la expresién

100
zf;goqub(X_ ) x—0,..100
r=0 Kb(x - r)

Ox =

En el caso de utilizar nicleo Gausiano se toma como referencia la funcion

S2
K(s)=e "2,
Y se utiliza este para definir la funcion de pesos a utilizar en la graduacién
la cual depende de un pardmetro b, conocido como pardmetro ventana o
bandwidth. De esta forma se tiene

Kb(t):%K(E) :
En este caso se considera como parametros ventana b=1y b=2.

La comparacion entre los dos tipos de graduacién no paramétrica es analoga
a la realizada en el andlisis de sensibilidad descrito en 4.1, en la eleccion del
modelo de wavelet. Este estd basado en el célculo de los indicadores 1AM,
IRM, IACM, IRCM. De esta manera se obtiene la tabla 3, la cual se construye
de forma analogamente a la tabla 1. Los resultados recogen el porcentaje de
veces que una de las técnicas (nombrada inicialmente en cada fila de la
tabla) es mejor que las otras para el correspondiente indicador, es decir,
cuando el valor de la medida es menor, estas calculadas sobre el total de
experiencias sintéticas de mortalidad generadas previamente.
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IAM IRM IACM IRCM

Kernel , b=1. 0 0 0 0
Kernel , b=2. 37% 53% 35% 39%
Db3 , 3 escalas. 63% 47% 65% 61%

Tabla 3. Resumen de indicadores para Db3 y Kernel.

La figura 10 muestra las probabilidades de referencia y una de las
experiencias sintéticas de mortalidad (realizacion 8), y en la figura 11 se
muestra las probabilidades de referencia (Gompertz) junto a la graduacién de
la experiencia 8 haciendo uso de la wavelet Db3, con 3 escalas. La figura 12
muestra la graduacion kernel con parametro b=2 de la experiencia 8 — todas
ellas en escala logaritmica. Finalmente, la figura 13 muestra las tres series de
probabilidad en un mismo grafico de manera que se puede realizar una
comparacion visual de las técnicas de graduacion tratadas.
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Observando con detenimiento las figuras 11 y 12 se pone de manifiesto la
precision de ambas técnicas no paramétricas aplicadas a la graduacion de
tasas de fallecimiento. No obstante se puede apreciar como los valores
graduados manifiestan cierto comportamiento oscilatorio, este se percibe en
las dos graduaciones y se asocia de forma empirica a la forma oscilatoria de
la experiencia de mortalidad tratada (ver figura 10), en este caso la
realizacion 8. Finalmente, en la figura 13 queda reflejado como la
graduacion wavelet mejora notablemente a la graduacion kernel para las
edades altas.

Para terminar con la comparacion realizada entre las dos técnicas, se realiza
un pequefio andlisis de robustez de la técnica propuesta: en aquellas
realizaciones (experiencias sintéticas) en las cuales la graduacién con el
método kernel ha sido mejor que la graduacion wavelet, la mejora relativa es
inferior a la que se obtiene cuando el método wavelet es mejor que el kernel.
Esto es, ‘la graduacion wavelet no sélo supera con mayor frecuencia en
todas las medidas utilizadas a la graduacién kernel, ademas, cuando la
graduacion wavelet no ajusta mejor que la graduacion kernel el ratio de
pérdida relativa es mejor que cuando esto sucede al revés’. Notemos que la
graduacion utilizando Db3 mejora a la kernel, por lo que haciendo uso de
Db4 la mejora sera igual o superior.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha realizado la comparacion entre dos técnicas de
graduacion no paramétricas: haciendo uso de wavelets y utilizando
estimacion kernel. Este tipo de graduacion es ampliamente reconocido y
suele utilizarse para la construccion de, por ejemplo, tablas de mortalidad de
referencia o para la construccién de indicadores. La técnica de graduacion
wavelet ha sido utilizada con éxito en multitud de areas de conocimiento, por
ejemplo en el &mbito de las telecomunicaciones para reconstruir sefiales que
han sufrido degradacién en el proceso de transmision. El objetivo de este
trabajo ha sido determinar si la estimacion wavelet puede ser o no utilizada
en los mismo dmbitos que la estimacion kernel en el contexto de las ciencias
actuariales. Este trabajo no s6lo contesta afirmativamente a esta cuestion
sino que pone de manifiesto que la graduacion wavelet supera en algunos
aspectos a la graduacion kernel, por ejemplo en edades avanzadas los valores
graduados estdn mas proximos de los de referencia y, en general, por la
robustez de la técnica, como se he descrito al final de la seccion anterior. Las
conclusiones se han basado en los resultados obtenidos en los indicadores
definidos en la seccion 3: 1AM, IRM, IACM, IRCM vy cuyos resultados han
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sido resumidos en las tablas 2 y 3. Notemos que estos indicadores se han
calculado a partir de la generacion de experiencias sintéticas de mortalidad
las cuales se basan en la hipdtesis de distribucion binomial del ndmero de
fallecidos, de manera que se puede estimar de manera exacta en cuantas de
estas experiencias el indicador considerado (o indicadores) es menor, lo cual
equivale a considerar que la técnica no paramétrica para la que se alcanza
este valor minimo es mé&s precisa, reconstruye mejor los valores de
referencia. La conclusion obtenida es que la graduacion wavelet con filtro
Db3 y 3 escalas reconstruye mejor que la graduacion kernel los valores
originales. De hecho se observa que en el caso en que una experiencia de
mortalidad tiene asociada una graduacion kernel con menor error que el que
proporciona la graduacién wavelet, el error que se produce con la wavelet es
menor que cuando esto se produce a la inversa. Por tanto parece evidente
gue para la tasa de mortalidad para edades superiores a los 25 afios, la
graduacion wavelet es una técnica cuanto menos adecuada y que supera en
ciertos aspectos a la graduacion kernel. Esto queda evidenciado en la
aplicacion realizada sobre los datos reales obtenidos de las tablas de
mortalidad de la poblacion espafiola para los afios 2007, 2008 y 2009.

Finalmente es interesante sefialar que se dejan cuestiones abiertas en relacion
al proceso seguido y que deben ser analizadas en otros trabajos. Por ejemplo
cuestiones relacionadas con el nimero de experiencias sintéticas de
mortalidad, de manera que los resultados obtenidos no dependan de las
realizaciones concretas que por este procedimiento se obtengan. Otro
aspecto a considerar es la utilizacién de leyes mas generales que la de
Gompertz para la obtencién de cada experiencia sintética de mortalidad: por
ejemplo Gompertz-Makeham o Heligman y Pollard, las cuales son aplicables
a todo el rango de edades. También es interesante plantearse un analisis
similar en el caso en que se admitan determinadas hipotesis en relacion a la
estructura del fendmeno de muerte: la estabilidad en el tiempo de la ley
asumida o la distribucién de fallecidos de una edad determinada seguln otras
leyes diferentes a la binomial, por ejemplo la distribucion beta.
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ANEXO 1: GRADUACION DE TABLAS DE MORTALIDAD.

En este anexo se muestran las figuras resultantes de la graduacion por las
técnicas analizadas (wavelet y kernel), para hombres, mujeres y para los
afios 2007 y 2008.

Afio 2007

Graduacién Kernel Graduacion Kernel

Hombres 2007 Mujeres 2007

Edad Edad

20 40 60 80 100 20 40 60 80 80

0.001 0.001

Tasa Mortalidad (Escala Logaritmica)
o
=2

Tasa Mortalidad (Escala Logaritmica)
o
=2

0.0001 0.0001

Figura Al. Figura A2.

Graduacion Wavelet Graduacion Wavelet
Hombres 2007 Mujeres 2007

20 40 60 B0 100 20 40 60 B0 190

0.0 0.0

0.001 0.001

Tasa Mortalidad (Escala Logaritmica)
Tasa Mortalidad (Escala Logaritmica)

0.0001 0.0001

Figura A3. Figura A4.
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Graduacion Kernel
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Figura Ab.
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Graduacion Wavelet
Mujeres 2008
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Figura A8.

ANEXO 2: EXTRACTO DE TABLAS DE MORTALIDAD

Afo 2007. Varones

25
26
27
28
29
30
31
32

Edad

Promedio
Tasa de c_ie_ anos Riesgo de . Poblacién Esperanza
. vividos el Supervivientes . . )
mortalidad - < muerte estacionaria de vida
Gltimo afio
de vida

0.634428 0.454479 | 0.634208 98881.251 98847.041 53.518913
0.698556 0.502095 | 0.698313 98818.54 98784.182 52.552588
0.614153 0.500503 | 0.613965 98749.534 98719.25 51.588961
0.662815 0.521704 | 0.662605 98688.905 98657.628 50.620347
0.658378 0.510832 | 0.658166 98623.513 98591.761 49.653565
0.702334 0.521805 | 0.702098 98558.603 98525.513 48.68593
0.727066 0.510824 | 0.726808 98489.405 98454.388 47.71977
0.674957 0.51307 | 0.674735 98417.822 98385.487 46.754106

162




33
34
35
36
37
38
39
40
4
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

25
26
27
28
29
30
31
32

Ismael Baeza Sampere y Francisco G. Morillas Jurado — Anales 2011/135-164

0.79883 0.500637 | 0.798512 98351.416 98312.199 45.785328
0.887465 0.478455 | 0.887055 98272.881 98227.416 44.821517
0.989855 0.506385 | 0.989371 98185.708 98137.757 43.860887
1.083908 0.51485 | 1.083338 98088.566 98037.012 42.903823

1.12372 0.514874 | 1.123108 97982.303 97928.917 41.949794
1.305519 0.479874 | 1.304633 97872.258 97805.844 40.996383
1.516491 0.494899 1.51533 97744.571 97669.757 40.049311
1.704909 0.510702 | 1.703488 97596.455 97515.107 39.10934
1.871139 0.50141 | 1.869395 97430.201 97339.39 38.175204
2.209366 0.508438 | 2.20697 97248.065 97142.565 37.245763

2.30144 0.497079 | 2.298779 97033.442 96921.261 36.327021
2.272638 0.493821 | 2.270027 96810.383 96699.144 35.409576
2.593678 0.51077 | 2.590391 96590.621 96468.212 34.489016
2.690055 0.493283 | 2.686393 96340.414 96209.271 33.577261
3.144831 0.505151 | 3.139945 96081.606 95932.314 32.666377
3.356356 0.500628 | 3.35074 95779.915 95619.649 31.76768
3.727575 0.518044 | 3.720891 95458.981 95287.794 30.8728
4.084482 0.484359 | 4.075898 95103.789 94903.909 29.986169
4.258471 0.50325 | 4.249482 94716.155 94516.216 29.106907

4.94255 0.501984 | 4.930414 94313.661 94082.081 28.228976
5.453163 0.52006 | 5.438928 93848.655 93603.677 27.366359
6.250348 0.507897 | 6.231182 93338.219 93052.008 26.513173
6.322538 0.490435 | 6.302234 92756.612 92458.733 25.676233
6.702379 0.486073 | 6.679372 92172.038 91855.638 24.835966

Afio 2007. Mujeres

Promedio

Tasa de (_1e_ affos Riesgo de - Poblacién Esperanza de
mortalidad ,V“.”dos ~e| muerte Supervivientes estacionaria vida
Gltimo afio
de vida

0.169584 0.514072 0.16957 99319.449 99311.265 59.633418
0.190152 0.534036 | 0.190135 99302.607 99293.809 58.643445
0.206969 0.535876 | 0.206949 99283.726 99274.19 57.654496
0.213293 0.500434 | 0.21327 99263.179 99252.604 56.666319
0.292186 0.447883 | 0.292139 99242.009 99226.002 55.6783
0.308452 0.48279 | 0.308402 99213.017 99197.192 54.694439
0.301813 0.475518 | 0.301765 99182.419 99166.722 53.711164
0.310787 0.48605 | 0.310738 99152.49 99136.655 52.727233
0.345084 0.484371 | 0.345022 99121.679 99104.045 51.743471
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0.383897 0.515881 | 0.383825 99087.48 99069.068 50.761163
0.385995 0.505289 | 0.385921 99049.448 99030.537 49.780456
0.495802 0.495711 | 0.495678 99011.223 98986.473 48.79948
0.540582 0.536364 | 0.540447 98962.145 98937.348 47.823435
0.610067 0.51007 | 0.609885 98908.661 98879.107 46.849005

0.75297 0.487077 0.75268 98848.338 98810.176 45.877283
0.723501 0.50412 | 0.723242 98773.937 98738.513 44911473
0.788789 0.48599 | 0.788469 98702.5 98662.497 43.943614
1.018969 0.513189 | 1.018464 98624.676 98575.778 42.977906
0.922999 0.504212 | 0.922577 98524.23 98479.165 42.021199
1.103911 0.50013 | 1.103302 98433.334 98379.047 41.059537
1.253624 0.505561 | 1.252848 98324.732 98263.824 40.104335
1.303391 0.503216 | 1.302548 98201.546 98138.001 39.154009

1.51879 0.508202 | 1.517657 98073.634 98000.434 38.204419
1.559689 0.505067 | 1.558486 97924.792 97849.258 37.261716
1.683381 0.492528 | 1.681944 97772.178 97688.725 36.31909
1.892063 0.516574 | 1.890334 97607.73 97518.533 35.37945
1.995054 0.513482 | 1.993119 97423.219 97328.749 34.445477
2.019061 0.497906 | 2.017016 97229.043 97130.576 33.513243
2.298506 0.500224 | 2.295869 97032.93 96921.593 32.57997
2.428272 0.511714 | 2.425396 96810.155 96695.505 31.65379
2.493907 0.500414 | 2.490804 96575.352 96455.177 30.729506

2.44865 0.490031 | 2.445596 96334.802 96214.655 29.804988
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