reconocida mas alla del Instituto y se dignifique asi la publicacién,
estamos trabajando en la puesta en marcha un sistema de evaluacién
ciega de los trabajos. La red de evaluadores estard formada por
actuarios expertos de diversos ambitos que, de forma anénima,
analizaran, ademds de la calidad, la adecuacién de los articulos al
espiritu de la publicacién, asi como su interés para el colectivo
profesional al cual esid adscrita y sirve. El objetivo que nos anima a
trabajar en esta direccion es elevar los Anales del TAE a la categoria
de otras publicaciones pertenecientes a asociaciones actuariales de
otros paises y cuyo prestigio es internacionalmente reconocido. Por
otra parte, creemos que serd factible llevar a cabo este proceso dado el
elevado volumen de aportaciones que se vienen recibiendo, y que
posiblemente se vera incrementado en el futuro.

Por tdltimo, destacar que, en la nueva etapa que comenzamos, serin
bienvenidos articulos que versen sobre cualquier aspecto de la
actividad financiera y aseguradora en la cual los actuarios desempeiian
su profesion: técnica actuarial, marketing, organizacién, etc.
Esperamos vuestra colaboracién.

Rosa M. Mayoral Martinez
Coordinadora Comisién de Publicaciones
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RESUMEN

En este trabajo planteamos un modelo actuarial de invalidez con
caracter reversible, valorado actuarialmente, en el marco teérico de
una operacion con miultiples estados. En el desarrollo del mismo
asumiremos que su estructura probabilistica responde a un proceso
estocastico semimarkoviano no homogéneo y continuo en el tiempo
con probabilidades de reactivacién y de fallecimiento como invalido
bivariantes respecto la edad y la duracion de la invalidez.

El objetivo del presente trabajo es calcular las probabilidades del
modelo, conocidas las intensidades de transicion correspondientes.
Para ello, desarrollaremos un algoritmo basado en la resolucién
numérica del sistema integro-diferencial de ecuaciones de Volterra
que describe la dindmica de la operacién. Su implementacidn
informética permite abordar el problema de valoracién de los
probabilidades de transicién de la operacién.

PALABRAS CLAVE

Ecuacién integro-diferencial de Volterra, Ecuacion caracteristica de
un modelo con miiltiples estados, invalidez reversible, probabilidad de
transicién, proceso estocastico semimarkoviano no homogéneo y
continuo en el tiempo, regla de los trapecios.
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INTRODUCTION

Multistate models for disability can be developed in a mathematical
framework based on Semi-Markov stochastic processes which
provides rates of recovery and death which varied both by age and by
duration of sickness. The practical calculation procedures which have
been used are extremely hard. This paper aims to show how to obtain
satisfactory bivariate formulae to represent rates of recovery and death
from the state of disability in a more easily comprenhensive way. The
procedure proposed can be applied to any disability multistate model
such as PHI(Permanent Health Insurance), LTC (Long Term Care) or
DD (Dread Disease) covers.

1. MARCO TEORICO

Las rapidas transformaciones culturales, tecnoldgicas y econémicas
que impulsan los cambios sociales contemporaneos y el impacto
especifico del envejecimiento demogrifico suscitan un creciente
interés en la sociedad por coberturas de invalidez y otros productos
derivados como, por ejemplo, el seguro de dependencia.

La matemitica basada en procesos estocdsticos markovianos y
semimarkovianos constituye una potente herramienta de modelizacion
desde un punto de vista descriptivo, puesto que, permite caracterizar y
disefiar actuarialmente bajo una unicidad de enfoque cualquier
operacion con miiltiples estados. Su aplicacién actuarial ha dado lugar
al desarrollo de una nueva matemdtica actuarial (ver Haberman, S y
Pitacco, E. (1999)), Pitacco, E (1995)) que aporta coherencia y
estructura a la valoracién de cualquier operacién con maltiples
estados.

Los fundamentos matemdticos de las cadenas de Markov ya se
desarrollaron durante el siglo XVIII (ver Seal, H.L.. (1977)). No
obstante, su aceptacién definitiva en la préactica actuarial del seguro de
invalidez se hizo esperar hasta finales de los afios 70 con las decisivas
contribuciones de Amsler, M.H. (1968) y Hoem J.M. (1969). Sus
trabajos sientan las bases de la aplicacién de modelos de multiples

estados inspirados en procesos estocdsticos df? M.arkov no
homogéneneos en el tiempo en operacicnes de 1nva11deg tanto
reversible (invalidez de cardcter temporal que, por tar.1t0, consu:lefa la
posibilidad de reactivacién) como irreversible (invalidez de caricter

permanente).

La literatura sobre utilizacion de procesos estocdsticos _de Markov en
la modelizacién de operaciones de invalidez, tanto dlsc_retos como
continuos en el tiempo, es muy amplia. Destacamos especialmente los
trabajos de Amsler, M.H. (1988). CMIB (1991), Haber.man, S.
(1999), Herrera, A. (1995), Hoem, J.M. (1988), Gregorius, F.K
(1993) y Wolthuis, H. (1994).

La obtencién de las probabilidades asociadas a un proceso estocastico
de Markov continuo en el tiempo suele plantearse a través del enfoque

~ basado en las intensidades de transicién (ver Sverdrup, E. (1965)).

Este planteamiento asume la obtencion de las probabilida}des de
transicion a partir de las intensidades de transicién dadas, previamente
estimadas a través de métodos paramétricos (ver Reinshaw y
Haberman (1995) y (2000)) o no paramétricos (ver Copas, J.B.
(1983) y Verral, R.J. (1996)). Por su parte, la estruc'Fura de
probabilidades de las operaciones con muiltiples estados modehzgdas a
través de procesos estocdsticos de Markov discretos en el tlgn}l?o
suele construirse previa estimacién de las tasas anuales de transicion
(ver Gregorius, F.K (1993) y Wolthuis, H. (1994)).

La utilizacion de los procesos markovianos permite plant‘earfm
dificultades excesivas la superacién de la hipétesis de reactivacion,
planteado, por ejemplo en Alegre, A (1990). Por otro }ado, la
modelizacion de una operacién con miltiples estados a traves d? un
proceso estocéstico de Markov permite llevar a cabo un seguimiento
de la evolucién del asegurado con el dnico condicionante de que las
probabilidades de transicién futuras dnicamente dependen del es_tado y
edad actuales. La sencillez de su definicién permite deducir con
relativa facilidad las diferentes probabilidades de transicion de la
operacién. No obstante, para elaborar modelos mas realisFa'S que
incorporen informacién adicional, debemos definir las probablhc_lades
o intensidades asociadas a determinadas transiciones como funciones
de mds variables ademds de la edad. Por ejemplo, la edad de
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suscripcion de la péliza o el tiempo de permanencia en el estado
actual, duracién del estado actual desde la dlitima transicién, etc. El
resultado es un proceso estocdstico semimarkoviano. El tratamiento
actuarial de un proceso estocastico semimarkoviano es mucho més
complejo que el de un proceso de Markov. Ademds un proceso
semimarkoviano requiere de una informacién estadistica mucho mads
completa y elaborada. La primera aplicacién de un proceso estocéstico
semimarkoviano a una operacién de invalidez fue llevada a cabo por
Janssem, J. (1966). El lector interesado en la aplicacion de este tipo
de procesos estocasticos en la modelizacion del riesgo de invalidez
debe consulta el trabajo de CMIB (1991).

El trabajo que hemos desarrollado proporciona un algoritmo de
calculo de las probabilidades de transicion asociadas a un modelo de
invalidez reversible o incapacidad temporal, disefiado actuarialmente a
traveés de un proceso estocdstico semimarkoviano no homogéneo y
continuo en el tiempo. Como resultado, obtendremos probabilidades
de transicion del estado de invalidez que dependerén tanto de la edad
como de la duracién de la invalidez, a diferencia del trabajo de
Herrera, A. (1995), donde todas las probabilidades de transicién
dnicamente dependen de la edad.

Este algoritmo se basa en la obtencién de la ecuacién caracteristica de
la operacién, la cual describe la dindmica actuarial de las transiciones
del modelo. Esta constituird un sistema de ecuaciones integro-
diferenciales de Volterra. Su resolucién numérica a través de un
algoritmo recurrente nos permitird hallar los valores de las
probabilidades del modelo.

El trabajo se estructura de la siguiente forma. La seccion 2 describe el
modelo de invalidez, es decir sus estados y transiciones. En la
siguiente seccién deducimos una serie de importantes propiedades que
verifican las probabilidades de transicién del modelo. Su aplicacién en
la seccion 4 permite obtener la ecuacién general del modelo, 1a cual
sirve para caracterizar la dindmica interna de las transiciones del
modelo. En la seccién 5 resolvemos numéricamente la ecuacion
general obteniendo un conjunto de relaciones recurrentes. En la
seccidn 6 realizamos una aplicacién numérica del algoritmo
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desarrollado. Finalmente, la seccién 7 y ultima, recoge las
conclusiones més relevantes alcanzadas en todo el trabajo.

3. MODELIZACION ACTUARIAL

En esta seccién vamos a describir el modelo tedrico de in\_falidez del
cual vamos a plantear la obtencién de sus probabihdadc§ de
transicion. Para ello, enumeraremos tanto los estados que intervienen
en ¢l modelo como las transiciones que lo caracterizan. Ademas,
analizaremos su estructura probabilistica, basada en un p‘roceso
estocastico semimarkoviano no homogéneo y continuo en e! tiempo,
en el que las probabilidades de transicion del estado de invalidez
dependerén de la duraci6n de la invalidez actual.

El modelo actuarial de invalidez que presentamos en el trabajo esta
basado en un modelo con miltiples estados. En él, asumimos que la
evolucién del riesgo de invalidez reversible puede ser descrita en
términos de la pertenencia o no del asegurado, en cada ins?ante.de
tiempo, a un estado ‘" asociado a dicho riesgo, ob‘v1amente m01‘111’d0
en el conjunto de estados de la operacion, T={a .i, m},-do_nc-ie a'y
‘m’ representan respectivamente los estados de actwu_la.d y
fallecimiento. El siguiente esquema grafico representa las transiciones
de estado que caracterizan a la operacién con multiples estados
considerada.

Figura 1. Esquema de estados.



Tal como podemos observar en la figura 1, planteamos una invalidez
de cardcter reversible ya que contemplamos tanto la posibilidad de
invalidacion como la reactivacién, es decir, la transicién del estado de
invalidez al estado de actividad. Obviamente el estado ‘m’ es
absorbente, ya que, tal como muestra la figura 1, una vez alcanzado
éste no puede producirse una transicién a un estado diferente. La
estructura probabilistica del modelo se define a partir de un proceso
estocdstico semimarkoviano en que las probabilidades de transicién
del estado de invalidez, tanto de reactivacién como de fallecimiento,
dependen de la edad y la duracién en afios de la invalidez.

Formalmente, asumimos la modelizacién del riesgo de invalidez a
través de un proceso estocdstico semimarkoviano continuo en el
tiempo, {S (x) D{x} x>0 }, definido sobre el conjunto o espacio de
estados T = {a ,i, m}. Los valores de § (x) expresan el estado del
asegurado en edad x. Por su parte, D(x) representa el tiempo que el

asegurado lleva permaneciendo ininterrumpidamente en el estado
actual, § (x), desde la tiltima transicién registrada.

Mientras que S(x) puede tomar uno de los tres valores ‘a’, i o 'm’
que forman el espacio de estados T, D(x) toma valores en el intervalo
real positivo |0, ). En el caso que S(x)=1i, el valor de D(x)
representa la duracién de la invalidez que el asegurado padece en la
edad x. El proceso estocastico{S(x) D(x) x> 0} cumple con que,
para todo conjunto de n edades ordenadas {x,, --- X, } Yy sus
respectivos estados {S,, a8, siendo x < <x, Yy 5, €T se

cumple que la probabilidad asociada a la anterior trayectoria
estocastica estd comprendida entre 0 y 1.

OSPr{S(x])=s] /\D(x,)=d]/\.../\S(x”):s” A D(X”):d” }S 1

La siguiente propiedad definida sobre {x,, ---, X1y ds. e, s,

caracteriza {§ (x), D(x), x20} como un proceso  estocastico
semimarkoviano continuo en el tiempo.
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PT{S(xn )= s, !S('xl ): Ly AD('xl ): dynn S(xn—l )zsn—l A D(xn—l ):dn—]}z
= Pr {S(x”)= s, fS(xn_, )= S, A D(x”f, )= d, } (1)

La expresion (1) explica como el estado en la edad x, depende del
estado de la edad anterior, x,_,, as{ como de la duracién de dicho
estado desde la ultima transicion acontecida. Esto significa que, por
ejemplo, si el asegurado se encuentra invilido en la actuahdad? la
probabilidad futura de que éste permanezca invdlido no depen@e ni de
1a duracién ni el nimero de otros episodios de invalidez anteriores al
actual. Las probabilidades condicionadas deducidas de l-a expresion
(1) se denominan probabilidades de transicion. Para referirnos a ellas
de forma general utilizaremos la siguiente nomenclatura.

Lpl =PriS(x+1)=j/S(x)=i A Dlx)=z} 2)

Dada la naturaleza personal del riesgo de invalidez, las probabllldades]

de transicion no son homogéneas en el tiempo y varfan con la edad de
- . f[ ” ‘u

asegurado, es decir, en general se verificaque ,, p,. # , P, . . siendo

x # y. Por otra parte, las probabilidades de transicién toman valores

comprendidos entre Oy 1, por tanto, 0 <, p? < 1.

En el modelo de invalidez propuesto Unicamente es relevante
considerar la duracién del estado actual cuando el asegurado se halle
invalido. Por ello, cuando S (r) =g prescindiremos del valor de D(x).

Como resultado. unicamente seguiremos la evolucion de D(x) en las

edades en las que el asegurado se encuentra invélido._ Asf, si el
asegurado permanece activo en todas edades .co.ns.lderadas ia
expresién (1) se simplificara considerablemente, collnc1d1endo con la
formulacién de la propiedad bdsica que caracteriza todo proceso
estocdstico markoviano.

Pri{s(x )=a/$(x )=a ..../\ S(x,  J=a}= Pris(x,)= alS(x,. )= a}



Consecuentemente, las probabilidades de transicién del estado de
actividad no dependen de D(x), tal como reflejan sus probabilidades
de transicidn.

n P =P(S(x+t)=al S(x)=a) 3)
w Py = PSx+1)=i7S(x)=a) (4)
L = P(S(x+t)=m/ S(x)=a) (5)

Las expresiones (3), (4) y (5) suman 1. Por su parte, las probabilidades
de transicion del estado de invalidez si que dependen del valor de
D(x) lo cual si reflejamos en su nomenclatura.

WPl = PSx+t)=al S(x)=i A D(x)=z) (6)
ppe = PS(e+t)=i7S(x)=i A D(x)=z) (7)
“p_';,"”_, =P(S(x+t):m/5(x):i/\D(x):z) (8)

Las expresiones (6), (7) y (8) también suman 1. Las siguientes
expresiones hacen referencia a las probabilidades de permanencia
ininterrumpida  en los estados de actividad e invalidez
respectivamente,

P = P(S(x+u)=aVuel0.t]/ S(x)=a) (9)

W ph. = PS(ctu)=iVue [0,1] A D(x)=z/ S(x)=1) (10)
Por razones obvias se cumple que , p™ =, p”" =0y , p" =1.

Para poder obtener posteriormente las probabilidades de transicién del
modelo necesitamos conocer previamente las correspondientes

intensidades de transicién. Una intensidad de transicién cualquiera i’
puede interpretarse como la probabilidad de que ocurra la transicién

iQ
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entre los estados ‘" y °j° a lo largo del intervalo infinitesimal [x, x+dx)
condicionada a que el asegurado se encuentra en el estado ‘i’ en la
edad x. En el modelo propuesto consideramos las siguientes
intensidades de transicion.

i am

,uf‘:hm——“p'r pm o= lim A
1=0' f 1=0" t

ict im

i . / Xz i : li P .z

@ o=hm-—"- u" =lm-—=
TR s t T s t

Asumimos que los anteriores limites existen y que las intensidades de
transicién son funciones continuas respecto x y z, esta tltima variable
en el caso de las transiciones del estado de invalidez.
Consecuentemente, las tasas instantineas del estado de actividad
solamente dependen de la edad, x. No asi las del estado de invalidez,
que, ademas, dependen de la duracion de la invalidez, z.

3. PROPIEDADES DE 1.AS PROBABILIDADES DE
TRANSICION

En esta seccion deducimos una serie de propiedades de las
probabilidades de transicién cuyo conocimiento resulta primordial
para después poder construir el sistema de ecuaciones integro-
diferenciales de Volterra que describe la dinidmica interna de la
operacién. Empezaremos considerando la transicién ¢ — a, asociada
a la expresion (3). Al respecto, la siguiente expresion ilustra ¢émo un
asegurado que se halla activo en la edad x puede alcanzar el estado de
actividad en la edad (x + 1), encontrandose activo o bien invélido en
una edad intermedia (x + r), siendo 0 < r < 1.

L P =Pr8(x+t)=a A S(x+r)=al/S(x)=a)+
+Pr(S(x+1)=anSx+r)=iaD(x+r)=z / S(x)=a) (11)

El primer sumando de la expresién (11) se refiere al caso en que el
asegurado se halla activo en la edad intermedia (x + r). Su desarrollo,
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de acuerdo a la relacién (1), conduce al resultado

(12). ﬁnal. recogido en

=Pr(S(x+¢)=a A Sx+r)=a/ S(x):a):

=Pr(S(x+ r)= alS(x)=a)- Pr(S(x+I):a/S(x+r):a AS(x)=a)=

=Pr{S(x+r)=a/ S(x)=a)- Pr(S(x+s)=a/ Sr+r)=a)=

et téit

= /l'AU,\' ’ /f—rp(+;- (12)

El segundo sumando de la expresién (11) contempla e] caso en que el
asegurado se encuentre invalido en la edad (x + ). La aplicacién de la
definicién general del proceso estocdstico semimarkoviano, recogida
por la expresién (1), conduce a la expresién (13).

=Pr{S(x+t)=a S{x+r)= iAD(x+r)=ze [0, r]/ S(x)=a )=

= J‘(;{Pr(S(x+ r)=inD(x+ r):u/S(x):a )
Pr{S(x+1)=a IS(x+7)=i A Dlx+r)=un S(x)=a )du =

= [Pr(S(x+r)=in D+ r)=ulS(x)=a )-
. Pr(S(;c-H):a /S(x+r)=i AD(x+r)=u ))du:

¥
il

— , i . ; ier .
0 fr—i p.\' #.Hr—u T p.l-‘—r—u‘f) : ,".\—.rp ‘ du (13)

A=t

Sumando las expresiones (12) y (13) obtenemos la relacién definitiva,

ae_ e 2 ’ aa tif ; i g .
I pr Ii'p.v ft—r P.\'Ti'+ J.“ fr—t p.\' -#.\'fr*ff " fu p,\ﬂ' -t Y -f!—l‘p du (14)

e

20

!" El resto de probabilidades de transicién definidas en la seccion

anterior se escinden de forma andloga. El resultado es el siguiente
conjunto de relaciones integrales.

r ; = i
ai __ aa ai aa g ai . i . is
It pX “rr px -y px+r + J‘O fr—u px Ju'err—u fu p.r+r—u.r) fi-r p.ﬁ-r.udu (15)

o am aa am
"fp;( - frp)( + fr P .ff—rpx+r +
r . = ]
an ai ii . in
+ 0 fr-u px : #xirr—n ‘I p.t+r—1|.0 /r—r'p,\'+r.u du (16)
@ ia o i . i
Py = Pt e Pasr t P e Paar zer +

ia

r ia cil i .
+j0 fr—u px.: 'u.\ﬂbu " p.Hrfu. 9] ft—r px+r, u du (17)

i _ ie at ii . il
it p,\-‘g - fp'p_r,: ) !rfrp_(+r + iy px, - fr—r p,H—r‘ :+r+

4 it i It fi
+j ﬁl‘—upx,: : u,r—r—u : i’up_\‘+r7u.ﬂ : f1—r p.(+f,n du (18)

0

im im it ]

am if
"’pr‘: = i'rp\ -+ frp,r.: Y o=r Posr + Ir px,:' fr—r Prircar

" iu ai i . in
+ J-U fr—u p\'.: : Ju.IJrrﬂ.' "l pt+f’—!(.() fr—r pxd—r.u du (19)
;; 214 m
‘1 p-\' = l'l‘p : ((‘—1'p_l;+r (20)
i i ii _
it pl‘,: = Pz rier Paar i (21)

Obsérvese como las probabilidades de transicién de permanencia
ininterrumpida, recogidas en las expresiones (20) y (21) son
perfectamente escindibles, a diferencia del resto. Notese, cémo la
suma de probabilidades de transici6n, tanto del estado de actividad
como de invalidez suman 1.
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4. ECUACION CARACTERISTICA DEL MODELO

El conocimiento de la ecuaci6n caracteristica del modelo resulta
primordial para conocer la relacién existente entre las probabilidades e
intensidades de transicidn que intervienen. Asociada a cada transicién
definida, tendremos una ecuacién, que obtendremos por
diferenciacién de la probabilidad de transicién correspondiente.

Empezaremos considerando la transicién « —a, asociada a la
expresion (3). Diferenciamos ,, p* respecto al tiempo, posteriormente

dqa
v

i

sustituimos ,,,,, p.° por la expresion (14), anteriormente deducida.

X

ad aa we
d(,,p] ) rea Py T Py

= lim =

dt A0 At

r - .
el 2743 ol [#3 i ftf [2rey
L o oiaPont .[(J e P Moy P AP e du — 1Py
= lim =
At =0 At

1 ad _ i
— ."A{p,r-H ! tict i i R 1A p_[”,‘“
+J:) tu P -lurﬂ " Iupxﬂ—u.() + lim —"du

_ et 1'
= -lim
1P A5 Af

A0 At

; i . = .
— aa . ar (23] (7] . ot . " . fid
- Ir p.r (Ju'xﬂ +ﬂx+f )+ J'(] li—u p,\- #Hr—u fu p.ur—n.f) Iu,r+r.u du (22)

Andlogamente, obtenemos las ecuaciones integro-diferenciales
correspondientes a las probabilidades de transicién (4) y (5).

d «“ :
(“ Py ) = p:m 'Ju_:irr-

dt
! el ai i (}J 7 in
+J.() ft—u px 'lux+t7u 'y p.H—I—h‘.U ' X+t + lu',rlr.a ) du (23}

o

A VL PRy SATRRUVTERLS LAFES T Ly ITELAISL-RS TUTTE ITAETVE AT LIATIRIRE F Jiricl Tives

——d(“;fm) =P R

ai

3 b ,
aa i m
+J-0 ft—u px ' ul"i’r*u fu px+:—u,0 ' u,ﬂ-.r,u d'u

(24)

Las ecuaciones integro-diferenciales asociadas a las transiciones del
estado de invalidez se obtiene, de forma muy similar que las anteriores
ecuaciones, por sustitucién de (17) en la expresion resultante de
diferenciar la probabilidad de transicién correspondiente. El resultado
queda plasmado en las siguientes expresiones:

d(h pfrﬂz) — [ (}Jm unt

ii ia
1t £ x.z X+t + “Hr) + It px.: ) lurH.:H +

dt
13 . . - i
+ J-O fi—u pf?. : l"lf-’v-l—u " p.'(!-#!—u,l’) .u.IH‘u d'u (25)
d (.'1 p;r ) ? [ i 7
2/ e al i i€ im
T I p.(‘z : ﬂx-ﬂ‘ X p.{,; 0‘.(-{-."2 + Ju’x+r,: )
! i ] it ia im :

- I(J ft—u p:a' ! u;‘i!—u Y fu p,’:+ffil<(). (}lx-H. H + r"l,r-H, o )du (26)

d(“ pim ) . = .
X2 1273 ar i un
dt = /1 p.r‘g : #A‘:: + it p.x’.z - u.rﬂ‘.:—H +

t . . m .
a a m
+_[0 f1—u px.; ) u,r+.!—!t ' ’ lu,r-t—r,u du

fu p,'\’!-#rfih()
(27)

En el caso de permanencia ininterrumpida, tanto en actividad como en
invalidez, como resultado de la perfecta escindibilidad, obtenemos
expresiones mucho mds sencillas que el resto de las transiciones.
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El resultado es el siguiente sistema de ecuaciones integro-
diferenciales. El conjunto de ecuaciones (22), (23), (24), (25), (26),
(27), (28) y (29) constituyen el sistema de ecuacién general del
modelo planteado a partir del cual podemos conocer la dindmica
interna de las transiciones que lo componen. Las ecuaciones (22),
(24), (28) y (29) han aparecido deducidas de forma intuitiva por los
autores en los trabajos de CMIR12 (1991), aunque con algunos
errores en las expresiones finales referentes a las probabilidades de
transicién bivariantes desde el estado de invalidez, y en Haberman,
S. y Pitacco, E. (1999).

5. OBTENCION NUMERICA DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

En esta seccion obtendremos una expresién aproximada de cada una
de las probabilidades de transicién de la operacién tratada a partir de
la hipétesis fundamental de que disponemos de los valores estimados

de pu?, ue, u T y U 'f .. Su aplicacién requiere la fragmentacién

de la temporalidad t de una probabilidad de transicién en subintervalos
mas pequefios de amplitud 4. Cada subintervalo de tiempo, 7,, lo

expresaremos como ¢, =i - h, de tal forma que la temporalidad total
[0, #] puede representarse como sigue.

m
[S’I]ZU[tk—l’[k]
k=1

Fijamos las siguientes condiciones iniciales de entorno:

ad

aa a _
fig P, = 1 /1 Py = 0 1o Pec = 0

i @ id
It P = 1 Ity Pi: = 0 1, P.. = 0

El método que proponemos estd basado en la aproximacién numérica
de las expresiones integrales y diferenciales que aparecen en las
ecuacion general. Las expresiones integrales se aproximan mediante el
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r
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método de los trapecios mientras que las expresioncs diferenciales a
través de la siguiente expresion:

i i
[E px it p.t

n

donde i=a,im y j=a,i,m. Empezaremos considerando la

transicién a—a, asociada a la expresién (3). Aproximamos
numéricamente la derivada y la integral definida que aparece en la
ecuacion integro-diferencial (22).
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2 Lf -, P ﬂxﬂnﬂ, T, P x+1,—,..0 “xﬁm 1, 2 nu.\' it px.(] “X-HH, t,
"
r=t

Una vez sustituida la anterior relacién en la ecuacion (22},
correspondiente a su probabilidad de transicion 'y simplificando
obtenemos la siguiente relacion recurrente.
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aa ai am aa | b0 i g ia +
i, Px = (l_ h (}lm—r” +p’x+:” ))lr,, p. tT U, i, Pra Jux+r,, A

n-1 - . 5
it at . i . in . ] 30
+ 2 Lr I, pf ' u.wr” -1, It p.r+r,, -t,.0 u'n—:u. t, h ( )

Del mismo modo, obtenemos las siguientes ecuaciones recurrentes
asociadas al resto de probabilidades de transicién tratadas.
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Obsérvese cémo las probabilidades de transicién del estado de

actividad (30), (30) y (31) suman 1. De la misma forma, que lo hacen
las expresiones (32}, (33) y (34).

La implementacién informatica de las anteriores ecuaciones
recurrentes permite obtener los valores aproximados de las diferentes
probabilidades de transicion definidas. Cuanto menor sea h, mayor

serd la precisién de la aproximacién, del mismo modo que lo serd el
tiempo de computacién requerido.
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6. EJEMPLO NUMERICO

En esta seccién hemos realizado una pequefia aplicacién practica del
algoritmo numérico propuesto en NUEstro trabajo. Para, ello nos hemos
basado en las intensidades de transicién recogidas en el anexo del
trabajo. Los resultados obtenidos quedan plasmados en el siguiente
cuadro.

{ al i ia io
oo q." Ploy, Py, 25
30 0,00926 0,32266 0,83151 0,79534 0,72102
35 0,01058 0,29963 0,8L083 0,76838 0,6883
40 0,01314 0,27782 0,78584 0,73711 0,6503$
45 0,01617 0,26137 0,75617 O,TOOBVQ 0,6056
50 G,02087 0,25582 0,71871 0,65647 022281
55 0,02877 (0,26333 0,67381 0,60333 0,4 96é
60 0,04311 0,29050 0,61418 0,53783 0,41346

Tabla 1. Probabilidades y tasas anuales del modelo.

Las tasas anuales de invalidacién recogen el ndmero esperado_c’le
invalidaciones durante un afio y responde a la siguiente expresion
integral.

w.ai

d wa 4l
I!qx = ”.’upx ' y’ x+u du

; w:al

Los valores de pY crecen con la edad. Por su parte, g, decrece

hasta los 50 afios. A partir de esta edad, coincidiendo con el aumento
imi o i tendencia,

de la tasa de crecimiento p?', observamos un cambio de

pues los valores de g comienzan a crecer. Obsérvese como la tasa

anual de invalidacién sigue una evolucién muy similar a l_a Qe la
intensidad de transicién de invalidacion, representada en la siguiente
grafica.
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Edad

Grafica 1. Intensidad de invalidacicn

f;f)s dzlitos referepFes a las probabilidades de reactivacién reflejan
omo las probabilidades de reactivacién decrecen respecto tanto la

queda reflejado en la

edad como la duracién de |a invalidez. Tal como

tabla 2, la probabilid tem: i idacid
. poral de invalidac i
respecto la edad del asegurado. o cresiente con

et
it px
35 0.011519
40 0.014423
45 0.019826
50 0.027599
55 0.044523
80 0.074985
65 0.134239

P, N = .1 -

Tabta 2. Probabilidades de invalidacidn

7. CONCLUSIONES

La modelizacié s
elizacién a través de un proceso estocastico semimarkoviano

€s mé ilizacid
as potente que la utilizacion de un proceso estocéstico de Markov
Porque tiene en cuenta a mas variables

compleja, . Su aplicacién resulta muy

o, tanto estadisticamente (requiere de una experiencia
muy detallada) como matematicamente (su ecuacién

caracterist ; }
eristica  constituye un  sistema de ecuaciones integro-
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diferenciales de Volterra, en cambio, en un proceso estocdstico de
Markov son ecuaciones diferenciales de Chapman-kolmogorov). A lo
Jargo del trabajo hemos deducido las ecuaciones integro-diferenciales
que forman su ecuacién general. Su resolucién numérica nos ha
permitido valorar las probabilidades de transicién. El método
propuesto es totalmente novedoso y ofrece claramente una serie de
ventajas con respecto propuestas anteriores:

- Es trasladable a cualquier tipo de operacién actuarial que se
adapte al esquema de estados y transiciones del modelo
expuesto. Por ejemplo puede aplicarse en la modelizacién de
un seguro de dependencia.

- A diferencia de otros modelos como, por ejemplo, el
desarrollado por el CMIB (1991), no requiere de la asuncién
adicional de hipdtesis actuariales, muy restrictivas y ajustadas
a las caracteristicas particulares de la operacién actuarial
modelizada.

- La aplicacién de nuestro algoritmo permite calcular cualquier
tipo de probabilidad de transicién del modelo, lo cual, por
ejemplo, en el modelo presentado en el CMIB (1991) no es
posible, va que, algunas probabilidades como la probabilidad
de reactivacion no aparecen definidas.

- Algunas de las ecuaciones de las transiciones obtenidas en el
trabajo ya habfan aparecido en el CMIB (1991) aunque con
algtin error en las expresiones de las probabilidades bivariantes
de transicién como invélido. El modelo desarrollado en el
presente trabajo ha corregido estos errores.
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ANEXO

Para llevar a cabo el ejemplo numérico de la seccién 6, hemos
utilizado las intensidades de transicién estimadas por el CMIB (1991)
referidas para un periodo de carencia de 1 semana, para el cuadrienio
1975-78.

—1.798 +0.080844 - x —0.002686 - x* +0.000025 - x*

p=e
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RESUMEN

En este trabajo se pretende comentar la regulacién que sobre la
provisién de gastos internos, incluida dentro de la provisidn de
prestaciones, aparece en el vigente Reglamento de Ordenacion y
Supervision de los Seguros Privados de 20 de Noviembre de 1998,
aprobado por Real Decreto 2486/1998, que sustituye al anterior
Reglamento de Ordenacion del Seguro Privado de 1 de Agosto de
1985 donde no aparecia esta provision.

Ademas, se ha pretendido desarrollar un método de cilculo para la
misma, ya que quiza por su novedad o por su relativa menor
importancia, no ha sufrido un desarrollo tan importante en la
elaboracién de métodos de calculo como el experimentado por las va
conocidas provisiones para siniestros pendientes de pago o liquidacién
y siniestros pendientes de declaracion.

PALABRAS CLAVE

Provisién de gastos internos; distribucién del tiempo de liquidacion de
siniestros; distribucion exponencial ponderada; distribuciéon gamma;
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