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Programaciéon Lineal-Método Simplex
Por D. Francisco Busquets.

Conferencia desarrollada en las Sesiones Cientificas  del Seminario
de O. R. (Operations Research) de la Delegacién de Barcelona del
Instituto de Actuarios Espafioles, el dia 27 de febrero de 1957.

1. La Programaciéon Lineal como problema matemdtico.

1,1. En su aspecto matematico la programacién lineal
se reduce siempre al signiente problema:

Determinar los maximos de la funcion lineal de n va-
riables

Z = Cihy + €Ay L e + Cohn [1]

condicionados al sistema de m ecuaciones lineales

A+ apAs 4+ .. 4 Ak = by
32‘111 + a:m)q —|— ...... + agnku = bg

T R R T R S N R R TR

‘Nlamadas relaciones o ecuaciones de vinculo, y a las inecua- -
ciones

NS>0 para i=12 ... , n - (3]
siendo n > m.

1,2. Pueden presentarse algunas variantes de dicho pro-
lema, pero en todos los casos ligeras modificaciones con-
ucen al problema general. Tales son:

- a) Determinar el minimo de Z, en cuyo caso basta ha-
llar el maximo de la funcién

Z=—c1)\1—02)\2— ...... —%kn
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es decir, de la funcién lineal que resulta dé cambiar
los signos de los coeficientes.

b) Que alguna de las relaciones de vinculo sea una in-
ecuacion, bastando entonces introducir una nueva
variable (), que en la funcién a maximizar inter-
vendra con coeficiente cero o negativo de alto valor
absoluto, segun los casos, _

Asi, por ejemplo:

ayh 4 Aghe 4 e + apeha € by
i -+ apis + ... + apin S b,
se convierten, respectivamente, en
apll]_ —i"‘ awlz + ------ + ap,_,ln —I— p' - bp
apl)\l + aljzlg + ...... ‘I" apnln e tJv = bp

2. Objeto de la Programacion Lineal.

2,1. La Programacion Lineal tiene por objeto buscar la
mejor forma de distribucién de unas disponibilidades dadas
entre diversas aplicaciones posibles, deniro de un criterio
de preferencia, siempre que dicho criterio y la distribucién
puedan expresarse mediante ecuaciones lineales.

2,2, Uno de los problemas tipicos de la programacién
lineal es el de Hitchcock, que puede representarse por el
siguiente esquema:

Aplica-
ciones
Dispo- A, A Ll A,
nibilidades
D]_ k];:l )\1'9, ..... R >\1q
Dz )\21 )\27, ...... }\gq
D, Xpl Apz ceneee Apa

Siendo Ay la cantidad de disponibilidad Dy que se destina a
la aplicacion A..
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El niimero de variables es p - ¢ y las ecuaciones de vincu-
lo resultan de sumar las filas y las columnas del esquema.
En efecto, si representamos por el propio simbolo D, la can-
tidad de disponibilidad D, y por A, el‘total de disponibilida-
des distintas aplicadas a la aplicacién’ Ak, las ecuaclones de
vinculo seran:

7\11 + )uz + + llq = D,
l21 + )\92 + ...... + )\211 == Dg
At Ap A e 4+ Apg = D,
)&11 + k21 + ...... + kp:_ = A]_
)\12 + )\2'2 + ...... + lpz — Ag
Mg+ Asg A+ oeeeens 4 Rpg = A,

Es decir, p + g ecuaciones en total, de las que una de ellas,
por lo menos, es combinacion lineal de las demas. Se obtie-
nen, pues, como maximo, p + g — 1 ecuaciones linealmente
" independientes, nlimero menor que p - g.
{Debemos hacer observar que algunas de las relaciones, es-
pecialmente las que resultan de sumar las filas del esquema,
pueden ser inecuaciones de la forma

ya que, en muchos casos, la solucion deil problema no exige
- que se agoten todas las disponibilidades.)-
: Y la funcién a maximizar (o minimizar) sera:

Z = cll)\.u_ + 0112113 + ...... + Cm))pq

‘Como puede verse, los problemas tipo Hitchcock se ca-
terizan por intervenir las varlables solamente con los coeﬁ-
entes 1 6 0 en las relaciones de vinculo.

Veamos algunos ejemplos de este tipo de problemas:
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22-1. De abastecimientos. — Distribucién en cantidades
especificas de disponibilidades de unas mercancias entre va-
rios puntos de destino, al menor coste de transporte posible.

Criterio de preferencia: minimo de la funcion Z, con coe-
ficientes cy que representan el coste unitario de transporte
desde el lugar de disponibilidad D, al de destino A,.

2,2-2. Productividad de la mano de obra—Distribucion
de cantidades disponibles de distintas clases de mano de obra
en la fabricacién de diferentes productos posibles de rendi-
miento conocido, para obtener el maximo beneficio.

Criterio de preferencia: maximo de la funcién Z, con coe-
ficientes cw. que representan el rendimiento del producto A,
por cada hora-hombre de la clase Dy a él dedicada.

2,2-3. Productividad de las mdquinas. — Distribucion de
tiempos de trabajo de distintas maquinas en la fabricacion
de diversos productos posibles, para obtener ¢l maximo be-
neficio.

Criterio de preferencia: méiximeo de la funcion Z, con coe-
ficientes ¢ que representan el beneficio que se obtiene al de-
dicar cada hora-maquina D, a fabricar el producto A,.

2,2-4. Otro problema de productividad consistiria en de-
terminar la mejor distribucién de unas primeras materias da-
das en la fabricacion de distintos productos posibles para
obtener el mayor beneficio. Igualmente originan problemas
de este tipo la inversion de diversas disponibilidades finan-
cieras, el repartir la produccién entre diversos fabricantes
que monepolizan unos mercados de capacidades de absor-
¢ion conocidas, para minimizar el ¢oste total, ete, ’

2,3. Existen tipos de problemas dentro de la programa-
cidn lineal mas complejos que los de Hitchcock, en los que
los coeficientes de las variables en las relaciones de vinculo
son, en general distintos de 1y 0, como, por ejemplo, cuando
se conocen las proporclones en que las disponibilidades se
emplean conjuntamente en distintos procesos de fabricacién
y se trata de obtener cantidades de productos de coste total
minimo ¢ rendimiento maximo.
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2,4. El criterio de preferencia puede ser en algunos pro-
blemas, probabilistico, es decir, que los coeficientes en Z de
las variables sean probabilidades v la propia Z una esperan-
za matematica a maximizar (o minimizar).

3. Método Simplex.

El Simplex es una forma mecanica de resolver, por apro-
ximaciones sucesivas, el problema matematico que hemos
enunciado al prineipio. Tuvo su origen v fundamento en el
estudio de los angules poliédricos convexos —ejemplo de la
aplicacién practica de una elucubracién geométrica que du-
rante muchos afios fue considerada como mera especulacion
cientifica—, pero puede demostrarse por un camino pura-
mente analitico.

Con la notacion matricial, el problema planteado se ex-
presa asi:

max. Z = [¢]x -

. Ax - Po
Xj > 0 j = 1, 2, ...... n
siendo:
Ay veiann am
A= iininnnn,
: YOO Qmn
Aq bx
A= : Po = |y m<n
[ Xa by

También puede expresarse la maftriz.A mediante sus co-
lymnas, cuyos vectores répresentaremas por Pi, Po, ..., Py, es
decir: ; c ,

A= [P, ....P... Poa Pays ... Pe... P;]

Suponiendo que el sisterna de ecuaciones de vineulos es
reducido —si no lo fuera prescindiriamos de las ecuaciones
linealmente dependientes—, 1a caracteristica de la matriz A
sera m y podremos ordenar los términos de las ecuaciones
de tal manera que el menor principal sea

PP, ... Py ... Pu| #£0 [4]
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Partamos de una solucién de base del sistema [2], es de-
eir, de la soluciéon que resulta de igualar a cero las n — m
variables imdependientes

)\m+15 lm-}-r.z, R N )\n

(Debe ser tal, que ninguna de las variables dependientes re-
sulte menor que cero; caso conirario deberiamos partir de
oiro menor de orden m no nulo de la matriz A, y de no exis-
tir el que proporeionase s6lo soluciones positivas, el proble-
ma planteado no tendria solucion posible.) Supongamos que
tal solucion de base es:

y da a la funcién a maximizar el valor Z = [¢{]X.

Dicho valor serdA méaximo si hemos acertado a dar con
una solucién déptima, es decir, con una solucion del sistema
de ecuaciones de vinculo que dé a Z un valor no superado
por los que le dan las demas soluciones no negativas posibles
de dicho sistema, perc lo frecuente es que no sea asi. Para
contrastar este extremo, caleularemos el valor de Z para otra
solucion del sistema, por ejemplo, la que resulta de hacer
Ay > O (siendo Vyuna de las variables arbitrarias). Sea la
nueva-solacion - e o ‘e
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e

Y
=] 0

Xk

Lo |
para la cual la funcién toma el valor
ZI — [c-i] )\I

que comparada por diferencia con la anterior dara:

------------

Z -7 =[a] O — ) = 0

............

Se dira entonces que la introduccion de Ay > 0:

es conveniente, si 'Z — Z' < 0
no es conveniente, si Z — Z' > 0
es indiferente, si Z — 7' = 0

La determinacion a priori del signo de dicha diferencia
para cada ‘valor posmvo dado a las vanables de subindices
k =m+4 1, m + 2 ..ﬁ..',.; n, Nnos permltu'a determinar si
existe 0 no alguna varlable arbitraria que, a2 los efectos de
mejorar el valor de Z, conviniere introducir. Este va a ser
"puestro primer objetivo.
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Sabemos que las colymnas de la matriz A son combina-
cion lineal de las que forman el menor [4], es decir, para
i=12 ...,m,..,n:

Pi = X11P1 + anpz + . + Xm[Pm
siendo alguna x, # 0 (obsérvese que para i = 1, 2, ..,, m,
s6lo uno de .los coeficientes sera distinto de cero, el de P;,
precisamente, que sera igual a la unidad). Luego dicha ma-
triz puede escribirse:
A=[P, P, ..P.. P (IX]
siendo I la matriz unidad de¢ orden m y

Xim4z --vere Xk eevsas Xin l

X =] ioeiiiiriiiiiiniiiii,

Y dado que el sistema [2] se verifica para los dos conjun-
tos de valores A y A" que hemos dicho, podremos escribir:

I

P P, ...... P.] [IX] & = P,
P, P, ...... P.] [IX] X = P,

|

y por ser el primer factor una matriz cnadrada no singular,

[IX] - [p1 Pz ...... Pn;]hi Pn
[IX] == [P1 pg . ..... Pm]_—l PO

de donde se deduce la 1gua1dad de los primeros miembros.

_ Efectuando por separado los prodnctos que constltuyen
djchos primeros mlembros, despues de particionar conve-
nientemente las matnpes, esulta
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L)X » | =1

N

I
X[ % | =
1; m

0

N

0

(
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A

M

[ |

)\,] ]

M|+

Moo

e
+ X0 = ):1
|
Xix N
M|l B
| Xk |

de donde, igualando y trasponiendo términos, .

- Xmk
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Volviendo a la diferencia de valores de Z, resultara

...............

---------------

Z-— 7 = [ ... Cj ... Cny cm.;J e Ck e €] - - =

Xik

= [(3-1 ere G4 oen Cm] Xix R'k _ Ckl’k = z’k(Zk —_ Ck) = )\’kwk

habiendo hecho Z, = ¢;X:x + ... + Xy L.+ CoXme; valor
facil de determinar para cada valor de k si se conocen los
términos de la matriz X, de calculo laborioso pefo posible, y

Xa |

wy = Zp — Cx

{Es facil ver que:

wm-{-l s -

0y

H
3

yw1=w2= "‘;=me= 0),\5

’ § A P . ! )
El que sea o no conveniente introducir A’y > 0 se ha re-
ducido, pues al signo de w, v, si éste es negativo, el beneficio
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es tanto mayor cuanto mayor sea A’y Obsérvese, no obstante,
que las inecuaciones A’; > 0 limitan las posibilidades de cre-
cimiento de dicha variable, por cuanto de la igualdad [5]
resulta:

k,i = li . Xikklk para i= 1, 2, veey Ty oy Iy [6]

y, para valores positivos de xy., al crecer desde cero 1’y al-
canzard un primer valor para el que serd nula alguna de
las A%, cuando esto ocurra habremos obtenido el maximo va-
lor con que es posible introducir A’y y, a la vez, habremos
legado a otra soluciéon de base del sistema [2], en la que
X = 0 (en el supuesto de que haya sido ésta la primera en
anularse) formara parte de las variables arbitrarias y A’y de
las dependientes, con-valor

Estamos ahora en condiciones de describir la tabla del
Simplex, es decir, la forma practica de distribuir los valores
y realizar los calculos de las w,.

Con la solucién de base de que partimos y los valores de
la matriz [IX], que para X deben calcularse como solucio-
nes de los sistemas determinados

Py = PiXux + PoXexr + ... 4+ PuXm

que se forman ‘al dar a k los valores sucesivos m +- 1, m + 2,
..., I, se confecciona la siguiente tabla del Simplex:
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=3 eer Aqy e ﬁ+q.q.s

0 0

0

:N, 1uN«... F+ENEUHHEN ver dp |-.AN e NU”NN

ﬂuu—N

:mun ave Mﬂﬂm e ﬁ+Sﬁ,vh

ULy e+ TR -+ T+WIy

:ﬁ— &Mﬂ e a;_n.._dnH

g |

ﬂ—o one MU R d.‘._n:.—Q

b

Wy
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En la practica las lineas B y D contienen siemapre los
simbolos P; sin traduccién numérica, y sirven para indicar
el orden en que se toman las variables,

Si todas las diferencias wy = Z, — ¢, para k = m + 1,
.., I, son positivas, sabremos que no puede mejorarse el va-
lor de Z introduciendo, con valor mayor gue cero, alguna de
las variables arbitrarias; habremos, por lo tanto, hallado
una solucién optima. Si alguna de dichas diferencias es ne-
gativa, la introducciéon de la variable que corresponda a la
diferencia negativa de mayor valor absoluto ) (supongamos
que ésta es wy) en la solucion de base, mejorara el valor de Z.
El valor maximo, X'y, que podamos dar a dicha variable es,
como hemos dicho antes, el que anula una de las variables de
la base sin variar el signo de las demas. Para determinar Ay
habida cuenta de las relaciones [6] que, como maximo, de-
ben anularse, formaremos los cocientes:

Ay A Ar Am

Xax Xog Xrk Xmk

(s6lo son necesarios los cocientes de divisor xiz > 0) el menor

Ar
de ellos (suponemos como hemos dicho antes, que lo es )
Xk
sera el valor buscado, es decir, tomaremos Ay = que,
x-z'k
junto con los deméas valores de las variables X;, ..., Mr—o,

- XNrt1s -..s Nm proporcionados por [6], constituira la nueva
solucion de base con la que podremos formar una nueva ta-
bla del Simplex.

Los valores de la matriz X’ de la nueva tabla pueden ha-

llarse por férmulas de recurrencia analogas a las que han
proporcionado los valores de A’;. Veamaoslo.

(1) Para progresar mas rapidamente, deberemos tomar como va-
riable a introducir en la nuevd solucién de base la que, para el
‘valor ®, negativo, proporciona un mayor producto X, ®,. El mayor
bajo que representa buscar eéte producto se compensa al ahorrar
blas sucesivas del Simplex:
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El menor correspondiente a la nueva base sera:

P,P, .. P, Py ... P P,

y, por lo tanto, para i = 1, 2, ..., n, tendremos:

[ 'y W

’
Xy

Pi S [P1 Pr_l Pr+1 Pm‘Pk] X'r+11 =

i xlmi

| 2w

X'y

’
Xr—u1

=[P ... Peei Py oo Po) | @i | + PiXu

X mi

Con la antigua base teniamos:

X4 .1

P, = [P, ... P._P|;P

TH41 sen Pm} Xri -




— [P see Pr—-l Pr+1 rer Pm] : Xrtut

y, también,

Pk = [P1 eee Pr_'l P!-+1 ovs Pm]

Igualando los valores de P, sustituyendo P, traspasando to-
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M
"
)
-
4

N

Xm1

Xak 1

Xr-1k
Xr41r + Prxrk

.

L ka

dos los términos al primer miembro y reduciendo, queda:

[P, ... Pi_y Pipy ... Pyl

+ Pr Xex Xa — Xu) = 0

de donde, identificando:

Xy + X X' — Xy =
paraj=1,2, .., r —1Lr 4 1, .., m)

X1y + Xk X'm — Xu

Temeeseada vrvsvaamrrean ssrerrsaaa

I Prradanmmmrsea tassssavvarreansens

’ ,

Xt + Xre1k X'ei — Xr—ni
y ’

X411 + Xrtixk X' — Xegus

| X't + Xk X'xt — X

’
y Xee Xy — Xey = 0

+ P;Xrl
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es decir:
s Xry ’ ’
X — ——— y Xjt = X3 — Xygx X'y
Xrk
Los valores de ’; pueden determinarse también a partir
de los ©; en efecto:

Wi =2 —ci=c Xy + ... +C-1Xru+
+ Crga X/r+1i + oot Xt X — =
= CXy — X Xu) + ..+ Coa(Xeen —
— X X)) + CGpilFrin — X Xequw) +
4+ o+ (Xt — X X)) + G Xy — &+
+ cr(xri - X,ki Xl'k) =
(obsérvese que este sumando vale cero)
Zj ~- & — X'ki(Zk —_— C]‘) - ; — X’ki Wy

Si representamos o; por x,; (10 que equivale a considerar
H como 1a fila cero de F), podemos escribir, en general:

’ - ys

X'mi =— Xmi — X xiXmk
’

X5 = Xot — X't Xox

En la nueva tabla puede suceder que, para todos los va-
lores posibles de 7, sea w’y > 0, en cuyo caso hemos llegado a
una solucién éptima (por cuanto no existira ninguna varia-
ble independiente cuya introduccion en la base pueda me-
jorar el valor de Z’), o bien, que sea «w’; < 0 para alguno de
los valores de i, lo que indicara que se impone tomar una
nueva solucion de base, con la sustitucion adecnada de va-
riables, para formar otra nueva tabla del Simplex. Asi se
procedera con sucesivas tablas, hasta encontfrar aquélla que,
para todo i, tenga @ ; > 0. El nimero de tablas a confeccio-

m
nar sera, evidentemente, ( )
n

(1) Para lo que sigue, las expresiones w;, Ay, Z, etc., sxgmﬂcarén
valores de la ultima tabla del Simplex.




41

Obtenida una tabla del Simplex sin omegas negativos (en
lo que sigue prescindiremos -de las w; correspondientes a las
variables dependientes de la base, para las que sabemos que
dichos valores son nulos) puede ocurrir: '

a) ‘Que todos los valores ®; que consideramos séan ma-
yores que cero, lo que significara que el problema no tiene
mas que una solucion 6ptima, la de base, que corresponde
a dicha tabla,

b) Que haya algin w; = 0, lo que significard que existen
varias soluciones de base posibles, tantas como omegas nulos
mas unag, porque cualquier variable arbitraria A, con ®; nulo
puede sustituir a una de la base sin alterar el valor de Z,
constituyendo otra solucion de base. Todos estos éptimos de
Z, que son soluciones de base, se llaman soluciones dptimas
fundamentales del problema, para distinguirlas de las dpti-
mas derivadas, que son las que tienen distintos de cero los
valores de mas de m de las variables };, v pueden obtenerse
de dos formas distintas: Como combinacion lineal de algunas
de las soluciones o6ptimas fundamentales, con coeficientes
k., ks, ..., k, cualesquiera que verifiquen la igualdad k, +
+ k; + ... + k; =1, o0 bien dando a alguna de las variables
independientes con w; = 0, un valor A, > 0 intermedio, para
que las de la base no tomen valores negativos o nulos.

Resumiendo:

Si podemos confeccionar una primera tabla del Simplex,
el problema de la programacién lineal tendra solucidon:

— Unlca, si la tabla que proporciona la solucidn optima
de base no contiene mas ceros en la fila H que los ¢o-
rrespondientes a las variables de la base.

— Multiple, si existe en la fila H algun otro cero. En este
caso, tendra tantas soluciones optimas fundamentales
como resulte de aumentar una unidad al nimero de
ceros de la fila H correspondientes a variables inde-
pendientes, e infinitas soluciones Optimas derivadas.

" nes, fundamentales o derivadas, por no ser enteras, no
tengan significado econdmico en ciertos problemas).

4

(Aunque puede ocurrir que alguna de_dichas solucio-- - - - -
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4. Simplificacion de los cdlculos.

El calculo verdaderamente engorroso del método expues-
to, es el de los valores de la matriz X de la primera tabla del
Simplex. Cuando se trata de problemas tipo Hitchcock, pue-
den determinarse los términos de dicha matriz por un siste-
ma de tanteos bastante facil, por cuanto las columnas del
menor principal solo contienen las cifras 0 y 1, pero en pro-
blemas de otro tipo hay que resolver n — m sistemas de
ecuaciones con coeficientes diversos.

Podemos, no obstante, eludir dicho calculo mediante el
artificio de afiadir variables adicionales a las relaciones de
vinculo, una variable distinta para cada relacién, en la si-
guiente forma:

pq + “ar —|— anll + arz)\:z + SN + amkn - h'l
i, + s + 331)\1 + agz>\:2 + P '-'— a&nxn =S bz

cuyas variables entraran en la funciéon a maximizar con coe-
ficientes cero o negativos de alto valor absoluto ¢}, segiin que
en el problema propuesto pueda o no tener sentido el que
algin 4, entre con valor distinto de cero en la solucion o
soluciones optimas.

Podemos entonces partir de la siguiente soluciéon de base
del sistema

15 :bl

tts = b, .

............ AM=0(parai =1,2, ..., n)
Pﬁn:bm

(1) En este tltimo caso basta designar con el simbolo —M a di-~ ~
chos coeficientes y considerarlos superiores en valor absoluto a cual-
quier nfimero que intervenga en el calculo.
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<l menor principal, que es el correspondiente a esta solucion,
tiene la forma

10.... 0
01 ... 0|
............... |=1
00 . 1]

por lo que la matriz X coincide con la A y los valores de las
filas G y H se calculan facilmente,

Con ello se aumenta considerablemente el niimero de va-
riables asi como el nimero de tablas a confeccionar, por
cuanto todas o casi todas las variables tomadas en la primera
base tendran que eliminarse una a una para legar a una
solucién 6ptima fundamental, pero el mayor trabajo que esto
representa queda sobradamente compensado por el que se
ahorra de entrada, especialmente si se emplea una calcula-
dora electronica, instrumento indispensable para la mayor
parte de problemas que se presentan en la practica, dado €l
gran nimero de variables que acostumbran a intervenir.




