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Programación Lineal-Método Símplex 
Por D. Francisco Busquets. 

i, 

Conferencia desarrollada en las Sesiones Científicas - del Seminario 
de O. R. (Operations Research) de la Delegacibn de Barcelona del 
Instituto de Actuarios Españoles, el día 27 de febrero de 1957. 

l. La Programación Lineal como problema matemático. 

1,l. En su aspecto matemático la programación lineal 
se reduce siempre al siguiente problema: 

Determinar los mhximos de la función lineal de n va- 
riables 

Z = c,X, + & A ,  -+ . . . . .. + c&h, [U. 
condicionados a1 sistema de m ecuacíones lineales 

..........B...... Y . . . . . . . . . . . . . . . , , , . . . . . . . .  ........ 
a& + a,A -f- ...... + a,,X, = b, 

'llamadas relaciones o ecuaciones de vificulo, y a las inecua- - 

O para j = l , 2  ,......, n - [3I 
n > m. 

Pueden presentarse algunas variantes de dicho pro- 
pero en todos los casos ligeras modificaciones can- 

al problema general. Tales son: 
Determinar el mínimo de 2, en cuyo caso basta ha- 
llar el maximo de la función 



es decir, de la función lineal que resulta de cambiar 
los si,gnos de los coeficientes. 

b) Que alguna de las relaciones de vínculo sea una in- 
ecuación, bastando e.ntonces introducir una nueva 
variable (p.), que en la función a maximizar inter- 
vendrá con coeficiente cero o negativo d.e alto valor 
absoluto, según los casos, 

Así, por ejemplo: 

...... aPlX1 + b X ,  + + a,,&n 4 b, 

...... a,,Xl + a& + + a& 3 bD 

se convierten, respectivamente, en 

2. Objeto de Ia Programación Lineal. 

2,l. La Programación Lineal tiene por objeto buscar la 
mejor f orrna de distribución de unas disponibilidades dadas 
entre diversas aplicaciones posibles, dentro de un criterio 
de preferencia, siempre que dicho criterio y la distribución 
puedan expresarse median te ecuaciones lineal es. 

2,2. Uno de los problemas típicos de la programacidn 
lineal es el de Hitchcook, que puede repraentarse por el 
sidguiente esquema: 

Siendo hhk la cantidad de disponibilidad Db que se destina a 
la  aplicación Ak. 

Aplioa- 
ciones 

Dispo- \ nibilidades 
...... A, A,, A, 



El número de variables es p q y las ecuaciones de vhcu- 
lo resultan de sumar las filas y &&S' columnas del esquema. 
En efecto, si representamou por el pmpio símbolo D, la can- 
tidad de disponibilidad Di y por Ak &l'<total.de disponibilida- 
des distintas aplicadas a la aplict1d6n' A;, las ecuaciones de 

.- , . 1. vinculo serán : 

Es decir, p + q ecuaciones en total, de las que una de ellas, 
por lo menos, es combinación lineal de las demás. Se obtie- 
nen, pues, como mlximo, p + q - 1 ecuaciones linealmente 
independientes, número menor que p q. 

(Debemos hacer observar que algunas de: las relaciones, es- 
pecialmente las que resultan de sumar les filas del esquema, 
pueden ser inecuaciones de la forma 

k, 
1. ya que, en muchos casos, la solución del problema no exige 

se agot,en todas las disponibilid,ades.) 
, -  Y la func-ión a maximizar (o minimizar) sera: 

z = c , , L  + ~ r L 3  + - m - . a .  + cpcJpg 

- Co,mo puede verse, los problemas tipo Hitchcook se ca- 
terizan por intervenir las variables solamente con los coefi- 
tes 1 6 O en las relacio& de vinculo. 

Veamos algunos ejemplos de este tipo de problemas: 



32-1. De abastecimientos. - Distribución en cantidades 
específicas de  disponibilidades de unas mercancias entre va- 
rios puntos de destino, al menor coste de transporte posible. 

Criterio de preferencia: mínimo de la función 2, con coe- 
ficientes  c.^ que representan el coste unitario de transporte 
desde el lugar de disponibilidad Dh al de destino Ak. 

2,242. Producfividad de la mano de obra .-Bis tribución 
de cantidades disponible& de distintas clases de mano de obra 
en la fabricación de dikrentes productos pos,ibles de rendi- 
miento conocido, para obtener el máximo beneficio. 

Criterio de preferencia: mhximo de la función 2, con coe- 
ficientes cm que representan el rendimiento del producto Al, 
por cada hora-hombre de la clase Dh a él dedicada. 

2,2-3. Productividad de las máquinas. - Distribución de 
tiempos de trabajo de distintas máquinas en la fabricación 
de diversos productos posibles, para obtener el máximo be- 
neficio. 

Criterio de preferencia: máximo de la función 2, con coe- 
ficientes csr que representan el beneficio: que se obtiene al de- 
dicar cada hora-máquina & a fabricar el producto Ak. 

2,24 Otro problema de productividad consistiría en ,de- 
terminar la mejor distribución de unas primeras materias da- 
das en la fabricación de distintos productos posibles para 
ob te.ner el mayor beneficio. Igualmente originan problemas 
de este tipo la inversión de diversas disponibilidades finan- 
cieras, el repartir la  producción entre diversos fabricantes 
qu-e monopolizan ' unos mercados de capacidades de absor- 
ciQn conocidas, para minimizar el ébste totrrl, etc. 

2,3. Existen tipos de problemas dentro de la programa- 
ción lineal mas complejos que los de Hitchcock, en los que 
los coeficientes d-e las variables en las relaciones de vinculo 

. son, en general, distiptos de 1 y 0, como, por ejemplo, cuando 
se C O ~ O C &  ' l a s  proporciones en que las disponibilidades se. 
.emplean bnjiint8mente en distintos procesos de fabricación 
y se trata de obtener cantid.ades de. pro,ductos de coste total 
mínimo Q rendimiento máximo. 



2,4. El criterio de preferencia puede ser en algunos pro- 
blemas, probabilistico, es decir, que los coeficientes en Z de 
las variables sean probabilidades y la p~opia  Z u.ua esperan- 
za matemática a maximizar (o minimizar). 

3. Méfodo Simples. 
El Simplex es una forma mecánica de resolver, pdr apro- 

ximaciones sucesivas, el problema matematico que hemos 
enunciado al principio. Tuvo su origen y fundamento en el 
estudio de los Bng@m poliédricos convexos -ejemplo de da 
aplicacion práctica de una elucubracidn geométrica que du- 
rante muchos años fue considerada camo mera especulaci3n 
científica-, pero puede demostrarse por un camino pura- 
mente analítico. 

Con la notaci6n matricial, el problema planteado se ex- 
presa así: 

max. Z = [Q] X - 

AX = P o  
Xj 3 O j = 1 , 2 ,  ...... n 

siendo : 

. También p u d e  expresqee.. .la .--*.: A xqediante SUS CO- 

lymnas, cuyos vecfores .r&pzeymkremus gor p,, e,, ..., P., 
decir: . ! .  , .  , 

# .  

A = [P, . a .  .Pi B.. -Pm+, . A .  Pk ... Pd 
Suponimdo que el sistema de ecuaciohes de vineulos es 

reducido -si no lo fuera prescindiriamos de las ecuacionas 
- linealmente dependiente's-, la característica de la matriz A 
' 

será m y podremos ordenar los términos de las 'cuaciones 
i:. de tal manera que el menor principal sea 



Partamos de una sdueión de base del sistema [ 2 ] ,  es de- 
cir, de la solucibn que resulta de igualar a cero las n - m 
variables imdependientes 

L+i, X m + a  X n  

(Debe ser tal, que ninguna de las variables dependientes re- 
sulte menor que cero; caso contrario deberiamos partir de 
otro menor< de orden m no nu'lo de la matriz A, y de no exis- 
tir el que propomionase sólo soluciones positivas, el proble- 
ma planteado no tendría solución posible.) Supongamos que 
tal solución de base es : 

y da a la función a maximizar el valor Z = [ei] 1. 
Dicho valor será máximo si hemos acertado a dar con 

una solución óptima,; es decir, con una soilución del sistema 
de ecuaciones de vínculo que dé a Z un vaior no superado 
por los que le dan las demas soluoioones no negativas posibles 
de dicho sistema, perd :lo frecuen'fe es quex no séa así. Para 
contrastar este extremo, calcularemos el valor de Z para otra 
solucidn d,el' sistema, por 'ejemplo, h que resulta de hacer 
A'k > O (siendo rL'i;ama .de las variables arbitrarias). Sea  la . . n u e v a - ~ o ~ u & & ~ ~ ~  , , l . : ; : .  k . i I . 4 i  ,., ; 

. - - . -  - í r ~  ; '. .!. $; ,; . -  . I .  ' .  

a '. \ I . . : <  , '  . .  . - t .  * ;  . , 



para la cual la función toma el valor 

2' = [&]Y 

que comparada por diferencia con la anterior dará: 

Se dirá entonces que la introducción de Yk > 0: 

es conveniente, si .Z - 2' < O 
no es conveniente, Z - 2' 9 O 

es indiferente, si Z - 2' = O 

La determinación , . . , :  . ,. a p*rí del signo de dioha diferencia &a eaba valor pósitivó , ,- dad& . i las variables d,e subindices 
. . ,- 

'= ,+ +, 1, m + 2, ......., n, n& peirnitirh determinar si 
te' o no afguna van'ábie akbitraria que, a' los efectos ¿le 

r el valor de 2, conviniere .introducir. Este va a ser 
 prime^ objetivo. 



Sabemos que las cdymnas de la matriz A son combina- 
ciOn lineal de las que forman el menor [4], es decir, para 
i =  1, 2, .... m, .... n: 

siendo alguna xri # O (obséwese que para i = 1, 2, .... m, 
sólo uno de .,los coeficientes será distinto de cero, el de Pi, 
precisamente, que será igua-1 a la unidad). Luego d-icha ma- 
triz puede escribirse: 

siendo I la rnatriit unidad ,de orden m y 

Y dado que el sistema [2] se verifica para los dos conjun- 
tos de valores A y X' que hemos dicho, podremos escribir: 

[.P, P, ...... Pi] [m] h = Po 
[Pl P, ...... P,] [IXJ 1' = Po 

y por ser el primer factor una matriz cuadrada no singular, 
f 

, - 4 [rx] = [P, P; .;. ... PJ '" Pñ . . .  . 4  4 

[E] = [P, P, ; .....- Pil-' 'Po 
.......... 

de $onQe se deduce 1s igsy¡d@ .dp'los primeros &iehbros. 
~ f ~ c t ~ ~ < ~ o  por lbs' prAdpLtos ,que constituy é i  

d@os primeros . , S  '&en&i{< -dksppes de, pa~tisjonar conve- 
nien t empnte las m ~trigks, &sN1f 8': . . 
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Volviendo a la diferencia de valores de Z, resultará 

X, - A', 

... habiendo hecho & = c,xIk + + QX& i.. + ~ h r ;  valor 
fácil de determinar para cada valor( de k si se conocen lore 
términos de la matriz X, de  cálculo^ laboriodo pero posible, y 

(Es fácil ver que: 

y Oi = O* = ..; = W,I= O).' ; 
t t 

El que sea o no convenienfe introducir 1': > O se ha re- 
ducido, pues al signo de ok y, si éste es negativo, el beneficio 



es tanto mayor cuanto mayor sea Yk. Obsérvese, no obstante, 
que las inecuaciones A'$ 3 O limitan las posibilidades de cre- 
cimiento de dicha variabJe, por cuanto de la igualdad [S] 
resulta : 

= Xi - xlkYk para i = 2 , . .  r, . m, [6j 

y, para valores positivos de xlk, al crecer desde cero al- 
canzará un primer valor para el que será nula alguna de 
las A'I, cuando esto ocurra habr-os obtenido el máximo va- 
lor con que es posib,Ie introducir A'k y, a la vez, habremos 
llegada a otra solución de b,ase del siste.ma [2], en la que 
A', = 0 (en el supuesto de que haya sido ésta la-primera en 
anularse) formará parte de las variables arbitrarias y Alk de 
las dependientes, con. valor 

Estamos ahora en condicio,nes de describir la tabla del 
Simplep, es decir, la forma práctica de distribuir los valores 
y realizar los chlculos de las cok. 

,Con .la solución de base d,e que partimos y los valores de 
la matriz [IX], que para X deben calcularse como solucio- 
nes de los sis.temas determinados 

que se forman-al dar a k l o s  valores sucesivos m + 1, m + 2, 
..., n, se confecciona la siguiente tabla del Sirnplex : 





En la práctica las lí-neas B y D contimen siempre los 
símbolos P, sin traducción numérica, y sirven para indicar 
el orden en que se toman las variables. ' 

Si todas las diferencias ok = & - ck para k = m + 1, 
. .., n, son positivas, sabremos que no puede mejorarse el va- 
lor de Z introduciendo, con valor m.ayo,r que cero, alguna de 
las variables arbitrarias; habremos, por lo tanto, hallado 
una solución bptima. Si alguna de dichas diferencias es ne- 
gativa, la introducción de la variable que corresponda a la 
diferencia negativa de mayor valor absolujo ('1 (supongamos 
que 'ésta es wJ en la solución de base, mejorará el valor de 2. 
EI valor máximo, Alk, que podamos dar a dicha variable es, 
como hemos dicho antes, el que anula una de las variables de 
la base sin variar el signo de las demás. Para determinar X'k 
habida cuenta de las relaciones [o] que, como máximo, de- 
ben anularse, formaremos los cocientes : 

(sólo son necesarios los cocientes de divisor xik > O )  el menor 

suponemos como hemos dicho antes, que lo es - 

A, 
será el valor buscado, es decir, tomaremos Xtk = - que, 

x rk 
junto con los demás valores de las variables X',, ..., A',-,, 

- l.',,,, ..., X',, proporcionados por [6], constituirá la nueva 
t:. solución de base con la que podremos formar una nueva ta- 
'a , ' .  

Los valores de la matriz x de la nueva tabla pueden ha- 
or fórrnuIas de récurrencia análogas a las que han 
ionado los valores de Veámoslo. 

esar mas rápidamente, deberemos tomar como va- 
r en la nuevá solución de base la que, para el 

w, negativo, proporciona un mayor producto X',o,. El mayor 
o que representa buscar e$e producto se compensa al ahorrar 

as sucesivas del Simplex, ' 
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El menor correspondiente a la nueva base será: 

IPl P, ... P,-, P,+l ... P m  PkI 

y, por 10 tanto, para i = 1, 8 ..., n, tendremos: 

= [P, .t. P,-, e+, ... P,] 

- Con la antigua base teníamos : 



y, también, 

... P k  = [P,. .. Pr-, P,,, P m ]  

Igualando los valores de Pi, sustituyendo Pk, traspasando to- 
dos los t h i n o s  al primer miembro y reduciendo, queda: 

de donde, identificando: 



es decir: 

Los valores de w'i pueden determinarse también a partir 
de los wi en efecto: 

(obsérvese que este sumando vale cero) 

Si representamos wi por xoi (lo que equivale a considerar 
H como (la fila cero de F), podemos escribir, en general: 

En la nueva tabla puede suceder que, para todos los va- 
- lores posibles de i, sea w', > O, en cuyo caso hemos llegado a 

una solucibn óptima (por cuanto no existirá ninguna varia- 
ble independiente cuya introducción en la base pueda ms 
jorar el valor de Z'), o bien, que sea < O Rara algunot de 
los valores de i, lo que indicara que se impone tomar una 
nueva solucibn de base, con la sustituci6n adecuada de va- 
riables, para formar otra nueva tabla del Sirnplex. Así se 
procederá con sucesivas tablas, hasta encontrar aquélla que, 
para todo i, tenga t1I wi 3 O. El número de tablas a confeccio- 

nar serii, evidentemente, (: ) *  
(1) Para lo que sigue, las expresiones o,, A,, 2, etc., signi~carhn 

valores de la ifiltirna tabla del Sirnplex. 



obtenida una tabla del Simplex sin omegas negativos (en 
lo que sigue prescindiremos .de las wi correspondientes a las 
variables dependientes 'de la base, para las que sabemos que 
dichos valores son nulos) puede ocurrir: 

a) \Que todos los valores ui que consideramos sean ma- 
yores que cero, lo que significará que el problema no tiene 
más que una solución óptima, la de base, que corresponde 
a dicha tabla. 

b )  Que haya algún wi = 0, lo que significará que exis,ten 
varias soluciones de base posibles, tantas como omegas .nulos 
mas uno, porque cualquier variable arbitraria A, con wi nulo 
p w d e  s.ustituir a una de la base sin a,lterar el valor de Z, 
constituyendo otra solilción de base. Todos estos óptimos de 
Z ,  que son soluciones de base, se llaman soluciones óptimas 
f undamenfales del problema, para distinguirlas de las óp tí- 
mas deriuadas, que son las que tienen distintos de cero los 
valores de más de m de las variables )Ci, y pueden obtenerse 
de dos formas distintas : Como combinaci8n lineal de algunas 
de las soluciones op timas fundament aks,  con coeficientes 
k,, k,, ..., k, cualesquiera que verifiquen la igualdad k, -+ 
+ k, + . . . + k, = 1, o bien dando a alguna de las variables 
independientes con wi = O, un valor Xi > O intermedio, para 
que las de la base: no tornen valores negativos o nulos. 

Resumiendo : 
Si podemos confeccionar una primera tabla del Simplex, 

el problema de la programación lineal tendrá solución : 

- Unica, si la tabla que proporciona la solucih Óptima 
de base no contiene más ceros en la fila H que los co- 
rrespondientes a las variables de la base. 

- lkfúltí'pie, si existe en la fila H algún otro cero. En este 
caso, tendrá tantas soluciones óptimas fundam,ent ales 
como resulte de aumentar una unidad al número de 
ceros de la fila H correspondientes a variables inde- 
pendientes, e infinitas soluciones óptimas derivadas. 
'(Aunque pue.de ocurr i r  que a l c n a  de dichas ~o~lucio- 

p p p p p p - - - - - - - - -  

nes, fundamentales o, derivadas, por no ser enteras, no 



4 .  Simplificación de los cálculos. 

El d lculo  verdaderamente engorroso del método expues- 
to, es el de los valores de la matriz X de la primera tahla del 
Simplex, Cuando se trata de problemas tipo Hitchcock, pue- 
den determinarse los términos de dicha matriz por un siste- 
ma de tanteos bastante fácil, por cuanto las columnas del 
menor principal solo c-ontienen las cifras O y i, pero en pro- 
blemas de otro tipo hay que resolver n - m sistemas de 
ecuacio,nes con coefieien tes diversos. 

Pode,rnos, no obstante, eludir dicho cálculo mediante el 
artificio de añadir variables adicionales a las relaciones de 
vinculo, una variable distinta para cáda rehcibn, en la si- 
guiente forma : 

cuyas variables entrarán en la función a maximizar con coe- 
ficientes cero o negativos de alto valor absoluto ('1, segiin que 
en el prablema propuesto pueda o no tener sentido el que 
algún p, entre con valor distinto de cero en la solucibn o 
soluciones dptimas. 

Podemos entonces partir de la siguiente solución de base 
del sistema 

p, = bl 
%.) = kit 
............ Xi - O (para i = 1, 2, ..., n) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

(1) En este iiltimo caso basta designar con el símbolo -31-a-61- 
chos coeficientes y considerarlos superiores en valor absoluto a caal- 
qiiier número que intervenga en el chlciilo. 



e1 menor principal, que es e1 correspondiente a esta solución, 
tiene la forma 

por lo que la  matriz X coincide con la A y los valores de las 
fiIas G y H. se calculan fácilmente, 

Con ello se aumenta considerablemente el numero de va- 
riables así como el número de tablas a confeccionar, por 
cuanto todas o casi todas las variables tomadas en la primera 
base tendrán que eliminarse una a una para llegar a una 
solución óptima fundamental, pero el mayor trabajo que esto 
representa queda sobradamente compensado por el que se 
ahorra de entrada, especialmente si se empIea una calcula- 
dora electrónica, instrumento indispensable para la mayor 
parte de problemas que se presentan en la práctica, dado el 
gran número de variables que acostumbran a intervenir. 


