Participacion en las utilidades

Por Alberto Di Mare.

{San José de Costa Rica)

CapituLo I-

ANTECEDENTES, PROPOSITO Y METODOLOGIA

Antecedentes.

En 1930, Hockner present6 ante el Congreso Internacional
de Actuarios (Estocolmo) su estudio “Problem der Gewin-
nverteilung” en el cual demostraba, para los planes de segu-
ro mixto a prima pura, que la suma de las utilidades de mor-
talidad v una alicuota de las de interés resulta constante en
<l futuro, siempre que la submortalidad de la cartera satis-
faga la condicion

Dyt — Tuit
— = constante ®

En 1941, Ottaviani publica su estudio “Sulla Partecipazio-~
ne Degli Assicurati Agli Utili” ®, en el cual demuestra que
el método admite generalizacién para todo tipo de plan de
seguro y para primas de tarifa, al mismo tiempo que hace
caer algunos vinculos impuestos por Hockner,

(1) Los simbolos acentuados representan bases de calculo de se-
gundo orden, o sean las que se refieren al desarrollo efectivo de la
gestién. .

(2 Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari, Anno XXII, nn, 3
€ 4. Roma, )
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En definitiva, se llega a la conclusién de que las utilida-
des de un ejercicio pueden dividirse en dos cuotas: («a) utili-
dad de suma, y (b) utilidad de interés o rendimiento. La uti-
lidad de suma es funcién de la mortalidad efectiva respecto
de la tedrica y del capital asegurado, y la ufilidad de interés
del rendimiento efectivo de las inversiones respecto del ted-
rico.

Al problema de la determinacién de la cuantia de las uti-
lidades y su distribucion equitativa han dedicado numerosos
estudios muy renombrados Actuarios, basta aqui citar los
nombres de Sheppard Homans (“The Assurance Magazine”,
1864), Wright (“Papers read and transactions, Actuarial So-
ciety of America”, 1864), Weeks (ibidem, 1899), Sprague y
Rothery (“Journal of the Institute of Actuaries™) y Karup
(Jena, 1903) ¢, Como el lector constatara a lo largo del pre-
sente trabajo, aun cuando el método fue inicialmente plan-
teado por )H-iickner su solucion es posibles gracias a las in-
vestigaciones de Homans, puesto que, en definitiva, se trata
de una aplicaciéon de la conocida férmula de contribucion de
Homans.

Propdsito.

El presente estudio pretende, mediante la aplicacion de
la teoria de las tablas de mutualidad ¢, una generalizacion
practicamente irrestricta del método Héckner-Ottaviani, para
obtener una valuacion continua y cuanfo mas exacta posible
de las utilidades de cada ejercicio, con indicacién de cuantia,
origenes ¥y modos de distribucion. Confio en que este trabajo

3)  Vide Théorie et Pratique des Opérations d’Assurance, J. P. Ri-
ehard, Tomo I, Libro II, Cap. II, Aparte N, parrafo 148, pag. 411.
G. Doin et Cie,, Paris, 1944.

(«) La teoria de las tablas de mutualidad fue originalmente des-
arrollada por una de las mas preclaras glorias de la Universidad de
Roma, Francesco Paolo Cantelli, en su estudio “Genesi e Costruzione
delle Tavole di Mutualita” (Bolletino di Notizie sul Credito e sulla
Providenza, 1914, nn. 3 e 4, Roma), trabajo que ha sido reeditado
recientemente en la obra “Alcune Memorie Matematiche, onoranze a
Francesco Paolo Cantelli, Facolta di Economia ¢ Commercio dell’Uni-
versita di Roma”, Giuffré, Milan, 1958.
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pueda ser de utilidad para una mejor comprensién de las
realizaciones y estructura del negocio de los seguros de vida
e interesante para el estudioso de problemas de economia
nacional que no quiera desentenderse de una actividad de
tal influencia'y pujanza, como las que caracterizan a los se-
guros contractuales sobre la duracion de la vida humana.

Metodologia.

Para determinar el origen, estructura y cuantia de las
utilidades son diversos los criterios posibles. Labor propia
del actuario es la de escoger en dicha diversidad aquellos
que, brindando una aproximacion satisfactoria, sean del me-
nor costo posible.

Lo anterior equivale a establecer como criterio de verdad
de la técnica actuarial, €l de economia y simplicidad.

Una tendencia en este sentido la ha experimentado la
ciencia desde fines del siglo xix cuando Ernst Mach desaté
su radical critica contra los criterios epistemoldgicos de la
(entonces) “ciencia oficial”, “... segin Mach, la ciencia, en el
desarrollo determinado por la aplicacion del principio de
economia, atraviesa un triple estadio..., finalmente se pre-
senta el periodo formal (tercer estadio) en el cual se trata
de disponer en orden sinoptico los hechos que se presentan,
es decir, de formar un sistema de manera que cada uno de
ellos pueda ser encontrado y reestablecido con el menor dis-
pendio intelectual... Las leyes son, por lo tanto, reglas de
reconstruccion de un gran nimero de hechos, mediante una
tinica expresion preferentemente matematica; en la natura-
leza no existen leyes, sino unicamente casos multiples; como
nosotros, que en nuestra prevision de los eventos futuros nos
imponemos restricciones, autolimitaciones, que no tienen nin-
gin valor teorético, porque estin fundadas exclusivamente
sobre la hipdtesis inverificable de la regularidad de la natu-
-raleza, pero que si tienen un elevado valor econdmice y prac-
- tieo... No importa, por lo tanto, que la hipétesis sea verda-
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dera o falsa, sino uinicamente que sea fecunda al mismo tiem-
Po que econdmica...” ),

Junto al empirocriticismo de Mach, se movieron sobre la
misma guia el convencionalismo de Poincaré, la concepcion
pragméatica de la ciencia, la formalista y la teoria de los mo-
delos: el criterio de verdad de la ciencia no puede ser otro
que el de “economia® de los conceptos, es decir, que entre di-
versas hipétesis, el cientifico escogera la que mejores cuali-
dades mnemotécnicas posea (permita recordar mis hechos,
describa mas hechos) y entre las de igual calidad mnemoni-
ca, la mas susceptible de futuros desarrollos (criterio de con-
gruencia, que no es sino un diverso planteamiento del crite-
rio mnemotécnico). :

En este estudio se adopta como criterio de verdad precisa-
mente el de comodidad o economia, que precisaremos en el
sentido que le da Benedetto Croce: “... Para Croce las cien-
cias no son actividad teorética o conocimiento, sino actividad
practica, es decir, accion; la actividad teorética se obtiene a
través de la intuicion y el concepto puro, a la que correspon-
den el arte y la filosofia o la historia. Las ciencias, en vez, ha-
cen uso de pseudoconceptos o de convenciones conceptuales,
remedos de conceptos, que son o representaciones sin uni-
versalidad, o universales sin representacién. Ellos, por lo
tanto, no nos hacen conocer nada, y la actividad de la cien-
cia puede ser comparada a la del coleccionista que ordena
las estampillas en su glbum, o a la del mercader que pone
etiquetas y encasilla sus mercancias para tenerlas mas a
mano al momento de la venta, La ciencia, por lo tanto, co-
rresponde a un interés practico, la utilidad mnemonica, y
provee a la conservacion del patrimonio de los conocimientos
adquiridos; es, en fin de cuentas, una forma de economia .

El utilizar como criterio de verdad la economia y simpli-
cidad de los conceptos sin tener —mas que secundariamen-

(3) Traduccion y arregle libres, el paréntesis es afiadido: Filoso-
fia delle Scienze; Filippo Selvaggi, S. J., Seccion 1, Capitulo II, parra-
fo 2, pag. 31. Edizioni della Civilth Catolica, Roma, 1953.

(6) Traduccién libre: Selvaggi, Op. cit.,, Seccién 1, Cap. II, parra-
fo 8, pag. 46.
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te— consideracidn de la relacion objeto-sujeto plantea sin
duda un delicado problema metodoldgico; porque de con-
cluirse por la no validez del criterio de verdad las elabora-
ciones posteriores quedarian sujetas a muy seria critica, aun
cuando no se implicara de necesidad su error.

Podria argumentarse que dicho criterio es ampliamente
utilizado por-casi todas las ciencias hoy en dia, o que mulfi-
tud de especialistas estdn con él conformes, pero desgracia-
damente (para la argumentacion) ni la moda ni el argumento
de autoridad gozan de virtud demostrativa (.

Sin embargo, para el actuario el problema epistemologico
se reduce en gran medida teniendo en la debida considera-
cion que la funcidn de la técnica actuarial es hacer posible
la operacidon aseguradora en el mundo cotidiano de los in-
tercambios y las necesidades; es decir, que es una actividad
enteramente practica, no especulativa.

A la técnica actuarial no le interesa, primordialmente, la
existencia de una ley que regule la duracién de la vida hu-
mana (ley de mortalidad), sino asegurar la duracion de la
vida humana. El actuario no trabaja con leyes de siniestrali-
dad, simplemente utiliza tablas de siniestralidad.

Ahora bien, para dirigir la conducta practica el criterio
de verdad puede ser —inobjetablemente— el de economia
o simplicidad. A un individuo —para fines puramente prac-
ticos— le es indiferente el conocer la existencia de una ley
de gravitacion universal o el saber de memoria todos los
cuerpos que son “arrastrados por su propio peso™; si su elen-
co es suficientemente amplio para las necesidades de su vida
cotidiana, se encontrari en igualdad de condiciones con el
mas sutil metafisico para realizar los menesteres que la vida
le haya impuesto ®.

(*) Para la posicién de Mach, Poincaré, Duhem, etc., vide Sel-
vaggi, Op. cit,, Seccién I, Cap. II,

(8 De esto a elevar a principio Iégico lo que sélo es norma para
el actuar practico hay su buen trecho y no debe exponerse el “hom-
bre cotidiano” a verse escarnecido por un “zapatero a tus zapatos”
del filésofo. Ha sido precisamente este mantenerse cada cunal en su
campo el que ha permitido a nuestra especie no sélo el construir su
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Los razonamientos anteriores no son otra cosa, en fin de
cuentas, que un medio de desatar nudos a tajos de espada;
pero es harto dificil proceder de otra manera cuando se trata
de un campo que implica la aplicacion del Calculo de Pro-
babilidades a 1a solucidon de problemas practicos.

Baste considerar que, como observa muy bien Berdez, el
teorema fundamental del Calculo de Probabilidades (Ley de
grandes nimeros), implica —jnada menos!— que la elimina-
cion del azar, en una rama cientifica cuyo objeto es el azar
mismo ®. Probabilidad se ha definido como aumento de
comprension de un concepto sin disminucién de su extension,
o sea, anadir una determinante ontoldgica a una clasificacion
légica ), Planteada la cuestion en estos términos es aparen-
te su casi imposible solucidn.

Con la aplicaciéon de los modelos tenemos una descripcion
de hechos —mas o menos acertada—; pretender ademas ha-
cer coincidir la representacion de la cosa con la cosa en si
es plantear un problema de imposible solucion —para la
ciencia—; mas atin, parece labor sin fruto la de tratar de
plantear la ciencia sobre criterios epistemoldgicos carentes
de contradiccion @,

Todo conocimiento que pretende llegar a conceptos par-
tiendo de experiencias sensibles contiene este grado de “pro-
babilidad”, o sea, de no-conocimiento, que es, por otra parte,
lo unico que la ciencia nos ofrece, porque de mas no dispo-
ne; su haber son los pseudoconceptos, las convenciones. Apa-

morada y propagarse, que fue y sera mérito del técnico, sino el
indagar del porqué de su morada y de su vida, cuestiones de cuya
soluciéon depende el tanto de felicidad de que podamos disfrutar y
cuya solucidon sera mérito entero del fildsofo.

®) Teoria e Tecnica delle Assicurazioni Elementari, Luigi Moli-
naro; Cap. III, parrafo 8, nota (1), pag. 36, Edizioni della Rivista
Assicurazioni, presso Giuffré. Roma, 1946.

(10)  Cfr. Matematica para Economistas, Angel Vegas Pérez; GCap. I,
pag. 8. Editorial Dossat, Madrid, 1948,

(1) Cfr., “Symbolic Logie, an Introduction”, Frederic Benton
Fitch, The Ronald Press Company, New-York, 1952. Prefacio passim
y especialmente pérrafo 2.
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riencias engafiosas de sustancias, pero indispensables para
nuestro sobrevivir cotidiano.

Probabilidad y certeza se hayan ligadas por la relacién
que tan brillantemente indica Carnelutti: “... asi como la cer-
teza es existencia captada inmediatamente por virtud de los
sentidos, la probabilidad es existencia captada, mediatamen-
te, en virtud del juicio...” ¢?, y tanto el técnico como el hom-
bre de ciencia se encuentra, ante la multiple variedad de los
hechos, en la posicién del juez que de alguna manera debe
decidir, mas aun, que estd obligado a decidir, con base en
pruebas (datos) que no son mas que “... las cosas en cuanto
sirven para argumentar algo diverso de si...” ®¥). Quizas aqui
se halle el origen de todo el problema epistemolégico: nues-
tro pretender saber algo de la cosa, cuando ella se limita a
argumentar de lo que de ella es diverso,

A fin de cuentas, el Actuario, que es un técnico y no un
metafisico, se debe limitar a informar a quienes en el negocio
de seguros se arriesgan de que probablemente la utilidad se
ha producido en tal cuantia y probablemente debido a tales
causas. Pero si el empresario pretendiera afirmaciones con
contenido de certeza, se veria obligado a eseuchar una res-
puesta que le diria ser el concepto mismo de utilidad, mas
aun su cuantia, uno en gran parte arbitrario ¥, y que lo mas.
prudente sera tener siempre prontas reservas —su aporte de
capital, su riesgo empresarial— para enfrentar no sélo pér-
didas, sino pérdidas mas alla de lo “previsto”.

No es éste un principio o modo de actuar diverso del usual
el “hombre cotidiano®, a quien a menudo fallan los elencos
en que ha ordenado la realidad y ve actuar a la naturaleza
en modo diverso del previsto, con el consiguiente dafio o be-
neficio. -

(2) Lecciones sobre el Proceso Penal, Francesco Carnelutti; Vo-
lumen I, Segunda Parte, Libro II, Subtitulo II, parrafo 134, pag. 289.
Bosch y Cia., Buenos Aires, 1950. '

(13)  Carnelutti, ibidem.

4y Teoria de la Politica Social, Manuel De Torres; Cap. IX, pa-
gina 191. Aguilar, Madrid, 1949.
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Ni era de esperar que en una actividad industrial basada
sobre la administracién de riesgos ajenos, pudiera eliminarse
el riesgo inherente a todo actuar humano.

CapitrLo 11

EL PROBLEMA DE LAS UTILIDADES

Planteamiento del problema.

Una compaiiia de seguros de vida ha suscrito una serie de
contratos relativos a la duracién de la vida humana, los cua-
les estipulan el derecho del contratante a participar en las
utilidades que la gestién de ellos produzca.

A fin de dar cumplimiento a su obligacién el asegurador
deberd determinar —para un periodo dado y respecto de
cada contrato suscrito— las utilidades a que el contratante
tenga derecho.

Como en toda cuestidn referente a utilidades, no cabe un
analisis “ex ante”, pues tiene sentido real el problema sélo
si se plantea “ex post”.

Origen de las utilidades.

‘Cual sea la causa que ha producido la utilidad es el pri-
mer paso al que la compaiifa debe proceder. Ella no puede
provenir, en virtud del principio de equidad de la prima que
rige en los seguros contractuales ), mas que de una diver-
gencia —mapnifiesta con el transcurso del tiempo— entre las
bases de calculo tedricas (mortalidad, interés y recargo in-

(1) Por “prima equitativa® se entiende aquélla que es exacta-
mente equivalente al costo que para el asegurador representan las
Pprestaciones que se obliga a dar a un grupo de asegurados, cuando
dicho grupo estad compuesto tnicamente por individuos homogéneos
respecto al riesgo asegurado.
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dustrial) relativas al riesgo y el desarrollo efectivo de la ges-
tion ®.

Respecto de la utilidad de extorno, o sea aquélla que la
compaiftia percibe cuando un contrato es rescindido por el
cliente y consistente en la diferencia entre la reserva mate-
matica completa ¢} y el valor de rescate, puede considerarse
o no como beneficio, segun criterios a establecer caso por
c¢aso. Ello debido a que la funcién de la “utilidad” de extor-
no es fundamentalmente estabilizadora y no financiera, sien-
do establecida para garantizar el equilibrio de la gestidon, me-
dianfe la creacion de un fondo de contingencia para enfren-
tar a la mayor probabilidad de desviaciones, respecto del va-
lor promedio por siniestro supuesto en las bases de céleulo,.
que con el reducirse del grupo asegurado se inducen,

Caso por caso, segun el niimero de contratos existentes
antes y después de las rescisiones, para la modalidad perti--
nente de la variable riesgo, debera decidirse si el beneficio
de extorsion debe considerarse o no, en funcion del tamafio
del grupo asegurado y del margen de pérdida establecido
por la compania para administrar la cartera como utilidad.

Cuantia de la utilidad.

Una vez establecidas las causas productoras de la utilidad,
se hace necesario determinar cual sea la cuantia de ésta, ya
que el problema de la compaiiia aseguradora —en lo que
aqui concierne— es. uno enteramente practico: distribuir los
beneficios de la gestion.

Para ello es menester determinar la medida en que cada
factor productor de utilidad (mortalidad, rendimiento del ca-
pital e inversiones, recargo industrial y —eventualmente—
descuento por rescision) han concurrido a provocarla, asi
como establecer las relaciones de dependencia que entre di-
chos factores existan, de modo tal que pueda determinarse:

(2) En un régimen de prima media general o capitalizacién co-
lectiva, pueden subsistir divergencias debidas a cansas diversas del.
riesgo asegurado.

(3 Vide Seccién 2, del Apéndice.




para cada contrato singular —segiin la que podria denofni-
narse su “estructura de factores productores de utilidad”—
el monto de participacion correspondiente a las pdlizas del
mismo grupo.

El problema de la cuantia presenta en consecuencia dos
aspectos: 1) medida de la utilidad, y 2) individualizacién de
‘la utilidad.

Distribucion de las ulilidades.

La distribucién de utilidades presenta dos problemas: de-
terminar el monto —distribucién propiamente dicha— que
corresponde a cada quien (lo que antes se denomind “pro-
blema de la individualizaciéon”) y determinar el modo (forma
de pago).

Respecto del monto, el criterio rector debe ser el de ob-
tener un resultado cuanto mas aproximado posible al prin-
-cipio de equidad de la prima, en manera tal que cada con-
trato participe en la medida exacta en que el grupo al cual
pertenece haya ‘contribuido. a producir la utilidad. Es ésta la
oportunidad para recalcar Ya cautela con que debe proceder-
.se al determinar el monto de las utilidades, tanto para el con-
junto de los asegurados como para cada grupo de riesgos,
en consideracién a que si bien cada cliente participa de las
ganancias no existe vinculo alguno que le haga participe de
las pérdidas @,

Habida cuenta de que la divergencia entre mortalidad
tedrica y mortalidad efectiva es uno de los factores prepon-
.derantes que producen -utilidad, es obvio que las tablas de
mortalidad de recargo implicito (elevada mortalidad) son
-productoras de fuertes beneficios respecto de los contratos
_relativos a seguros de muerte; el hecho de que la mortalidad
tedrica sea més elevada —sistematicamente— que la real, no
debe‘ ser motlvo para abandonar todo criterio de cauiela--='
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contrato, maxime si —como es el caso de los paises centro-
americanos— las bases de calculo de primer orden son to-
madas de experiencias extranjeras y el grupo asegurado es
sumamente reducido. )

Respecto del modo de distribucién de utilidades, depen-
dera, en general, de la politica de ventas de la compafiia ase-
guradora, de las condiciones del mercado, de las necesidades
de la clientela y de los principios de seleccion de riesgos.

Si los clientes desearan, como regla imperante, aumentar
los montos asegurados, cabria perfectamente adoptar esta
politica que es la gque —financieramente— presenta mas
atractivos para la empresa; pero si tuviesen una marcada
preferencia hacia la liquidez no cabria sino pensar en una
reduccion de primas o devolucidon de sumas en efectivo.

En todo caso, sea cual fuere la politica adoptada para
satisfacer las demiandas del mercado, no debe consistir en
modalidades de distribucion capaces de producir una anti-
seleccion de riesgos. Una compaiiia de seguros que decide
destinar la participacién a aumentar los capitales asegurados
por contratos de supervivencia estara obrando prudentemen-
te; pero de adoptar igual politica respecto de los seguros de
muerte, sin someter a previo examen médico a otro prerre-
quisito selectivo a los clientes, no estaria actuando en forma
tan prudente, desde el punto de vista de la estabilidad de la
gestion &,

Carituro 111

BASES DE CALCULO

Bases de cdlculo en general,

La prima de tarifa (simbolo P”) es resultado del conjunto
siguiente, denominado bases de cdlculo:

(5)  Particularmente peligroso parece ser aumentar los capitales
asegurados por contrates de seguro de muerte a término, dada la
elevada mortalidad que normalmente caracteriza a este tipo de con-
tratos.
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Prye = probabilidad de supervwencm anual a la
edad exacta (x + t).
gs+t = 1 ~ Px4t+ = probabilidad de muerte dentro del ano
| de edad siguiente a la edad exacta
x + 9.
i = tasa unitaria anual efectiva de rendimien-
to (neto) de las inversiones,
f = tasa unitaria anual del costo de adminis-
tracion.
F = tasa unitaria (una tantum) del costo de
adquisicion del contrato.
= tasa unitaria anual del costo de cobro.

F, f y ¢ involucran tados los gastos relativos a la gestion
industrial (impuestos, gastos “de liquidacién, emision de pé-
lizas y recibos, contabilidad, renovacion, examen médico, co-
misiones de venta, etc.) pero no consideran el costo principal
de la indemnizacién propiamente dicha (que es funcién de
Px+t ¥ de i). Cada rubro de costo industrial se atribuye a una
de las tres categorias seglin criterios variables de compaiiia
a compaiiia y a menudo de contrato a contrato.

En rigor de logica sdlo la categoria f tiene razon de ser,
puesto que el recargo industrial (F + f + ¢€) es, en fin de
cuentas, un costo de administracion (f). No obstante, es con-
veniente llevar cuenta separada de cada concepto a fin de
permitir métodos de valuacion de reservas diversos de los
de prima pura y reserva completa (@,

La prima tnica de tarifa de un contrato de seguro, al
momento de su emision, vendra daada, en consecuencia, por
la expresion ®: ’

LN

(1 Vide Seccion 2 del Apéndice.

2y Ag(o) representa la prima tnica de tarifa, al momento de emi-

sién del contrato, por toda la vigencia juridica del mismo; Ay, la
prima vinica pura, al momento de emisién del contrato, relativa al

periodo de vigencia material del seguro (periodo de proteccién), ¥
’”

‘.. Bgey representa el valor presente de una anualidad por el periodo

de .vigencia formal del contrato (periodo de obligacién al pago de



:  bro III, Cap. XI, p4g. 231. Ed. Rialp, S. A., Madrid, 1956.
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ABwy = Auwy + F + ¥ apoy + & AZ [1}

¥ la prima periédica de tarifa resultara ser:

Véd
Ao F fa
D(0)
” ’” + 144 + i
. AD(O) ag(o) dg(o) .8¢(0)
Poo == = I =
Aaro)
[2]
F r?
Apgo)
14 + f red
_ Psioy + acw) (o)
1 -— ¢
y si D(0) = G(0), como es corriente, resultara
F
Peoy + £ + ——
;o Aa(0)
G(o) — - 1. — ¢ [3:!

Bases de cdlculo de primer orden.

Se denominaran asi aquéllas que la compaiiia asegurado-
ra estima como mas representativas ¢ del desarrollo futuro
de la gestion. Son fruto de la experiencia (pasado) y se em-
plean como instrumento de prevision (futuro) ®.

En este estudio las bases de calculo de primer orden se
representan con el simbolo usual en los textos de matematica
actuarial del Continente europeo, y en consecuencia:

P = prima pura
P’ = prima de inventario
P” = prima de tarifa

(3 Vide “Metodologia”, Capitulo I, para el significado de “mis
representativas®.

(4)  “S¢lo por un engranaje continuo del cilculo “ex post” con
el “ex ante” se logra una aproximacién al abastecimiento de bienes
optimo.” Walter Eucken, Fundamentos de Politica Econémica, Li-




Bases de. i

idas) y. el futuro (revzszdn de tanfas) ®,
Con el objeto de simplificar, se supondré, a lo largo de
este estudio, que el periodo de observacion esté comprendido
entre dos fechas de balance: T, y T,, ambas incluidas; se
trata, en consecuencia, del intervalo cerrado (T,, T:). En la
practica -—dados los usos de las compafiias aseguradoras—
la amplitud de este intervalo seré. igual o menor de cinco
(afios). :

Las diferencias resultantes entre las bases de calculo de
primer orden y las de segundo son responsa les de 1a utili-
dad o pérdida de una gestion aseguradora, sin que presente
el problema diferencia con cualquier otra: achvldad‘ indus-
trial, ya. que por definicién (¥ el beneficio es la cantldad re-
sidua resultante de lo esperado y la realidad. .

En este estudio las bases de calculo de segundo orden'se
indicaran con exponentes o subindices que las diferencien
de las de primer orden, dichas variantes se 1ntroduc1rén, caso
por caso, a lo largo de la exposicién.

Con el propdsite de pIantear este trabajo en el terreno mﬂs
general posxble, se hace necesario exponer someramente la
teoria de los capitales acumulados (teoria de las tablas de
mutualidad), de tan amplla utlhzacmn en seguros soclales,

. sm per;ulcm de introducirle las convenientes variaciones que

- diche modelo 3 las formas mas simplificadas que
rarog sabre la vida conforme se practi-
; @?&quas :

Se procederé X ' e&ﬁ;ﬁch g B deqa’rrollar a cenimua-
cion la teoria de los cﬁﬁﬁl&y. 1§11 '
mutualidad. g

i Supra, nota (4), y Ay s o
(G) Erich -Schneider: Teoria Ecp i‘kql W6 -1, Libro I, Ca-
pitulo II, parrafo 2a), pag. 16. Aguilar, Madrid; 1958.
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TEORIA DE LOS CAPITALES ACUMULADOS @ "
La poblacion asegurada.

Esté bajo observacion una poblacion cerrada (aquéllas que
sufren sélo decrementos y ningiin incremento), unitaria (sean
las compuestas por un solo grupo, sin admitir pasajes de 'y a
subgrupos), en la que operen las causas de eliminacion (in-
dependientes en el sentido de Karup) «, 8, ¥, ..., ®, con tasas
instantaneas (nominales) a(u), B(u), y(u), ..., w(u), donde u
representa una variable temporal continua. Sean, ademis,
las tasas dichas continuas en el intervalo {0, w) ®,

Indique 1(u) la entidad de la poblacidn observada al tiem-
po u, y plantéese el problema de determinar esa entidad al
tiempo n> u, es decir, hallar el valor numérico de 1(n).

Fijese como origen del tiempo el momento cero y en con-
secuencia 1(0) como poblacién inicial, sea, ademas, 1(x), en
0 < x < n, una funcién continua de x.

Dentro de las limitaciones puestas @ se tendra:

1) — 1(0) — f ’

o

1(s) atfs)ds — f " 1(s) Bls)ds —
_ f "16s) vs)ds — ... — f *1(s) w(s)ds

() Por comodidad de exposicién se imponen los. vineulos -de
poblacién cerrada unitarie y de excindibilidad por producto de la
o> ley de capitalizacién, Estos vinculos son particilares; pues la teoria

.. —con las oportunas.modificaciones—se aplica igualmente a pobla-
. ciones abiertas circulares en gue opere una genérica ley de capita-
izacién no excindible por producto. Vide Genesi e Costruzione delle
- tavole di mutealitd, Francesco Paolo Cantelli, Op. cit. Passim; y
Eezioni sulla tecnica delle assicurazioni sociali; Mario A Copplm,
:Bps, 11 y V. Eredi Virgilio Veschi, Roma, 19586.
< ‘W 0 a lo sumo con uir nédmerc finito de dlscontinuiﬁades de
& R era especle.

'ﬂf’(‘l Lds limitaciones impuestas tienen por oi)refo permltlr Ia

Yaacién de integrales de Riemann.




£ "
Ao

Bty ) — Hu). B — 1) (W) — ... — 1(a) ()
&
In 1(u) = —

— [ + B + v + . + o]
e integrando en (0, n):

n d N
J = 1n I(wdu = ln 1(u) f — 1n 1(n) — 1n 1(0) —
o u . °

= ["—[ow + 8w + v + ... + () |du

. { °o ,
- = [ [o@ + 8@ + @) + .. + o) ]du

= exp [—f [a(u) + il':i(u) +'_'r(u) + ...+ w(u)]du]

i—- f u[a(U)+B(u)+?(u)+---+w(u)]dug [1)

>

e la poblacién asegurada al tiempo

:‘ s

~capitalizacion, es decir,
RS

al .(en problemas demdogra-
‘arse, como es sabido, leyes
de capitalizacioses
puesto en el g
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Sea, ademas, I(u, t) excipdible por predugto, es decir, tal
que, para u < x < t/siempré E(w, ¥ dL(g, x) « L(x, t) &7
opere, ademas, una tasa instanténea (nominal) de capitaliza-
cion 3(u) ¥ y sean I(u, 1) y 8(u) funciones continuas en (0, n),
o al maximo con un nitmero finito de discontinuidades de
primera especie.

Considérese el problema, de determinar la cuantia del ca-
pital acumulado ‘al tiempe n, fue se indicard con C(n), refe-
rido financieramente a ese mismo momento n ©®,

Por definicién se tendra:

C@m) = C0) - LO, n) (2]
ademas:

Ct) = CO) + CO) f LO, u) 5(u)du —

~ coft + Lo, u ;6(u)du]‘¥\= e(0) - 140, 1)

X SO Lo, ) =1 J' " 140, u) d)du

y derivando respecto a t
L', ) = Lo, 1 31

Lot  d , B
0 0 = di In LO, ) = 5()

- integrando -en (0, n)

Af"v-ad— 1n 140, Hdt = 1n 10, t)J'

— 1n L0, n) — 1n 140, 0) = f B(t)dt

L©, n)
140, 0)

) Condicidn necesaria v suficiente para que una ley de capita-
Jizacién sea excindible por producto es que la tasa instantinea de
interss no dependa de la época inicial de inversién. Tntra, Seccién 1
Aél . Apéndice.

) Si la ley de capitalizacién es excindible por producto no
“tiene especial interés considerar el valor G, r), capital acumulado

1n — f 5(t)dt




{f“smd’é }
1 0). e x p {J‘ nS(t)dt}

. %(‘{) (3T

Cn) =C0) exp {fn ‘o‘(t)dtg

L(o! n) = H

v sustituyendo ‘en [2]:

que es la expresion del capital acumulado al tiempo n, re~

ferido financieramente a ese mismo momento.

Capital acumulado por un grupo de contratos ©®.

...~ En el periodo estadistico (T,, T,) se observa un grupo de:
" .Gonfratos, todos de igual tipo, idéntica antigiiedad e igual
edad de emisi6n, con el objeto de determinar el capital acu-
1"f‘*fmdiad(1 por cada uno al tiempo t > u.

- contrato ser4d tomado en consideracién unicamente

teneciendo al tiempo u al conjunto 1(u) ha permane-

capltahzaclén no fuera excmdlble _t)fadicho problema ad-

quiere_particular_relieve, Vide_ Coppini,, Qn ,.Cap. .V
(M L0, 0) = 1, por la condicidn 2) mpuesta ala ley de capita—

lizacién, vide supra. . N

. (8) Supra, nota (I)

s ".~f‘ H
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b) Egresos de la cartera.

Los egresos de la‘cartera estén constitnidos por los ru-
bros siguientes ()

1) Gastos de gestién, f(u) @,
2) Gastos de adquisicion, F(u) @9,
3) Gastos de cobro, g(u) .

4) Rentas de permanencia pagadss a los asegurados,
S(u). En este rubro se involucran los dividendos (garantiza-
dos) que se paguen a los asegurados, y las rentas propia-
mente dichas; puede estimarse sin mas como una prima
negativa en virtud de la hipdtesis que se introducird res-
pecto a la ley de capitalizacion, suponiéndola excindible
por producto.

5) El valor (unitario) asegurado que se paga al ser eli-
minado un contrato por la causa « (vgr., muerte).

6) El valor (unitario) que se paga al ser eliminado un
contrato por la causa 3 (vgr., sobrevivencia a una determi-
nada época). )

7) Una alicuota G{u) del capital acumulado C(u) que se
paga cuando un contrato es eliminado por la causa v (verbi-
gracia, rescision del contrato).

8) Una alicuota E(u) del capital acumulado C(u). que
se paga cuando el contrato es eliminado por la causa E
(vgr., conversion a seguro saldado o prorrogado).

Contratos tontinarios.

Supdngase, en una primera hipoétesis, que los contratos
de seguro en vigor obligan a los asegurados al pago de las

(® Con el propésito de adecuar la teoria de las tablas de mutua-
lidad a las praciicas usuales en las compaifiias privadas de seguro
de vida se ha ampliado el modelo de Cantelli en ciertos aspectos
(condiciones 5 v 6) y se ha reducido en otros (supuesto de excindi-
bilidad de la ley de capitalizacién). Vide Cantelli, loc. cit., y Coppinij,
Op. cit,, Cap. V,

(19) Ante, “Bases de cilculo en general”, Capftulo IIL
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f 1) P"(m) L(u, t)du, t>u

C{t)y =

Si en la colectividad observada opera una unica causa de
eliminacion o, con tasa mstanta.nea (nommal) o(u), se ten-
dra por la ecuacioén [1] de este capltulo

— a(u)du -
1) = 1(0) e”° t»u,
— | e(wdu '
W _ 10 J _Jem s
l(t), - f ‘o(u)du

1(0) e

y en consecuencm la probabilidad de permanencia en el gru-
po de la edad u flasta la edad (> u), serh:

——J; ot(uf'du )
p(u, t) ="e . t > [6]

Se tendra, por las ecuaciones [3] y [5] anferiores:

1(uw) L{u, t) J; [a@) + S(u)]du

o = : J'ml) T'P'

1(t) 5
J: P’(u) 1(uy 1l(f)u

f ‘w6 + 56)] ds

siil%

|

Lo

-

2I'P”(u) e du N
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Esta expresion, con las variantes del caso, constituye uno
-de los teoremas fundamentales de la matematica del seguro
de vida @V,

Si hacemos ¢(s): == e{s) 4+ &(s), la ecuacion [7] se trans-
forma en la siguiente:

o [ el
Ct) = f P’(u) e du (8]
)
que determina la cuantia del capital acumulado, respecto de
cada contrato vigente al tiempo t, en un régimen tontinario
operado sin costo alguno de gestidn y sin brindar contra-
prestacidon alguna a los asegurados.

Gestion de una cartera normal de seguros.

« Seguidamente deben considerarse las variaciones que in-
troducen las condiciones en que normalmente se opera una
cartera de seguros (vide supra), en la determinacion del ca-
pital acumulado para cada uno de los contratos existentes al
tiempo t.

En tales condiciones el capital total acumulado al tiem-
po t serd:

1) ) — j 1(u) P(u) L(u, tydu — jr “1u) f(u) L, Hdu —
— “1() F(u) Lea, ydu — i “1(w) e(u) L(a, Hdu —
—[ “I{u) s(u) L(u, tydu — Jtl(u) e(u) L(u, HHdu —

— [ 1w B) Lo, Hdu —

()  “__ for a single life annuity... any addition (constant thronght
or varying 'with the duration) to the total force of decrement is
‘equivalent to the same addition to the force of interest...” P. F. Hooker
‘g Ii: §. Longley-Cook, Life and Other Contingencies, Volumen II,
‘Cap. 23, parrafo 4, pag. 73. Cambridge University Press, 19537.
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— "1(u) 7(w) Glu) C(a) Lu, tydu —
~ "1 & Be) Co L, hau =

= 1w [P — fw — Fe) — B — SE —
— () — B |Lu, Hdu
— J’ 4t'1(u) [*((u) G(u) + E(u) E(u)] C(u) L(u,t)du

y haciendo

Px(n) = P”(u) — f(u) — Fu) — e(u) — '
— S{u) — a@) — By [9]

G*(u) = v(u) G@) + Eu) E(w) [10]

resulta
: S . 1]
10 cv = "1(u) Pxu) L, Hdu —

_ f 1) G*(u) C(u) Ln, Hdu

y dividiendo por L{(0, t) ¢®:

i GO o 1w Pxw)
Lo, v f Lo m
t 1) G*(u) Clw)
f.[, L0 w) du
y derivando respecto a t: .
L, H (110 G + C'® 107 - 10,H 1) co
L(0, t)? -
e JAOPK) 1M G K
L, 1) 140, 1)

G®) L0, t) = L(0, ) -~L(ﬁ, t) en virtud de la propiedad de
excindibilidad. . o -
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L, 't 1) &)
1.0, 1) +

+ 1(t) G*®) C{t) = 1(t). P*(ty

1) Gty + 1 ¢ —

@y L LG 1) G "Ey — P
C{t) T Cc) oD + Gt CH) + C(t) = P*(1y
(1) L, 1) x "y — Ppx
@ [-j5- — Too— + GO + o —=Pw (12
por la ecuacion (1] resulta ser
rw ,
= a(t) — Bt — 1) — &E® (13}
y por la ecuacién [3] resulta ser
Lo, ty
To o — 5(t) [14]

Y, en consecuencia,* la ecuacion [12], habida cuenta de la [10]
equivale a -

PX() = — G [ad + BO + v + EO — 3®) —

—1H) 6 — &b EO | + C0
= — O o + BO + 1) @ — GO +
+ E) (1 —E® + 80| + €y

e introduciendo la variable f*(t), que se denominara fasa ins-
tantdnea de mutualidad, expresada por

() = a(t) + Bt) + Y (1 GO + E® (1 — E() [15]09
P = — CO [£® + 30 ] + ¢
) =€ [140 + 80 ] + P [16]

gue es una ecuacién diferencial lineal ne homogénea de pri-

(13) Para una expresién mas general de fx(t) vide- infra nota (15)..




o0

— J'EtP“(u)vsJ; f(s)ds” f #sj?gxf dfu .

Yy esta ecuacién es del mismo tipo que la [7], lo que demues-
tra que el modelo aplicable-a wuha -gestion. tontinaria y a la
de una genérica gestion aseguradora son idénticos, en cuanto
se._sustituyan las causas de elirhifiacién del modelo tontina-
rio por una tasa ficticia de eliminiacién £%(u) ®® y por una
ley de contribucién P*(u) a la ley contnbutlva P"(u) que ope-
ra en el modelo tontinario,

A S S I

(1s)  Vide Lezmm di Analisi Matematica, Aldo Ghizzetti; Vol, II,
Cap. XXIV, parrafo'4,- pag. 382. Eredi Virgilio Veschi, Roma, 1054,

(18) Esta tasa ficticia, como se ha demostrado, es tnica, indepen-
diente de laley de coniribtidlén y de la de capitalizacién. En un
modelo tontinario en que operen varias tasas de eliminacién la ley
de eliminacién’ ¥otal result “Ser‘Ja’ suma de fas tasas parciales de
eliminaciép, como, es; mmggh dé1a ecoacidn [7]; en el modelo
de gesﬁén aseguradora genétméa qu desarrollado en este estudio
las tasas a(u) y B(u) no se- “Halla redncuias por -ninghn factor,
pueste que se supuso que la eliminaciéndeilm: colectifidad: por-dichas
causas comportaba la percepcién del, capital asegurade, o' lo, gue es-lo
mismo, que no se les reconoce participaeién alguna a los eliminados
por esas causas en el capifal acumulado, incidiendo el costo total de
la prestacién sobre la ley contributiva p*(u). La férmula general de
Ja tasa instantinea de mutnalidad  no es consecuentemente la expre-
sada, sino que vendra dada por

fx(t) = o) [1 — AT + B (1 — B} 4 ¥@® [1 — GM®] +
. + B [1 — Et)]

donide A(t), B(t), G(t), E(t) sofi las ‘alidddtas det capital acumulado

que se reconocen a cada ehmmado de la colectividad con antigiie-

dad t de seguro.
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Conclusién.

Resulta de lo anterior que es posible determinar directa--
mente, mediante la utilizaciéon de un modelo tontinario, el
capital acumulado (0 la prima de tarifa) por una genérica
gestion de seguros sobre vidas individuales, bastando a dicho
fin emplear una ley modificada de contribuciéon P*(u) y ha--
ciendo actuar en la poblacién una tasa ficticia de elimina-
cidn f*(u) (tabla de mutualidad), la cual resulta independien-
te de la ley de capitalizaciéon y de la de contribucién, siendo
suma de determinadas fracciones de las tasas de eliminacion.
(ver nota “® anterior).

Por comodidad de exposicién se ha fijado en este capitulo
como origen (emision) de todos los contratos la edad cero,
hipétesis que, como es evidente, no desvirtiia ni restringe los.
resultados obtenidos, siendo todas las formulas aplicables,
mutatis mutandis, a cualesquiera edad de emisién de los
contratos.

Finalmente, como cénsecuencia de lo demostrado se con-
cluye que el equilibrio financiero de la gestion aseguradora
se mantiene inalterado si se concede el capital acumulado
a los contratos que se eliminan y. si se obliga a pagar:a los
que ingresan el capital que deberian haber acumulade a la.
época de ingreso (pdlizas antedatadas) 9,

CariTuLO V
DEfERMINACI-ON DEL MONTO DE rLAS-:“U’DILIDADESA

Capital aenumulado.

Un grupo de contratbs de seguros sobre la wida; -emitidos.
todos a clientes de igual edad exacta x vy a la fecha de fun-

#

(&) El caso de ingreso de contratos antedatados exige Unica-
ménte-eliminar el vinculé de colectividad cerrada, punto gue parece
-~ swperflvo tratar. Vide Cantelli, Op. cit., y Goppini, Op.. cit., Caps. IE
S A
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«dacién de la compaiiia (qQue coincide con el inicio del primer
€jercicio econdmico) @, siendo todos del mismo tipo, se so-
mete a observacigon.en el periodo estadistico (0, t,), para de-

terminar; ¢] .capital efectivamente acumulado por cada uno
de eHos. | o ’

‘a) Ingresos efech'vos de la cariera.

P”(u) = Prima instantinea de tarifa que correspon-

' de pagar a la edad exacta u, por unidad de
capital asegurado, y que es igual a P{(u) +
_+ Pu) + PRu) + Pe(u) @.

prlma instantdnea que corresponde pagar a
1 ) edad e:xacta x, por unidad de capital ase-

.'1\%
" .|Jﬁ‘1’! ‘)-n o

‘:SIIMSG ademads ® que durante el periodo haya ope-
}'ﬁﬂb;ﬂhﬂ"le}' de capitalizacién LY0, u) excindible por pro-
*ducto.

(1 El modelo esta afectado por vinculos imposibles de llenar
en la practica, pero con oportunaé modificaciones se deriva uno de
gran simplicidad, sea muy “econdmico”, y “suficientemente repre-
sentativo”. Ver -Capitdlo I, “Metodéléfia”, passim. -

) Desde un punto de vista estrictamente mateméitico la expre-
sién deberta ser P”(u)du, como prima correspondiente de pagar en
¢l intervalo de edad (u,.u + dun). Ruego al lector excusarme de uti-
lizar esta-notaeibn por'iber mis molests, en el sobreéntendido de que
al hacer ceferencta ‘A tasas »mstantaneas correspondientes a edades
exactas alcanzadas se quiere expresar —con diversa notacién— el con-
cepto matematicamente . correpto.,‘ .

(9 Nuoevamente sevintroduce wi- virculo de d;ficﬂ reahzactbn
-practica; pero que permite “obiénerriun: imodelo - “sificientemente re-
" -presentativo”. Ver Capitulo I, “Metodologia”, passim.
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b) Egresos efectivos de la cartera ®.

ba) Gestién con valores de rescisién garantizados.

f%(u) = gastos instantdneos en que se in-
curre a la edad exacta u, por uni-
dad de capital asegurado (“g.i.x.”)
por administraciéon (ver nota @

anterior).
F°(u) = “g.i.x.” por adquisicién.
g%(u) = “gi.x.” por cobro.
S(u) = “g.i.x.” por el pago de rentas de

permanencia.
(unidad) 1 = “gi.x.” al ser eliminado un con-
trato por la causa a°(u).

(unidad) 1= “g.ix.” al ser eliminado un con-
trato por la causa 3°(u).

C{u) = “g.ix.” al ser eliminado un con-
trato por la causa Yo(u).
C{u) = “g.i.x.” al ser eliminado un con-

trato por la causa E°(u).

bb) Gestién sin valores de rescisién garantizados.

Sea la gestién en todo idéntica a la anterior, excepto en
que al eliminarse un contrato por las causas Y(u) y E%u) se
le concede a los asegurados el capital C%u), alicuota del ca-
pital efectivamente ‘seumuldde por el grupo'que corresponde
al contrato resclndldo Una clausuly contractual de este tipo
no se aviene con las practlcas y filosofia de una compaiiia
comercial de feguros, pero es la mas conveniente para una
sociedad mutuahsta en que todo asegurado es un asegurado-
socio.

(1) Los siﬁifidl&s';ééniraseﬁa&os con ‘el Indice 0 corresponden a
bases de cilculo de segindo ‘orden, én tanto que los carentes de él
[C(u) y S{u)] a bases de caleulo dé primer orden.
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c) Alicuota que corresponde a cada contrato en el fon-
do total acumulado al tiempo {,.

ca) Modelo en que se garantu«:m los valores de res--
cision.

Sin perjuicio de plantear de seguido el problema en un
modo estrictamente mateméatico, parece conveniente hallar la
expresion correspondiente por via de puro razonamiento di-
recto, con el objeto de comprender mejor su significacién ac-
tuarial.

Al tlempo t, todos los contratos tendran edad alcanzada
x + 1, habiendo actuado en la colectividad bases de célculo
de segundo orden a Ios confratos eliminados no se les habra
brindado contraprestacmp alguna que dependa del capital
efectivamente acumulado, puesto que C(u) es un valor deter-
minado por calculo (sea de previo al resultado efectivo de la
géstionj; en consecuencia, todas las prestaciones recibidas
-, por. los asegurados han venido a incidir sobre la prima de
AdFifa ‘en forma de alicuotas negativas de prima ®, Se trata,
en" consecuen’ci’a, ‘de un modelo tontinario como el expresado

. POE- “Ja- ecuacion [8] del capitulo IV anterior. Llamando

l"’”’C%i‘lh"i}}*hl’capitaI ‘éfectivamente acumulado por cada con-

ttﬁ%,ﬁt,@ggﬂpq ke @, se tendra que su _expresion vendra dada
POF: I regiacicn ﬂgmentm ’

! ,'zacmn excmdlhle por producto, que como
“efectlvamente actﬁa (ver ecuacmn [17] del

r'-prodi
IP;; lfsemaﬂw §é taﬁsmeﬂen/emno primas negativas. Véase al res-
pecto Cantelli, loq cit., pags. 98 y ss., y Coppini, op. cit,, Cap. V.

(6 Por Co(x + t,)-se entiende el capital al tiempo t, para un
contrato de segunp emitidq.a lg edad x, con antigiiedad de seguro t,.
La antigiiedad de seguno no g§ &n: consecpencla X + t, Ver mfra
“Monto de las utilidades”, pasgim,



Y

73

x-+

77 1w + s1ds

Co(x + ty) = f du [1]

x

“ o) e

donde:

rd

wow) = [P) + P + P@ + Pow) | — ) — Fow) —

(2]

— gu) — Su) — a’(u) — B°u) — yo(u) C(u) — &%u) C(u)
Pu) = au) + B(u) + y°w) + E%u) (3]

By — 9 1n L0, w (4]

du

siendo la ley de capitalizacién excindible por productio.
Corresponde seguidamente verificar la ecuacién [1], que
resulta de los siguientes pasos:

(x4 t) Cx, t,) ‘—“fh% 1°tu) P”(u) L°(u, x + t)du —
— j T 1°(u) fou) Lo(u, x 4+ t)du —
_J.Hto 1%(u) e°(u) Lu, x + t)du —
x+n°
— f 1°u) Fou) LU, x + to)du —
x+t0 N
— f 1°() S() Lu, x 4 t)du —
x+¥, ST ‘.
— f 1%u) o’(u) Lo(u, x + to)du —
xftg :
— f 1o(u) 8%u) Lo(u, x 4 to)du —
— 7 1o o) G T, x-+tdu —

X

— [ 1B G Lou, x-+t)du =

X

6
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x+t,
— J’ 1"(u)[P”(u) — &) — fou) —
— Few) — S) — @) — B —
— ' Clw) — g CW| x
>< Lo(u, x + t,)du

y recordando la ecuacion [2] y la expresion P”(u) dada en
el parrafo (a) anterior, se tiene

10+ 1) Cox + t) =] 1) ww LA, x + t)du 5]

A su vez, conforme a la ecuacion [1] del capitulo IV an-
terior resulta que 1°(x 4+ t,) viene dado (habida considera-
cion de ser 19(xy = ¥Kx)), por:

[T et + B + 6 + E)1ds
1(x + t) =1(x) e "% -

y sustituyendo en la e‘cuamon ’[5] se obtiene:

tho 1 Yo
CO(X + tu) :_«J T(X—i)t_)_ 1t°(u) Lo(ll, X + to)du

e E b 9, B 0, 0 0
f { 1(x) :f [a*(s) + ?(u) + 1s) + E%s)]ds y
1(x) _

[ fa°(s)+s°(s)+v°<s)‘+%°(s>1ds}
. 7(u) Le(u, x+-t,)du =

*Ho 0 “ 0
[06)+B°0)+7°5)+ E°0)] ds} L, T+t da
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que teniendo consideracion de la ecumacion [3] anterior se
transforma en la siguiente

e[ s
Cox + t,) = J w(a) e v Lu, x + to)du

por la ecuacién [3] del capitulo IV anterior se tiene, ademas,

X+t
f 0%(s)ds
L'(u, x + t,) = e”® ,

Y sustituyendo en la dltima de las ecuaciones se obtiene

. [eeas [T swas
CoOx + o) = f m%u) e " e”u du—

+ty
oy [¢°(s) + 8%s)]ds
= f ™(u) e du

que es la [1] c.(xl‘d.

cb) Modelo mutualista, sea sin valores de rescisién
garantizados.

En las condiciones del péarrafo (bb) anterior el capital
acumulado sera diverso del expresado por la ecuacién (1]
de este mismo capitulo.

Es conveniente también en este caso hallar la solucién
‘primero por un razonamiento directo, a fin de mejor com-
prender su significado actuarial, para luego comprobarla
mediante el desarrollo matematico correspondiente,

La prima de tarifa P”(u) se ver4, en las nuevas condicio-
nes, afectada por las cuotas (negativas) de prima corres-
pondientes a los gastos industriales y a las prestaciones ga-
rantizadas a los asegurados, pero no por las devoluciones de
capitales acumulados que se efectiien a consecuencia de res-
cisiones, ya que estas sumas son determinadas como resulta-
do de la gestién y en tal manera que correspondan al capital
total acumulado por el individuo que se retira de la colecti-
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vidad ®; esto equivale, para el resultado de la gestion asegu-—
radora, a considerar que el contrato rescindido no pertenecié-
nuneca a la cartera y, en consecuencia, la tasa de eliminacion.
que efectivamente operara en la colectividad va a ser igual
a ¢Yu) = a%u) + B°(u) que es independiente de las tasas.
Y%(u) y E%u), las cuales no influiran en nada el resultado de
la gestion.

Lo antérior se deduce inmediatamente como corolario de
la teoria de las tablas de mutualidad, que determinan el ca-
pital acumulado en funcién de una tasa ficticia de elimina--
cion definida por (ver capitulo IV, ecuacion [15] y nota () :

(1) = a(t) + B + ) [1— G(t)] + &) [1 —E@D]

donde 7(t) y E(t) son causas de rescision y G(t) y E(t) las ali-
cuotas de capital acumulado devueltas al producirse una res-
cisién, Es evidente que de ser G{t), o bien E(t), un valor uni-
tario desaparece la causa Y(1), o la E(t), como factor determi--
nante del capital acumulado.

En consecuencia, el capital acumulado al tiempo t, por
el modelo mutualista bajo observacion, vendra dado por la.
ecuacion siguiente:

C?(X + tu) =
x+t, x+t,
st wds [ sA9ds
=J (). e e ® . du 16
donde:
Pi(u) = P”(u) —— {(u) — F°(u) — e%(u) — S(u) — a’(v) —
— Bo(w) (77
Piu) = a’(w) + B°(w) (81

5ou) = 71‘.1(]_ 1n 150, u)

siendo la ley de capitalizacién excindible por producto,

(M Esta particular condicién, sea la de no hacer detraccién o
extorsién alguna sobre los capitales acumulados por motivo de res--
cisién, es una de las impuestas en (bb),
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24 La demosiracion de la ecuacion [6] se obtiene mediante
g-_f; los siguientes pasos:

Dt Gt = [ 1o [P — fw) — F) — o) —

— S — aw) — 8 | Lot x + thdu —
x+t,
—[ " rofrw + eo]ew Lo xttd
x -~

1(c+ta) Cox+1y) = f “ foqu) Po(u) Lo, x 4 to)du —

[T 1) ) Cw L x + tydu (9]

y esta ecuacién es del mismo tipo que la [11] del capitulo IV
anterior, sustituyendo los valores de P*(u) y G*(u) alli indi-
cados por los dados por las ecuaciones siguientes:

P(u) = P”(u) — f%u) — Fo(u) — 8°(u) — S(u) — a°(w) — B(u)
G'(u) = G(u) - Y°(u) + &%) E@) = () + E%n)

ya que G(u) = E(u) = 1.

A la ecuacion [9], mediante pasajes como los empleados
para la solucion de la [11] del capitulo IV, corresponde una
solucién del tipo de la [17] de aquel mismo capitulo, sea:

x—r—; x-rt‘0
x+tg f (pp(s)ds J‘ 80(8)d5
Cox + to) = f Peu) e ™ e du

con ¢'(s) dada por la ecuacion [8] anterior, c.d.d.

Monto y estructura de las utilidades.

a) Variacion de la nolacion utilizada.

Mediante el modelo desarrollado en los parrafos anterio-
k- Tes de este capitulo es posible resolver los problemas plan-
i ‘teados en el presente estudio, sea la determinacién del monto
'_ _-de la utilidad y la estructura productora de utilidades de los
" 4liversos contratos,
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Al desarrollar el modelo en referencia se ha incurrido de:
propésito en una notacién que no es correeta, pero que pre-
sentaba ventajas para resolver las distintas ecuaciones.
Corresponde, antes de seguir adelante, hacer explicitas las
convenciones introducidas y eliminar aquellas que no corres-
ponden al modelo, simplificAndolo a la vez con hipétesis adi-
cionales que lo adapten (lo conviertan en “mads representati-
v0”) a la practica de las compafiias aseguradoras,

En este capitulo se ha supuesto que todos los contratos
ingresan al seguro en el afio cero (fundaeién de la compaiiia)
con edad exacta x; y se ha indicado el eapital acumulado al
tiempo t, mediante los simbolos C{x + ti, C(x + t) ¥y
Cx + to).

Si se compara esta notacion con la empleada en el capi-
tulo anterior, es evidente la asimetria, pues conforme a-aqué-
lla C(x + t,) corresponde al capital acumulado por un con-
trato ingresado con edad cero y antigiiedad de seguro x + to;
la misma observacién vale para los valores de C(x + t) ¥
Cx + t,) de los parrafos anteriores, respecto a Ia notacién
empleada en el capitulo anterior.

Para los desarrollos signientes de esta seccion es conve-
niente indicar con ,C(x + t,), .C¥x + t) y .Cx + t5) las
expresiones obtenidas en el presente capitulo y con C{x + t,),
C(x + 1) y C%x + t;) a los capitales acumulados obtenidos
segiun el modelo desarrollado en el capitulo anterior; conse-
cuentemente resulta:

Cx + t) = Cx) + Ox + t)
CD<X + l0) == ‘CG(X) + 1C°(X + to)r
C(x + t) = CAx) + Cx + 1)

Las ecuaciones anteriores indican la modificacién que ha-
bria de introducirse a los desarrollos de este capitulo para
restablecer la simetria con las férmulas de los capitulos an-
teriores. Se trata, en fin de cuentas, de la adicién de una
constante de integracién C(x), por lo que Cx + t) =
= ;C(x + t,) ® excepto una constante de integracidn; esto

) Relaciones semejahtes valen para Co(x + t,) ¥y Co(x + t);
Cox) y C,(x).
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no afecta en nada los razonamientos y desarrollos del pre-
sente capitulo, ya que la asimetria entre ambas notaciones
es consecuencia de una traslacién aritmética (cambio de ori-
gen), que en virtud del principio de Barrow-Torricelli resulta
licita. Esto desde el punto de vista matemético; desde el pun-
to de vista actuarial las cosas presentan un diverso cariz que
se analiza a continuacion,

Actuarialmente, la correccién indicada significa que un
asegurado con edad de ingreso x pagara la misma prima que
corresponda a su edad alcanzada para un asegurado con edad
de ingreso cero, pero debera cubrir al ente asegurador el ca-
pital C(x) que habria acumulado de pertenecer al grupo des-
de 1a edad cero. Si el valor de C(x) resultara cero, nada de-
beria cubrir y si negativo, le corresponderia percibir un sub-
sidio de ingreso al seguro. Respecto a las tarifas, se tendria
una Unica tarifa en funcidn de edades alcanzadas, pero de-
pendiente de una nica edad de ingreso.

Tal esquema representa el modelo usual en una gestion
de seguros sociales, con la salvedad de que los capitales acu-
mulados no se cobran o pagan a los asegurados individual-
mente sino a la colectividad de ellos, pero es totalmente in-
suficiente para representar una gestion contractual de segu-
ros sobre la duracidén de la vida humana.

En una gestiéon contractual de segﬁros C(x) ® debe ser
siempre igual a cero, siendo x la edad de ingreso, y ademas
las primas a pagar dependerin tanto de la edad alcanzada
como de la edad de ingreso, sea que las tarifas resultan ser
un funcional de las edades de ingreso, y no pueden referirse
a una unica edad de ingreso.

Conviene, pues, variar la notacién hasta ahora empleada
para mejor representar las condiciones de gestion de las com-
paiiias de seguros sobre la duracién de la vida humana. Al
simbolo C(x + t;) ® conforme se ha definido en este capi-
tulo corresponderid, en consecuencia, la notacion C(t,), con
la cual se pone en evidencia que el capital acumulado es

(®) Thidem, pég. 45.
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funcién de la edad de ingreso y de la antigiiedad de se-
guro (m) . - a %‘j

Las ecuacgiones correspondlentes al capital acumulado en
cada una de las diversas hipotesis hasta ahora estudiadas, re-
sultan ser las siguientes:

Bases de cdlculo de pt;itﬁer (;rden, g_gzst;'én .I_iormal de seguros.
x-{-t0 ) .

-t [f*(s) + 3(s)]ds-

<C(t,) ———f P*(u) ¢ dn [10]

X

Bases de cdlculo de segundo orden, gestion normal de seguros.

ary [ 10 + 2 1ds
Lot = [ mowy e du [11]

X

Bases de cdlculo de segundo orden, gestion mutualista de
segquros.

x4t J’x+to [@Y(s) + B°%s)]ds
Cote) = f P(u) e du [12]

X

b) Monto de las utilidades.

ba) Gestidn normal de seguros.

Si la gestion observada retine los requisitos indicados en
el parrafo (ca) de la seccién CAPITAL ACUMULADO de este
mismo capitulo, 1a compaiiia perablra como ingresos, paga-
dos por los asegurados con edad de ingreso x y edad alcan-
zada u, que serdn en niimero de 1°u), la suma 1°(m)P”(u)
(ver nota @ de este mismo capitulo); para dicho grupo v en
ese momento incurrird, conforme a las bases de célculo de
primer orden, en los gastos siguientes:

(1)  La notacién usualmente empleada en los texios de matemé-
tica actuarial seria la 1:DC(X).
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1) [f(w) + F(a) + @ + S) + a(w) + ) +
+ YW Cw + Ew cw ]

En consecuencia, el balance, a ese momento y sin consi-
derar la ley de capitalizacidon, conforme a las bases de calcu-
lo de primer orden, seri de:

1%(u) [P"(u) — f(u) — F(u) — e(u) — S(u) — a(u) — Blu) —
— y(u) Cw) — E(u) C(u)] — 1%(u) P*(n)

El desarrollo efectivo de la gestiéon, por su parte, dara el
balance siguiente:

L@ [P — ) — Fo) — e — S — a'(w) —
— Bw) — ¥ Cw) — E¥w) Clu) | = 19w) w(u)

y de la diferencia entre amhos balances resultara la utilidad
-obtenida en ese momento, sin considerar la ley de capitaliza-
cion, por el grupo observado, que sera igual a U(u) 'y vendra
-dada por:

1w [Prw — mo() | = 19w ww) = 13) V() [13]

El total de los contratos ingresados con edad x y que han
permanecido en el grupo hasta alcanzar la edad x + t, ha-
-bra acumulado, teniendo consideracion de que en la colecti-
vidad ha operado una ley de capitalizacidn L°(x, x + t,), la
cantidad 1°(u) .Ut,), dada por la ecuacién siguiente:

1 4 t) (U) = T o) Uw) Lo, x + to)du =
=J-x+tu lo(u)[pn(u) . 1t°(u)]L°(u, X - fo)dll

(11) Nétese que la poblacién activa debe ser calculada conforme
a las bases de célculo de segundo orden, porque los ingresos pro-
vienen de los asegurados efectivamente presentes (bases de calculo
«de segundo orden) y no de los que teéricamente deberian continuar
perteneciendo al grupo.
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thU
= f 1°(m) w'(u) L(u, x -+ t,)du
y dividiendd por
.\+ro
| eyds
1“(:\’ + ta) = ¢

se obtendra ,U°t,), utilidad acumulada correspondiente a
cada contrato presente en el colectivo, con edad de ingreso x
y antigiiedad de seguro t,, a la que corresponde la ecuacion
siguiente:

s i,
U°(to) =J 10(1°(u) .. - () Lou, x 4 t)du =

X

xtt, f T @) + 8%s) ) ds
— J’ ) e’ du 147

de donde resulta que:
Uty == 7t'r(3°(io) ( 157

€8 decir, que la utilidad acumulada por cada contrato es
: 1&;!3] al capital acumulado, segan las bases de calculo de se~

g!hda ‘'orden, ‘por un seguro del mismo tipo, pero con prima
d;; )anfa (W) = P*u) — n'(w), diferencia entre la prima con
hasea. célqulo de primer y segundo orden del contrato bajo

e,s‘t;gn Ihﬁtudlisia de sequros.

Si Ia gestmn observada reline los requisitos del parra-
fo (cb) de/f¥seceion CAPITAL ACUMULADO de este mismo
capitulo,. 1a° ‘eomppaiiia percibira por ingresos de tarifa de los
asegu:ado%mmﬂ&d de:ingreso x v edad alcanzada u, que
serdn en niiméro 1%(a), la suma (ver nota ® de este mismo
capltulo) Iz‘f(u)\«P”(u),‘para ese grupo en ese momento incu--
arnie g,}as‘ bases de ealculo de primer orden en los:

gastes an} feen 4
Toga) ff?ﬁ)i’—jp‘(u) o — s ) — Bw |
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sin que se tenga consideracion de las alicuotas de capital
acumulado que se devuelven por rescision o conversiéon de-
los contratos, por cuanto a la ocurrencia de esos eventos se-
devuelve al asegurado el capital efectivamenie- acumulado
por su contrato y, en consecuencia, las tasas y(u) y &(u) no
tienen influencia sobre la prima, por no constituir dichas-
devoluciones prestaciones que se brinden al asegurado (ver
parrafo (cb) de la seccion CAPITAL ACUMULADO de este
mismo capitulo).

En consecuencia, el balance, seglin las bases de calculo
de primer orden, sera 1°(u) P’(u) y vendra dado por:

1°(u) [P"(u) — f(u) — F(u) — &(u) — S(u) — e(u) — B(u)] —

= 1°(u) P’(u)

El desarrollo efectivo de la gestion, por su parte, dara el
resuliado siguiente:

[ Prw) o) — Fow) — o) — S) - @) — B |=
= 1°(u) P(u) *»

y la diferencia de ambos balances sera la utilidad en ese
momento, sin considerar la ley de capitalizacion, para el gru-
po observado, que se indicara con U%u) ¥y vendra dada por:

L [P — P ] = 1) =W = U  [16)

mediante pasajes del todo similares a los empleados en (ba)
anterior resuita que la utilidad correspondiente a cada con-
trato presente en el colectivo, con edad de emision x y anti-
giledad de seguro t, vendra expresada por U%t,) a la que
corresponde la ecuacion:

. I T o) + 5% 1ds
:U(to) =( ®u) e ® du —
) = 7w, C2t) (17}

(12) * Ver ecuacién [7} y parrafo (cb) de la seccu’m “Capltal acu-
mulado”, ambos de este mismo Capitulo.
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d) Conclusién. P

Los resultados anteriores indican que el problema de las:
utilidades acumuladds por una gestion - asegiiradora, o, lo:
que es lo mismo, el de la divergencia entre bases de calculo:
de primer y segundo orden, constifuye un caso particular
de la teoria de las tablas de mutualidad (o de los capitales.
acumulados).

Mediante la aplicacion de ella le es posible al actuario:
determinar la cuantia de las utilidades y la esfructura pro-
ductora de utilidades de cada contrato.

A lo primero (cuantia) dan respuesta las ecuaciones [18]
y [19] y las que de ellas se siguen; a lo segundo (estructura
productora de utilidades), los valores ©’(u) y =%u).

El modelo de tablas de mutualidad ademéas de las venta--
jas de su generalidad irrestricta @9, ofrece la de su sime-
tria eon los resuliados de la ciencia econdmica.

Ya en la nota ® del capitulo III.se-indicd que el ecalculo.
econdmico requiere una revision permanente del plan eco-
noémico utilizando los resultados “ex post” de planes ante-
riores; un plan economico no es racional si se lleva adelan-
te sin considerar los resultados efectivos de planes anteriores..
Es evidente que toda accion humana procede de acuerdo con
este principio y que no seria por virtud de la teoria de las.
tablas de mutualidad que las compaiiias aseguradoras ibgn
a conformarse a él. Ciertamente que desde siempre han con-
formado su actuar al principio econémico.

Pero no basta con que' el principio econdémico informe:
(subjetivamente) el:plan para que éste resulte (objetivamen-
te) conforme a ¢l ‘Porque para la conformidad objetiva es.
necesario disponer de instrumentos de calculo econdmicor
que sean aptos para reflejar los resultados “ex post” de los
planes. Ahora bien, las w*(u) y w’u) son precisamente ins—
trumentos de este tipo y la teoria de las tablas de mutuali--

G4 En el curso del desarrollo de la teoria se han introducido
—con el tinico objeto de simplificar la exposicién y mantenerla den-
tro de las necesidades de la practica aseguradora— limitaciones que
pueden levantarse sin mayor dificultad.
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-dad resulta, en consecuencia, un aporte tan importante,
para una compainia aseguradora, como el empleo de una
unidad monetaria o de una adecuada técnica contable; he-
rramienta indispensable para administrar racionalmente la
gestion de seguros,

La técniea actuarial no puede detenerse en el punto en
que comprueba que se ha producido utilidad, y evaluar Ia
_gestion conforme a bases de calculo de primer orden.

Ello equivaldria a suponer que aquellas bases son repre-
sentativas del desarrollo efectivo de la gestiéon; pero si se
han producido utilidades es clara indicacion de su no repre-
sentatividad, que de otro modo ninguna utilidad se habria
producido (salvo la metivada por desviaciones aleatorias,
-de la que se tratara mas adelante en el capitulo VI); la utili-
-dad (o pérdida) estan, sin embargo, alli para hacer dudar
a la técnica actuarial y poner en entredicho las bases de
.calculo de primer orden, Desoir esta “alarma” y continuar
adherido a aquellas bases, es contradiccidon del principio de
actividad (objetivamente) racienal.

Se hace en comsecuencia' necesario revisar las funciones
biométricas y la ley de capitalizacion para evaluar las causas
productoras de la utilidad. Esta revision es posible como un
subproducto o caso particular de la teoria de las tablas de
mutualidad. Basta al respecto con reflexionar que consideran-
-do ser las alicuotas de capital acumulado que se dévuelven
a los eliminados constantemente iguales a cero, el modelo
desarrollado se transforma en uno de determinacién de fre-
cuencias de eventos asignados. El mismo Caritelli (loc. cit.),
efectné la. demostracion en lo relative a'la determinacién de
-probabilidades iidependientes en el sentido de Karup, que re-
sultan un caso particular de la téoria de las tablas de mutua-
lidad. Mediante la generalizacion de esa teoria que aparece en
Coppini (loc. cit. eap. V), resulta que la determinaciéon de
frecuernicias para eventos asignados, en las hipétesis mas ge-
neralizadas posibles (poblaciones circulares abiertas), conti-
nuta siendo un caso particular de dicha teoria.

El modelo hasta ahora desarrollado es, no obstante su ge-
‘neralidad, insuficiente, pues él supone la determinacién de
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utilidades en el periodo estadistico (0, T,) o lo que es lo mis-
mo, la presencia de cada contrato desde su edad de ingreso
para determinar la utilidad acumulada: los contratos debe-
rian ser, en consecuencia, observados durante el periodo
(X, x + t;), donde x representa la edad de ingreso.

La préactica usual no puede tolerar tal vinculo, pues las ob-
servaciones se efectiian en periodos (T,, T.) y sobre contratos
con lapsos de edad (x + t,, x + t,). A fin de adaptar el mo-
delo a tales condiciones se hace necesario introducirle varia-
ciones, a las gque se dedicara el capitulo signiente, en el cual
se derivaran —como casos particulares— los modelos de Ot-
taviani y Hockner relativos a la participacion de los asegu-
rados en las utilidades.

Antes de finalizar el presente capitulo conviene resaltar
que e] planteamiento y primera soluciéon a los problemas en
estudio se debe, hasta donde llega mi conocimiento de los
antecedentes de este tema, a Sheppard Homans, actuario de
la Mutual Life Insurance Company de Estados Unidos de
América, gquien —en 1863 ¢**-— lo resolvié mediante su co-
nocida formula contributiva que separa la utilidad en (a) uti-
lidad de interés, (b) utilidad de mortalidad y (¢) utilidad de
recargo industrial. Para el caso de un seguro mixto, por ejem-
plo, emitido a la edad x, la utilidad en al afio de edad
x +t,x + t 4+ 1) viene dada, conforme a la formula contri-
butiva de Homans, por la ecnacion siguiente 09 :

Uy = [tV”x —+ P"x:’—l (t — e — f] (i— i) +
4 (@xpt — Qe T — V) +-
+le—a P g re—n]a+n

donde los términos del segundo miembro representan, respec-
tivamente, la utilidad de interés, mortalidad v recargo indus-
trial.

(5)  On the equitable distribution of surplus. Sheppard Homans,
Journal of the Institute of Actuaries, Vol. XI, pag. 121, 1863 (;18647?).
(18)  Ver Cultrera, loc. cit.,, Capitulo III, parrafo 5, pag. 336. Los

simbolos con apdstrofo representan bases de calculo de segundo
orden.
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CarpituLo V1

ANALISIS ESTRUCTURAL DE LAS UTILIDADES
METODOS DE PARTICIPACION DE HOCKNER
Y OTTAVIANI

Analisis estructural de las utilidades.

Las ecuaciones [15] y [17] y las que de ellas se siguen,
desarrolladas en el capitulo anterior permiten, como se dijo
alli, determinar tanto la cuantia como la estructura produc-
tora de utilidades de los contratos observados; tienen, no obs-
tante, el inconveniente apuntado de requerir la observacion
de los contratos durante el entero periodo de permanencia
al colectivo observado. Ademas, la utilidad no es deducible
directamente de un balance a que proceda la compaifiia en
un periodo estadistico, pues es necesario construir un juego
de tarifas, a base del costo acumulado tontinariamente @,
para determinar la utilidad acumulada por cada pdliza, se-
gln edad de emisién y antigiiedad de seguro.

Por otra parte, es norma usual de Yas compafiias asegura-~
doras proceder a valuaciones periddicas de los contratos vi-
gentes, acreditando a cada uno de ellos el capital acumulado
que corresponda segun edad de emisidon y antigiiedad de se-
guro, conforme a bases de célculo ‘de primer orden que se
juzgan representativas del desarrollo de la gestion en el pe-
riodo estadistico siguiente a la fecha de valuacién. Tal prac-
tica hace depender las utilidades acumuladas en una fe-
cha T, del desarrollo efectivo de la gestion en (T,, T,) y del
capital acumulado en la fecha T,. Este resultado diferira
del correspondiente al periodé (0, T:) en funcién de la diver-

(0 A este costo acumulado hacen corresponder los actuaries

norteamericanos el simbolo ,U,.

(o

I
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gencia entre capital acreditado a la fecha T, y capital acamu-
lado en el periodo (0, T,) 2.

Los usos mengcionados-obligan a proceder a un estudio
més. detallada del esquema hasta ahora desarrollado, a fin
de convertirlo en un instrumento aplicable a la practica co-
tidiana de las compaiias aseguradoras. 4

Antes de proceder a las modificaciones conducentes es
conveniente sefialar que el modelo desarrollado es, no obs-
tante las “objeciones” apuntadas, de grande utilidad para el
actuario, que lo puede utilizar al momento de preparar las
tarifas de la compaiiia para determinar “a priori” los divi-
dendos futuros, por encima de aquéllos garantizados que
otorgue mediante las funciones S(u); es en particular util en
aquellos paises en que las regulaciones administrativas im-
ponen a las compaiiias las bases de calculo de primer orden,
como es el caso de los Estados Unidos de América (ver Sec-
cidén 2 del Apéndice, in fine), pues permite evaluar los resul-
tados futuros de la gestién mediante métodos mas econdmi~
cos que los usualmente utilizados para el computo de “asset
shares”, que suelen valorarse mediante un desarrollo “afo
a afio” (con bases de calculo de segundo orden) de la gestion
aseguradora.

Conforme resulta de la ecuacidén [17] del capitulo ante-
rior, en el afio T, de fundacion de la compaiiia el capital
acumulado por los contratos que ingresaron en el afio cero
con edad x y que forman parte del grupo observado a la
fecha T; (con antigiiedad de seguro t,), sera igual -al capital
acumulado segin las bases de calculo de primer orden au-
mentado con las utilidades acumuladas en el periodo esta-
distico (0, T,), lo que suma

L) = xCalte) + ) 2Cilte) = <Culle) + U%(to) (1
Y en consecuencia:
IU?'(,tﬁ) == ,‘Tlu, .\C;)(to) = xc;:(to) - xcz(tn) LQ]

() Si hubiera resultado un superavit-respecto a las bases de
cilculo de primer ‘orden a utilfzar en (T, T,), la divergencia puede
ser causada por el hecho mismo de haber declarado y repartido di-
videndos. .

7
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y este valor (que corresponde a una gestion mutualista) serh
igual a cero en los casos signientes: (a) cuando las bases de
cilculo de primer y segundo orden coincidan totalmente;
(b) cuando las bases de célculo de primer y segundo orden
"coincidan globalmente, y {c) cuando se hubieren distribuido,
al tiempo T, las utilidades acumuladas por cada contrato.

"} »-C‘G‘m&idé"rese seguidamente el resultado de la gestién en el
periodo de observacién (T,, T,) con 0 < T, < T,, dentro del
cual (a la fecha T;) los contratés alcanzan la-antigiiedad.de
seguro t, (> t, > 0) habiendo ingresado con edad x al tiempo
éero (fundacidon de la compaiiia).

Mediante pasajes idénticos a los que produjeron la ecua-
cion E17] del capitulo anterior se obtiene el siguiente resul-
tado para la utilidad total acumulada, en una gestién mutua-
lista ‘de seguros, en el periodo (0, T;) por los 1°(x, t,) asegu-
rados con edad de ingreso x y antigiiedad de seguro t,:

e+ 0 = [ ) T L, x + 1) —
—f ° 1°(w) U(u) L%u, x + t)du +

,+f 1) U'(w) Lo, x + t)du

T

I b : ‘ 10(11) «
RSN (A X + ) Us(u) Lo(u, x + t)du +
12N ‘ > ux
A T+t :
1%u) e 1o L
] T U L bde =
*+t, 27 4

tt x4ty -
x+tt, 4[ @?(5) ds J’ 3°(s)ds
= f e’n - e’ Uo(u) du -+

. J”H;t% e‘f )j+,t1 ré(s)ds j 8°(s)ds .
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tg X+t X+t
o) +2lds [ “eeds [ 77 sds
e e’ Cou)du+
r xx'-;._f;l . - tl .
vy | w@ds [T seds
+ f e’ e Uo(u)du =

— E°(t) 7% xCt) + T xpe, CI(LL)

Donde 4 FEXt;) indica el valor acumulado a la edad
" X + t, por un contrate tontinario a prima tnica unitaria,
suscrito a la edad x + t, y valorado con bases de calculo de
segundo orden; corresponde el valor ;. E%t;) =, (C(t,) a lo
que los actuarios norteamericanos denominan “costo acumu-
lado de los pagos de sobrevivencia, con beneficio de interés
y supervivencia” y que designan con el simbolo ¢, Uss, @,
cuando la prima es anual unitaria, en el caso bajo considera-
cion se frata de una prima tinica n° .C°(t,) pagada al inicio
del periodo (i, t,), pero el modelo de determinaciéon de las
utilidades se reduce a uno en funcion de ¢ _ Uy, (ver infra
“Modelo de participacion en las utilidades de Ottaviani”, in
fine, pag. 77).

Por su parte el valor n% .. CXt,) representa el capital
acumulado, en una colectividad en que actilen bases de
calculo de segundo orden, por un contrato con edad de in-
greso x -+ t, y antigiiedad de seguro t, — t,, que hubiera
pagado las primas nu) = P'(u) — P°(u) ® correspondientes
a la edad de ingreso x.

La utilidad acumulada al tiempo T, por un contrato in-
gresado al tiempo cero con edad x y que haya alcanzado an-
tigiedad de seguro t,, vendra dada por la ecuacidn siguiente:

XU:ol(t‘l) e TE? ,’x’ctl'(to) . !+tnE?(t]) + R‘O,x+t(\co(t1) =

IS

(8)  Ver, An Introduction to the Mathematics of Life Insurance,
Walter O. Menge y James W, Glover; Cap. II, parrafo 16, pags. 35
v 36. The Machllan Go. N. Y. 58 edicién, 1949.

4 Ver ecuacién {167 del Capitulo anterior.
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y el capital acumulado por dichos contratos al tiempo T;
sera, en consecuencia:

L) = L) + = <C(t) £4]‘

1

Correspondiendo a las ecuaciones [1] a [4] se obliene, para
el caso de una gestion normal de seguros (aquélla con valo--
res de rescision y conversion garantizados) las ecuacio-
nes {1’] a [4"] siguientes:

Cole) = <Glte) + ™5 «C(te) = <Clts) + xU°(to) [1°]
xU“(to) = T, xC‘G'(tQ) - xco(to) - xC(to) 1:2’:’
06y = ®, Cty) - x+t0E.°(t1) -+ x+t°C‘0(t1) -

= T, xGP{t‘l) [3,:{
C(t) = xc(tl) + =, <C°t,) 4]

Ponde,
) = P — P = [P/ — fw) — F) — sw) —
— Suw) — @) — B(u)} —
o [P”(u) — fo(u) — Fo(u) — e(w) — S(u) — a’(n) —
— pw] =
— [P —ta] + [P —Fw | + [ —ew |+
o [e@ — e ] + [Ew) — B |
Qiu) = a’(u) + B°%u) '

) = P*u) — () = [f°(u),— f,(,u}]xgr [F‘{(u) — F(u)]—{-
. -I— [e,ogu) — &(w ] ;j;,[oz"(u) — a,(u)r? +
+ 8@ — saw] +

+ Cw [vim — 1] + coy [Ew — Ew]
D) = a’() + B%u). + vouy 4 E°u)

De las ecuaciones. [1] a [4} v Iés. respectivas [l’j a [4'7
se concluye que la utilidad acumulada a la fecha T, por un
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-contrato observado en el periodo (T,, T,) se compone de una
utilidad que podria denominarse de permanencia activa pro-
ducida por la gestion en el periodo, sea la suma ‘11:1 s x+¢OQ(t1)
v del valor acumutddo a la fecha T por una prima'unica ton-
tinaria pagada al inicio del periodo, sea a la fecha T,, que
produce la utilidad que podria demominarse de capital sea
Ia suma ©% (C%t,) - x+t,E(h) a la fecha T..

Con los elementos adquiridos puede disefiarse un modelo
de participacién en las utilidades que permita la determina-
.cién de éstas mediante la utilizacion de un instrumental sim-
ple y econdémico. Para tal efecto basta con considerar que los
contratos presentes en el colectivo a la época T, (con antigiie-
dad de seguro t, y edad de ingreso x) han ingresado todos
-en ese momento al seguro, antedatando en t, afios sus péli-
zas, pagando en una sola solucion de pago la suma de capital
acumulado correspondiente a las bases de calculo de primer
orden que se. estiman representativas para el periedo (Ty, T,)
¥y comprometiéndose a pagar en ese periodo la prima relativa
a una poliza ingresada con edad x y antigiiedad de seguro t,;
‘dichos contratos seran todos cancelados a la fecha T,, reti-
rando cada asegurado la alicuota que le corresponda en el
-capital total acumulado. Esto producira, a la fecha T, de li-
quidacién de los contratos, eventuales excedentes que cons-
tituyen la utilidad acumulada en el periodo (T,, T,) de ob-
‘servacion ©®,

El capital total acumulado a la fecha T,, para el caso de
-una gestion mutualista de seguros vendri dado por la ecua-
-cién:

_x‘Cﬂ(tl) - xc(to) * x+toE10(t1) + “3 ’ X+tnCc-:(t1) + 1+toU2(t1) =
= xCl(ti) + x+toU2‘(t'1) [51

vy, para el casoc de una gestion normal de seguros, por la
ecuacion:

(5) Estas hipétesis equivalen a considerar como ingresos de la
cartera las reservas completas acumuladas a la fecha T, y como
~egresos de ella las acumuladas a la fecha T,; el modo de plantear el
problema en el texto parece, sin embargo, més aconsejable por su
dwayor generalidad,
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xCo(tl) - xC(to) . x+t0E°‘(t1) ‘|- 7‘71, x+tﬂco(t1) + x+tnUo(t1) ==
== xC(t1) + X+taU°(t1) [5’]

En ambos casos el capital total acumulado vendra dado
por el montante acumulado al tiempo T, (en una gestién ton-
tinaria con bases de calculo de segundo orden) por una prima
tnica pagada al tiempo T, (cuyo monto aparece en los libros:
de la compafia como reserva completa de la pdliza a esa
época), mas las utilidades producidas por la gestién en el
periodo estadistico (T,, T.).

Con las variaciones apuntadas se superan las objeciones-
a que estaba sujeto el modelo de tablas de mutualidad, las
que se presentaron al final del capitulo anterior; la utilidad
puede determinarse mediante 1a utilizacion de tablas de mu-
tualidad con la sola observacion de la cartera en el periodo:
estadistico correspondiente y utilizando los elementos que
aparecen en los libros y estadisticas de la compaiiia para
ese mismo periodo, sin necesidad de recurrir a registros de
periodos anteriores.

Para finalizar, debe observarse que antes de decretar una
participacién en utilidades debe comprobarse si ellas se han
debido a una divergencia “real” de bases de primer y segun-
do orden, o a una divergencia debida al azar, pues en este
altimo caso no debe llamarse a participacion en utilidades.
Esta observacion, no obstante su importancia, carece de apli-
cacion practica, pues es sabido que a través del reaseguro-
las compaiiias aseguradoras suelen cubrir la cantidad 1la--
mada “capital de riesgo”, con lo que se transforman en en-
tidades financieras gestoras de las “primas de ahorro”. Si
existen ‘contratos de reaseguro de tal naturaleza, siempre-
puede llaniarse a participacion en las utilidades a los ase-
gurados, puesto que el problema de la divergencia entre
bases de calculo de primer y segundo orden, en cuanto que
debido a causas “reales” o aleatorias, es problema del rease--
gurador y no del asegurador.

Para terminar el presente estudio, una vez que se ha mos-
trado que la participacién en las utilidades es determinable
mediante el modelo de tablas de mutualidad, no resta mas:
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que deducir —como casos particulares— los métodos pro-
puestos por Ottaviani y Hockner.

Modelo de participacién en las utilidades de Ottaviani.

Esté bajo observacion una cartera del tipo normal, es de-
cir, con valores de cancelacién y conversidn garantizados,
compuesta por contratos que satisfagan todas vy cada una de
las condiciones siguientes: (a) idéntico tipo de contrato;
(b) idéntica estructura de capital asegurado, ver nota ® infra;
(c) igual edad alcanzada, x - t, al tiempo T,, ¥ (d) igual an-
tigiiedad de seguro t, a la fecha T,.

Introdizecanse las signientes HIPOTESIS ADICIONALES:

1} Las causas de eliminacion y(u) y £(u) sean siempre
idénticamente iguales a cero, es decir, que se ignoran
las causas de eliminacion no dependientes de la du-
racion de la vida;

2) en el periodo de observacidn supongase haya actuado
una ley de capitalizacidn a interés compuesto, sea que
5%(s) = 8° — 1In(l + io); esta hipdtesis es “suficiente-
mente representativa” (ver capitulo I, “Metodologia®);

3) los componentes del recargo industrial sean indepen-
dientes de la edad alcanzada y de la edad de emisién
y dependan a lo sumo del tipo de contrato (ésta es
también una hipdtesis, “suficientemente representa-
tiva®), en consecuencia:

flu) = f° ; fu) = f
Fo(u) = F° ; F() = F (igual a cero
para todo t mayor que cero, por definicién de gastos

de adquisicién en los que se incurre tinicamente para
la antigliedad cero de seguro)

e(u) = &° ; g(u) = ¢

En tales hipdtesis la utilidad del periodo (T,, T.) sera,
conforme a la ecuacion [5’] anterior, la siguiente:
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x4+ tOUO(tl) == xc(to)

Fﬂww+wma

. x-&-.tUEo(tl) + xla x+t0Cq(t1) -— ic(tl) -

- xC(to) € x+‘t0‘ . . ‘ + .
x+ty
xttge L J- . o) A-2%6) 1ds
-+ J- w(u) e " du — C(t) —
X+, - R
Qi) Pl
—- A i) &t 1°Gx - ty) *Glt) +
Xty . (1 _I_ ioj —u 10(11) - B
+Jx+tu 1 (ll) a—+i )——(x+t1) 19(x -t du — xC(t1) —
x+t O(X + tn) .
x+1:1 10( + tl) xC‘(tﬂ) +
1, Vo' 10(1.1) .
-+ J; . 1t{u) Vorth T + 6 du — ,C(t) =
D (X + to) Do(u)
B to 1 =3 du— xC t,
Do + ty H“Lt T Frr o (t)

y teniendo conmde,:amon de que 7*(u) en las hipétesis hechas
resultara dada por: :

nm=Wwwﬂ MWJM[M~MH
é%w@w—a]+[&m»—amﬂ+
e [vra) — v ] .o [2w — ] —
~[rrr[e o] # [ - aw] 4
| + {B‘!{u) — ) |
lo que da
e U(h) =

f T pyu)du +
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x-ﬁ-t1 O A P A U ; BREER
+ r {[QE(U)_:T-:‘;_“,(“’] 'TTl?';‘f‘j ST S P T R T
uxjrto I KLy T IEEEEN s U ;'A‘ f
4- [Bo(u) — B(U)]} %’T du — xC(tz) [6,]

Introdizcanse a continunacién las siguientes HIPOTESIS
PARTICULARES:

1.°) El periodo estadistico de observacién es de ampli-
tud anual y comprende a cada confrato donde el
momento mismo en que alcanza la edad x + t has-
ta el momento innfediatamente anterior a la fecha
en que aleanza la edad x 4+ t 4+ 1;

2. al ser eliminado de la colectividad no se paga el
capital unitario, sino una suma K;,,, si se es elimi-
nado en el afio de edad ohservado ©®;

3.°) las tasas de eliminacién [af(u) + a’(w)] y [B(u) —+
+ 8(u)] estén sustituidas por las correspondientes
tasas q’x+t¢ ¥ gx+t las cuales operan unicamente al
findlizar del afio de edad;

4.°) a los supérstites que cumplen la edad (x + t + 1)
se les pagne una renta de permanencia S.;;

5. el wvalor Dx + t) = le“(x 4+ t 4+ udu =
x1t+1 ) )
= f Dv(u)du se aproxime mediante D(x | t)=—

= ;ijr* 14x + t), lo que equivale a suponer que
los capitales acumulados y las primas ingresan a
la cartera- —en un wnico pago— al inicio del afio
de edad.

(® FEl modelo de Ottaviani es a este respecto mas general que
el desarrollado en el texto, Esta mayor generalidad exige que el
grupo de contratos observados retna la condicién (b) impuesta al
inicio de esta seceiéon a la cartera observada.




Antes de proséguir convien¢ estudiar una particular di-
ficultad que presenta el modelo de tablas de mutualidad,
para aplicar el cual es necesario valorar la ecuacion si-
. guiente:

Tttt
f ‘{[ow(u) + Bw | —

x4+t
DO
[+ B(u)]} D*(x +(?)+ 1)
1 9

. [a{x 1+ w4+ Bx + ¢+ u)]} DYx + t + uwydu =

- Vor T N ‘1;‘:’(xi+ t 4+ u) «
T O D(x+t 1) fﬁ x4+ t+ )

o

L PE4tw Y, . . d
x( 1(\4_1[4_1)\‘ 1%z + t + u) v du

valor que-no .es.directamente deducible de los datos que
componen los balances exigiendo, como se indic6 en el ca-
pitulo V, construir un*;uego -de: tarifas, con base, eso si, en
la experiencia del periodo observado ﬁmcamente, como se
demostré al final de Ia seccion anterior. .

El modelo se SImphﬁcana ‘sobremanera si los valores con
base en-los- que se determinara ld cuantia y estructura de
utilidades pudieran deducirse: de:ecuaciones dependientes
de las ‘mismas bases de:célehld, pues -entonces

x+Ht+1
DO
J [ + @] - Do +(-ttl)+ 1

X+t :
’ V x+1

D“(x -}-t+1)

X
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1°x + t + u)

1
xf“lw+wm%h¢$+mﬂ®=
Vv

T T o7 ™
— T T 4 e e wyvedu—
DG At D 1+ aw t+u)v du—-

]

DYx + ©) 1 "

= DEttrD) T | du L&t wvdu=

Dx+Y 5 _ '
Do(x + t + 1) T+t
DAx 4 1)

Dx +t4 1)

19(x + t)

Vollxie = Nt 1)

x4+t

Tanto Ottaviani como Héckner utilizan una via que les
permita planfear el problema basiAndose en una ecuacién
del tipo antes indicado, con el objeto de evitar la necesidad
de construir un entero juego de tarifas a primas y bases de
segundo orden para determinar la estructura y cuantia de
las utilidades para cada periodo estadistico.

Para tal efecto basta, a partir de la ecuacion [13] del ca-
pitulo anterior y efectuando los desarrollos que llevan hasta
la ecuacion [6’] de este capitulo, introduciendo las hipotesis
simplificativas sefialadas en la presente seccion, obtener los
capitales acumulados, separadamente para bases de calculo
de primer y segundo orden, para luego hallar por diferencia
la cuantia de la utilidad y mediante separacion de términos
en las ecuaciones correspondientes deducir la estructura del
beneficio.

Se tendra conforme a lo anterior, para la utilidad acumu-
lada con bases de célculo de segundo orden y de primer or-
den respectivamente:

L DY A1)
x+gU (tTl)'— DO(X—’—-t{—'—]_) ;Xc(t) -
- D t Do t
— [fo + €] (x4 t) . x + t) Vo'x 4 Kigr —

Dx+t+4+ 1) Dix +t 1)
- St+1 - xC(t + 1)
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. D4+t D(x + 1)
0 = _ _
S TDatrirn O €+ O T
D(x + t)

T TPaLtrn Y Oxs it — Siqr — Gt + 1)
@t&ndo todos estos valores referidos al final del afio de edad
y"‘en consecuencia representan la utilidad acumulada a esa
‘ffmlm;gor cada uno de los 1°(x + t + 1) contratos que per-
; en el seguro; si se desea conocer el aporte a dicha
- efectuado por cada uno de los 1°(x + t) = Iz + 1)
contratos vlgentes al inicio del afio de edad; sea el valor
,;Hﬂ (t —j—;r Il, sje/phtendra mediante las relaciones siguientes:

Cob 1o +t41) . . o,
,.HU (t —]— 1) - x+JJ°(t + 1) =.CG1) d + lo) —
LS T I xﬁl ’+ t)

\“r‘Ut EOJ ‘(1 ‘l" 10) — Kt+1q X+t
P £ 2 ‘}l_ ’ ;{St+1 + C(t + 1)} [7°]

LT 3 23, ._t “E TSR i "u
A=z Qﬁ@*ilr—i- ﬂ&“ﬂwﬁ + €] i i)

gty

 RepiGest — Deae {Sm + Ot 1)}

¥ restando miembro a miembro las dos ecuaciones anterio-
res resulta:

a1 =00 T —i] + {If + e @+ D —
— el (i) —
— Kipacpt — {St+1 -+ Gt + 1)} +
+ Qs [Seea + Gt +1)] +
RersGort + §Seis + =t + D} —
— Gere (S + <Ol + D] =
= L [is — 1] + [Gree — Tere] {Ker —
— S — <Ot + D} +
+{f+ed+n—e+ela+in) 8]

,f,
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que es la ecuacion, halladg .per, Qitawiani; si se.inireduce la
hipotesis de que el periodp estadistico lo constituya el in-
tervalo de edad (x 4+ t, x 4~ t. 4~ 1), sea un intervalo abierto
a la derecha, es inmediato que ;C(t) = (V. 4 P capital acu-
mulado mas prima que se acaba de pagar a la edad (x + t)
y a su vez el valor de ;G{t 4 1) = (., V’, reserva terminal a
la edad x + t. En consecuencia, la ecuaciéon de la utilidad
acumulada por cada uno de los 1%x -+ t) = 1(x -+ t) contra-
tos, en el afio de edad (x + t, x + t 4+ 1), referida financie-
ramente a la fecha T, que corresponde al final del afno de
edad x + t + 1 vendra dada por:

w0 + 1) = (V. 4+ P)) (o — 1) +
+ [dere — Qepe) e — Seqr — VD) +

+tieraa+d—E+ea+} (9]

La ecuacién anterior pone en evidencia que la utilidad
de mortalidad (q,, ,— @, ,) Biyr — Sers — ¢+1V]) puede
expresarse en funcion del capital bajo riesgo; la utilidad
de rendimiento (;N"/ + P!) (i, — i) puede expresarse en fun-
cién del capital de cobertura (V! + P7) v la utilidad de
gestion en funcién del capital asegurado o de la prima de
tarifa, segun los sistemas que siga la compaifiia para deter-
minar f y ¢ )

Ademas de los factores indicados existe una utiligad de
extorno y un factor de utilidad F° — F que nace al inicio
del contrato, de los cuales no se tiene cons1derac16n exphcl-
ta en este modélo. = ¢ * ' . C

Noétese, asimismo, que las utilidades de rendlmlento y de
gestién son independientes dé la submortalidad; no sucede
lo mismo —como ya se hizo notar— en el caso de que la
utilidad se determine con base en la ecuacién de ., Ut + 1),
pues en este caso, como es de inmediata comprebacion,
todos los factores de ufilidad son funcién de la submortali-

1

dad, ya que 0ot + 1) = —— -, 0% + 1) = f(q] ).
x+t

Antes de pasar a exponer el modelo de Héckner, es con-

. 'veniente determinar para un cemtrato dado (um seguro mix-
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1o, por ejemplo) la cuantia y estructura de-la utilidad me-
diante el empleo de la.teoria de las tablas de mutualidad®,
para dicho efecto es util escribir en otra manera la ecua-
€ién [7°]:

w0+ 1), =G0 A+ o) — [+ 6] U+ i) — @y,
— By, U+ D) =
=V 4 P n|)<1+lo>—[f°+e°] A+ i) — ., —

x-rt

— PV =
— [tv" '+ P’ |(1 — e°)] M+ i) — £ + o) — ¢y —
- p;+t 4V

y para t — 0, si F° es el costo efectivo de adquisicion se
tendra, dada que ,V/, = 0, la siguiente ecuacion:

SUL ey — (e (1 4 io)pr;ﬁl — (1 4 i) — q'x — PV

}l-g “E}‘ia eitaes

A (n) = UV )P ’<1 4 o) — 1 — ol + 1)

'y la utilidad total, referida a la edad de emision, resulta:

n—1

U= 2 a0+ D (L 4 i) =

., =1

- Z e VI 4 i) (U — P @+ i)t —

—Zt “ﬂP 5+;L‘ a + 10) S O B L
9. B BTSN : :

n—1 Iz

T f”E tpx(l + m—t = (1 + e°)P,;n a5 Al
, | A -

o
i

% . [ ”

L — Fo f°a°

(nl

() Ver Cultrera; op. cit., Capitulo’ I, parrafo 5, péé. 336.
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X : I + F° + toax n[
=0 — )P o — =
X:n : ao

x 3|

x’n|+ Fe + fu :Or:nl
g_, PZ,TI_ (1%5).51)“1\| §=
é =1 —¢) {P’,';—,q~ "‘i":nl}
3 y la utilidad acumulada a la edad x 4+ n sera en conse-

B cuencia:

7 (Con) — Ul (B~ = (1 — o) (Pl

1 n
$ o 1't°”: n[) ax 3| WE) ™ = (1 —e¢) (P:‘TI _ 1‘0” D|) «U's
donde el 1ltimo miembro esth expresado con la nomenclatu-
ra usual entre los actuarios norteamericanos para indicar el
costo acumulado de pagos de sobrevivencia (ver supra, pé-
gina 62),

Método de participacion en las utilidades de Hickner.

Para termjnar el presente estudio se expone, en resumen,
el método de participacion en las utilidades de Hockner, con-
forme a la generalizacion de Ottaviani.

Conforme a las bases de calculo de primer orden la utili-
dad vendra dada, como se vi6 en la seccion anterior, por:

V//x P’lx
Vet f“ <1+1)—Ktﬂ Gree
Pzt Dx+t
— St — 1 Ve = x+tU(t
"’Yllx P”x . A
LLQ + 1) :i(l 4+ 1) thM_i‘i _
Pxatt Px+t Px+t¢

[10]

0 =

— S‘t+1 - t+1\ ”?( .
5 ’ e ¢1§}

v de conformidad con la ecuacion [9’] re‘sulta

i

X+tU°(t + 1) == (tv”x - P",) (lo — 1) + (qx+t — ‘Ix+t) (Kt+1 -—

;
E
&3
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Ser — 41V + ¢ 4+ €) (1 + i) —

— e @+ ig) + ‘Ix+-tp—+:1 x+t V' + P74 1) —

Ox+t—q x4t (t“”’x + P"x) (1 + l) —

Px+te¢
= (tV’x + P { iy -— [ i+ (1419 Qe+t — Qxst ]} +
Pzt
+E4+ )+ — @ + )0+ i) +
T 4 7rr . 1 + i
+ [q:—l-t - qx+t] |:(t\ x + P x) T +

+ Keps — Sega — eV }

y recordando la ecuacion [10’] resulta:

w10t + 1) =

— (V" + P") {i, _ [i + -+ i) M]} +

Px+t

e U+ - ) (A + i) +

+ 'LFIx'ft - q’x+t] %Kt+1 73::“

o
+ Sua eV + o E @ D)

x+1

+ I{t+1 I ‘St+‘1 b t+1V"x } f—y

3Tk |
3 ' A

— (Vs + P"x)-{i,., — [i + 0+ D ‘il:tt—‘l_'x_«‘_t_]} +

Px+t

i

LEA DA ey
TR Y A

Px+t ; :
Qx4t— Qxit
£

4 Prg

+ Kiya p’;'H) + f+9 A+ i)' :
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Px+t

= V" + P%) {i. - [i +oa g  Gen T T B "

R L e
Px+t - Pxtt

— {1 +€) (0 + io)

y si se introduce la tasa ficticia de interés definida por la re-
laciom: , ) i A&
j= a4y S [11']

Pzt

resulta:

0% + 1) =Koy, q‘“p_'qx“ + (V% + P”) (o — i) +
X+t

+ @+ e —%igaa L) (e L+ [12]

P U9t 4 1=Ky — AL (V- Py o — J) [137]
X+t

donde la [13’] expresa la utilidad en una gestién aseguradora

a prima pura.

Las utilidades han quedado subdivididas en tres factores:

1) una parte proporcional al capital asegurado y a la
submortalidad (utilidad de suma);

2) otra proporcional al capital de cobertura V”; + P”,
y a la diferencia entre la tasa efectiva de interés y
una tasa ficticia definida por la ecuacién [11’], que
depende de la submortalidad, y

3) ofra que depende de los costes de gestidon, de la
submortalidad y del rendimiento de las inversiones.

Utilidad de suma: es de calculo inmediato por depender
de un factor de submortalidad que se ha calculado y del va-
lor asegurado en el afio de edad. Si el factor de submortali-
dad resultara aproximadamente igual para los diferentes
grupos de contrates, la utilidad de suma dépendera unica-
mente del capital asegurado, lo gue simplifica el cilculo de
su atribucion a los distintos coentratos.

8
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_ En la practica la utilidad de suma resulta casi constante

si el contrato de seguro es a capital constante (K;., = K),
por razén de que gzt — q'z++ S¢ puede aproximar con “sufi-
ciente exactitud” mediante una relacién del tipo

Qe+t — x4t == Pyt (1#]

con ¢ constante, y si la suma asegurada es constante, como
es el caso mas usual, resultard que la utilidad de suma ven-
dra dada por:

Kz+1 qx+t~—q'x+t
Px+t
lo que simplifica la distribucién de utilidades, pues puede
considerarse esta utilidad de suma como una prima anual
constante pagada para aumentar el capital asegurado.

Utilidad (,V”, -+ P”,) (i, — j): la determinacién de esta
utilidad implica el conocimiento de las reservas individuales
+V”z, ¥ es, por lo tanto, de valoracién complicada.
~ Sin embargo (i, — j), resulta, en general, un valor peque-
fio y, ademas, en los primeros afios de seguro la reserva es,
usualmente, también pequeiia. Por lo tanto, puede determi-
narse la distribucion de esta utilidad mediante métodos “me-
canicos”, por ejemplo, calculando las utilidades totales, sus-
trayendo las de suma y distribuyendo la diferencia (¥ en
funciéon de las primas o del capital asegurado.

Para terminar, el modelo de Hockner, para pélizas dota-
les a prima pura, es un caso particular del expuesto, cuando
se suponga que:

Qe+t — Q'+t = AP'x+t parat =1, 2, ...

K:i, = 1 (unidad) - para t =1, 2, ...
resultando, en consecuencia, un caso particular de la gene-
ralizaciéon de Ottaviani, haciendo

A . qx+t_“q’x+t
1 - l px+t

= oK = constante

¢} En el caso de una gestiéon a prima de tarifa en esta diferencia
estara involucrada también la utilidad de gestion, que se puede ex-
presar como funcién del capital asegurado o la prima, sin incurrir
en mayor error ni invalidar el método propuesto en el texto.
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APENDICE

SeCcION 1

Condiciones de excindibilidad de una Ley de Capitalizacién

Teorema:

“Condicién necesaria y suficiente para que una ley de
capitalizacion sea excindible, es que la tasa instantanea de
interés no dependa de la época inicial de inversion.”

Predmbulo:

En las condiciones de continuidad impuestas en el capi-
tulo IV, resulta ser:

t
Lu, t) =1 —{—J‘ L{u, 8) 8(u, s)ds (1]
y derivando respecto a t resulta

o .
—— L, b = Ly, ) 5, 1)

sy = —2 . % L, b

L{u, t) ot
. '_'a'
=T ’ln L(u, 1) (2]

e integrando en (u, t):

th(u, s)ds =J. tas In L(u, s) = 1n I(u, 1) — 1 L{, u) =
) ’ — 1n Ly, 1)

) f 3(u, s)ds

= L(u, t}
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y en consecuencia la ecuacion [1] equivale a la siguiente:

. [ “B(u, s)ds
L, ) =1 + [ Liu, 5) 8(u, s)ds = e ™ 3]

a) La condicién es necesaria, en efecto, suponiendo que
se verifique la igualdad L(u, t) = L(u, x) - L(x, 1), en u<x<t,
se tiene:

In L{u, t{) = 1In L{u, x) - In L(x, t)

y derivando respecto a t:

2 ) (o] -9
=i 1n L(u, t) = St In Lu, x) + S0 n L4z, )
2
== In L(x, t)

y esta igualdad implica, por la ecuaciéon [2],
S(u, t) = 3(x, t)

que es valida para todo valor de u, de donde se sigue que la
tasa instantdnea de interés ha de ser independiente de la
época de inversion, c.d.d.

b) La condicion es suficienle, dado que
- 3(u, s) = &(s)

se sigue de inmediato por la ecuaciéon [3] que
t x t s
f 3(s)ds J’ 5(s)ds f 5(s)ds

e’m == e e’®

= L{(u, x){- I{u, t) c.d.d.

Desde el punto de vista financiero la excindibilidad ga-
rantiza un igual montante final al término de un periodo fi-
nanciero, con independencia del niimero de intervalos en
que aquél se divida, puesto que vendra dado por el producto
de los montantes de los subintervalos parciales ®.

@ Vide Tecnica delle Assicurazioni Sociali, Ignazio Messina,
Parte 1, Capitulo 1, parrafos 1 v 2, pags. 12 y ss.; Istituto Nazionale
della Previdenza Sociale, Roma, 1951,
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E’ jemplos:

La ley de capitdlizacién compuesta goza de la propiedad
de ser excindible, diehia ley viene dada por la- expresién

L(s, n) = (1 + i)*~*
y en consecuencia:

1(0,n) =10, uw) . L(u,n) =1 + . (1 + P> =
=1+ i*=1(0,n) c.d.d.

En tanto que la ley de capitalizacién simple,

L(s, n) = [1 + (@ — s)i]

no goza de la propiedad de ser excindible, en efecto:

LO, v) - L{u, n) = [1 + ui] [1 4+ (@ — v)i] =
— [1 + ni(l + i) — (ui)?] # 1 + ni) =L{O, n) c.d.d

SECcION 2

Diversos criterios para evaluar reservas en los contratos de
Segaro sobre la duracién de la vida humana

Preambulo:

Sea ((t) una funcién definida en (a, b) ¢ de la cual de-
penda la obligacion del pago de prima del asegurado al
asegurador; sea MJt) uns funcién definida en (c, d) de la
cual dependa la obligacién de indemnizar al asegurado en
caso de ocurrencia del evento protegido; sea, finalmente, D(t)
una funcién definida en (0, w) de la cual dependa la vigencia
juridica del contrato de seguro. Elijase como origen de me-
dida (cero) el momento en que inicia cada contrato su vigen-
cia juridica (sea el limite inferior del intervalo (0, w)).

En estas condiciones la duracién puramente formal del
contrato se iniéiara en el momento 0 (eventualmente menor

(1 Por (a, b) se indica el intervalo cerrado a < t < b.
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que ay ¢) y terminara en w (eventualmente mayor que b y d).
La vigencia formal del contrato estara contenida en (a, b)
que a su vez estara contenido en (0, w); la vigencia material
estarda a su vez contenida en (¢, d) contenido en (0, w).

Las funciones G, M y D pueden tener —consecuente y
necesariamente— puntos comunes en los intervalos de defi-
nicion, en particular el intervalo de definicién de D contiene
totalmente los de definicién de G y M. Es comtin, en los se-
guros de vida contractuales, que los intervalos de las tres
funciones sean totalmente coincidentes,

G, M y D expresan, respectivamente, las condiciones a las
que se sujeta el pago de primas, la percepcién de indemniza-
ciones (0 mejor el derecho a indemnizacion) y la vigencia
juridica del contrato de seguros; pueden ser tan variadas
- como la practica aseguradora estime oportuno y desde el
punto de vista tedrico no estan sujetas a ninguna restriccion,
excepto la generalisima de hallarse en relacién biunivoca con
el intervalo de definicion, que ha de ser real, y de ser ellas
mismas reales (funciones reales de variable real).

Ejemplo:

Un ejemplo puede ser 1til para mejor aclarar lo anterior.
Un cliente (soltero) suscribe con una compafiia aseguradora
un contrato de seguro por el cual el asegurador se obliga a
lo siguiente: (a) si la muerte del asegurado ocurre dentro
de los 30 aifios siguientes a los 10 de tomada la péliza, se
pagara a los beneficiarios la suma S; (b) si la (futura) esposa
del asegurado muere antes de cumplir los 65 afios de edad,
se pagarad al asegurado (o a sus beneficiarios) la suma Y.
Por su parte, el asegurado se obliga al pago de la prima
anual P siempre que (¢) él y su (eventual) esposa estén am-
bos en vida y ella sea menor de 65 afios.

En las condiciones anteriores la vigencia puramente for-
mal (o ]umdlca) del contrato se extiende desde el momento
eero (emisiéon o formacion del contrato) hasta transcurridos
cuarenta afios o cumplimiento de la edad 65 por la (eventual
esposa). La vigencia formal del contrato (obligacién del pago
de prima) estd definida por la clausula (c¢) y se inicia en el
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momento cero. L.a vigencia material se inicia a los diez afios
de emitido el contrato (o momento de las nupcias si anterior)
y se continta hasta treinta afios después, o cumplimiento de
los 65 afios de edad de la esposa, lo que ocurra por ultimo.

Modalidades en el cdlculo de reservas.

Las reservas pueden calcularse segin diversas modalida-
des, siendo las méas usuales las cuatro siguientes que se in-
dican con la terminologia usualmente empleada en Europa
(continental) :

I. Reserva de Prima Pura (simbolo V):

El asegurador valora sus obligaciones e ingresos futuros
tomando en consideracién unicamente costos e ingresos netos
de la gestidn, sin tener cuenta de los ingresos (gastos) por
administracion, liquidacion, adquisicién, etc.

La reserva (prospectiva) resulta ser en consecuencia:

VD(t) - AM(t) - PG(I:) 5-Gr(t)

En todos los casos de contratos vendidos a prima constan-
te, ésta sera funcion de la particular estructura que posea
a la fecha de émision, es decir:

PG(t) = PG(o')

En el caso de un contrato de seguro de los denominados
vida pagos limitados (sean los que indemnizan a la muerte
del asegurado, cuando quiera que ésta ocurra; obligdndose
el asegurado al pago de primas por a lo sumo n afios), se
tendra la siguiente expresion para la reserva prospectiva al
tiempo t: ‘

D) estard definida en 0<t<w

M(t) definida en x <t w—x

G(t) definida en 0<t<n
cero para todo t > n).
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En consecuencia la reserva prospectiva sera:

t\‘rx == Ax+t —_ /an /n—tﬁx-[-t @) para t<nmn

1V = Agqy para t > n

II. Reserva de Inventario (simbolo V’).

A la reserva de prima pura se afiade otra (simbolo VY)
suficiente para enfrentar los gastos futuros por administra-
cién del contrato; los ingresos futuros se valoran con base
en una prima dé inventario (simbolo P’) que es la prima pura
(simbolo P) aumentada en los costos de administracion (®,
Para la reserva indicada en el caso anterior, se tendra:
parat < n:

7s 77
tV’x == A’x+t - /nP’x /n—tdx 4t = (Ax+t + f. ax+t) -

»”

a'x rt
- /an -+ f —— | m—tlxpy =
/n8x
r” 'l
2, ”

= (Agpt — Px m—elxty) + ¢ ax _
f Qxpt — —,— o—tlx+t ¢ =

/nax y

- tvx -+ tVf
parat > n

Vs = Alsyr = Agyr + f 8xpp = (Vo + V2 9

HI. Reservas zillmerizadas (simbolo V®).

Las reservas z_illmeriz:’adas o de Zillmer (una variante de
las cuales lo constituyen las reservas de Zillmer-Héckner o

) Conr , P, se indica el valor:

A
/an = x

/nax

(2). Pero no en los de cobro. A menndo los actuarios franceses
gustan de hacer explicita la relacién de la prima de inventario a
prima de tarifa; se obtiene asi una notacién ligeramente diversa de
la aqui utilizada, pero del mismo contenido y significado. Cfr. Ri-
chard, op. cit.,, pags. 337 y ss.

(") Para f £ 0, resulta en consecuencia ,Vf > 0 y por ende
N> LV
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método de las x 4 1) son reservas de prima pura disminui-
das en el monto de la reserva (negativa) necesaria para
amortizar los gastos de adquisicion del contrato en que ya se
ha incurrido (se trata de gastos pre-pagados, sea ya incurri-
des y liquidados pero-no amortizades -totalmente). La reserva
de ajuste que se sustrae sé indica con’ el simbolo ;VF, 'y es ¢l
valor actuarial del saldo insoluto de los costos iniciales dé
adquisicidn.

Para efectuar el cdlculo de la reserva zillmerizada el mé-
todo mas usual consiste en valorar los ingresos futuros con
base en una prima modificada (P®) y computar los gastos
futuros segiin el método de la reserva de prima pura.

Si se indica con F la tasa unitaria de gastos de adquisi-
cion, se tendra para la prima zillmerizada la siguiente ex-
presion;

(2) I?
Psioy = Powoy +

Aa(o)

'y, en consecuencia, la reserva zillmerizada vendra dada por:

14
{z) (2)
\'YD(t) == AM(t) e PG(G) aG(t) == AM(t) -
F 124
- —3 Pawy + —— ¢ 2aty =
Aa(o)
s F ”
= {AM(t) — Paw aem} — T gy =
Ag(0)
)iy . 7 (%)
= Vpy — Vpwy «+ Voy < Vo @

IV. Reserva Completa (simbolo V”).

Es ésta 1a Gnica que considera la situacion efectiva de la
(3 No parece necesario .aclarar nuevamente la simbologia me-

diante la utilizacién de la notacién normal, como se ha dicho an-
teriormente.
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cartera. Para evaluarla se computan ingresos y egresos tota-
les futuros, En consecuencia, su valor viene dado por

V;S(t) = Vo + Viw + Vg(t) (con Vi < 0)

Es conveniente sefialar que conforme al principio finan-
ciero rector de los seguros privados, sea el de que el asegu-
rador ha de ser siempre deudor del asequrado y nunca acree-
dor,-es indispensable que —para todas las antigiiedades de
cada contrato— la reserva completa sea siempre no nega-
tiva .

Es curioso notar que uno de los paises en que mayor des-
arrollo muestra el seguro de vida, los Estados Unidos de
América, no observa, por regla general, este principio, sino
que mediante una técnica por ellos denominada de los “asset
shares” (reserva matematica suficiente parece ser el término
espafiol que corresponde con mejor aproximacion al sentido
americano) establecen una mutualidad en los seguros con-
tractuales, por medio de la cual las antigiiedades posteriores
subvencionan a las iniciales; se trata —en el fondo— de ges-
tionar los seguros privados, en los primeros afios al menos,
con criterios propios de los seguros sociales, sea descontando
los superavits futuros latentes, para reconocerlos a los ase-
gurados en los afios iniciales de cada contrato. Para utilizar
un tal método es necesario emplear, como bases de calculo
de primer orden, modelos que no representan la realidad
efectiva (supuesta) de la gestion; en tanto que para la elabo-
racién de los “asset shares” se emplea un diverso modelo,
estimando este iltimo como mas adherente al desarrollo efec-
tivo de la gestion. Esta metodologia es evidentemente im-
propia, desde un punto de vista estrictamente cientifico, pero
es necesaria en aquel pais debido a los sistemas de control
juridico a que se encuentran sometidas las compaiiias asegu-
radoras, que no les permite elaborar las tarifas conforme a
los datos deducidos de la propia experiencia, sino que las

4)  No siempre es posible, desgraciadamente, satisfacer este prin-
cipio, pues a menudo los gastos de adquisiciéon superan con mucho
el valor maximo tolerable para obtener una reserva siempre no ne-
gativa, Cfr. Cultrera, op. cit.,, pag. 327, Capitulo XII, parrafo 2.
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obliga a bases de calculo y “valores minimos” impuestos
—por via de reglamento general— por los comisarios de se-
guros. \

Cuando se utiliza el criterio de restituir al asegurado que
rescinde su contrato el valor de la reserva completa no ‘es
necesario- tomar en consideracion los desequilibrios financie-
ros que {eventualmente) puedan producir las rescisiones; en
efecto, como se ha demostrado en el capitulo V& de este
estudio, la teoria de las tablas de mutualidad garantiza que
en dichas condiciones las rescisiones no producen ninguna
variacion en la estructura financiera de la gestion. No su-
cede lo mismo cuando se devuelven valores diversos de la
reserva completa, siendo entonces necesario elaborar un por-
menorizado estudio de los desequilibrios financieros indu-
cidos por la rescision de contratos.

Comparacién de reservas.

De lo anterior resulta que el método de valuacion de re-
servas de inventario es el mas conservador, siguiéndole el
de prima pura y correspondiente al de Zillmer las reservas
minimas.

En cuanto a la reserva completa, que es la suficiente para
garantizar la estabilidad y solidez de la gestién, es siempre
mayor o igual a la reserva de Zillmer; sera mayor, menor o
igual a la de prima pura, segin que la reserva de inventario
sea mayor, menor o ignal a la de Zillmer. La reserva comple-
ta en todo caso sera menor (o igual) a la reserva de inventa-
rio, pero nunca mayor,

Lo anterior queda expresado por las designaldades si-
guientes:

y(z)

iy < Vo < Vi
Vow 2 Vo seglinsea g o yx
Vg(t) > Vg?t)
Vim < Vo

(&) En el supuesto de total coincidencia entre bases de caleculo
de primer y segundo orden.



