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IZecordemos (1) que los problemas tipo Nitchcock pueden repre- 
sentarse por el siguiente esqiiema: 

Diiponibili- ' A p l i c a ~ i o n r ~  
l 

dades , A Al ............ A ............ *c 
~-. . 

h,, Aa2 ............ hbk ............ AhQ 
1> 9 

............................................... C D , = ~ A ~  
d 

...................... -< ........................ ,=1 k = ,  

X,, XU2 . . . . . . . . . . .  h,,h ............ APU 

siendo Ahlr la cantidad de disponibilidad Dh que se destina a la apli- 
cación .Ak. 

(1) Vid. Prograntación Liwal. Método dnl Sim$lex, publicado en el ~o lu-  
men número 2 de estos AYALES. de 1962 



Que la función a maximizar (o minimizar) es de la forma: 

Y que las ecuaciones de vinculo resultan de sumar las filas e igualarlas 
a las disponibilidades y sumar las columnas e igualarlas a las aplica- 
ciones, siendo la última ecuación combinación lineal de las demás (aun- 
que en lo que sigue no prescindiremos de ella). 

Los vectores columna de la matriz A y el Po, de los términos in- 
dependientes, son los siguienes: 

MATRIZ A Vector 

P,, P ,, ......... P , ......... 
-. -- -- pm PO -- 

la ecuación I 1 ......... O ......... O D, 

......... 2' ecuación O O ......... O O D, 

ha ecuación O O ......... 1 ......... O Db 

......... ......... P" ecuación O O O 1 D, 
@+l)'ecuación 1 O ......... O ......... O A, [ 1 ]  
( p  + 2)8 ecuación O 1 ......... O ......... O A, 

......... ......... (p + k)a ecuación O O 1 O Al. 

(p + q)8 ecuación O O ......... O ......... 1 -4, 



Se puede dar un método general para obtener una solución de base 
del sistema de ecuaciones de vínculo (2). 

Escrito el esquema del problema en la siguiente forma: 

en la casilla arbitraria en la que se cruzan, p e ,  la fila h con la co- 
lumna k, daremos a su variahle, considerándola como parte de la base, 
el valor 

(es decir, el menor de ambos valores). 
Podenlos, entonces, pasar a un esquema más reducido en el que se 

habrá : 

- Suprimido la fila h, si e< kEk = Dh y encabezado la columna JE 
con el valor A& - khL. 

(2) Recuérdese que una solución de base del sistema de ecuaciones de vínculo 
es la que resulta de igualar a cero las pq - p - q + 1 variables que arbi- 
trariamente se tomen como independientes y resolver el sistema de p + q - 1 
ecuaciones para el resto de las variables, siempre que éstas reciban en la salución 
valores no negativos. A didias variables depmdientes las llamarenios, en lo que 
sigue, zxwiables dc la base. 



- Suprimido la colun~na k, si es l h r  = A,, y ericaliezado la :ila Jt 

con el valor Db - AL,.. 
- Suprimido la fila h y la columna k,  si es Uh = Ak = hiik JT en 

el que procederemos de nuevo en igual forma con una casilla 
arbitraria. 

Aplicando reiteradamente este método hasta que no queden filas ni 
columnas para un nuevo esquema reducido, si el número de casillas 
con valor escrito es p + q - 1, tendremos los valores que constituyen 
la solución de base inicial. Si es iiiierior. debemos tomar arbitrariamente 
las casillas que hagan falta para completar la base, escribiendo en ellas 
el valor cero (se tratará de uua base degenerada que no impide proseguir 
con el Método del Simplex). Las demás variahles. como sabemos. toman 
también el valor cero, aunque, para proseguir con la mecánica del sis- 
tema, no es necesario escribirlo en las casillas. 

Dentro de este método, el camino qJe proporcioua la solución inicial 
de base más próxima a una solución óptima, consiste en elegir en el 
primer esquema en cada uno de los sucesivos reducidos la casilla cu- 
rrespondiente a la variable h,, que tiene. en la función a optimizar, el 
coeficiente 

c,, = máx [c,] 

es el método llamado de costo minimo. 
Sin embargo, el procedimiento más sistemático y que mejor se 

presta a la mecanización es el que consiste en tomar. en el esquema 
inicial y en cada uno de los reducidos, la casilla puincipal, es decir, la 
que ocupa la primera fila y la primera columna. Con el cual las variables 
de la base (aplicando los ceros necesarios para alcanzar el número de 
p + q - 1) ocuparán un conjunto escalonado de casillas seiiiejante a 
la parte sombreada de la siguiente figura: 



Este método, llamado de la esqutna noi-oeste, es el que considerare- 
mos en lo que sigue, aunque las demostraciones serían válidas para 
cualquier otro. Nótese que, al ser p + q - 1 el número de variables 
de la base, habrán siempre: 

- para cada dos filas consecutivas, variables de la base que for- 
marán columna, y 

- para cada dos columnas consecutivas, variables de la hase 
que formarán fila. 

.L\BREIT~cIÓ'I DEL  TODO DEL SIMPLEX 

!-Iallada id solución de base inicial, suponganios que las variables 
de la base son 111, A,,, AL,, h23' As&; AS&, ..., LD4. 

La primera tabla del Simplex puede escribirse, usando el esquema 
propuesto, en la siguiente forma: 

Tabla I del Simplex 



ese que los valores de las variables de la base los circunscri- 
curvas cerradas para distinguirlos de las cantidades que es- 

s en los demás triángulos análogos. 
mo veremos más adelante, el cálculo de loa valores de w,, = 

- Zm - CU para todo h y k es tan sencillo que puede efectuarse di- 
rectamente sobre la tabla. Si anotamos dichos valores en las mitades 
triangulares inferiores de las casillas que corresponden a variables que 
no pertenecen a la base O; cuyo valor numérico es cero), será fácil lo- 
calizar entre ellos el negativo de mayor valor absoluto, que existirá 
siempre a no ser que, por pura casualidad, la solución inicial de base 
fuese óptima. Son también de detenninación inmediata, como veremos, 
el valor A'hl, con que debe ser introducida esta variable en la nueva 
base y aquélla que debe excluirse. 

Plantear la Tabla TI (abreviada) del Simplex es, igualmente, muy 
fácil, por cuanto los valores de las demás variabdes de la nueva base 
se encuentran bien pcr un simple tanteo. bien aplicando una regla muy 
sencilla. 

Veamos cómo se determinan los valores w. 
Si representamos por cíh un vector columna de p + q - 1 filas 

cuyoselementos son ceros excepto el que ocupa la fila) h, que será la 
unidad, y por bk otro vector columna del mismo uúmero de filas, que 
tenga la unidad por elemento de la fila p + k y los demás elementos 
sean ceros. el vector P,, de [ l ]  puede expresarse (3):  

Para distinguir, en lo que sigue. las variables de la base y sus co- 
rrespondientes vectores de la matriz A, sustituiremos sus dos subindices 
por uno solo que sea el resultado de disminuir en una unidad la suma 
de ambas. Es decir, que las variables hii. A,,, hi,' A,,. A,&, As<,  ..., A14 
se anotarán, respectivamente. A,. A,, A,, Al, A,, A,, ..., y los 

vectores correspondientes. Pi, P,, Fa, Pi. I',, Fe,  ..., PP+II-l, con lo 
cual quedan también perfectamente determinados. 

La diierencia entre dos vectores a o B de subindices consecutivos, 
puede expresarse siempre (recordar último párrafo de 2) en función 

(3) Ahora puede verse por qué la ecuación (y + q)a del sistema de vincuio 
ha sido conservada, Para no restringir la generalidad de la fórrnula de descom- 
wcición. 



de dos vectores de columna de A correspondientes a variables de la 
hase. Así, por ejemplo : 

................................................................................. 
131 ................................................................................. 

)p2a-p 13 - - p 4 - P  3 - . .  - (UP + $ 8 )  - + 6 8 )  = 012 - [3> C] 

pJ4 - Pz, = P, - PJ = ( r ,  + $4 - (a ,  + 8,) = a, - a, [3,  d]  

D e  lo que se deduce, inmediatamente, que cualquier vector a, o Fk 
puede ser expresado en función de vectores Pj (de las variables de la 
Ixisej y a,, como sigue: 

en general. pcede. piic-.. escribirse: 

sirndo pi,i hi coeficirntes con dar + l .  -1 o cero 

Cniiip5r~nse los desarrollos de $, y U, de [I] y obsérvese ciur el 
vcctor P,, aparece ev a m h w  lx ro  con signo distinto. Ello ol~edece a 

que cualquier P, que sea niinuendo para las diferencias de rwtores 

consecutivos $ ni [3] debe ser sustraeudo para las diferencias de 
vectores consrc~itivos U ,  por ciiaiito corresponderá a una variable de 
la base que 5ri.á la última de su fila y la primera de su columna en el 
esquema. Es decir. que phi y ve, ijur SOII coeficientes del mismo vector 
Pi, serán a m b s  nulo: o la unidad con signo crintrario. 



Cualquier vector COII-e.jpoiidieiite a una variable independiente 
(es decir. no perteneciente a la base) >era de la iornia: 

D-11-1 ,>y-u-I  

r,, = a, + pii = a, + C phi ~3 - ai + J' v ~ i  ~i = 
iI 

j=i i=l 

siendo x h i i , %  = Fiii T v ~ ~ i .  
Es de notar que 1 , .  mloi-ei x,,. i (para i = 1 ,  2. .... p + ii - 1)  

coiistituyeii el vector ci;luiiiiia (ir 1;. iiiatriz S dr la rahln coinpleta del 
Cimplex correspoiidieiite a la v;iriab;e A,, y que. por lo dicho ante- 
riormente respectc a pbi !, Yki. sólo piiedeti ser + i .  --! 6 cero. 

Sabeiiios que 

El cilculo directo de lus valores 

seria niiiy laborion. pero el Iieclio de que, para las variables de la base. 
por ejeniplo. A,,, spa z,, = u, + v, - c,,. pro:~orciona iin can~ino que 
periiiite calcular el \ : h r  zhk de cualquier rariahle indepe~idicnte me- 
diante iin sistema de ecuaciones de resoliición iriniediata. 

Para coniprenddn mejor. veanios un caso concreto. Calciilenios z,,. 
p r ; i  ello plantearemos el siguiente &tema de ecuacioiirs : 

Z31 = 113 + VI 
= 1: + 1 7  por ser z, = cnr :i! pertenecer a ia base 

cS4 = u, + u4 por ser z , ,  = car Ídem íd. 

cX3 = u2 + vg por ser z,, = c,,  iden! i d  

c,, = u, 7 v, por ser z,, = c,, iclein id. 

c,, = u, + c, por ser z,, = cii ídem id. 



del que fácilmente se deduce : 

L a  inrroducción rle cada una de las ecuacioncs que siguen n la se- 
g ~ m d  se ha lieclio por la necesidad de eliminar alguria 11 o v que pro- 
porcionaha, sin ser necesario. la anterior. Si observaiiios sobre la ta- 
bla l del Siiilplex los va!<ires c que determinan el de za,, veremos que 

srfialan sohre dicha tabla el camino i lue seguiria iitia torre en un tablero 
de ajedrez para ir de la casilla que coiitierie la primera vai-ialile de la 
liase de la lila 3 a la variable de la hase de la colnmna 1, cainI~i;indo de 
direccióii solaniente eii casillas que contietieii variables de la hace y 

s:guieiido el trayecto rnenor. 
\{eainos la gráfica del tr:~:-ecto seguido para en el eiguieiite 

rlil!ujo. en el que la casilla marcada con X es la que corresponde a la 
variable A,, 

:- ;al,serveniiis que, dr !:,S iariahlcs que está11 cn los vértices de la línea 
quelxada que forma la trayectoria, rlrbeir tomarse los valores de c con 
signos a1tern;itivamente positivos y riegativos. De haber iniciado el ca- 
iiiiiio por la colunina; es decir, de seguirlo en sentido contrario, el re- 
sultado hnhiera sido el niismo. 

Si rrcurdamos la fcriiia de obtener los valores de z i  en el M6todo 
general del Siiiiplex~ veremos que el desarrollo 161 de z,, rios da tam- 
Iiié~i los valores no nulos de x,,. i, los cuales sol], alternativa~ilente. 
-1 y -1. 

Determiiiado el valor Lonk = zhk - chk que localiza la varinlile 
que dehe ser introducida eii la nneva hase, el valor de tsta y la uarial~lc 



de la base antigua que debe suprimirse se determinan, como sabernoi, 
por el menor cociente 

de denominadores positivos. La  variable a suprimir de la base será. 
pues, la menor de las correspondientes a las casillas en que la trayec- 
to'ria de la gráfica para determinar zsk camhia de direcci6ii y que ocupan 
lugar par en el orden de dicha trayectoria y su valor es el que debe 
tomar la variable. a introducir en la riueva base. por cuanto, para 
dichas casillas, xhk, toman siempre el valor + 1. 

La supresión de una variable y la introducción de otra (con el 
mismo valor) debe alterar, naturahente, el valor de varias de las 
demás, precisamente de aquéllas que estáii c:i los vértices de la repetida 
gráfica. La alteración es el valor de la nueva variable introducida. e11 
el sentido de disminución en las variabdes de las casillas de rcrtice 
impar y de aumento en las de vértice par. Ko  obstante, por siinple 
tanteo, pueden determinarse fácilmente los nuevos valores, por cuanto 
las sumas de filas y columnas están predeterniinadas p r  el problema. 

Para una deinostración rigurosa del método abreviado cjue acabamos 
de exponer. debiera haber sido precedido este trabajo de unas nociones 
hastante extensas de la teoría de gmfos, lo que lo hiihiira alarcado 
considerablemente. Hemos seguido un camino intuitivo que no carece 
de rigor, el cnnl puede ser aplicado tanto a una solución inicial de hase 
como a cualquiera de las tablas que la siguen y no sólo a la que risiilta 
del método de la esq~iina noroeste, 

Veamos la aplicacinn del rnbtodo a un prohlerna. clásico ya por venir 
citado en diversos textos: 



"De un producto dado y en un lapso de tiempo determinado 
tres centros de producción, D,, D, y D$, fabrican las cantidades 
que se indican en la siguiente tabla, con las que se han de abai- 
tecer cinco almacenes de venta, A,, A*, As, An y As, en las 
cantidades que también se indican en la tabla." 

"Dados los costos de transporte de  una unidad de producto 
desde cada centro, D, a cada almacén, A, que la tabla también 
facilita, determinar la forma más económica de efctuar la distri- 
bución. " 

Como se trata de hallar un mínimo, la forma de distribución cuyo 
coste total es menor, los coeficientes de la función a maximizar serán 
negativos y la primera tabla del Simplex, obtenida por el método de 
la esquina noroeste, será: 

30 50 40 60 30 



que da un coste total del transporte: 

Calcularemos los 8 valores w que correspoiiden a las S variables in- 
dependientes, así, por ejemplo: 

Dicha tabla, con todos los cálculos dectuadob. es :  

La  variable independiente con oweyui negativo de mayor valor ah- 

soluto es kPP, con WBZ = -12, que en la tabla anterior figura inscrito 
en un rectángulo. La variable de esta casilla ha de pasar a formar j r t e  
de la nueva base, sustituyendo a la menor de los vértices impares de la 
trayectoria que ha servido para calcular z,,, es decir, k',, = hZS = 30. 
quedando las variables de los ciernas vértices de la citadn trayectoria 

en la forma : 



La segunda y posteriores tablas toman los valores siguiente,: 

TABLA 11 DEL SIMPLEX 



En la tabla IV llegamos a no tener ninguna omega negativa, es de- 
cir: lleganlos a una solución óptima fundamental. 

La existencia en dicha tabla de dos omegas iguales a cero nos per- 
mite deducir otras dos soluciones óptimas fundamentales. Basra pro- 
ceder con 1:i variable independiente de w = O como se ha operado 
con las de o w g a  negativo de mayor valor absoluto. Dichas dos solii- 
ciones son : 

Segunda solucirni óptima 
fundamental 



Tercera solución óptima 
fundamental 

Existen infinitas soluciones óptimas deriiadas. que obtendríamos su- 
mando las tres fundainentales, después de multiplicarlas por las frac- 
ciones positivas k,, k, y ka, respectivamente, tales que k, + k, $ 
+- ki = l .  

Es de notar, que los dos transportes de meiior coste De Al y 
Uz Ag, no forman parte de ninguna de las soliiciones óptimas. Ello 
nos hace creer que si tratáramos de cesolver el problema propuesto 
mediante una serie de ensayos, sin conocer la técnica de la Programa- 
ción T,ineal. dificilmente llegariamos a obtener al-guna de las infinitas 




