Procedimiento abreviado para resolver los
problemas de programacion lineal tipo

Hitcheock

Por Francisco BUSQUETS

ANTECEDENTES

Recordemos (1} que los problemas tipo Hitchcock pueden repre-
sentarse por el siguiente esquema;

Disponibili- Aplicaciones

dades A1 Aj ............ Ak ........... Ac

D1 A11 ;\12 ............ l]_k ............ llq

Dg }\g: )\92 ............ )\23 ............ lgq

Dh :\hi lhq ............ )\hk ............ lhq v 4
.......................................................... Z Dh = S‘ Ak

insnad

.......................................................... n—=1 k=1

D, Mgt Ape oo Do e Aa

siendo Ape la cantidad de disponibilidad Dy que se destina a la apli-
cacion Ay,

(1) Vid. Programacién Lineal, Méiodo del Simplex, publicado en el volu-
men nitmera 2 de estos ANaLes, de 1962,
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Que la funcidén a maximizar (o minimizar) es de la forma:

Z = C11 )\11 + Ciz ;\12 + ...... + Cak ;th + ...... —i— Cpq ;\pq

Y que las ecuaciones de vinculo resultan de sumar las filas e igualarlas
a las disponibilidades y sumar las columnas e igualarlas a las aplica-
ciones, siendo la aitima ecuacion combinacion lineal de las demas (aun-
que en lo que sigue no prescindiremos de ella).

Los vectores columna de la matriz 4 y el P,, de los términos in-
dependiemntes, son los signienes:

MATRIZ A Vector

Pu P o Puc e Pp Py
1# ecuacién | | 0 . 0 Iy
2 ecttacion 0 o . 0 ... 0 D,
h? ecnacién O 0 ... | 0 Dy
o ecuacién 0 ¢ . | S 1 Dy
(p -+ 1)* ecuacién | | 0 ... 0 A [1]
{p 4+ 2)* ecuacién 0 | I L 0 A,
(p+ k) ecuacion O O ... I ¢ A

(p + q)* ecuacion 0 ¢ 0 ... I Ay
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SOLUCION DE BASE INICIAL

Se puede dar un método general para obtener una solucién de base
del sistema de ecuaciones de vinculo (2),

Escrito el esquema del problema en la siguiente forma:

Dz

Dy

D,

en la casilla arbitraria en la que se cruzan, p. e, la fila & con la co-
himna &, daremos a su variable, considerindola como parte de la base,
el valor

lhk — min [Dh, Ak]

{es decir, ¢l menor de ambos valores).
Podemos, entonces, pasar a un esquema mas reducido en el que se
habra:
— Suprimide la fila &, si es Awe = Dy y encabezado la columna &
con el valor Ax — Apx.

{2) TRecuérdese gue una solucién de base del sistemna de ecuaciones de vinculo
es ta gue resulta de igualar a cero las pqg — p — ¢ + 1 variables que arbi-
trariamente se tomen coma independientes y resolver el sistema de p + q — 1
ecuaciones para el resto de las variables, siempre que éstas reciban en la solucidn
valores no negativos. A dichas variables dependientes las llamaremos, en lo que
sigue, veriebles de la base.
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— Suprimido la colummna &, si es Ay = Ay y encabezado la fla k
con € valor Dy — A

— Suprimido la fila £ y la columna &, si es Dy = Ay = A v en
el que procederemos de nuevo en igual forma con una casilla
arbitraria,

Aplicando reiteradamente este método hasta que no queden filas ni
columnas para un nuevo esquema rteducido, si el nimero de casillas
con valor escrito es p 4+ ¢ — 1, tendremos los valores que constituyen
la solucién de base inicial. Si es inferior, dehemos tomar arbitrariamente
las casillas que hagan falta para completar la base, escribiendo en ellas
el valor cero (se tratard de una base degenerada que no impide proseguir
con €l Método del Simplex). Las demds variables, como sabemos, toman
también el valor cero, aungue, para proseguir con la mecinica del sis-
tema, no es necesario escribirle en las casitlas,

Dentro de este método, el camino gue proporciona la solucidn inicial
de base mds préxima a una solucién dptima, consiste en elegir en ¢l
primer esquemna y en cada unc de los sucesivos reducidos la casilla co-
rrespondiente a la variable A, que tiene, en la funcién a optimizar, el
coeficiente

Cre == max [cy]

es el método Uamado de costo minimo.

Sin embargo, el procedimiento més sistemdtico y que mejor se
presta a la mecanizacién es el que consiste en tomat, en el esquema
inicial ¥ en cada uno de los reducidos, la casilla principal, es decit, la
que ocupa la primera fila ¥ la primera columna. Con el cual las variables
de la base (aplicando los ceros necesarios para alcanzar el némerc de
p + q — [) ocupardn un conjunto escalonado de casillas semejante a
la parte sombreada de la siguiente figura:

7
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Este métado, llamado de I esquina noroeste, es el que considerare-
mos en lo que sigue, aunque las demostraciones serian vilidas para
cualquier otro, Nétese que, al ser p 4+ q — | el nimero de variables
de Ia base, habran siempre:

— para cada dos filas consecutivas, variables de la hase que for-
maran columna, v

— para cada dos columnas consecutivas, variables de la base
que formaran fila,

3

ABREVIACION pEL METODO DEL SIMPLEX

Hallada la solucién de base inicial, supongamos gue las variables
de la base son Ay, A1z, A, Ass, Asas Asas o, Apg.

La primera tabla del Simplex puede escribirse, asando el esquema
propuesto, en la siguiente forma:

Tabla I del Swmplex

Ay Ay Az Aq Ay
[84
S NG DNGER DSGEN NG Y 1q
A1 K12 13 N
D, €21 S22 €23 $2q
23
C
Ds €31 | 32 33 3q

—

D, Cp1 p2 | NCp3 4 \\ Pq

/
N
1A\
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bsérvese que los valores de las variables de la base los circunscri-
s.por curvas cerradas para distinguirlos de las cantidades que es-
biremos en los demds tridngulos andlogos,

Como veremos mis adelante, el calculo de los valores de wy, =
= Zix — Cyy para todo k v & es tan sencillo que puede efectuarse di-
rectamente sobre la tabla, Si anotamos dichos valores en las mitades
triangulares inferiores de las casillas que corresponden a variables que
no pertenecen a la base (v cuyo valor numérico es cero), serd facil lo-
calizar entre ellos el negativo de mayor valor absoluto, que existird
siempre a no ser que, por pura casualidad, la solucidn inicial de base
fuese dptima. Son también de determinacién inmediata, como veremos,
el valor A’y con que debe ser introducida esta variable en la nueva
base v aquélla que debe excluirse,

Plantear la Tabla [T (abreviada) del Sitmplex es, ignalmente, muy
ficil, por cuanto los valores de las demdas variables de la nueva base
se encuentran bien por un simple tanteo, bien aplicando una regla muy
sencilla,

Veamos como se determinan los valores o,

51 representamos por oy un vector columna de p - q — | filas
cuyos elementios son ceros excepto el que ocupa la fila &, que serd la
unidad, v por Bk ofro vector columna del mismo niimero de filas, que
tenga la unidad por elemento de la fila p + k v los demis elementos
gean ceros, el vector Py de [1] puede expresarse (3):

Por = &n + Bx f2]

Para distinguir, en lo que sigue. las variables de la base y sus co-
rrespondientes vectores de la matriz 4, sustituiremos sus dos subindices
por uno solo que sez el resultado de disminuir en una unidad la suma
de ambos. Es decir, que las variables A:1, A, Azg, Azs. Azas Asay cors Ppa
se anotaran, respectivamente, Ay, Az Az, As As, Ap coos Aprgo1 v oS
vectores correspondientes, Py, Ps, Pa, Po Ps, Pe, ...y Pyupg_1, con lo
cual quedan también perfectamente determinados.

La diferencia entre dos vectorez o o 3 de subindices consecutivos,
puede expresarse siempre (recordar Gltimo parrafo de 2) en funcién

(3) Ahora puede verse por qué la ecuacién (p + g)® del sistema de vincnlo
ha sido conservada. Para no restringir la generalidad de la férmula de descom-
posicion.
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de dos vectores de columna de 4 correspondientes a variables de la
hase. Asi, por ejemplo:

Pp—Pun=F—bh= (e, -+ 82) — {0+ P1) = Be—F1 3. 2l
Pag— Prp = Py — Py = {0ty + Bg) — (& + B) = Bs — i [3, b]
OO
P —Pu=Pi—Pr=q(a + ) — (u+ )= —a [3, ]
Py — Py =Py— Py = (o5 + By — (o + Bo) = s — o2 [3, 4]

De lo que se deduce, inmediatamente, que cualquier vector oy, 0 B
puede ser expresado en funcidn de vectores P; (de las variables de la
hase) ¥ G, como sigue:

[Z] Bi=Pi— oy, = —a; + P,
13af =B ~—Pi+Po= 0, + Pi— Py Py = —ax, + P,
[3.6] Bi=Bo—Po+ Po=—0t, 4 P, — Py L Py =, + Py

en general, puede, pues, escribirse:

p—y—1

&h:al+§:uhiPi

=1

P ]

B = —2, + 2 Y Py
iz=1

siendo 'y ¥ Y coeficientes con valor -+, —1 o cero,

Compérense los desarrollos de 8y v o5 de [4] y chsérvese que e
vector By aparece en ambos, pero con signo distinto, Ello obedece =
que cualguier Py que sea minuende para las diferencias de vectores
consecutivos  en {3] debe ser sustraendo para las diferencias de
vectores consecutivos o, por cuanto correspondera a una variable de
la hase que serd la {tltima de sn fila v la primera de su columna en ¢l
esquema. Es decir, gue P y Vi cue son coeficientes del mismo vector
1%, serdn ambos nulos o Ia unidad con signo contrario.

12

(4]
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Cualquier vector Py correspondiente a una variable independiente
(es decir, no perteneciente a la base) serd de la forma:

prg—1 piy—1
Poe = oty + B — & + ZthiPiﬁ‘xl”{“kaiPi:
i—1 i1
Dg-t pha—1
= z (Poi + )P = 2 Xak, i Py
=1 i=1
siendo xnx, 1 = Hu -+ Vi
Es de notar que [ios valores xee ;s (para1 =1, 2, .., 0 4+ q— D)

constituyen el vector columna de iz matriz X de Ja wabla completa del
Simplex correspondiente a la variabie Amc v que, por lo diche ante-
riormente respectt a Py v Vi, 50l pueden ser 4-i, —F & cero.

Sabemos que

pta—1 pHu—1I
Zyg — Xhx, i &1 — ? (Hous + Vel = un -+ vk
-
i=1 i=1

Kl cileunlo directo de los valores

Pt

up = ? i Ct ¥ Vi == E Yai Ci
d
i=1

seria muy laborinsa, pero el hecho de que, para las variables de la base,
por ejemplo, Aw, €A Zrs = 1, - Vo = Cre, proporciona un camino que
permite calcular el valor zpe de cualquier variable independiente me-
diante 1n sistema de ecuaciones de resolucion inmediata,

Para comprenderlo mejor, veamos un caso concreto, Calculenmos zy,
para ello plantearemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Zyn — Uy + Vi )
Cay — 1y -+ vy por ser zy = Cyy al pertenecer a a base
Cga = g —+ V4 POT Ser zay — Cpy idem id.
Coz — Uz | V3 POT SEr zzy — €,y idem: id.
Ciz — U + Vi POT ser zy; == oy idem id.
+

A por ser ;== Cqp idem id.
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del que facilmente se deduce:
g1 == Cga — Cp4 —F €23 — Caz -+ Cnn [61

TLa introduccidn de cada una de las ecnaciones que siguen o la se-
gunda se ha hecho por la necesidad de eliminar alguna # o ¢ que pro-
porcionaba, sin ser necesario, la anterior. Si ohservamos sobre la ta-
bla 1 del Simplex los valores ¢ que determinan el de z;;, veremos que
sefialan sohre dicha tabla el camino que seguiria una torre en un tablero
de ajedrez para ir de la casilla que contiene la primera variable de la
hase de la fila 3 a la variable de la base de la columna I, cambizndo de
direccion solamente en casillas que contienen variables de la base v
siguiendo el travecto menor,

Veamos la grifica del lrayecto seguido para z; en el siguiente
dibujo. en el gue la casilla marcada con X es la que corresponde a la

variable Ay,

odb~1—0
: }

| 0 0
' t

v ohservemos que, de las variables que estin en los vértices de la linea
guehrada gue forma la trayectoria, deben tomarse los valores de ¢ con
signos alternativamente positivos ¥ negativos. Dre haber iniciado el ca-
mino por la columina, es decir, de seguirlo en sentido contrario, el re-
sultado hubiera sido el mismo,

Si recordamos la forma de obtener los valores de zx en el Método
general del Simplex, veremos que ef desarrollo |6] de zy; nos da tam-
lién Jos wvalores no nulos de x5, i, los cuales son, alternativamente,
-1y —1.

Determinada el valor ®m — 2y — Cax que localiza la variahle
que dehe ser introducida cu la nueva hase, el valor de ésta y la variable
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de la base antigua que dehe suprimirse se determinan, como sabenmos,
por el menor cociente

A

Xk, i

de denominadores positivos. La variable a suprimir de la base serd,
pues, la menor de lag correspondientes a las casillas en que la trayec-
torta de la grafica para determinar zpy cambia de direccion y que ocupan
lugar par en el orden de dicha trayectoria vy su valor es el que debe
tomar la variable, Ay, 2 introducir en la nueva base, por caanto, para
dichas casillas, xp ; toman siempre el vaior -1

La supresion de una variable y la introduccion de otra (con el
mismo valor) debe alterar, naturalmente, ¢l valor de varias de las
demas, precisamente de aquéllas que estan en los vértices de la repetida
grafica. La alteracién es el valor de la nueva variable introducida, en
el sentido de disminucion en las variables de las casillas de vértice
impar ¥ de aumento en las de vértice par. No obstante, por simple
tanteo, pueden determinarse ficilmente los nueves valores, por cuanto
las sumas de hlas v colummas estan predeterminadas por el problema.

1

{IBSERVACION

Para una demostracion rigurosa del método abreviado gue acabamos
de exponer, debiera haber sido precedido este trabajo de unas nociones
bastante extensas de la teorfa de grafes, lo que lo hubiera alarzade
considerablemente. Hemos seguido un camino intuitivo que no carece
de rigor, el cual puede ser aplicado tanto a una solucion inicial de hase
como a cualguiera de las tablas que la siguen v no sdlo a la que resulta
del métodn de la esquina noroeste,

é
EreMPLO

Veamos la aplicacion del métode a un problema, clisico ya por venir
cttado en diversos textos:
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“De uu producto dado y en un lapso de tiempo determinado
tres centros de produccién, Ds, Dy y Db, fabrican las cantidades
que se indican en la siguiente tabla, con las que se han de abas-
tecer cince almacenes de venta, Aq, A; As As ¥y Ag en las
cantidades que también se indican en la tabla.”

“Dados los costos de transporte de una unidad de producto
desde cada centro, D, a cada almacén, A, que la tabla también
facilita, determinar la forma mdis econdmica de efctuar la distri-

bucion.”

PRODUCCION yy A:ABMAK S yA X

1 2 3 4 5
Cantidad Centros |jCoste unitario del transporte
90 Dl 10 20 7 15 10

40 D, O 9 8 21 3

80 D 3 6 17 4 12 5
Abast. Almacenes 30 50 | 40 60 30

Como se trata de hallar un minimo, la forma de distribucion cuyo
coste total es menor, los coeficientes de la funcidn a maximizar serdn
negativos y la primera tabla del Simplex, obtenida por €l método de
la esquina noroeste, serd:

30 50 40 60 30

-10 ~20) -7 -15 —10
90

40

80
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gue da un coste total del transporte:

2 = ﬁ[so(_um} L S0(—20) 4 10(—T) + 30(—8) = 10(—21) +
+50(—12) + 30(—5)] = 2570

Calcularemos los 8 valores @ que corresponden a las 8 variahles in-
dependientes, asi, por ejemplo:

Mgy == Zgz —— Cy3 — T34 — Cyy "j‘ Cpy — €13 “I* Cin — U313 =

=2 (=21 4 (8 — TV (10— (6 = 4

Dicha tabla, con todos los calculos efectuados, es:

TagLa [ DEL SIMPLEX

~10 -20 =7 | 15 \10

-5 -3

8 ~21 -3

EEAN =¥ -11
5

4 |\~12 -5

La variable independiente con omega negativo de mayor valor ab-

soluto es Age, con Wy — —12, que en la tabla anterior figura inscrito
en un rectingulo. La variable de esta casilla ha de pasar a formar parte
de Ia nueva hase, sustituyendo a la menor de los vértices impares de la
trayectoria gue ha servide para calcular zs,, es decir, Nis = Az == 30,
quedando las variables de fos demdis vértices de la citada trayectoria

en la forma;
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20\ -7
@0\ @9)
~9\_-8
30

La segunda y posteriores tablas toman los valores siguientes:

TaBrLa IT DEL SIMPLEX

-15 -10
L7IN-15

21 \_3 = 2210
1 12\ GoN\J-11

~6 [N\c17 N4 [ N-12|>N 5

16\ 17 \] 17 (39

~15{\ -10
@W\] 2
21 -3 z = 2040
17 6
“12|\ =5
EIN o\ o
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TaBLa IV DEL SIMPLEX

-10] \~20 =7 -15 -10
1 ONIONIE
0 -9 -8 \~21 -3
z — 2010
2 12 17 6
-6 ~17 -4 \~12 -5
30 0 0o @ 30

En Ia tabla 1V legamos a no tener ninguna omega negativa, €s de-
cir, flegamos a una solucidén optima fundamental.

La existencia en dicha tabla de dos omegas iguales a cero nos per-
mite deducir otras dos soluciones dptimas fundamentales, Basta pro-
ceder con lu variable independiente de ® == 0 como se ha operado
con las de omege negativo de mayor valor absoluto, Dichas dos solu-
ciones son:

Segunda solucidn optitna
iundamental

o\
)
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Tercera solucién 4ptima
fundamental

CANEE)

Existen infinitas soluciones optimas derivadas, que obtendriamos su-
mando las tres fundamemtales, después de multiplicarlas por las frac-
ciones positivas ks, ky ¥ ks, respectivamente, tales que &, + k, +
+ ky = 1.

Es de notar, que los dos transportes de menor coste Dy A, y
Ds As, ne forman parte de ninguna de las soluciones dptimas. Ello
nos hace creer que si tratdramos de resolver el problema propuesto
mediante una serie de ensayos, sin conocer la técnica de la Programa-
¢ion Lineal, dificilmente llegariamos a cbtener alguna de las infinitas
soluciones,






