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1. Introduccion

Considerada la distribucion estadistica correspondiente a una variable
X, v dada ésta mediante la tabla siguiente,

X n, fo=r
Xy h, h
X2 Ry Iz
x, n, .
x.k ny j:k
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en la que n, representa la frecuencia absoluta del valor x, y con f, repre-
sentamos su correspondiente relativa, y supondremos que los valores de
X estan ordenados de forma que x,<x,< - <x,< <X, se.desea
frecuentemente representar el conjunto de valores observados x, afectados
de sus correspondientes frecuencias, por un valor Gnico deducido de és-
tos, que suele denominarse Medida de posicion correspondiente a la varia-
ble X; de entre las diversas medidas de posicion atenderemos fundamen-
talmente a las denominadas Medias o Valores medios del conjunto.
Para ello partiremos de la definicion general de ®-Media, 0 media de
tipo aritmético segun la funcion @, donde @ es una funcion continua, y
mondtona crecientz o decreciente en el intervalo de aplicacion (x;, x,),
para pasar en primer lugar al caso en que @ es potencial de la forma
®(x)=x" y que denominamos Media potencial de orden ®, con x, un ni-
mero real cualquiera. Obtendremos posteriormente tas medias mas co-
munmente utilizadas como casos particulares de esta media potencial de
orden a, asi se obtendran la media aritmética, la cuadrética, la geométrica
y. la armonica, pasando finalmente a efectuar una comparacion entre
ellas, basandose en las propiedades que antes demostraremos, para la me-
dia potencial de orden o, que simbolizaremos como M(a). Posteriormente
analizaremos el caso en que @ sea exponencial de la forma ®(x)=q" y la
denominaremos Media exponencial de base g, con g un numero real es-
trictamente positivo, y que simbolizaremos como u(g). Este tipo de media,
no tan usual en estadistica como las medias potenciales, la aplicaremos al
calculo del diferimiento medio de upn conjunto de capitales financieros.

2. Definicion de ®-Media

Dada la distribucién de frecuencias correspondientes a una variable
estadistica X, la medida de tendencia central mas frecuentemente utiliza-
da para representar el conjunto de valores de X, es la Media Aritmética

que, simbolizada por X, se define como:

k

Vv o_r=1

X n —Mrgi x" j;
siendo la caracteristica peculiar de esta media el que «representa bien» al
conjunto de los valores de X, ya que aun produciéndose unas desviacio-
nes entre los valores de X y X, éstas son tales que duedan compensadas
unas con otras, aquellas que son por exceso con aquellas que lo son por
defecto, pues:

k k k

Y don=3 (x,-X) n=3% x,-n,—X -

r=1 r=1 r=1 r

n =0

1=

i
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y siendo ademas,

k

k ok
Xy= 2 Xy <Y X% f=X<) % fi=x,

r=1 r=1 r=1

Partiendo de esta definicion correspondiente a la media aritmética de
la variable X, con su propiedad caracteristica, podria ser preciso, para
dotar de cierto sentido peculiar a los datos, transformar los valores de X

antes de calcular sobre ellos una medida de tendencia central, como la
media aritmética.

Supongamos que @ es una funcidn de transformacion, que considera-
remos continua y monotona creciente o decreciente en todo el intervalo
de aplicacion (x,, x;), de forma que:

¢:R— R
x, — O(x,)

entonces, a partir de @, el conjunto de valores observados de X, {x,, x,,
s X}, quedaria transformado en el conjunto de imagenes {®(x,), ®(x,),
s ®(x,)}, cuya media aritmética, que podriamos simbolizar por M, seria:

M= 2:,1 ®(x,) - S,

tal que si ® es monotona creciente tendriamos ®(x,)<M <®(x,) y si es
monodtona decreciente ®(x,)<M <P(x,).

Al ser ¢ monotona y ademas continua se habrd establecido una bi-
yeccion entre el intervalo (x,, x;) y el (®(x), x ), siendo i=1y j=k
cuando @ sea mondtona creciente ¢ i=k y j=1 cuando sea monodtona
decreciente.

Al producirse dicha biyeccion, tendra sentido hablar de la funcién in-
versa de @,

O {(D(x), Dlx))) — (xy, X))

Existiria entonces de forma univoca la imagen de M por la funcién de
transformacién inversa ® !, y con ello tendremos que:

d)-l(M)=Mo

de aqui, M, sera la imagen inversa por @ de la media aritmética de los
valores de X transformados previamente por la aplicacion de la funciéon .
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Teniendo en cuenta todo lo anterior, definimos la ®-Media 0 media de
tipo aritmético segun la funcion ®, continua vy monodtona en el intervalo
(x(, x,), como:

k
Mw-‘-q’_l( Y, ®(x,) fr)
r=1
que cumplira siempre las propiedades caracteristicas de la media aritméti-
ca, O sea:
h
Z ((D(xr)_q)(MO)) i nr=0
r=1
y también

x <Mg<x,

por la monotonia de la transformacion @.

3. Definicion de media potencial de orden «

En particular, si consideramos ®(x)=x* definida en ), co(, para cual-
quier o real menos el 0, @ sera continua y derivable por ser una funcion
potencial y su primera derivada

@'(x)=a  x*"!

tendra constantemente el signo de «, con lo que ® serda mondtona cre-
ciente para «>0 y mondtona decreciente para a<0. Consideraremos por
tanto que X toma valores positivos y entonces la Media potencial de
ordern u vendra dada por

k
(M*(@)*= 3, x-f,
r=1
de forma que despejando M*(xz) mediante la funcion inversa de ¥ queda
k 1/
M*(a)=(Z x; -f,)
r=1
valida para cualquier « real menos 0, siendo continua y derivable por ser

composicion de funciones que poseen dichas caracteristicas. -
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Analicemos seguidamente el comportamiento de la funcién M*(a) en
el entorno de «=0, calculando su limite en dicho punto. Asi,

k ta
lim M*(x)=lim (E x? f,)
a0 2=0 \,=1

gue resulta ser un limite indeterminado de la forma (1*) y cuya solucion,

de existir, es ef, siendo:

1 k

p=lim—-1n(z xf-f,)

ax—+0 r=1

que resulta nuevamente indeterminado pero de la forma (°©/°) y apli-
cando la regla de L'Hopital, calcularemos el limite:

k

Z (]n Xr)'x:'fr k k

= =3 (nx) f,= % Inxf

r=1

r=1

con lo que

p=73 Inx!

r=1

y el limite buscado sera por tanto
k

k n, 1/n
I (x,);=( [ x:-) =M

E k
lim M*(a)=e L 2% =] xF=
2=0 = r=1

que no es otra cosa sino la media geometrica de la variable X, dada por
la distribucion de frecuencias considerada. Por todo ello, podemos redefi-

nir la Media potencial como sigue,

k

1/a
=M*(a)=(2 x“,‘-f,) f con a0

r=1

M(a)=
k
=Mg=[] x/ con a=0
r=1

con lo que hemos aplicado el campo de definicion de M(x) a todo el
conjunto de los numeros reales, de tal forma que M(x) resulta continua,
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ya que en el punto x=0, en el que M*(x) poseia una discontinuidad
evitable, le hemos asignado su «verdadero valor», esto es, el valor de su
limite en dicho punto.

4. Las medias mas comunes como casos particulares de la media potencial
de orden o

A partir de la definicion general de media potencial de orden «, consi-
deraremos los casos particulares siguientes:

a) Maedia armoénica

Si hacemos a= —1, tendremos que:

3 —1
M(-1)=(zx:1-f,) L N

r=1

donde con M, se simboliza corrientemente a la media armonica de la
variable X, que resulta ser la media potencial de orden —1.

b) Media geométrica
Como hemos visto en la definicion de M(x), M;=M(0) y, por tanto,

la media geométrica de la variable X no es otra cosa sino la media po-
tencial de orden 0.

¢) Media aritmética
Haciendo =1, tenemos que;

k Zx'n

M(ly= Y x,-j;:’i‘-—n_sz

r=1

donde, como es comiun, simbolizamos con X la media aritmética de la
variable X, que no es otra cosa sino la media potencial de orden 1.
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d) Media cuadrdtica

Si hacemos ahora x=2, tendremos que:

k 1/2
M(2):(Z xf'f,,) —M,
r=1

obteniéndose la media cuadratica, simbolizada por M, como la raiz cua-
drada de la media aritmética de los cuadrados de los valores de la varia-
ble X, que no es otra cosa, por tanto, que la media potencial de orden 2,

Por todo lo cual, hemos obtenido las principales medias estadisticas de
una variable, como casos particulares de la media potencial de orden a.

5. Analisis de la media potencial de orden «

El analisis de la media potencial M{x) lo efectuaremos mediante los
siguientes pasos:

a) Ordenada en el origen

Por la definicion de M(x) tenemos que para x=0 es M{0)=M, luego
la media potencial cortara al e¢je de ordenadas en el punto que corres-
ponde a la media geométrica de la variable X.

b) Estudio del comportamiento de M(a) en los extremos dei campo de defi-
nicion
Realizaremos el estudio de la variacion de la media potencial M)
como funcion de la variable x, mediante los siguientes puntos:

1. Para obtener la posible rama asintética para x— — %, calculare-
mos.

k 1=z
lim M{x)= lim (Z ‘c:j,)

= - r x> — 4 r=1

distinguiendo para el calculo de este limite tres casos:

I. La variable X satisface la condicién 0 <x, <1, por lo que el limite
es indeterminado de la forma {>°).
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II. La variable X satisface x, =1, ¢ntonces:

lim M{)=(f,)"=1=x,.

a—+ — o

1Il. Sea aqui x,>1, entonces el limite vuelve a ser indeterminado,
esta vez, de la forma (0°).

Ahora bien, en los casos indeterminados 1 y III, de existir limite sera
de la forma ef con, :

1 k
p= lim —-ln(in"f,)
a=+—ow X r=1

que en L. sera indeterminado de la forma (%/— ®) y en Il sera también
indeterminado pero de la forma (— %/— ).

En ambos casos, de existir el limite sera ¢l que resulte de aplicar la
regla de L’Hopital, dando

k k x
S nx)oxi-f,  (nx) fi+ 3 On x,;-(;") -,
lim =1 - = lim 'iz — ! =
D WO A L+ Y (X) 1,
r=1 r=2 1
(tn x,)f,
= -~ =In x
fi '

con ello p=In x, y el limite buscado sera:

lim M(@=e""=x,.

[ Sl 8

2. Para obtener ahora la posible rama asintotica para x— + %, cal-
cularemos de forma similar a la anterior, el limite:

x
lim M(x)= lim (Zx’,’-f,)"

F St A 4 2~ + 1 r=1

distinguiéndose también los tres casos siguientes:

1. Caso en que x,>1, por lo que el limite es indeterminado de la
forma (®°).

20
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II. Sea x,=1, entonces tendremos que

lim M(a)=(f)°=1=x,

a— + s

III. Sea por ultimo O<x, <1, entonces el limite resultara también
indeterminado de la forma (0°).

En los casos indeterminados I y 111, de existir limite sera de la forma
ef con,

1 k
p= lim —-ln(Zx:-f,)

a~+l r=1

que en el caso I sera inteterrminado de la forma (+ %/ + ©°) y en el caso
IT indeterminado de la forma (— 9°/+ ).

En ambos casos, aplicando la regla de L’'Hoépital se obtiene como an-
tes:

k
Y (n x) x:f,
r=1

lim =

T+ +a k
2 Xk

r=1

k—1 x \*
Z (In x,)- (ﬁr) f+n x) -

- r=1 X
=a_l‘le k-1 xk a =
Z =) - f+fe
r=1 \ Xk
l .
=(n xk) fk=ln xk'
fi

con ¢ello p=Inx, y el limite buscado sera:

lim M(a)=emx=x,
&= + ax

¢) Andlisis del crecimiento de la funcion M {(a)
Para estudiar el crecimiento de la funcidbn M (x) respecto a la variable

«, orden de la media potencial, lo haremos analizando su funcion deriva-
da, y para ello consideraremos los dos casos siguientes:
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1. Analizaremos en primer lugar el caso en que x#0, para el cual
sabemos que,

k
M(at)=M*(at)=(Z X -f,)' =

r=1

es continua y derivable; para obtener su derivada M’'(z), tomaremos la
transformacion logaritmica de M(x) que sera:

k
H@=inM(@)="- In( Y x? -f;)

& )

M.F
con lo que H'(oc)—F(%) y de aqui M'(x)=M () - H'(2) obtendremos se-

guidamente H'(x), que después de ligeras transformaciones da:

k
T,
Hr(“)=gz_' m—zk;__—ln(zle.j;)

S

r=1

y al ser M(a)>0, el signo de M’'(a) coincidira con ¢l de H'(a), y por lo
tanto sera suficiente estudiar el comportamiento del término entre parén-
tesis de la expresion anterior, o lo que es lo mismo, el signo de,

k k k
St (£ ) ( § )
r=1 r=1 r=1

k

va que Y x?-f,>0 y esto equivale a estudiar el signo de,
r=t

r=1 r=1 r=1

k k k
2 (nxs)-x7-f— ) (‘” 2 X 'f}) X S

Para analizar el signo de esta diferencia estudiaremos los valores que
puede tomar el minuendo, mediante la determinacidon de sus valores ex-
tremos, haciendo:

T S x . [
'\r_.‘r y xr j;'_“r

22
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k
quedando ) (iny) -z con la condicion de que

r=1

y considerando las z, como constantes.

Formamos la funcion de Lagrange,

k k k
L(yis o Yo A=2 (Iny) z,+4- (Z Yo fom 2 Zr)

r=1 r=1 r=1

de la que se obtienen las condiciones necesarias de extremo, igualando a

cero las derivadas parciales respecto a las y, junto con la ecuacion de
condicion.

Llegamos a que un posible extremo se encuentra en el punto donde,

zr
y,== =X para r=1,2, ., k

s

para ver si se trata de un maximo o de un minimo, formaremos la matriz
Hessiana, asociada a la forma cuadratica, que nos da la condicién de
suficiencia de segundo orden, a través de las derivadas segundas en dicho
punto, obteniéndose después de algunas pequefias transformaciones:

#—fi-(L+L), “hda CThiohe T
;% Zy Zy
—f - 1 1 —fy Je_
=hh, —f%-(—+—), ................ CThihin
Zy Z, Z4) - Z;
H=
— _ . _,'7 . f ) l 1
e Tl g ( +T)
- & “k Zp-1 Zx/ |

en la que puede verse con facilidad que sus menores principales de orden
1, 2, 3, etc., alternan su signo, siendo:

H, <0, H,>0, Hy<0, H, >0, .., etc,
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con lo que queda demostrado que se trata de un maximo y, por tanto,
para cualesquiera otros valores que aisgnemos a y, distintos de x?, como
podria ser:

k
yo= 3 xif,

r=1

constante para r=1, 2, ..., k, nos daria un valor mas pequefio de

k
Y (Iny,) - z,
r=1

y, por tanto, independientemente de a tenemos que:

r=1 r=1

k k k
Y (nxd) - xtf> Y (ln Y x: -L) x2S,
r=1
luego el signo de H'(a) es positivo para cualquier 2 distinto de O, y por
tanto M'(x)>0.
2. Veamos seguidamente qué ocurre para «=0, donde tendremos

que:

lim M{o)=lim M(a)  H'(@)=M - lim H'(x)

x—+0 =0 x2—0

siendo
k k k
a- ¥ {lnx)-x*-f (anx f,) (Z x; )
lim H' (@) =lim | — = - T
x-0 2—+0
e Y xi-f, _Z x; - f,

r=1

que resulta indeterminado de la forma (0/0), y se resuelve aplicando la
regla de L'Hopital dos veces consecutivas, llegando a que,

k k 2
3 tnr 4-( 3 ams 1)
lim H' (o) ==+ rel

=0 2

cuyo numerador es positivo por la conocida propiedad de los momentos
ordinarios de una variable, que dice que: el momento ordinario de segun-
do orden siempre es mayor que el cuadrado del momento ordinario de
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primer orden, siempre que la variable no sea una constante, aplicandolo
aqui a la variable InX.

Resumiendo lo obtenido hasta aqui, podemos decir que M'(x)>0 para
todo o real, y por lo tanto. M(a) es estrictamente creciente con a.

Solo en el caso en que x,=x,='-'=x,, tendriamos que M'(x)=0
para todo « real, pues:

k 1/a
=M*(a)=(z x3 -f,) =x, con a#0
r=1

M(O’.): &
=Mgs=[] f=x, con a=0

luego M (a)=1x, constantemente igual al Gnico valor de X, independiente-
mente de «, orden de la media potencial

6. Conclusiones. Comparacion entre las diversas medias potenciales

Por todo el analisis realizado para M(x), podemos concluir que:
a) Para todo a real tenemos que,

x, <Mz)<x,

o sea, que la media potencial, independientemente del orden 2, se encuen-
tra comprendida siempre entre el valor menor y el mayor de la variable X.

b) Ademas, al ser creciente la funcion M (x) respecto a la variable «,
tendremos que para todo «, y x, con o, <a,, la relacion entre las corres-
pondientes medias potenciales de ordenes o, ¥ a, es que,

M(x,) < M(ay)

siendo la desigualdad estricta por ser M(x) estrictamente creciente para
todo a real.

De aqui se desprende la relacion fundamental entre las principales
medias potenciales, esto es:

My=M(=D)<Ms=M@O)<X =M(l)<Mg=M(2)
que se transformara en un conjunto de igualdades: My,=M =X =M 0=
=x,, $0lo en el caso extremo en que la variable X fuese una constante, o

sea X, =X, =" =x,, en cuyo caso M(x)=x, independientemente de x«, co-
mo hemos visto.
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7. Definicion de media exponencial de base q

Ahora consideraremos €l caso en que la funciéon @ es tal que, ®(x)=
=¢* definida para g un numero real estrictamente positivo y distinto de
1, entonces ®(x) sera continua y derivable, por ser una funcién exponen-
cial con base positiva, siendo su derivada

?'(x)=(ng) - ¢

cuyo signo permanece constante, siendo positivo para g>1, con lo que la
funcion @ serd mondtona creciente y negativa para Q<g<1, con lo que
en este caso @ serd monodtona decreciente.

De este modo, la Media exponencial de base q, vendri dada por,

k

q#'(ql: Z qx'f;

r=1

de forma que despejando u*(q), mediante la funcién inversa de ® que es
el logaritmo con base g, quedara:

K
log, 3. q¢'r - f,

kK
) =——-—1—— =log, ¥ q%f,
logq q 5 r=Zl

que puede expresarse mediante la utilizacion de logaritmos con cualquier
otra base positiva, sin mas que efectuar el correspondiente cambio de
base, que, por comodidad para los posteriores analisis, consideraremos los
logaritmos neperianos, o sea tomando como base el nimero e, quedando
entonces la expresion de la Media exponencial de base q, como:

K
In Z q™f.

* — r=1
#*(q) Ing
dicha funcién esta definida para todo q positivo excepto ¢g=1 en que se
anula el denominador.

Analizaremos seguidamente el comportamiento de la funcion u*(g) en
el entorno de g=1, calculando su limite en dicho punto. Asi,

k
In 3 q%f,
lim p*{g)=1lim — —
a1 a=1 Ing
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que resulta ser indeterminado de la forma (0/0) y cuya solucion podremos
obtener aplicando la regla de L’Hopital, de modo que calculemos el limi-
te:

k

Z xr'qx"j; k o
qu"j; r=1

r=1

que no ¢s otra cosa sino la media aritmética de la variable X. Por todo
ello podemos redefinir la Media exponencial de base g como sigue:

k
ln z g~ £,
=p*(q)=—"——  para q£1y ¢>0
uig)= Ing ¥4
. k
=X=Y x,-f, para g=1

r=1

con lo que hemos ampliado el campo de definicion correspondiente a la
funcién p(q) a todo el conjunto de los nimeros reales positivos, pues en
el punto ¢=1, en que p*(g} poseia una discontinuidad por no estar defi-
nida y, siendo ésta evitable, la hemos salvado asignando a u*{q) en g=1
su «verdadero valor», esto es, el valor de su limite en dicho punto.

8. Utilizacion mas comin de la media exponencial. Diferimiento medio de
un conjunto de capitales financieros.

La media exponencial de base g surge de una forma espontanea al
considerar ¢l problema financiero de la sustitucion de un conjunto de
capitales,

{c,, Ty,=1, 2, ., k

donde las C, representan las cuantias de los capitales y T, los correspon-
k

dientes diferimientos, por un unico capital de cuantia » C,.y cuyo diferi-

r=1
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miento T, en el que debera hacerse efectivo este unico capital, recibe el
nombre de Diferimiento medio.

Si la equivalencia entre capitales financieros se plantea a través de un
tanto instantaneo de interés, o precio financiero constante p, de la igual-
dad entre las cuantias valoradas en el origen correspondientes a conjun-
tos equivalentes, se obtiene:

k k
r=1 r=1

o lo que es idéntico,

et (et c)

r=1 r=1

que no es otra cosa, sino la media exponencial de base g=e~*, corres-
pondiente a los diferimientos del conjunto de capitales, considerando co-
mo ponderaciones las cuantias relativas de los capitales del conjunto, esto
¢s, con nuestra nomenclatura usual sera,

con lo que el diferimiento medio sera:

Ing B Ine™”

To=ulg)=

r=1 r=1

x k
In) C,—In} C,-e-»T
- p

expresion que podemos encontrar en todo tratado de Matematica Finan-
ciera.

9. Analisis de la media exponencial de base g

El analisis de la media exponencial u(g) lo efectuaremos mediante los
siguientes pasos:
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a) Ordenada en el origen

Al estar definida la media exponencial u(g) solamente para valores
estrictamente positivos de g, p(g) no cortara al eje de ordenadas.

b} Estudio de u(q) en los extremos de su campo de definicion
Analicemos seguidamente cada uno de los extremos.

1. Observemos ¢l comportamiento de la funcion u(g) en el semi-en-
torno derecho de ¢ =0, mediante ¢l calculo de su correspondiente limite

en dicho punto.
k
fﬂ( 2. 9~ 'f,)

lim p(q)=lim —"=
g—0" g—0* lnq

dicho limite es indeterminado de la forma (— %/~ 2°), y lo resolveremos
aplicando la regla de L’Hopital, calculando:

k k

Y x g, IR
1
r=1

lim =1 D o=lim L — =

g—0* Z qx’.j; q g—-0" Z qx’-f;

k
xl .fl+ Z xr . q»",‘-"l f;
r=2

=__x1 'fl:x

i '

= lim
g—0"

%
Si+ Zz g - f,

con lo que el limite considerado sera:

lim p(g)=x,

g0

2. Para obtener ahora la posible rama asintotica para g— + °, cal-
cularemos de forma similar a la anterior ¢l limite:

k
In) g~ f,
lim (@)= lim —=!

R g+ x 1nq
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que resulta indeterminado de la forma (%°/%) y como antes aplicando la
regla de L"Hopital nos lleva a considerar el limite:

k-1
L S T
= lim rf-—l——kk—‘——————————-fz ,::f k
g+ k

2 q o+ h

r=1

con lo que el limite buscado sera:

lim p{q}=2x,

g—+x

¢} Andlisis del crecimiento de la funcion u(q)

Para estudiar el crecimiento de la funcion u(q) analizaremos el com-
portamiento de su derivada, y para ello consideraremos los dos casos
siguientes:

l. Cuando ¢#1 tenemos que,

k
In z g«-f
u(q)=u"(ql=i':—l‘-——
ng

y de esta expresion la derivada respecto a g sera, después de ligeras
transformaciones,

k k k

2 (ngs)-g=f— ) (ln 2 ¢~ f) a1

u'(q):l.___._____le_iz_L_.___—__
g -{ng)*- Y g~

r=1

cuyo numerador toma una expresion analoga a la analizada en el aparta-
do 5-c-1, haciendo y, =g~y z,=¢g~ - f,, por lo que podemos asegurar que
sera siempre estrictamente positiva, y al serlo también el denominador
tenemos que u'(g)>0.
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2. Para ¢=1 tenemos que:

r=1 r—-l

k X '
Z (ll’qu,) - g% fr_,z (11’1 z g~ fr) g~ fr
lim u'(g)=lim

g1 q-1

Inq)z quﬂ-

r=1

que resulta ser un limite indeterminado de la forma (0/0), cuya solucion
obtendremos sin mas que aplicar la regla de L'Hdpital dos veces consecu-
tivas como de forma similar a lo hecho en 5-¢c-2, llegando a que:

3 xf-f,—(‘; x,-f,)2

r=1 r=1

ltm y'(gq) =

1 2

que, por el mismo razonamiento aplicado alli, sera estrictamente positivo,
siempre y cuando X no sea constante.

Luego, 1'(g)>0 para todo g estrictamente positivo, con lo que u{g) es
estrictamente creciente con g.

Solo en el caso en que x,=x,...=x,, tendremos que y'{g)=0 para
todo g real estrictamente positivo, pues

k

Ind gv-f,
=u*(q) r=1 =X con g#1
= M Ing ! 9
o k
=X=) x, f=x, con g=1

luego u{g)=x, constantemente igual al Unico valor de X, independiente-
mente de g, base de la media exponencial.

10. Conclusiones. Aplicacion al diferimiento medio de las propiedades de la
media exponencial

Por todo el analisis realizado para u(g), podemos concluir que:
a) Para todo g real estrictamente positivo tenemos que

X, <plg)<x,

o sea, que la media exponencial independientemente de la base g se en-
cuentra comprendida entre el menor y el mayor valor de la variable X.
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b) Al ser creciente respecto a g, tenemos que para todo ¢, ¥ ¢, con
4, <4,, la relacion entre las correspondientes medias exponenciales con
bases respectivas ¢, y g, ¢s:

ulg,)<plq,)

siendo la desigualdad estricta por ser u(g) estrictamente creciente para
todo ¢ positivo.

Por lo que se refiere a su aplicacion financiera, para el calculo del
diferimiento medio de un conjunto de capitales, estas conclusiones nos
dicen que, haciendo g =¢7 7, el diferimiento medio, por ser la media expo-
nencial de los diferimientos del conjunto, con base g dependiente del tan-
to instantineo p, podemos asegurar:

1. Que el diferimiento medio es:
n(gq)=ule” ") =Ty(p)
con lo que independientemente de p tendremos que
T <Tolp)< Ty

y ademas:
2. Al ser,

dTolp) _dulq) dg
dp dg dp

como ademas,

dq de™’
dp  dp

=e ? - (—p)<0

lo que significa que ¢ es una transformacion mondtona decreciente de p,
tendremos que T,(p) sera una funcion estrictamente decreciente respecto al
precio de p, que es el tanto de valoraciéon con el que se obtiene ¢l diferi-
miento medio, y por tanto a mayor p el diferimiento medio disminuye, de
forma que se dan las siguientes propiedades:

L Si p——oo tenemos que g—+oc y entonces p(p)=Ty(p) se
acerca a x,=1T,.

IL. Si p— + o0 tenemos que g—0 y entonces u(g)=T,(p) se acerca a
xl = Tl -
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III. Si p=0 tenemos que g=1 y por tanto

k
k — Z T; ' Cr
LO=ul)=F x,- f=X=T=""4

3¢,

r=1

que nos indica que el diferimiento medio de un conjunto de capitales
valorados a un tanto de interés nulo es la media aritmética de los diferi-
mientos ponderados por las cuantias respectivas.

11. Definicion de media lineal

Finalmente, consideraremos ahora que la funcion ® es linecal de la
forma ®(x)=a+f - x, siendo « un nGmero real cualquicra y § también
real excepto 0. La funcion @ estara definida, en este supuesto, en el cam-
po de los niuneros reales; siendo continua y derivable, con derivada dada
por;

¥'(x)=p

cuyo signo permanece constante, siendo ¢l que corresponde al parametro
B. Asi, si f>0 la transformacion lineal correspondiente es monétona cre-
ciente, siendo monotona decreciente en el caso en que f<0.

De este modo, la Media lineal de pardmetros « y B, que simbolizare-
mos M ,(x, f), vendra dada por:

k
at+f - Mya, By= 3 (x+f x)-f,

r=1
en la que despegjando M («, B) obtenemos:

k
Y(x+B-x) fi-a

Mo, p="" 7 =

&« Eﬂ+ﬁ };xr'fr"'x X .
— r=1 ﬁr-—l ==ler'f,=X

Este resultado nos dice que la Media Lineal es constantemente igual a
la Media Aritmética, independientemente de los parametros « y fi, corres-
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pondientes a la transformacion. Esto concuerda con la Propiedad de Li-
nealidad que posee el operador Media Aritmeética, resultando de ella que
la Media Aritmética de la transformacion lineal de una variable es el
resultado de aplicar la misma transformacion a la Media Aritmeética co-
rrespondiente a la variable original.

12. Aplicacion al calculo del diferimiento medio de un conjunto de capita-
les

Dado un conjunto de capitales financieros, si deseamos sustituirlos por
uno solo, cuya cuantia sea igual a la suma aritmética de sus cuantias, tal
como hemos hecho en el epigrafe 8 pero utilizando ahora wn régimen de
descuento comercial a un tanto anual d, se plantearia aqui la equivalencia
mediante la siguiente igualdad, correspondiente a las cuantias de sus va-
lores actuales.

(ZC,)-u—d-To)=ic,-(l—d-T,)

r=1 r=1

o lo que es idéntico:

1—d-n=i(1—d-7:)-(cr/i C,)

r=1 r=1

donde T,, diferimiento medio calculado en descuento comercial, no es
otra cosa que la media lineal con parametros =1y f= —d, correspon-

diente a la variable diferimiento x,=T,, actuando como frecuencias relati-
vas,

proporcion que representa la correspondiente cuantia C,, respecto al to-
tal.

Asi tendremos que:

r=1

k k Z Cr r_
T0=ML(1, —d)= Z 'I;‘ (C,/ Z Cr)=f':“1k—'—:T
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con lo que se obtiene el resultado, bien conocido v que aparece en cual-
quier texto de calculo comercial, en el que el Diferimiento Medio es inde-
pendiente del tanto de descuento comercial, e igual a la media aritmética de
los diferimientos, ponderada ésta por las cuantias de los capitales.

De forma similar, si el diferimiento medio se calculase utilizando un
régimen financiero de interés simple vencido al tanto anual {, se plantea-
ria entonces la equivalencia mediante la siguiente igualdad correspondien-
te a las cuantias de sus valores finales en un diferimiento T cualquiera, tal
que cumpla T2 T,,

(i C,)‘(1+i-(T—To))= i C, (1+i{T-T))

r=1 r=1

o lo que es idéntico:

k k
(I+i-D~i To=3 (I+i-T)—i-T)- (C'// > C,)

r=1 r=1

donde, por tanto, el diferimiento medio T calculado a traves de un régi-
men financiero de interés simple no es otra cosa que la media lineal con
parametros a=1+i- Ty ff= —i, correspondiente a la variable diferimien-
to x,=T,, con las frecuencias relativas ya utilizadas anteriormente.

Asi tendremos que:
T,=M,(1+i T, —i)=T

Con lo que obtenemos, de forma analoga a la correspondiente al des-
cuento comercial, que el Diferimiento medio es independiente del tanto de
interés simple y del diferimiento T = T, utilizado, siendo igual a la media de
los diferimientos, ponderada por la cuantia de los capitales.

Finalmente, resta por decir que otros tipos de media podrian ser ana-
lizados, haciendo que @ fuese una funcion de otro tipo, pero las potencia-
les, exponenciales y lineales son las que tienen una mayor utilizacién y a
ellas hemos dedicado el presente trabajo.
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