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1.1. La función esencial de un Director es adoptar decisiones. Una 
teoría de la dirección debiera permitirnos predecir cuál habría de ser 
de entre las decisiones posibles, la que tomaría un Director ante una 
dzterminada situación. 

En este trabajo desarrollaremos los elementos de una teoría para 
la dirección de las compañías de seguros. Empezaremos por hacer 
iiotar que las decisiones más importantes que tienen que adoptar los 
ilirectores de las compañías de seguros parece que se refieren a las 
cuestiones siguientes : 

;Qué tipos de prima deben aplicarse para las modalidades de 
s q n r o  que la compañía ofrece al público? 

?.* iCuánto debe invertir la compañía para hacer la proinociúti 
de ventas de sus pólizas? 

('Cuándo debe rehusar la compañía la aceptación de un riesgo 
que se le proponga? 

4 .  ,:Cómo debe reasegurar la compañía su cartera de contratos 
de seguro ? 

5.a ;Qué fondos de reservas debe tener una compañia de seguros ? 
6." ;Cómo deben invertirse los fondos de la compañía? 
Las cuestiones que han quedado planteadas no deben considerarse, 

en absoluto, como una relación exhaustiva, puesto que el director de 
una compañia de seguros puede que tenga que adoptar también de- 



cisioiies importantes en terrenos tales como la administracián del per- 
sonal o la organización interna de las oficinas, pero estos problemas 
de decisión no parece que sean típicos del seguro, ya que d,ecisiones 
similares han de tomarse en toda clase de empresas y se pueden estu- 
diar mejor en un sentido general. 

1.2. Vna teoria sobre la dirección de las conipañias d,e seguros 
resultará de utilidad práctica si se pueden definir cuáles sean las me- 
jores decisiones probables que dehan toniarse ame todas las situacio- 

nes que se puedan concebir. Cna teoria de esta indole, constituiría el 
ideal de un director atareado. pero esto no es níás que un sueño y no 
es probable que se convierta en realidad en un iuturo inniediato. 

En esta charla no nos ocuparemos de manera especial de estos pro- 
blemas prácticos. Nuestro objetivo principal consistirá en establecer 
los cimientos de una teoria qiie puede p d e c i r  cómo se romporii~i-<i 

una compañia de seguros m t e  una situuci¿n d e t c m i m d a ,  Esta io~-iiia 

de actuar de u:ia compañía en pa r t i cu !~  coiistitiiirá iin ele.meiito den- 
tro de la situación que otras compañías --:pie a su vez. junio con 
otros elementos, también toman sus decisiones-~- dan por establecida 
v cuya situación rige su forma de coniportarse. De aquí se dediice 
que debe haber una interacción entre lab decisiones tomadas por los 

directores de las diferentes compaiiías y es precimilente la iiaturairza 
de estas interacciones lo que deseamos estudiar. La teoría de ciii i io 

. . 
tomar sus decisiones el director de una corupañia de segiiros es sulo 

una parte de una teoria más general para todo el sector asegurador 
integrado en el campo de la econoinia nacional. 

1.3. Para expresar nuestro objeto con mayor claridad, quizás :F 

sulte de utilidad hacer algunas referencias a la ieoria eco!iómica c!i- 
sica. En esta teoria se establece el supuesto de que el director [le tina 
empresa busca maximizar los beneficios. Si se conocen los precio< (le 
todos los productos, podemos predecir cuánto debe comprar. vender 
producir o invertir el director de nuestro ejemplo. Considerada la ii!- 

terdependencia que existe entre las decisiones tomadas por los direc- 
tores de diferentes empresas. podemos determiliar los precios que rqiii- 
libren la economia. 

Si tratamos de aplicar estas ideas al seguro. nuestra primera difi- 
cultad consiste en formular una hipótesis hásica sobre el ubjetivc de 
los directores. El beneficio de una compañia de seguros, considerado 
a piori, es una variable estocástica. Carecería. por tanto, de sentido 



establecer ia hipótesis de que una compaííia de seguros busca iiiaxi- 
inizar sus beneficios. 

*ones Debemos buscar otras hipótesis sobre cómo toman sus decis: 
los directores de las compañías de seguros y éste es esencialn~ente el 
problema que estudiaremos en lo que sigue. 

2.1. EII algunos trabajos anteriores. (1 ) y (z), hemos desarrollado 
una teoria que generaliza la teoria clásica del equilibrio estático eco- 
n&nlico de forma q1.r ei seguro quede incluido en ella. No examina- 
remos aqni en detalle esta teoría, pero puede resultar de utilidad hacer 
una recapituiaciijn de sus elementos princip:iies. 

.'\ titulo ilustrativo. consideremo:< ia ciictióii 1." del párrafo 1.1 y 
isr.l .i 1 1 t~ , . . , i ios  .. 10,s siipiiestos iigeientes : 

1.' Nuestra conq>añia tiene 111i capital iiiicial S,. 
2.' I>a compofiia recauda i i i i  total de primas P ,  mediante la ad- 

quisición de los contratos de seguro que for~ii;iri su cartera. I a  wnti- 
dad de siniestros a pagar por los prodncidos de entre los contratos 
que integran la cartrra. es una variai:le estncistica r con distribu- 
ción Fix). 

3." La coimpañía pnede reasegurar una parte k de su cartera, 
mediante el pago de una prinia de reasegnro P(B), con O $ k 4 l .  

El prohlenia consiste, cntoncei, en determinar la parte que debe 
ser reasegurada. 

3.2. Si la coinpaiiia reasegura la parte k, cuando hayan expirado 
todas las pólizas de su cartera, tendrá un capital 

l;l capital Cnal Sl(k) es, en general, una variable estocástica que 
depende de k. Se trata, entouces. de determinar el valor de k que dé 
la "mejor" variable estocástica en el conjunto Si(k): es decir. la me- 
jor distrihució~i de prahabilidad de capital final que pueda obtenerse. 
Este problema carece d e  sentido. a menos qne ri director de la com- 
pañía pueda establecer un orden de firdercnrias en cuanto a S,(k). Con 
nbjeto de avanzar algo en nuestra exposición, deberemos suponer que 
esta ordenacion existe. Parece, ademis, natural suponer que la or- 
denación es cornpatihle en el sentirlo <le Von 'Teumann y Morgens- 



3 . 2 .  Si al final del ejercicio f ,  el capital de la coiripañia. S<. es iila- 
yor que Z, la difereticia 

se pagará como dividendo a los accionistas o a los contr;it;mtes de siis 
pólizas, según sea la naturaieza juridica de la empresa. Por tanto. la 
compañia hará una serie de pagos de dividendos 

So, S,, ..., St ... 
Evidentemente, esta serie es un proceso estocástico discreto. 
Podemos, entonces, corisiderar la esperanza del valor actual de es- 

tos pagos 

donde O < v < i es el Iactor de descuento. 
Puesto que evidentemeiite este valor depende del capital inicinl S 

y de las reservas riecesarias rel~resentadas por Z, pondreiiios: 

De nuestras hipótesis se infiere que 

\?(S, % I = O par, S < O 
V(S, Zj = S ---- Z + Y(%, Z) para S > Z 

Cuando O < S < Z, la fuiición V(S ,  %) debe satisfacer la eciia- 
ción integral 

z-8 

V(S, Z) = V(S + x, ZjdF(x) + 
-S 

Si F ( x j  es continua y existe una fuucióii de densidad f(x) = 
= F'(xj, podemos escribir la ecuación integral así : 



Poniendo V(S) en lugar de V ( S ,  Z), se obtiene la ecuaciúri 

3.3. La ecuación integral del pirrafu anterior es del tipo de la de 
Fredholm Tiene la parte ceiitral siiriplr f ( x  SI y se puede rcsoiver 
iiescomponiéi~dola en partes 

( - S! - ijx - S )  

Para rleterriiitiar la constante V(%) es rieres;irio qiie la solución 
sea contititia en S = Z y ohtenetnoi 

4 .  E,ti el párrafo 3.1 establecimos la hipótesis de que nuestra com- 
paiiia se había decidido en algún sentido. sobre el nivel de un valor 
para Z. Podenios. entonces, preguntar si la coriipañia ha elegidc el 



mejor valor posible de Z :  es decir, si ha fijado el valor necesario de 
la reserva en el nivel óptimo. Evidentemente. resulta imposible contes- 
tar esta pregunta, a menos que hagamos algunas suposiciones sabre 
qué es lo que el director desea realmente lograr; es decir, cuáles s',:i 
los objetivos de la compañía. Una suposición natural seria creer que 
el director trata de maximizar la esperanza del valor descontado, de 
los dividendos que la compañía haya de pagar a lo largo de siis años 
de actividad. Esto nos lleva a tener que resolver la ecuación 

Este problema ha sido estudiado en un trabajo anterior (31 y sr Iia 
demostrado que, bajo ciertas condiciones, la ecuacióii tiene nna solu- 
ción Única en 2, independiente de .S. En la Sección 1. estudiaremos 
un ejemplo en el que se cumpl'en estas condiciones. 

3.5. Supongamos ahora que nuestra coinpañía ha hallado cuál sea 
e! nivel óptimo para sus reservas. Si el capital actual de la compafiia 
es S, la esperanza del valor actual d'e los pagos por dividendos futuros 
será V(S,  2). 

Supongamos también que, de manera inesperada, se le ofrece a la 
compañia nn contrato de seguro del tipo 

Beneficio R, con probabilidad E 

Pérdida Rp con probabilidad 1 - U 

Estas probabilidades se pueden interpretar en otra coinpañía c m @  
una invitación a proveerse de la cobertura de un contrato de reaseguro 
a corto plazo. 

Si nuestra compañía acepta esta oferta, la esperanza del vdor de 
sus dividendos futuros será 

cr V(S C R,, Z i  + (1 - r ! V ( S - % ,  Z) 
Si la compañía mantiene el objetivo general de maximizar la espe- 

ranza del valor descontado de los dividendos que habrá de pagar r lo 
largo de todo el tiempo a que extiende su actuación, aceptará la oferta, 
pero sólo si 

Ahora bien, esto significa que la co~npañía tomará su decisión como 
si deseara maximizar la esperanza de la utilidad, sirviéndose de VíS, 2 )  



como función de utilidad. Con esto, nuestra respuesta a la cuestión 5.' 
del párrafo 1.1 da autoniáticamente la solución al problema 3.". 

3.6. En la Sección 2, hemos estudiado las cuestiones La y 4.a, que 
'llllos entonces se podrían analizar dentro de una estructura estática. \-' 

que podríamos resolver estos problemas únicamente si conociéramos la 
función de utilidad. Esta función liemos visto que rgresentaba la "ac- 
titud frente al riesgo" que tomaba la compañía; es decir, constituía 

los elementos subjetivos. Iiuestra conclusión fue la de que el director 
debía especificar con toda precisión su postura frente a la aceptación 
de riesgos, antes de que nosotros como matemáticos pudiéramos sei-le 
de utilidad para hallar la probablemente mejor solución. 

En esta Sección fiemos estudiado un modelo dinámico y hemos m -  
contrado que este modelo nos da la función de utilidad que rige las 
decisiones de la compañia en situaciones estáticas simples. Sin em- 
bargo, no hemos podido desembarazarnos de los elementos subjetivos. 
Estos están ahora representados por el factor de descuento v, que ex- 

presa esencialmente el grado de preferencia en fecha cercana mejor que 
diferir en lo posible el pago de dividendos. 

4.1. En general. no es posible hallar una solución expliciia sencilla 
para la ecuación integral vista en la Sección 3. Sin embargo, puede 
resultar de utilidad estudiar un caso especial en que la solución sea 
sencilla y se pueda examinar con todo detalle. 

Supongamos que 

f(x) = k olecZx para x > O 
f(x) = (1 - k)uea" para x < O 

El valor de f(a:) para x = U no interesa. Supongamos que 1/2 < 
< k < 1 ; es decir, que la contratación es favorable a la compañía. 
La objeción evidente a esta distribución de probabilidad es que no se 
señala uingún limite superior para la ganancia que la compañia puede 
obtener en un solo ejercicio. Podemos justificar nuestra elección de f(x) 
simplemente por conve~iiencia matemática o podemos suponer que la 
coinpañía invierte sus fondos en acciones muy especulativas. 

15 



4.2. La ecuación integral la podemos escribir ahora como sigue: 

S 

V(S) = v(l - k ) a e - " s l  V(X)em dx [ l l  

Diferenciando dos veces con respecto a S ,  obtenemos 

V'(S) = "(1 - k )a  V(S) - v k a  V(S) 

S - v(l - k}cx2e-aSJo V(x)eax dx + 

De estas expresiones es fácil ver quc V ( S )  debe satisfacer la e c i w  
ción diferencial 

V ( S )  - a2 V(S) = v(I - 2k)u TT'(S) - v a 2  \-(S) 

Esta es una ecuación homogénea de segundo grado con coeficientes 
constantes, cuya solución general es 

V(S) = C, eTis + CP erzS [zl  



donde C, y Cp son coustantes arbitrarias y r ,  y r, son las raíces de 
la ecuación característica 

r2 Y(!  - 2k)cir - (1  - v)ciZ = O [31 

Entonces hallamos 

4.3. Resulta fácil comprobar que ambas raíces de [3 ]  son reales 
y que r, > O y r, <: 0. 

Hay que determinar ahora las constantes Ci y C,, de forma que la 
solución general de la ecuación diferencial sea también una solución 

de la ecuación integral. A tal fin, sustituyendo el valor 121 en [ I ] ,  
obtenemos : 

Esta expresión la escribiremos como sigue: 



4.4. La ecuación del párrafo anterior debe ser válida para todo 
valor de S. Por lo tanto, las cuatro expresiones comprendidas entre 
llaves tienen que ser iguales a cero. 

Es fácil comprobar que las dos primeras expresiones entre llaves, 
o sea, los coeficientes de eriS y erzJ son nulos cuando r, y r, son las 
raíces de la ecuación característica [?l. 

Obtenemos, entonces, las dos ecuaciones que escribirnos a continua- 
ción para la determinación de Ci y Ca :  

1 
--m 

1 
C 1 +  r , + a  

C* = O 
r, + a 

El determinante de estas ecuaciones es 

Esto nos da la expresión explícita para la esperanza del valor ac- 
tual de los pagos por dividendos: 



Esta expresión está maximizada para el valor de Z, lo que mini- 
miza el valor absoluto de D ;  es decir, el valor determinado por la 
ecuación 

Evidentemente, este valor de 2 es único e independiente de S ;  o 
sea, que existe un nivel para las reservas de la compañia que es óptimo 
j- único. 

4.5. Quizá se encuentre de utilidad ilustrar estos resultados con 
un ejemplo numérico sencillo. 

Hagamos 
a = I r, = O, I r, = -0.3 

lo que corresponde a 

v = 0.97 y k - 0,603 

La reserva óptima viene determinada entonces por 

lo que nos da para Z un valor de 

z = 3,44 

La tabla que se inserta a continuación da el valor de V(S, Z) para 
algunos talores elegidos de S y de 2. 

V(S ,  2) = esperanza del valor actual de los pagos por dividendos 
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