La Direccién de las Compafias de Seguros

Un estudio dentro de la Teoria F.condémica

Por el Prof. Kari. BORCH

l. INTRODUCCION

1.LI.  La funcién esencial de un Director es adoptar decisiones, Una
teorfa de la direccién debiera permitirnos predecir cuil habria de ser
de entre las decisiones posibles, la que tomaria un Director ante una
determinada situacidn,

En este trabajo desarrollaremos los elementos de una teoria para
la direccion de las compafilas de seguros. Empezaremos por hacer
notar que las decisiones mas importantes que tienen que adoptar los
Directores de las compafiias de seguros parece que se refieren a las
cuestiones siguientes:

12 ;Qué tipos de prima deben aplicarse para las modalidades de
seguro que la compafiia ofrece al pablico?

2% ;Cudnto debe invertir la compafiia para hacer la promocion
de ventas de sus pdlizas?

3% ;Cudndo debe rehusar la compafifa la aceptacion de un riesgo
que se ie proponga’

4® ;Como debe reasegurar la compafiia su cartera de contratos
de seguror

52 ;Oné fondos de reservas debe tener una compaﬁia de seguros’

6.* :Coémo deben invertirse los fondos de la compafiia ?

Las cuestiones gque han quedado planteadas no deben considerarse,
en absoluto, como una relacidén exhaustiva, puesto que el director de
una compafia de seguros puede que tenga que adoptar también de-
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cisiones importantes en terrenos iales como la administracion del per-
sonal o la organizacion interna de las oficinas, pero estos problemas
de decision no parece que sean tipicos del seguro, va que decisiones
similares han de tomarse en toda clase de empresas y se pueden estu-
diar mejor en un sentido general.

1.2. Una teoria sobre la direccién de las compafiias de seguros
resultard de utilidad préctica si se pueden definir cudles sean las me-
jores decisiones probahles que deban tomarse ante todas las situacio-
nes que se puedan concebir. Una teoria de esta indole, constituiria el
ideal de un director atareado, pero esto no es mas que un suefio y no
es probable que se convierta en realidad en un futuro inmediato.

En esta charla no nos ocuparemos de manera especial de estos pro-
blemas pricticos, Nuestro objetiva principal consistira en establecer
los cmientos de una teoria que puede predecir cOmo se comporicri
una compaflia de seguros ante une sitwacidn determinade, Fsta forma
de actuar de una compafifa en particular constituird un elemento den-
tro de la situacion que otras compafiias —-que a su vez, junto con
otros elementos, también toman sus decisiones— dan por establecida
y cuya sitnacion rige su forma de comportarse, [Je aqui se deduce
que debe haber una interaccion entre las decisiones tomadas por los
directores de las diferentes compafilas y es precisamente la naturaleza
de estas interacciones lo que deseamos estudiar, La teoria de como
tomar sus decisiones el director de uma compafia de seguros es solo
una parte de una teoria mds general para todc el sector asegurador
integrado en el campo de la economia nactonal.

1.3, Para expresar nuestro objeto con mayor claridad, quizds ve-
stilte de utilidad bacer algunas referencias a la teorfa econdmica cla-
sica. En esta teoria se establece el supueste de que el director de vma
empresa busca maximizar los beneficios. Si se conocen los precios de
todos los productos, podemos predecir cuinte debe comprar, vender,
producir o invertir el director de nuestro ejemplo. Considerada fa in-
terdependencia que existe entre las decisiones tomadas por los direc-
tores de diferentes empresas, podemos determinar los precios gue equi-
libren la economia.

Si tratamos de aplicar estas ideas al seguro, nuestra primera difi-
cultad consiste en formular una hipdtesis basica sobre el objetivc de
los directores. E! beneficio de una compafiia de seguros, considerado
a priori, es una variable estocdstica. Careceria, por tanto, de sentido
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establecer la hipotesis de que una compafiia de seguros busca maxi-
mizar sus beneficios.

Debemos buscar otras hipotesis sobre cOmo toman sus decisiones
los directores de las compafiias de seguros y éste es esencialmente el
problema que estudiaremos en lo que sigue,

2, Teoria FsTATiCA

2.1, En algunos trabajos anteriores, (I) y (2), hemos desarrollado
una teoria que generaliza la teoria clasica del equilibrio estatico eco-
nomica de {orma que el segure quede incluido en ella. No examina-
remos aqui en detalle esta teoria, pero puede resultar de utilidad hacer
una recapitulacion de sus elementos principales.,

A titulo lustrative, consideremos la cuestién 4. del parrafo 1.1 ¥
estahlezcamos los supuestos siguientes:

1. Nuestra compaitia tiene un capital imicial 5.
[a compafila recauda un total de primas P, mediante la ad-
quisicién de los contratos de seguro gue forman su cartera. La canti-
dad de siniestros a pagar por los producidos de entre los contratos
que integran la carfera, es una variahle estocastica x» con distribu-
cién Fx).

3
F4n

3.° La compafila puede reasegurar una parte b de su cartera,
mediante el pago de una prima de reaseguro £(k), con 0 < & < L
El problema consiste, entonces, en determinar la parte que debe
ser reasegurada.
2.2, Si fa compaiiia reasegura la parte k, cuando hayan expirado

todas las polizas de su cartera, tendrd un capital
Sik) = Sa + P — Pk — {1 — k)x

Il capital final 53(k) es, en general, una variable estocdstica que
depende de k. Se trata, entonces, de determinar el valor de % que dé
la “mejor” variahle estocastica en el conjunto §:(%); es decir, la me-
jor distrihucién de prababilidad de capita! final que pueda obtenerse.
Este problema carece de sentido, a menos que e director de la com-
pafita pueda establecer un orden de prefevencias en cuanto a S:(k). Con
objeto de avanzar algo en nuestra exposicion, deberemos suponer que
esta ordenacion existe. Parece, ademas, natural suponer que la or-
denacién es compatible en el sentido de Von Neumann y Morgens-
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3.2, Si al final del ejercicio ¢, el capital de la compafia, Sy, es ma-
vor que Z, la diferencia

St:Sc—Z

se pagara como dividendo a los accionistas o a los contratantes de sus
polizas, segin sea la naturaleza juridica de la empresa. Por tanto. la
compafiia hara una serie de pagos de dividendos
Spr 851 vaey St o
Evidentemente, esta serie es un proceso estocistico discreto,
Podemos, entonces, congiderar la esperanza del valor actual de es-

tos pagos
E(Z Vt St)

t=o ‘

donde 0 < v <C | es el factor de descuento.
Puesto que evidentemente este valor depende del capital inicial S
y de las reservas necesarias representadas por Z, pondremos:

V(S, 7) — E( D% sn)

+—0
De nuestras hipdtesis se infiere que

V(S 7Z) =0 para 5 < 0
VS, 2y =85 — Z + V{Z Z) para 5 > Z

Cuando 0 < & < Z, la funcion (&, Z) debe satisfacer la ecua-
cién integral

7—8
Vs, z) = [ VIS 4 x DdFG) +
—8

+ VJ:; [V(Z, 7y + x + S — Z]dF(xj

Si F(x) es continua vy existe una funcion de densidad f(z) =
= F'(x), podemos escribir la ecuacion integral asi:

V(S, 7) = vfz V(x, Z)i(x — S)dx -+

. vLm [V(Z, 7y + x — Z]f{x . Sjdx
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Poniendo F(5) en lugar de (8, Z), se obtiene la ecuacion

V(S) = vf" V(x)ix — Sidx +

4oy [; W 5)] V(Z) + vj;coxf(x L7 — Sidx

3.3, La ecuacion integral del parrafo auterior es del tipo de la de
Fredholm. Tiene la parte central simple {2 — §) v se puede resolver
descomponiéndola en partes

[W(x-— 5 = i{x-— 85
#

fx — 8) = f flu — i) (x — 1) {{t — Sydt
[

y aplicando fa ampliacidn de Liouville-Newmann

V(s = v[f — F(Z — S)] V{Z) +

o0 b4
-+ vj xf(x 4~ Z — Sidx +- T v“j o x — S)dx
i Lo o

n—1

Para determinar la constante F{7) es necesario que la solucitn
sea continua en .§ = Z y ohrenemos

V(S) = v[l — F({}j]\f(Z} i

oo - A
v [ Tsigodx 4 Y v [T o - Zjax
] o i

n=1

o también

oo . % ;
vf xs(x)dx + S-‘ V"f i®(x— Zydx
G pra——

Frmn =1
V(Z) = v £ FO)

3.4, En el parrafo 3.1 establecimos la hipétesis de que nuestra com-
pafiia se habia decidido en algiin sentido, sohre el nivel de un valor
para Z. Podemos, entonces, preguntar si la compaiiia ha elegido el
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mejor valor posible de Z; es decir, si ha fijado el valor necesaric de
la reserva en el nivel dptimo. Evidentemente, resulta imposible contes-
tar esta pregunta, a menos gue hagamos algunas suposiciones. sobre
quée es lo que el director desea realmente lograr; es decir, cudles son
los objetivos de la compafila. Una suposicion natural seria creer que
el director trata de maximizar ia esperanza del valor descontado, de
los dividendos que la compafia haya de pagar a lo largo de sus afios
de actividad. Esto nos Ileva a tener que resolver la ecuacidn

Este problema ha sido estudiado en un trabajo anterior (3) y sc ha
demostrado que, bajo ciertas condiciones, la ecuacién tiene una solu-
cién amea en Z, independiente de S. En la Seccién 4, estudiaremos
un ejemplo en el que se cumplen estas condiciones.

3.5. Supongamos ahora que nuestra compafiia ha hallado cual sea
el nivel dptimo para sus reservas, Si el capital actual de Ja comparfiia
es .S, la esperanza del valor actual de los pagoes por dividendos futuros
serd (S5, Z). '

Supongamos también que, de manera inesperada, se le ofrece a la
compafiia un contrato de seguro del tipo

Beneficio R, con probabilidad o
Pérdida R; con probabilidad 1 — o

Estas probabilidades se pueden interpretar en otra compafila como
una invitacidn a proveerse de la cobertura de un contrato de reaseguro
a corto plazo.

Si nuestra compafia acepta esta oferta, la esperanza del valer de
sus dividendos futuros sera

& V(S + Ry, 21+ (1 — &) V(S — Ry, Z)

Si la compahia mantiene el objetivo general de maximizar la espe-
ranza del valor descontado de los dividendos que habra de pagar 2 lo
largo de todo el tiempo a que extiende su actuacién, aceptard la oferta,
pero solo s

o V(S + Ry, Z2) + (I — o) V(5§ — Ry, 7)

Ahora bien, esto significa que la compafiia tomard su decision como
si deseara maximizar la esperanza de la utilidad, sirviéndose de V(5, Z)
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como funcidn de utilidad. Con esto, nuestra respuesta a la cuestion 5.°
del parrafo 1.1 da automaticamente la solucién al problema 3.°.

3.6. En la Seccién 2, hemos estudiado las cuestiones 1.* v 4.2, que
se podrian analizar dentro de una estructura estitica, Vimos entonces
que podriamos resolver estos problemas (nicamente si conociéramos la
funcién de utilidad. Esta funcién hemos visto que representaba la “‘ac-
titud frente al riesgo” gue tomaba la compania; es decir, constituia
los elementos subjetivos. Nuestra conclusion fue la de que el director
debia especificar con toda precision su postura frente a la aceptacidn
de riesgos, antes de que nosotros como matematicos pudiéramos serle
de utilidad para hallar la probablemente mejor solucion,

En esta Seccion hemos estudiado un modelo dindmico v hemos en-
contrado que este modelo nos da la funcion de wutilidad que rige las
decisiones de la compafifa en situaciones estiticas simples. Sin em-
bargo, no hemos podido desembarazarnos de los elementos subjetivos.
Estos estan ahora representados por el factor de descuento w, que ex-
presa esencialmente el grado de preferencia en fecha cercana mejor que
diferir en lo posible el pago de dividendos.

4, UN €ASG ESPECIAL

4.1. En general. no es posible hallar una solucidén expliciia sencilla
para Ia ecuacidn integral vista en la Seccidn 3, Sin embargo, puede
resultar de utilidad estudiar un caso especial en que la solucion sea
sencilla y se pueda examinar con todo detalle,

Supongamos que

f(x) — k ge—2= para x >0
f(x) = (1 — kae*™ para x <0

El valor de f(x) para ¥ = @ no interesa. Supongamos que |/2 <
< kB < 1; es decir, que la contratacidn es favorable a la compahia.
La objecién evidente a esta distribucion de probabilidad es que no se
sefiala ningtn limite superior para la ganancia que la compafifa puede
obtener en un solo ejercicio. Podemos justificar nuestra eleccion de f(x)
stmplemente por conveniencia matematica o podemos suponer que la
compafia invierte sus fondos en acciones muy especulativas.

15



226
4.2, La ecuacion integral la podemos escribir ahora como sigue:
8
V(S) = v(l — K)ae—oS f V(Xjes dx [1]
[
Z
+ vk oead f Vixje—* dx
8
vk
+ vkV{Z)er8-2) . - e2(3—%)
Diterenciando dos veces con respecto a S, obtenemios
V(S) = v(I — kyx V() — vka V(5)

]
— (] — kjate—s f Vixje= dx +

Z
+ vk «?e*® [ Vixje > dx
s

+ vka V(Z)}er®—2 L yk (8-
¥
V”(S) = V'(l — Zk)& V'(S) — yee? V(S)

k)
+ V(1 — Kate—as J' Vix)e™ dx +

Z
T vk ores f V(x)e—= dx
)

+ vk ot V(Z) ea(stﬁZ) + vk txe“(S—z)

De estas expresiones es facil ver que F7(§) debe satisfacer la ecua-
cion diferencial

V7(S) — a® V(S) = v(l — 2k)a V(S) — va? V(S)

{1

Esta es una ecuacién homogénea de segundo grado con coeficientes

vt V(S) + v(1 — 2k)ee V'(S) — V*(S) = 0

constantes, cuya solucidon general es

V(S) a— C1 €S + Cg em2® [2]
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donde Cy y (, son constantes arbitrarias y #; y #, son las rajces de
la ecuactdn caracteristica

r?e— vl — 2k)ar — (1 — vie? = 0 [3]

Entonces hallamas

o= — ;,v(i — 2+ [ — 2 b4 4v]m%

~

vy = QZL {v(l 2k — [v2(1 2K 44— 4v] ' }

4.3, Resulta facil comprobar rque ambas raices de [3] son reales
yaquer, > 0 v < 0

Hay que determinar ahora las constantes ' v (,, de forma que la
solucion general de Ja ecuacién diferencial sea también una solucién

de la ecuacion integral, A tal fin, sustituyendo el valor [2] en [l],
ohtenemos :

Cyend 4 G e’ = _‘5’?15:]2& C, {ens — e—38} 4
PR
™ rjl_{__ao? G {etnmmated — enf} 4
+ m?}’_l_{;% C, fel—=m+as ¥ 4

'T"'k C1 e(rl—a)z+us +

L vk C, etpa)Etes 4 V:‘ er(8—2)

Esta expresion la escribiremos como sigue:

{ _ vi—la ko }Cleﬁs—l—

r; 4 & T — o
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v(l —k)o vk &
P — 8 _
—i_ I's + [+4 s — o CE erz
k
+ __Yk_ e~——aZ ' eaS __I__
)

vil — k) vl — k) s
—_ — —ad = 0
+ Ty o Gt Ty - O 2 ©

44. La ecuacién del parrafo anterior debe ser valida para todo
valor de .5, Por lo tanto, las cuatro expresiones comprendldas entre
llaves tienen que ser iguales a cero.

Es facil comprobar que las dos pritmeras expresiones entre Haves,
o sea, los cocficientes de e ¥ y %% son nulos cuando #: y #, son las
raices de la ecuacién caracteristica [3].

Obtenemos, entonces, las dos ecuaciones que escribimos a continua-
cion para la determinacion de Cy v Cs:

rlel'lz fgern‘!z -~ |

e Ot T T T
l C 1 C, =0
nfe T e T

El determinante de estas ecuaciones es

r; € 4 I'n erZZ

e e ) N C Ny o~y

y hailamos
! i
G = afry + o)D ’ Co= a(r, + i
Esto nos da la expresion explicita para la esperanza del valor ac-
tual de los pagos por dividendos:

1 emed en®

T J— _
V(5 2) = oD ry 4+ o T, 4 o
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Esta expresion estd maximizada para el valor de Z, lo que mini-
miza el valor absoluto de D; es decir, el valor determinado por la
ecuacién '

d D . r? en” r2 era? —0
dZ  (r—o) (1, + &) (rs +-0) (ra—ot) —

0 por
B n—0) (h+a)
13 (ry b o) {ry— )

Evidentemente, este valor de Z es wmico e independiente de S; o
ged, que existe un nivel para las reservas de la compafiia que es dptimo
¥ nnico.

4.5, Quizd se encuentre de utilidad ilustrar estos resultados con
un ejemplo numérico sencillo,

Hagamos

el =14

o = | r, = i r; — —0.3
lo que corresponde a
v = 0,97 ¥ k = 0,603
La reserva Optima viene determinada entonces por
0,09 09 x 0,7
00! < 1.1 x 1.3
lo que nos da para Z un valor de
Z =34
La tabla que se inserta a continuacién da el valor de F(S, Z) para

alguncs valores elegidos de S v de Z,
V(S, Z) = esperanza del valor actual de los pagos por dividendos

el4% —

= 3,065

3

SN\ 0

[
e
.
v 2 1

LAl 1,57 68 174 173 168
2,41 274 293 302 302 294
341 37T 403 416 416 404
441 474 503 541 540 524
5.41 574 603 641 619 602
6,41 674 703 74l 719 698

W W o o— O
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