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Aplicaciéon de la teoria de juegos de estrategia
al problema de la integraciéon de riesgos

Por D. Anger VEGAS PEREZ

INTRODUCCION

La cuestion que tratamos de resolver consta de dos puntos funda-
mentales. El primero se refiere al estudio de la posibilidad de integrar
varias unidades de riesgo en una sola v el segundo. supuesta la ven-
taja de la integracidn, determinar la forma mas aceptable, racional y
técnicamente, de imputar los heneficios que se siguen de la misma.

El punto primero serd tratado de acuerde con la teoria del Riesgo
Colectivo y el segundo mediante fa aplicacion del esquema logico de
los juegos de estrategia.

1. INTEGRACION DE RIESGOS

1.1. Fuwcidn DE PAGO.

Sean &y y 1y las variantes que representan el montante de siniestra-
lidad o nivel de quebranto y el beneficio de la unidad de riesgo.

Evidentemente que entre ambos procesos estocasticos existe la si-
guiente relacion:

e = ke — &Gt

ent la que %, representa el montante de ingresos,
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Llamarémos recargo de seguridad 2 la diferencia

E(E) — ky = my — ky = 7
o tanto, €l beneficio podra expresarse por
M=me + Y — &

Si las funciones generatrices de & y 1); son ®. @)y @, (8) tendre-

: (mtJr-;}e (mt-}-‘r)ﬁ
mos ¢, @ =-e P (—0)=-¢ G, (—0) enla ¢, (—0)
es la funcion cumulativa, (pg((-)_) = 19, ({8), como consecuencia teiemos:

E[n] =«

Lo que indica que el recargo de seguridad coincide con el valor me-
dio del beneficio. Cabria pensar que una politica de mayoracion de be-
neficios podria apoyarse en el incremento del recargo, Esto no tiene
justificacién satisfactoria. En efecto, el incremenic del recargo supone
un encarecimiento, con lo que una reaccién normal de la demanda e
varia consigo una reduccién en el nilmero de contrato y, por ello, el
efecto definitivo podria ser una disminucidén del beneficio.

Por otra parte, pretender el incremento del beneficio a través del
recargo equivale a considerar el valor medio de la variante del beneficio
como un indice de utilidad, cosa que contradice la teorfa sostenida por
Morgersten y Neuman, que exige que la utilidad no pueda ser infinita,

La funcién de utilidad es, segfin sabemos,

UE) = [ utrid B
en la que F(v,) es la funcion de distribucidén del beneficio y #(y:) la
funcién de atilidad del beneficio (por ejemplo, del dinero).
De todo esto se deduce que la utilidad se incrementara operando
sobre la funcion de distribucién, va que ¥; es mds atil que F, si

U(F:) > U(F,)

Esta pudiera ser la justificacion racional del reaseguro v de la po-
litica demografica de la empresa aseguradora, entendiendo por tal ta
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que conduce a una composicion de ja cartera que lleva consige el
llamado beneficio por submortalidad.

Dejando para otra ocasidn estas cuestiones, vamos a cotttinuar con
la definicién y propiedades de la funcion de pago.

Segtin la teorfa del Riesgo colectivo, podemos eseribir:

Pi(ne < — u) < el H

e la que # representa la reserva imcial de la unidad riesgo que con-
sideramos y 0, cumple la condicidn

(mg 4 7)8, — 4’5 (Bo) = 0

La (1) representa, pues, Ia probabilidad de que la compafiia o uni-
dad de riesgo se arruine,

El montante de los pagos de los asegurados es m; 4 7, por lo que
la relacion

© e (Bo)
my + ¥ = e

va a recibir el nombre de funcidn de pago.

Es evidente que el recargo ¥ serd [uncion de las dos variables fun-
damentales de la unidad de riesgo, de aguellas que pueden tomarse
para definir su estructura, es decir, # reserva o nivel econdmico y &
o nivel de la prohabilidad de ruina. En efecto, si hacemos

P << —w)y s emf' = <
tendremos

|log e |

g, =
u
¥, por lu tanto,
y {|log o
el
¥ log o] o
—

12
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Esta relacién justifica el porqué se denomina recargo de seguridad,
ya que su mision no es otra que garantizar la pervivencia de la com-
pafiia aseguradora teniendo en cuenta su sitwacidén econdmica.

1.2. PROPIEDADES DE LA FUNCION DE PAGO.

El desarrclio de la funcidon cumulativa es, segfin se sabe,

62 g°
4)(9) :k19+k2—2j—\+k3-3—i‘+ s

en la que k. es el momentos cumulativo de orden 7 y, por lo tanto,
k1 — kz - 02
luego

&) é o2
q)gj =m A4 —— A k5 A

De aqui deducimos que ¢l recargo de seguridad puede expresarse
de la forma

8, tH |log o] ilog ct|?
L e T T P T

log o
Por definicién —l——g——] ha de ser normalmente muy pequefia, ya
u

que o es el nivel de probabilidad de ruina y # la reserva de origen que
mide el nivel econdmico de la entidad aseguradora, como ya sabemos.
Asi, si, por ejemplo,

o = 005 v u=— [O00D00 es 6, = 0,000003

La funcién de page serd, en términos generales, creciente respec-
toa 0.
En efecto, su derivada tendrd la forma

SERIE SR B

que se mantendrz positiva siempre que se verifique la relacién
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En virtud de las consideraciones anteriores, aun en €l caso de que
el proceso del montante de quebranto definiese una distribucion fuerte-
mente asimétrica (&; es el coeficiente de asimettia), 0, cumpliria normal-
mente la anterjior relacidn.

De todo esto se deduce que la funcién de pago es decreciente res-
pecto de la reserva u.

[.3. FunNCION DE INTEGRACION,

Llamaremos funcidn de integracién a la funcion de pago que corres-
ponde a un conjunto T de unidades de riesgo, consideradas integradas
en una nueva unidad.

Suponemos que las reservas son i, #y, ..., %p v que el nivel de
probabilidad de ruina ¢ es el mismo para todas. Las variantes de que-
branta son, evidentemente, estocasticamente independientes, por lo que
la funcidn de integracidn serd

B
v(r) = Yl
Br
log &
en la que fr es igual a —[—O—g——L.
Uy
reT

Por la independencia estocdstica

bofbr) = )" Gl

reT
hiego

Como consecuencia de esta definicién aparecen las siguientes pro-
piedades :

| —V(®) = 0.
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V(T U T,V . U Ty < Y V(T T 0T

r=—1

= V(U Ty,

La primera propiedad es evidente, ya que no tiene sentido hablar
de pago distinto de O en el caso en que no exista ninguna unidad de
riesgo.

La segunda se desprende del hecho de ser creciente con 8 la funcién
de pago. En efecto, '

Y 4y y.ys)

vt YT, U UT,
VT, T, U ..U Tey = 5 =
TUT, U UT,

chl(e'rl Ut ..U 'rs) Ecpr(e‘l‘1 U, U U TS)
1'CT1 rC'l‘l
= 5 + 4 s <
TlUTﬂ.U-“UTS TIUTl‘z U---UTE‘
Y, ) Y @ity
rCT1 rCTs
< T 4o + —- eTﬁ—— —
= V(T 4+ ......... + V(To)
Luego

V(U Ty < 2 V(T,)
= h o

Es claro que

B‘I‘IUTZU Ut < By
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va que
log ol llog o
GT Ur ..yt | g ‘ < : g I
1 2 o u
Se Y
rCTiv_,_'VTg 1'C’.|:'t

De todo esto se deduce que la integracion siempre supone una ven-
taja para el grupo en total, Se trata ahora de ver como debe repartirse
esa ventaja. '

iI. ASIGNACION DEIL BENEFICIO

Hemos visto que segdn las propiedades de la funcidn de integracion
es siempre ventajosa la integracion para el conjunto de unidades inte-
gradas, es decir,

Y vy > W)

icT

En la que V(4 es la funcién de pago de la entidad,
La cuestibn que ahora se presenta es la distribucién del beneficio

¥ V(i) — V(T) =B

Care hemos indicado anteriormente, vamos a servirnos del esquema
logico de los juegos de estrategia en virtud de que la funcién de inte-
grocion cumple las condiciones de funcién caracteristica e juego v, por
tanto, podremos considerar un juego # personal con dicha funcién ca-
racteristica y pretender una solucién del problema con la ayuda de la
teoria de esta clase de juegos.

Recordaremos que la funcién caracteristica de juego V(T es el
valor del juego correspondiente del conjunto T considerado como un
solo jugador, es decir, integrando una “coalicién”, Sabido es que esto
indica que los jugadores coaligados pueden elegir de comfin acuerdo
la estrategia que han de adoptar para que el resultado individual del
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juego, es decir, la imputacion o asignacién, sea la mds ventajosa de
acuerdo con el interés de la comunidad integrada en la “coalicion”.

El problema de la obtencién de solucién del juego consiste, pues,
en determinar los métodos posibles de imputar las ganancias individua-
les al terminar la partida. Podemos afirmar que la solucién nos da un
“esquema de finalidad” definido por relaciones de orden en las asigna-
ciones, constituyendo una “preferencia eficaz™.

La teoria de juegos de Neuman y Morguernsten, considera la so-
lucion del juego como el conjunto de asignaciones que entre si no son
“dominantes™, es decir, que no es preferida la una a la otra, y en cam-
bio cualquier otra asignacidén que no pertenezca a la solucidn es prefe-
rida por cualquiera de las que pertenecen a ella. Se ha podide demos-
trar que en los juegos hasta de cuatro jugadores existe sclucidn.

Los mds recientes estudios sobre los juegos de estrategia a través
de la teoria de “‘grafos” han evidenciado que un juego finito, # personal
es un grafo “progresivamente finito™ el cual posee siempre “nicleo”,
o sea un conjunto de puntos que entre si no son adyacentes, es decir,
que no son correspondientes en Ia aplicacidn que supone el grafo y, por
el contrario, cualquier punto exterior siempre tiene por correspondien-
te uno interior al micleo. De acuerdo con la definicién de solucidn
de juego se ve claramente que ésta coincide con la del nficleo del
correspondiente grafo. Hsto nos permite referirnos consistentemente a
la teoria de juegos para obtener consecuencias logicas,

Las propiedades fundamentales de la funcién caracteristica de jue-
go, son las siguientes:

T—V(®) = 0.

i?_é_j

Se demuestra que una funcién de conjunto que cumple esas condi-
ciones define un juego.

En el caso en que la suma de los pagos a realizar por los jugadores
sea distinto de 0, tendremos

VI(Ty) # 0
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en la que Tx representa el conjunto total de jugadores. Evidentemente,
en el caso de juegos de “‘suma 0, tendremos

V(T =0

Las imputaciones o asignaciones a cada uno de los jugadores, han
de cumplir evidenternente las siguientes condiciones

> V(i)

n

2 X, = V(Ta)

1

ya que es claro que lo que corresponda al jugador ¢ como consecuencia
de la coalicion, no puede ser inferior a lo que le correspondiera jugando
por su cuenta exclusivamente,

La asignacién correspondiente al jugador i estard, por lo tanto, en
el intervalo

V(T,) — Z Vi > X > V)
r#i

La determinaciéon de un valor concreto para X; exige consideracio-
nes de caricter marginal o complementario, ya que, como hemos dicho,
la solucion del juego es un “esquema de finalidad’ que recoge el con-
junto de formas de distribuir las consecuencias del juego, la designa-
citm de una forma concreta de as:gnacmnes trasciende de la finalidad
de la teoria de juegos.

Nosotrog pretendemos a continuaciéon una Solumon concreta a nues-
tro problema.

La propiedad fundamental de la funcidn de ntegracion es, segiin
sabemos, la signiente,

V(U Ty < X V(T
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ya que
Y )
U, b
VU Ty = _’e —
uT
(6, )
V(T) = T-_
en los que, como sabemos,
o  — s
uT, PRI
log o
0, — [log |
i r;

Siendo ur, la suma de las reservas de las T, unidades integradas
y & el nivel de probabilidad de ruina.
Por otra parte es evidente que

V) = 0

Conviene reparar en que la funcidn de integrocion se refiere a pagos
y, en cambio, la funcién caracteristica de juego es, segun hemos recor-
dado, la que corresponde a la ganancia obtenida por el grupe T. Por
ello el sentido de la-desigualdad en la relacién fundamental es el con-
trario. -

Si Hamamos Py, Ps, ..., P, a las asignaciones que correspondan a
las entidades integradas de acuerdo con lo dicho anteriormente, ten-
dremos

¥ 40,)

P = V(T = Lle_.__
T

n
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¥, por otra parte,

$i(8s)
& i
Py B,

luego

i (1)1-(9'1-_,1)

O,
3

RGN
0;

(B
f———~—¢8( ) < Py
T
]

1]

;

Para la obtencién de los valores concretos de P; procederemos de
la siguiente forma:

Supongamos una ordenacidn de las n unidades de riesgo iy, s, ..., 4n
que responde a una politica de integracion sucesiva, es decir, la unidad
i, consigue incorporar a la 4, i, € 4, conjuntamente, incorporan a 4 y
asl sucesivamente, Las asignaciones que corresponden a estas integra-
ciones sucesivas se hacen con el siguiente criterio

Pil — ip}:—(eij)
2
Y @0,

P — 1 4’11(911)

' Bip 1, o,

] : 8
Z i On iy 1) Z IR N
P—1 r=1

P,‘_: = -
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r=—1

Z $1, 04, 5, _ 1) i LIN NN
Py = = —

in

eil. i, ..., 1n

En las que

o |log o]
Lt ui1+ uig'é"“' +uis

Es evidente que las P, cumplen las condiciones

= :Pin(.eil, in)

iPir = 0

— T Y
). 91

P, > _‘p_’fé_.f)_ r # 1
$;,(8:)

p, = )

iy

Todas estas asignaciones dependen del orden elegido, el cual su-
pone que la unidad %, que inicia el procese de integracidon no se bene-
ficia en nada, ya gue su asignacion coincide con el valor de su fun-
¢ién de pago. Para que se pueda hablar de una verdadera solucion,
los conjuntos de posibles asignaciones no deben estar relacionadas por
correspondientes preferencias, por elio parece logico que consideremos
un proceso de integracion sucesiva de caracter aleatorio, suponiendo
las |n ordenaciones posibles como igualmente probables. Sobre esta

.

base definimaos la variable aleatoria que toman los valores P, Py, .
Py, ; ..., Py, con las probabilidades

In—2

n—t)! (t— ) i
o o

T
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P,, representa la asignacién que corresponde a una ordénacion
en que la entidad # ocupa el lugar ¢ Su valor serd, por tante,

Z Ys(Bm) Z Ps(Or—)

BCT ScT
P =

v O [

Tomamos como asignacion definitiva el valor medio

(n—t)! (t-— 1)!
EPf,) = @, = 2 oy b,

£

Es facil ver que la suma de las probabilidades es igual a la unidad,
en efecto

5 (1)) e

t=1

Las asignaciones serdn, pues, T;, M ..., T, que evidentemente
cumplen las condiciones exigidas.
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