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Análisis espectral de series temporales 
en economía 

Por JULIO GARCIA-VILLALON 

Este 1ra6ajo es, en resumrii. w r n  tesis doctoral 
defendida en la Eacultd de Ciencias Politicas, Eco- 
nómicas y Comerciales, & la Uniz~erszdad de Madrid. 
F w  dirzgzda par e2 Dr. Antonio Lashera-Sa~zz ,  a 
quien quisiera expresar un profuido agrati~timz'ento 
por su gran ayuda. 

Qzcisiera tambien dar lar g~aczus a los seiiores doc- 
tores Aagel Vegas P&z, Gonzalo Arniiz Veilando, 
Antonio Fernández de Troconiz, AageZ ,Lt lcaide Iis- 
chausti y PosP Castaceda Chornet. quietzes en ~ P L U  

u otra forma contribuyeron a este tvabrrjo. 

El ardisis de series cronológicas ( 1 )  es de gran i~iterés en diversos 
campos, entre 10s que podemos citar la Economía, la Ingeniería de 
Telecoliiunicación, la GeoEísica, etc. Los objetivos del análisis de las 
series croiiológicas varían segun el campo elegido. L n  objetivo puede 

(1) Consideramos que es indiferente d empleo de la denominación "series cm- 

nológicas" o '' series temporales '', si bien nosotros utilizaremcs preferentemente la 
primera. 



ser la predicció:~ del iuttrro, basada en el conocimiento coiiipleto de un 
sistema que evoluciona en e! tiempo de forma aleatoria, y eii el parcial 
o total conocimiento del pasado de una serie cronoIógica. En otros ca- 

cos, puede pretenderse el controI cle una serie, en la medida que el 
conccimiento probabilístico nos lo permita. E n  base a una cantidad 
limitada de información, como la que suministra una serie cronológica 
de longitud finita, se trata, en general, de hacer inferencias apoyadas 
en la teoría de la probabilidad que tiene su origen en la serie, para, 

luego, aiializar su estructura fundamental. 

Tluraiite mucho tiempo, los métodos utilizados para el análisis 

estadístico de series cronológicas no han proporcionado gran satisfac- 
ción. Han tenido poca interés práctico; no se conocían con exactitud 
las condiciones que habían, de cumplirse para que fueran válidos; en 
e1 aspecto matemático surgían grandes dificultades, a la vez que la 
eficiencia y pot,encia de su análisis eran de pequeño alcance ... 

En las últimas décadas, la teoria del análisis de series cronol6gicas 

ha avanzado mucho, gracias al impacto que ha producido en !os diver- 
sos campos de aplicación y a los avances de la moderna teoría de la 
probabilidad. 

Los progresos logrados en  el terreno del análisis de series crono- 
18gicas se han debido principalmente a :  

I:) E n  contacto real con las demandas prácticas de einprems, in- 
dustrias y organismos de todo tipo par parte de los analistas y proba- 
hilistas, quienes han inventado, y deberán continuar haciéndolo, nuevas 

clases de modelos estocástjcos, hasados en suposiciones verdaderamente 
reales. 

3) Lyn fructifero desarrollo de métodos estadísticos sencillos y 
válidos, cor; base en modelos apropiados, y 

3) Las investigaciones teóricas basadas en un funclainento mate- 
:ná tke  !' rigttrosamente lógico. 

Por nuestra parte, estudiamos el Xnilisis &pectral en el primer 
capítulo. Comenzamos cnn unas Consideraciones Generales, tios ex.ten- 
dexos en describir los Lkpectos  Es,tadísticos del Análisis E.spectral 
de una sola serie cronológica para referirnos a l  Auto-espectro y de 



pares di; series para referirnos al Espectro Ailztttto o Crzmado ( 1 )  y, 
a continuació.n, mencionamas las ventajas e inconvenientes de 10; di- 
versos procedimientos de análisis de series cronológicas. 

En el capitulo segundo hacemos Aplicación del Análisis Espectral 
a la Economía, Iremos, en primer lugar, los problemas que surgen en 
ía ,estimación de espectros de series cronológicas económicas, y hace- 
mos, después, referencia a la forma típica d d  espectro de las mismas. 
De todo elio deducimos que, en Economía, necesitamos utilizar el 
Análisis Espectral mutuo o cruzado, razón por la que también de 
dicho estudio nos ocupamos. 

Las Conclusiones, resultad lógico de lo visto en los dos primeros 
capítulos, figuran en el capítulo tercero. 

En el 2L-,rséiidice recogemos la síntesis de la teoriz matemática que 
se emplea e n  el estudio del Aná!isis E,spectral de series cronoIógicas, 
y fiilalizainoi- el trabajo registrando la iiutriíla Bibliografía que nos 
ha documentado a lo largo de1 rnismci. 

(1) En general, Ia denominación que se ha dado al tipo de espcctro que su-, 
cuando se consideran un par de series cronológicas, es la de "cnxado" o "trans- 
versal". Pero creemos es más apropiada la de "espectro mutuo", debida al P r e  
fesor Fernández de Trocóniz. Nosotros emplearemos ' i e ~ i ~ e ~ t r ~  ~nutua" O "es- 

pectro cruzado" iildistintainente. 



CAPITULO PRIMERO 

EL XNALISlS ESPECTRAL 

H x e  ya casi veinte años que Bartlett (M. S.) y Tuckey ('J. \V.) 
introdujeron los m6toclos de estimación espectral. ,A pzrtir cle enton- 
ces, no cesan de aimpliarse de día en día las aplicaciones del análisis 
espectral. Concretainente, dentro del campo de la Econoinía, se estrin 
logrando graiicles progresos; y de ahí nuestro interés por centrarnos 
en esta materia. 

El aiiálisis espectral ha encontrado algunos obstáculos, tanto para 
su divulgación como para su aplicación, en los distintos catnpos en 
que puede ser utilizado. E n  primer I~igar, ha encontrado resistencia 
por parte de los estadísticos, debido a la gran dificultad que ofrecen 
al usn del término frecuencia: por otra parte, constituye otro obs- 
táculo la gran complicación matemática que se ha utilizado en todas 
las investigaciones qiie se han publicado sobre el particular. Evidente- 
mente, esto ha dado lugar a que se piense qtle el "atiálisis espectral" 
es muy difícil de comprender y de  utilizar, lo que, en realidad, no es 
cierto, pues los problemas que surgen en el análisis espectral no son 
m i s  difíciles clae los que puedan surgir al estimar una fut~ción de 
densidad cle probabilidad, haciendo uso del histograma. 

E n  términos generales, podenlos definir el ~m'lisis espec td  como 
el examen de una f~inción del tiempo, X ( t ) ,  en términos de frecuencia. 
El punto dbe partida en cualquier atiálisis espectral es una función del 
tiempo, X ( f ) ,  definida en O <t f T. E n  general, X ( t )  presentará 
fluctuaciones con ciertas propiedades. Pues hien. a X l t )  se la llama 
serie crouíológica o ruido alendova'cl. Por tanto, tamhién se puede decir 
que el análisis espectral estadístico tiene por objeta la estimación del 
"espect~o" de las series cronológicas observadas. 

Entendemos por "análisis" de una serie cronológica, Ia estimación 
y reconstriicción de la5 propiedades del proceso generador de tina 



muestra dada. Se usa el aiiálisis para clescul~rir o iilclicar posibles leres 
a que las variables pueden obedecer, y permitir así hacer precliccionec. 
Por tanto, tan pronto se haya hecho el anilisis, lo que el analista de.be 
jgtentar, es expiicar las leyes y utilizarlas para predecir ,el h turo.  

E1 análisis espectral se ha desarrollado en base a la denominada 
teouia, del m i d o .  Se ha creído que la exposición del anilisis espectral 
sería más correcta eri térmisios de "caja negra" y "fiItro", pero nos- 
otros pensainos que, cuando se trata de desarrollar una teoría d'e la 
estimación del espectro, se necesita tener en cuenta la teoría de la 
aproximación y la teoría estadística. El prulden~a que se presenta al 
estimar el espectro es un caso especial del pro,blerna. i: Cómo aproximar 
mejor una función, dacbs únicainente sus 144 p rhe ros  coeficientes 
Fourier ? 

Algunos autores denominan " . d u c i ó n  de covariautua" a la teoría 
del análisis espectral estadístico. pero más generalmente, y nostoros 
así lo haremos, se clenon-iina s d u c i b ~ ~  e s p c  t ra l .  

Haceinos estudio del análisis espectral de rlns tipos. El primero 
surge cuando se hace referencia a una sola serie cronológica, en cuyo 
caso surge el mi to-es;hectra.; y el segundo, cuanclo considerarnos liares 
c!e series cronológicas; eil este último casa, surge el espectro m z h o  
o crztzdo.  Este últirn o se utiliza principalmente en Ecotiomía, -ara 
estudiar las interacciones entre dos series crni-i;:~lógicas que surgen en 

iguales condiciones, o en el caso de que una serie c,onstituya la variable 

independiente en una función de regresión dinámica y la otra serie la 
variable depen,c-liente. 

La función de aritocorrelaciói-i muestra1 es una magnitud particu- 
Iamleiite diiicil de interpretar, ya que tienden a ser grandes las auto- 
correlaciones de variables próximas entre sí. & tal situación, puede 
suceder que el uso de la función de autocorrelación no sea el proce- 
dimi,ento más indicado para representar la realidad claramente. Las 
soluciones posibles a este problema son: 

a) Dar entrada a parhiietros, o 

b) Estudiar las series ~ronológicas en el dominio de la frecueii,cia. 

Con el fin de aclarar lo anterioriiiente dicho, consideremos una Tea- 
lización de M = 2,192 puntos imuestrales y tratemos de ajustar una 
r,egresión a,rmónica a los datos utilizarildo una. expresión del tipo : 



m-r 

m - l  

siendo 

bplj = arc tg - - i n::) 
El parámetro 1 se denomina frecumcia afigzilui- y es igual a la 

longitud recorrida alrededor de un círculo de radio unidad en una 
unidad de tiempo. Una osczlac.lÓn o flztctuaciOrz alrededor d:e la m d i a  
de { X j t ) } ,  puede describirse por su periodo T, que es el tisempo ne- 

cesario para una oscilacióri completa. La  irecuencia v es el recíproco 
1 - 
T 

del período e igual al 

tiempo. 
Las observaciones vienen 

cuencias son miiltiplos de la 

número de occilaciones por unidad de 

representadas por sinusoides cuyas fre- 
2.7~ 

frecuencia fundamental - . Denomi- 
1 4  

namos jrecuencia funda.mmta1 a la frecuencia que corresponde a la 

onda sinusaidal más pequeña que puede ser ajustada a los datos y que 
r e c u k  un ciclo completo sobre la duración de la realización. Si, como 
en general se hace, tomar no,^ el intervalo muestra1 igual a la unidad, 

27L 
la onda más pequeña tiene período M y frecuencia - M 

radianes 

por unidad de tiempo. De forma análoga, la onda más amplia corres- 
p n d e  a un periodo de dos unidades v,  por tanto, a la frecuencia 
2 . r~  7c I - = 7~ radianes por unidad de tiempo, ó, --- m 

2 2 
ciclos por 

27t 

unidad de tiempo. 
por unidad de tiempo. 

Si seguimos el primero de los dos procedimientos indicados ante- 
riormente, la solución del sistema de M ecuaciones con M incógnitas 
nos da : 



2 b - = -- x ~ t  sen l j t  
" M 

La suma de cuadrackx de las desviaciones respecto a la inedia 
puede ser descompuesta en la iorma 

Suponiendo que no Iorina parte ningún tErminu armónico J- que 
los x,t son i n d ~ n d i e n t e s  y nornialnientc distribuidos, se deduce qr19 
M 
- , c : ~  se distribuye según una x2  con 2 g. 1. (grados de libertad). 

h 

La contribución a la varianza muestra1 del j -&si ~ 1 0  zrmónico, v i e x  
1 

dada por el término correspondiente => cfj. Operando, podemos 
L 

obtener la expresión : 

es el estimador muestra1 de la autocovarianza de desplazamientos 
correlados. 



La expresi6n [ 1.61 establece la relación existente entre el dominio 
frecuencia y tiempo, y nos indica que la varianza a potencia en la 
j-écima frecuencia puede escribirse comu transformada coseito finita de 
:a función de autocovariaiiza. 

Se denoiuiiia cspecti-o de lilieas Fouvier a In represeiitación res- 
1 

pecto a j, de ~ i > ~ ,  y es un método de análisis interesante sieiii- 
Y 

pre que el ieiicirneno que estudieinos sea periódico. Podría reyresen- 
1 

tarse =, c:,. respecto a Aj, donde las frecuencias Aj fueran incle- 
A 

pendientes y iio lueraii armonices de cierta Irecuencia iundainental; 
en este caso, el espectro de x,t se llama espectro d.e líneas. 

Debido a que mucl-ios ien8inenos Iísicns se interpretan mejor como 
espectros en el campo coatinuo, en los que la potencia está distribuida 
sobre u11 intervalo cmtinuo de frecueiicias, vamos a suponer que la 

I 
potencia c : ~  se distribuye de iorma uniiorme sobre una banda 

- 

7L 
de a i ~ l ~ u r a  2 - alrededor d,e Xj.  La altura sobre la handa vendrá 

11 

ni- 1 

donde a H,,(Ajj se le debiera llamar frscuenciogvanza, pero más gene- 
ralmei-ite se 1,e conoce con el rioinhre de pc~iodograf i~a. E l  periodograma, 
como luego veremos, es la densidad espectral donde las autocorrela- 
ciones están reemplazadas por las covarianzas m~~estrales.  Po,r tanto, el 
evectrr, de líneas se reemplaza mediante el h i ~ t o g u a m ~ .  en el dominio 
de frecuencia. Si los xlt son ubservacion~es de una serie cronoló~gica 
estacionaria, al aumentar indefinidan-ier~te el níímerc; Al de observacio- 
nes, el histograma tiende a una curva continua que viene dada por: 

donde la funcirjii HIiíz) ec la fltncihn dc ai!tocovariansn. 



Si hacemos 

la expresión [ f .9] se canvierte en 

dcnde f i i  (1) recibe el nombre de función de densidad espectral de la 
serie cronolbgica correspondiente. 

En base a esto, la varianza o potencia se descornpo~e de forma 
continua 

y, por tanto, a2f(h)dh puede ser considerada como la parte de la va- 
riat-iza que se encuentra entre las irecuencias 

A continuacióii, incIuimo~ una,s representaciones de una serie cro- 

nológica y de sus funciones de autocorrelación y de densidad espectraI 
(figs, 1.1 a 1-31. 



Fig. l .l.-Serie artificial. 

Fig. 1.2.-Funciones de automrrelación. 

Fig. 1,3.-Funciones de derisidad espectral. 



Cuando se trate de 
tien,e la mayor parte de 
como sucede en el caso 

series completamente oscilantes, el espectro 
su varianza concentrada en frecuencias altas, 
que hemos representado. Por el contrario, si 

las autowrrelaciones iueraii grandes y positivas, la serie correcpon- 
diente seria bastante suavizada ; este tipo de series se caracteriza por 
un espectro en el que la mayor parte de la potencia o varianza se 
centra en las frecuencias bajas. 

Por ejemplo, para describir el coniportamiento de Ia longitud de 
una cola por medio de su función de autocorrelación, Morse subrayó 
:a imprtancia de la estructura de dependencia en el dominio tiempo 
de un proceso estocástico y describió las desviaciones para el caso de 
llegadas Poisson, tiempo de servicio distribuido exponetlcialmente y 
disciplina en cola "primer llegado, primer servido". Sin embargo, con el 
fi~i de conocer lo mejor posible el proceso, es conveniente conocer 
cuánto tiempo duran las clesviacimes y el valor numérico de sus mag- 
nitudes relativas. La, furpzción de autocorrelación y la de densidad es- 
pecfra.2 son las 
La iuncjó,n de 
variante puede 
Fourier de una 

funciones que nos pueden suministrar tal información. 
autocovarianza R11(7) de un proceso estacionario a- 
ser ,expresada en términos de uila transformada de 
función real F ( h )  de la forma 

Rll(s)  = ~ [ ~ ( t j  X(t + r)]  

donde la iunción F(X) del parámetro X recibe el nombre. de función 
d e  distribución espectunl. En el caso de que F(h) sea diferenciable, 
existe una transformación inversa tal que 

donde la función de dgnsidnd espectral iy,(h), es la derivada de F(1). 
Las dos expresiones anteriores [ 1.121 y [ 1.131 constituyen !as rela- 

ciones de IViener-Khintchine. 



En el análisis de 10s procesos estacionarios covariantes, juega un 
papei muy iiuportaiite la funcibii de densidad i,,(l) por la iniorinaciótu 
que nos yroprciona respecto a ia coiiiyosición de la variaiiza a2, pues 

y, según se lia visto, se puede pensar que f,,(A)dA es la contribu- 
ción a la variaiiza o* de una pequeña banda de frecuencia angular igual 
a dk.  Segúii la relación anterior, podemos pensar que {X(tj} está 
integrado por un conjunto no numeral de componentes de frecuencia 
i~ldeyendi~emes, cuya suma de variaciones cuadráticas medias consti- 
t y e  su variaiiza. 

De fwma  análoga 

nos da la co~ntribución relativa de las frecuen'cias angulares en el 
intervalo [O, 1, J a la oarianza de ( X ( i ) ) .  La expresión [ I  - F ( X , ) ]  
110s indica la contrihuci9n relativa a la vxrianza de las frecuencias an- 
gulares mayores que A,. 

Si 

se puede decir de la cantidad i 1 - F(X,)] que es la importamia re- 
lativa de las oscilaciones o flu~tuacion~es con periodo T, 6. menor. E n  
ctras palabras, podemos hab1,ar de la cantidad [ l  - F ( X o ) ]  conside- 
rándda como ' l a  medida de la actividad que se lleva a cabo en el 
proceso en un intervalo de tiempo To,  comparada con la actividad 
total que tiene lugar en el proceso. 

Observemos que el decrecimiento 1,ento de pIl(7)  cuando T crece, 
indica que el proceso esta muy autocorrelado. Si p,,(~) dismin~rye 
lentamente, la densidad espectra1 tiene que decrecer rápidamente para 
>, creciente, ya que la integral que folrrna parte de 



es una integral impropia. G t o  nos indica que un proceso altamente 
autocorrdado consta, en primer lugar, de frecuencias bajas. 

La forma de las curvas de awtocorrelación y de detlsiclacl espectral 

n ~ s  indica la naturaleza de la autocorrelación, pero también nos pa- 
rece interesante describir la dependencia por medio de un simple iiú- 
mero. Para esto, considerai?ios un proceso l-iiyotktico coilipietamente 
i~u~ocorrelado en el intervalo [O, zh:J medido en uliidades de titiiipo, 

y totalimente itlcrirrelado fuera de ese intervaio. Es decir, se verihca 

La función de densidad espectral será 

De donde, para h = O ,  se obriene 

Evidentemente este caso considerado no se da en la práctica, pues 
no es físican-ie~te realizable. No ubstaiite, el tiempo cle correlación T* 
nos da alguna idea de la autocmrelación. 

A continuzción, consideraremos unos ejemplos que nos ayudarán 
a aclarar las relaciones entre pl1(z), SIi(X) y t*. 

Sea el proceso (X(t)) normal, con media cero, varianza a2, y 
función de autocorrelación (repre~~entada en la fig. 1.1 : : 



;3 -- 
Fig. 1.4.-Reprecentacjiin de la función de autocorrelación PII(T) = e-; 

Fig. 1.5.-Hepreseniaciái~ de la función de densidad espectral 
2 

f l , ( X )  = 
R U  + X2) 



La fiincili i  de densidad espectral correspondiente será 

(véase la fig. I .5). 
EI tiempo de correiación T* seria en este caso 

Observenws que, para un determinado valor de z ,  se verifica 

v que 

Luego T* es el tiempo medio que ha de transcurrir para que la 
desviacion media cuadrática d d  proceso consigo mismo presente una 
desviación de, aproximadamente, el 36,8 por 100. 

La expresión de la función de densidad espectral [ 1.201 nos per- 
mite ver que, para. frecuencias angrulars X .bastante más pequeñas 
qiie 1 ,  Ia función de densidad espectral es relativamente pIana. 

El tiempa de correlación T* nos sirve para caracterizar la autmo- 
rrelación por un simple número. Los distintos procesos pueden tener 
funciones de autocorrelación y funciones de densidad espectral dife- 
rentes, y ,  por tanto, cada uno de sus tiempos de corrdaci6n no pa- 
recerian sigiiificar exactamente la misma clase de dependencia en el 



tiempo. Sin embargo, esta no siempre es verdad, como veremos mas 
adelante. 

Consideremos el proceso {X(t)) de media p, varianza o2 y tiempo 
de observación [O,  TI. LTtilicemos como estimador de la media 

La varianea de la media muestra1 será 

Por otrz parte, puesto que 

y, para 1 ,= 0, 
/. 00 



de modo que 

Denotando la i-arianza asintótica de por s y teniendo en cuenta 
que 

53 reccgemos n observaciones independientes de una variable alea- 
toria, con media p y variariza a", entonces la varianza de la media 
mnectral sería 

- 
zi decir, si o'sservanm ni1 proceso con 

para S unidades de tiempo, sabemos cue 

nbservaciones inclepe:~dientea nos darán la 

1 1  301 

un tiempo [le correlación T* 

EL313 

estirnaci6,n de la media. 
Esto nos indica que es lo mismo realizar una observación del 

proceso durante 2 T* unidades de tiempo que realizar un rnu'estreo 
aleatorio simple de tamaíío n. Por esta razbn, y teniendo- en cuenta 
la obtención de estas realizaciones, e1 r*, para todos bs procesos, es 
la mitad del tiempo que ha de transcurrir para que, realizando una 
gbscrvación s o h e  el proceso, esta observación sea equivalente a una 
observación muestra1 de tamaño R. 

El análisis de la correlación y la descomposición espectral son dos 
caminos equivalentes para estudiar 10s procesos estocásticos estacio- 
narios covariantes, ya que por la relacibn [ l . ]  51 el conoci,miento de 
una de las dos iuncioncs implica el de la otra. 

El problema que se plantea es cuál de las dos funciones d&eremos 
utilizar. -4 esto cnntestamos que, en cada caso, la utilización de una 
LI otra depende de qué propiedade3 del proceso { ~ ( t ) )  queramos ana- 



lizar por su importancia para nosotros y de cómo serán mejor des- 
critas estas propiedades. 

La función de autocorrelación se fija en la dependencia a lo largo 
del eje de tiempos; y la función de densidad espectral, aI utilizar las 
oscilaciones para las distintas frmecuencias, describe los procesos en 
términos de la importancia relativa de las diferentes clases de oscila- 
ciones que constituyen las series cronológicas. 

Nosotros creemos que, para caracterizar un proceso en términos 
de contribuciones aditivas independientes, es mejor utiliazr el análisis 
espectral (ya que permite hacer el aiGlisis más fácilmente) que el aná- 
lisis de la correlación, donde cada valor de la función de autworrela- 
ci.ón es la suma ponderada de las mismas contribuciones. 

Después utilizaremos los dos procedimientos de análisis en algún 
ejempIo para, en cada caso, sacar consecuencias de su mayor o menor 
eficacia. 

También emplearemos e1 denominado " rtcido blanco " , proceso que 
surge cuando {X(t)) es independiente de su pasado, es decir, 

La función de densidad espectral para este proceso será: 

y la función de distribución F(X) no está acotada. 
caso particular de ser todas las autocorrelaciones 

2 -  7 

Vemos que, en el 
iguales a cero, la 

1 
densidad espectral es constante o uniforme e igual a -. Esto co- 

7t 

rresponde a una serie completamente aleatoria y puede ser considerada 
como un espectro base, del 'que todos los espectros pueden ser dedu- 
cidos, elevando las contrib,uciones en ciertas frecuencias a costa de 
reducirlas en otras. La denomimcih del espectro "ruido bbnco" 
se debió a su parecido con el espectro de luz blanca. El proceso "ruido 
blanco" es muy útil en general, pero es de particular interés cuando 
se desea estudiar 10s efectou de los procesos puramente aleatorios sobre 
cierto procew autocorrelado determinado. 



J ,2. ASPECTOS E C ' T A D ~ S ~ ~ I C O S  D E L  ANÁLISIS ESPECTRAL 

1.2.1, Estimación del espectro 

Mediante la simulación, yodmeims observar el proceso {X(t)} de 
forma continua J. sin error. Sin embargo, la estimación de la función 
de autocovarianza continua de una realización continua de longitud 
finita T se hace impracticable debido al tiempo de cálculo emplea,do. 
Por tal causa, lo que haremos en la práctica será considerar la suce- 
sión estocástica estacionaria covariante {Xt) correspondiente a1 pro- 
ceso (X(t)) para tiempos 

donde 

Sean P y R, 13 media y la función de autocovarianza respectiva- 
mente de la siicesión. La amplitud de cada uno de los subintervalos 
en que se &serva el proceso es igual a ht. 

La elección del intervalo muestral tiene gran in'flueiicia sobre !a 
cantidad y calidad de información que el investigador puede dedticir 
de una realización muestra1 de longitud fija. Como las f!uctuaciones 
estocásticas en los procesos estocásticos tienen lugar generalmente 
alrededor d,e la media, lo que conviene es estudiar su du,ración, ya 
que las contribuciones de las oscilaciones a los procesos permiten al 
inwstigador determinar si una serie temporal se comporta o no aeep- 
tablemente. Por ejemplo, en un problema de colas, una serime temporal 
pire-de contsener fluctuaciones de frecuencia elevadas de período regu- 
lar o irregidar: esto nos podía conducir a rechazar la regia de asig- 
nación de servicio y i e  las origina tan pronto no,s dié~amos cuenta 
de ello. 

Las consideraciones wbre ,el diseño, basadas en cierto conocimien- 
to a priorl respecto a los procesos estocásticos, juegan un papel im- 
portante en l a  dete rminadn  de un interna10 muedtral adecuado. 
Efectivamente, esto se puede llevar a cabo, porque 'el inves t i~adol  
tiene generalmente cierta i d a  sob,re qué clase de fllictuaciones meréw 
estudiarse. 



En la estimación del espectsa de un proceso cstocástico continuo, 
surge un problema cuando la realización iuuea~ral consta de 0bssr.i-a- 
ciones uniformemente espaciadas. Si una serie cronológica es recogida 
a intervalos de At, entonces la frecuencia n /At  es de la que, aproxi- 
madamente, podemos obtener mayor información. A esta frecuencia 
se la dcenomina fvecwemia Xyqztisf. Al leer una serie croimlógica a 

intervalos Ar se pierde la iiiioriiiacióii directa para frecuencias supe- 
riores a la Kyquist, la que, por ser 2~ radianes = I ciclo, puede 

1 
denotarse por -- 4t ciclos por unidad de tiempo. Puesto que ne- 

3 

c~sitarnos al menos dos puntos para ajustar una frecuencia a la onda 
sinusoidal más rápida que pasa p r  los puntos de 10,s datos, ser5 
como se muestra en la figura (1.6), es decir, x/At radianes por 
unidad de tiempo. Superpuesta sobre la frecuencia N y u i a t  se ha 
dibujado una onda sinusoidal coa dos veces su frecuencia, en cuanto 
Ie corresponde a 10s puntos de loa dztos. Sir? embargo, estas &S no 

se distinguen en dichos puntos. 

Fig. 1 h.--4liasamiento. 

Puesto que ninguna información de X(t) se logra entre los puntos 
de los datos, no tenemos medios para estimar directamente la ampXttid 
de las frecuencias superiores a la Nyquist. Por tanto, puesto que 2 1 ~  
no se distingue de la frecuencia Nyquist kh; en lo que corresponde a 
10s datos, lo que realmente se puede medir respecto a la frecuencia 
hx no es f,,(Xxj, sino la última confundida con todas las frecuencias 
que no son distinguibles de AN. En términos generales, si fll(X) es la 
función de densidad espectral correspondiente a X(t), entonces la den-  
sidad espectral f:, (,(A) de la realización muestra1 viene dada por 



Lo que nos dice que el espectro muestral se obtiene doblando el 

2nz de la frecuencia espectro no muestral en los múltiples pares - 
At 

7[: 
Nyquist - y sumando estas contribuciones en el intervalo (O, lK). 

At 
Esto es lo que se llama alicssamiento, 

El significado práctico del aliasainienb es que los picos en el es- 
1 

pectro de potencia para frecuencias menores que -7 ciclos por uni- 
d 

dad de tiempo pueden ser deb,idos a causas que operan muy por en- 
cima del intervalo de la frecuencia observable. El único criterio que. 
se puede emplear para ,decidir si el aliasamiento. es problema, es si 
ios picos observados tienen explicación admisible ; si no, se debe buscar 
una explicación en las frecuencias altas. Ahora bien, puesto que todos 
los picos cmsiderados tienen la interpretación simple de la estaciona- 
lidad, el aliasamiento no parece ser gran problema. 

En todo problema práctico, debernos cmsiderar tres frecuencias : 
1 )  La frec~~encia X, para la cual la función respuesta de frecuen- 

cia de la realización cae alrededor del 1 al 2 por 100 de su valor 
iihirno. 

2 )  La frecuencia 1, para la cual la potencia total en X(t) fuera 
de Xg es del orden del 1 % al 2 %, y 

3). La mayor frecuencia disponible AS, de interés para nuestro 
estudio. 

'IC 
La ideal sería elegir At de forma que As = - 

At 
, es decir, fuera 

la frecuencia Nyquist y, por tanto, no se leería entre ellas (la Nyquist 
g la A 3 j  ninguna frecuencia de interés. Sin embargo, si X2 > y 
fll(,X) es grande cuando A > A,, entonces habrá dificultades que se 
superarían por medio del aliasamiento. Si X2 es cmocida con cierta 
exactitud, el aliasamiento podría evitarse. 

Por otra parte, si X2 es mucha mayor que A,, esto significaría que 
el in~~estreo a intervalos más cortos es realmente necesario. E n  este 
caso, seria necesario filtrar la serie cronológica y asegurarse que la 
traza registrada tiene muy poca potencia sobre 1 3 .  

U n  artificio que resulta útil algunas veces, si 1, es conocida casi 
I 7c 

con exactitud, es elegir ht de forma que - (A2 + X3) = - 2 At ' 
Así evitamos el uso del prefiltro y el aliasamiento, puesto que, si 



1 1, > A,, todas las fr8ecueiicias entre - (1, + la) y aparecerán 
2 

1 
en el espectro aliasado entre X3 y -r (A2  + ha) ,  dejando las fre- 

d 

cueiicias de interes entre O y XJ sin tocar. 
Para llevar a cabo la estimación del espectro vamos a suponer que 

elegimos At como intervalo muestra1 apropiado y, sin pérdida de 
generalidad, lo igualamos a la unidad. Entonces, el níimero de nbs,er- 
vaciones es igual a la longitud muestra1 de realización inuestral T. 
A continuaci8r1, investigaremos los efectos de las 
realizaciones finitas del espectro. Para  ello, si 

es el espectro de frecuencia angular 1, y tenemos 
cástica {Xt) que se presenta a intervalos unitarios, 

longitudes de las 

una sucesiVn esto- 
entmcec resulta 

viniendo, dados los coeficientes de Fourier por las expresiones 

'X. 

II7 = g ( l )  cor Ai di. - i = O , I ,  ... [1.38] 

Considereinos ahora 
~ M ( T ) ,  llamada núcleo, 

la aplicación de una función de ponderación 
a la función de autocovarianza tal que 

1 
g r ( i )  = - 1 Z K,(i) R_ coi Lr + Ra 

7; I 
Teniendo en cuenta la expresión de Re ,  la función anterior la 

podemos expresar de la forma siguiente 



resulta 

La f ~ ~ n c i ó n  espectral g * ( l )  es una  ,media pondera,da del verdadero 
espectro donde el núcleo de ponderación KM(o, A) viene dado por la 
expresión [ 1.421. También vemos que la función pH(w) es la trans- 
formada de Fourier c o m o  de la función de ponderación K M { z ) .  

Cnmo la realizaciOn muestra1 es de lonqitud finita T, podemos esti- 
mar, a lo i-i~ás T - 1 autocovarianzas. supon gamo,^ que realmente co- 
nccemos las M primeras autocovarianzas. Entonces lo natural sería 
reen~plazar el límite superior del operador ctma en la expresi9.n [ 1.371 



por M. Esto lleva consigo e1 elegir una función de ponderación del 
tipo 

Por tanto, podemos calcular una inedia espectral 

g*(V  = 

El correspondiente núcleo promedia1 para la expresión [ 1.441 es 

Una vez obtenido Klf(w, 11, pdemos  calcular la g*((Xj. Pero 
debemos tener en cuenta que, si g(X) camb'ia rápidamente con 1, 
dehido a cambios en KIf(o, A), entonces g * ( l )  no es muy represen- 
tativa de g(A). E n  tal caso, se nos presenta el problema de corno 
elegir la función de ponderación KM@) de modo que el corresyondien- 
te núcleo promedial KM(w, A), wncentre su ponderacih lo más es- 
trechamente posible alrededor de 1 y de forma que g*(X) represente 
lo mejor posible a glh). Muchos investigadores se han dedicado a re- 
solver d problema de elección de una funciiin de ponderación, pero 
aún no se ha resuelto completamente tal problema. 

Otra cuestión que se plantea al emplear una función de pmdera- 
ción unitaria en las M primeras autocovarianzas es que Ia varianza de 
tal estimador espectral es independiente del tamaño muestra1 y el esti- 
mador necesita ser consistente para que los resultados sean significa- 
tivos. 



Ltilizaremos como estimador de la función de autocovarianza 

donde 

Nuestros protn,edks espectrales estimados son 

La potencia de resolución de un núcleo de ponderación par- 
ticular mejora tanto más cuaiitas más autocovarianzas se usen en el 
procedimiento d'e estimación. Desgraciadamente, la estabilidad (va- 
rianza) de los estimadores decrece (crece) cuantas más autocovarianzas 
son usadas. Es decir, con objeto de mejorar el análisis, se reduce la 
estabilidad para una realización muestra1 de longitud fija. Es, pues, 
necesaria una compenetración entre el análisis y la estabilidad. 

Utilizando la función sugerida por Bartlett 

(1) Por vesolución entendernos la cantidad de distorsión del espectro, lo que 
no es evidentemente lo mismo que n+dzzlva de b a d a ,  aunque estd relacionado con 
ella en cierta forma. La noción de anchura de handa de una ventana espectral 
juega un papel importante en el análisis espectral, La anchura de banda B(A) de 
una ventana espectral se define como la longitud de la base de un rectángulo que 
tiene el mismo área y la misma altura máxima que Ia gráfica de la ventana es- 
pectral A/X): en símbolos 

J -co 
@ ( A 4 1  = 

Máx [A(X)] 

La frecuencia 10, tal que A&) = max. ( .4(X) 1 se denomina fretmencia 
del Peco de la ventana espectral &(A) .  



el i~ucleo de ponderación correspoildiente será 

Esta función de ponderación es aconsejable utilizarla m lo que 
respecta al análisis y estabilidad para los propósitos corrientes, porque 
logra mejores resultadas que las funciones de ponderación de Tuckey 
y Parzen y, además, nos permite estimar la varianza de Ia media mues- 
tral con gran facilidad, pues hasta tener en cuenta la expresión ya 
obtenida, 

La elección del número de desplazainientos M ,  por estar íntima- 
mente relacionada con la loiigitud de la realización n~uestral y la 
trayectoria de tienipo real del proceso, nos proporciona la wmpenetra- 
ción entre el análisis y la estabilidad. 

La potencia de concentración de un núcleo de ponderación particu- 
lar viene medida p r  su nlzchzm de b,anda, la. que, como ya se ha indi- 
cado en nota a pie de página es la longitud de la bwse de un rectángulo 
que tiene por área la misma del núcleo y po'r altura la máxima de 



dicho núcleo. La anchura de banda nos mide el grado de concentraci6n 
del núcleo de ponderación de la frecuencia para la que un estimador 
espectral está siendo deducido. Para la ventana de Rartlett, la anchura 
de banda en la amplitud de banda media es 

y viene medida en radianes. Por ampZi,tud de banda. media nos reieri- 
mos al intervalo d,e frecuencia, excluyendo b s  puntos extremos O y x .  

Para determinar la velocidad de cambio del espectro verdadero se 
elige una anchura de banda adecuada para analizar el espectro. Puesto 
que esta información es defectuosa, el análisis se hace como sigue: 
estimamos el ,espectro para diferentes valores de 111 con el fin de en- 
contrar una anchura de banda lo suficientemente estrecha para que 
A 

g*@) sea un estimadar adecuado del verdadero espectro.: despiiés, si 
suponemos que la serie fundamental es gaussiana, la elección de la 
anchura de banda determina el número aproximado de posibles esti- 
madores equiespaciados. La ventana de Bartlett permite aproximada- 
mente M/3 estimadores independient-es, 10 que significa r jt ie los esti- 
madores son aproxi,madamente independientes, si difieren al m,enos en 
7~/M/3  radianes 6 3/2M ciclos. 

La independencia es tina propiedad muy intermesante en Ia estiina- 
ción espectral y contrasta con la naturaleza estadística del correlogra- 
rna, donde Icrs estimadores del correlograma están tan correlados con 
todos los demás que ocultan el verdadero comportamiento de las series 
cronol6gicas Este contraste es importante, ya que se pueden deducir 
estiinadores espectrales aproximadamente independientes que depen- 
dan de las propiedades estadísticas de las series cronológicas. Consti- 
tuye este método un camino considerablemente más si,mple para ob- 
tener Ias propiedades estadísticas de los es,timadores de correlogramas. 

Los estimadores espectrales aproximadamente independientes pue- 
den ser deducidos para un tamaño muestra1 limitada. Sin embargo, 
para que exista incorrelación en los estimadores del correlograma ha 
de operarse en términos asintóticos. 

Si {X(t)) es Gaussiam multivariante y el espectro verdadero varía 
más lentamente que el núcleo de ponderación en la proximidad de A,  
entonces, 



y, además, 

cos Xz + Ro 1 

Suponiendo que el intervalo muestra1 es lo suficientemente pequeño 
co,mo para que no exista diierencia apreciable entre las varianzas del 
proceso (X(t)) y de la sucesión {Xt) pde rnos  tomar la varianza asin- 
thtica de la media esti,mada de {Xt) que sea igual a 

Tomamos como estimador de V 

que se distribuye como una X: siendo 

Si {X(t)) es gaussiano, la variable aíeatoria 

tiene una distribución gaussiana con media cero y varianza la unidad. 
Además, el estadístico 



2T se distribuye según la t - Student c.on, aproximadamente, - grados 
M 

de libertad, lo que es una simplificación muy interesante ,en la contras- 
tación de hip6tesis. 

Observemos que la normalidad de z se deduce de la suposición 
gaussiana de { X t ) .  Si no hjciéramos .esta hipótesis, no se podría apli- 
car el Teorema Central del Límite, ya  que las {X,}, al estar correladas, 
no con independientes, condición necesaria para aplicar el Teorema 
mencionado, y, por tanto, no se po,dria contar con la normalidad asin- 
totica de x, a no ser que se -impusieran otras condiciones, 

La hipótesis de normalidad nos suministra una base conveniente 
para contra.star la hipótesis acerca de la ,media muestra1 x .  

Para contrastar Ia diferencia de medias de dos muestras de p o ~  
blacionec diferentes, Cocliran y Cox sugieren un contraste que equi- 
vale en el c a m p  del análisis espectral al siguiente : 

Sean ?ti y n, el r?umero de grados de libertad de 

respectivamente, y t,, t ,  los valores críticos de la t-Student para n, 
y la, grados de  libertad respectivamente. Aproximadamente, 10s &e- 
Ies de significación para 

vienen dados por 

donde 



Es muy conveniente tener presente ,que, incluso a pesar de las 
sup.isiciones establecidas, Cockran y Cox han indicado que el esta- 
dístico resultante aproximadanlente se distribuye s e g h  una t-Stu- 
dent. Por tanto, hay que tener mucho cuidado con la apiicaciún de 
este contraste. 

Otra cuesGn interesante que describiremos, es la contrastac%n 

de las diferencias entre dos espectros. 

Se ha demostrado por Priestley que, tratando a 
2 í h j  

CDIl'ILi 
g(h) 

una x2,  tiende lentamente a la normalidad de {X(t)}. Por otra parte, 

donde 

es la ampli,tud de banda media para el núcleo de ponderación de 
Bartlett. La, distribución del estadístico 

según la x2 tiende a la normal para un número craiente de grados 
de libertad. Operando con 

en lugar de can 

como variante gaussiana, se introduce menos sensibilidad a la suposi- 
cián gaussiana para {Xt). 



Para comparar dos espectros, consideramos estimadores indepeii- 
&entes, bien definidos, y los compararnos en cada una de las frecuen- 
cias para las que se ha elaborado un estimador, 

Supongamos que 

de modo que 

Lo que a nosotros nos interesa es establecer si g,*(.h) es o no 
significativamente mayor que g,*(X;]. 1.a suposición garissiana nos per- 
mite efectuar un contraste de hipótesis si,gnifi,cativo mn una d a  cola 

La estimacibn espectral introduce cierta clase de sesgo debido al 
proceso de ponderación a través del espectro, Si el ,espectro real cam- 

bia rápidamente con el de ponderacibn, esta clase de distorslión será 
corriente. Para combatir esta distorsión se utiliza el procedimiento del 
preblanqtjeo ( 1 ) ,  que wnsiste en tomar las dif eren~ias  de ponderaciíln 
en lugar de nuestras observaciones originales. El espectro estimado1 de 
esta serie es considerablemente más I-ialagiieño que el espectro del ori- 

(1) Para nuestros fines, podemos definir un filtro como una serie de opera- 

ciones aritméticas utilizadas p&a transformar los datos antes de su análisis. 

El uso de tales operaciones para filtrar potemias a hajas frecuencias se llama 
preblaizqtdeo. 

4 



ginal y, por tanto, el promedio espectral tiezie lugar sobre un especrra 
más uniforme. Para obtener el espectro original, se iivide este especrro 
modificado en cada frecuencia por la fzmción d e  ft-ansfe?.t.nczk que co- 
rresponde al esquema de la diferencia ponderada en el dominio teiilpo- 
ral. Esto da lugar al espectro en forma apropiada. En  esencia, se hace 

uso del hecho de que, si tomamos diferencias eli una serie, en eI do- 
minio temporal, esto se corresponde con una división de su función 
de frecuencia por una función de transferencia correspondiente al pro- 
cedimiento de tomar diferencias. Como resultado importante de lo 
dicho anteriormente tenemos la reducción del sesgo en los estimadores. 

Conviene tener presente que, para lograr un buen análisis, es 
necesario utilizar un número adecuado de desplazainii'ntos; en cambio 
si tuviéramos preblanqueados los datos, se necesitar ian ,muy poco S des- 
plazamientos para 1leva.r a c.abo el mismo análisis. 

Resumiendo, diremos que el ená1isis espectral es ;ina tkcnica esta- 
dística de muchísimo interés. Las etapas que se deben seguir en el 
diseño o análisis., así como los aspectos que consideramos más destaca- 
d o , ~ ,  son 

1) Es muy importante conocer la relacih existen~e entre el es- 
pectro estimado y el que nos interesa. La mayoría de 10,s errores graves 
pueden haberse introducido antes de comenzar las consideraciones es- 
tadisticas. Por tanto, la interpretación del espectro est5 dictada casi 
en su totalidad por consideraciones no estadísticas. 

2)  La principal característica de la estimación espectral es q-ue 
puede utilizarse cierta clase de ventana con una anchura de banda 
considerablemente mayor que I/n donde n es eI número total de 
observaciones. 

Aún no se tiene cnmpleta segurjdad resuectci a lo que constituye 
tina buena forma espectral, es decir, una forma que tenga las mejores 
propiedades. 

3) Hacemos ahora consideraciones sobre el anáhsis: 

a) Calculas las autocovarianzas, despriés de elin-iinar una media, y 
pcddement,e, una tendencia lineal. Fijado n, lo que se necesita es se- 
lrccionar el nUmero de desplazamienio~. 



b) Existen tres métodos de Iograr esto: 

1 .  Dibujar la función de autocovarianza superior a 25-30 por 100 
del taiuafio muestra1 total y determinar un punto de truncación razo- 
nable empíricamente. 

2 ,  Especificar una anchura de banda para la ventana espectral ele- 
gida, teniendo cuidado de que haya bastantes grados de libertad por 
estimar. 

3. Elegir el número de desplazamientos LU según un criterio de 
error cuadrático medio, utjlizanclo algún conocimieilto de fli(h) abte- 
nido de 1 j ó de un análisis espectral piloto. 

C)  Por consideraciones de diseño, x puede determiimrse teniendo 
en cuenta las cuatro etapas que siguen: 

1) Selección de un núcleo n ventana. 

3) Sekccibn de los grados de libertad que requiera el estimador, 

3 j  Selecciáii de la anchura de 'mida que se requiere; determina- 
ción {!el número de desplazamientos M. 

4 j  h a  vez determinados f I l (X)  y M, se puede determinar el ta- 
i-ilaño de la muestra n. 

Por i~ltinm, para basar el espectro en algunas elecciones de M, se 
srigitre tener libertad para el cálculo de las ordenadas espcctrales en 
cr~alq uier frecuencia. 

Para lograr una medida más cuantitativa de la ~6rd ida  de frecuen- 
cia para frecuencias estacionales, así como para responder a la pregunta 
de si se ha intrnducido, por el proceso de ajuste, cualquier defmma- 
ción temporal (cambios de fase), es necesario hacer uso de la técnica 
con~c ida  con el nombre de análisis espectral mutuo o cruzado. 

Supongamos que las series cronológicas Xi(t) y Xz(t) surgen de 
un rnisnio estado y queremos ver cómo están correlacionadas. En  el 
dominio t i ~ w p o  esta clescripción nos la proporciona fa función de 
correlación nttttua o ciueada de la muestra R(,,,= pero se interpveta 
tnás fcícil~~zmte por el espectro mutuo o cruzado. 

Supongamos que xzt tiene una expresión arn16,nica de la for:na 



utilizando 

2 = -- x p t  c m  hit 021 = arc tg 
A4 

t=1 (- ) 
7 Y,x,, sen hit C l j  = . \ l&j-+btj  bzj = - 

1 I f  

Podemos estimar las ampEilzdes C2j y las fases @2j de la fórmula 

Llamanms a Daj a~nflIit t td comf le  ja. 

El periodograma de x2t puede escribirse ahora como 

donde la barra representa el complejo conjugado. 

El espectro de  lineas Fouriev mutuo o cruzado ~ n t r e  Xl(t) y X,(t.) 
se define por 

Este espectro contiene información de dos clases: 

Por una parte, el espectro de Iz'neas de amplitud 
1 (T clj czj), 

mide ef producto de las amplitud~es de las ondas sinusoidales para la 
frecuencia hj, y ,  por otra parte, el espectro de limas fase [azri - alj] 
mide el cambio de fase entre las d a  mdas  cosenoidales. 

Podemos reemplazar éste p r  el fie~iodograwm mz.it,tro o crztzado 

rzor+na.lizado 



Este periodograma mutuo normalizado es ahora complejo, por lo 
que, tanto la part,e real como la imaginaria, san histogramas. La [ 1.771' 
muestra que el perbdograrna mutuo o cruzado es la transformada 
Fourier de la Iunción de covarian~a~coinpleja c l l a ( ~ ) .  Cuando el nú- 

H12(A' tiende en media a la firn- mero de observaciones A1 aumenta, -- 
Q1 Q2 

cióla de densidad espectral mztttm o cmzada continua : 

Hemos visto que ésta consta de parte real y parte imaginaria y, 
por tanto, podemos p n e r  

donde 

recibe el nomtr,e de espectvo de amplitud mttuo o crit .xdo confimm; y 

el de espectvo fase' continuo. De la. [ 1-81 ] deducimos que la diferencia 
fase es cero si g, ,  (A j = 0, por . lo que h,,(A) se llama &-fase a coes- 

7T 
pect+o. Análogamente, CDIy(A) = -, si h&) = 0, por lo que a 2 
g12(1) se le llama espectro de cuaúra.tura o jbra  de fase. 

Para calcular h12(h) y al(A), y, por tanto, c12(1) y %2(1i, cono- 
cida la función de correlación cruzada p I B ( ~ ) ,  debe observarse que 
ésta se puede descomponer como sigue 



Se deduce de ello que &(TI = AI2( -~ )  es la parte par y 
B12(~) = - Bie(-.t) es la parte impar de la función de correlación 
cruzada. Sustituyendo en [ 1.781 y agrupando términos, se puede cal- 
cular el coespectro y el espectro cuadratura 

1 
g12(l) = {O + 2 B12(r) sen l r ]  

i 

El espectro ,base para el atiálisic espectral cruzada, anAlogo al ruido 
blanco para el autoespectro, surge cuando consideramoc el caso en que 
la función de correlación cruzada es cero excepto pa.ra T = O. Esta 

es la suposición usual que se hace cuando' calculamos el coeficien-te de 
correlación ordinario entre dos canjuntos de observaciones. En este 
caso h12(X) = p,,(O)/n, gie(X) = O y,  por tanto, *12(X) = O. Las 
dos series están en fase y el espectro de ampIitud mutuo o cruza.do 
es una coilcta!-ite. 

Como en el caso de una variable, el periodograma mutuo o cruzado 
no es un buen estimador del espectro cruzado puesto que lleva a usar 
una ventana espectral con anchura de banda muy estrecha. Pueden 
obtenerse co-espectros y cuad-espectros  suavizado,^ de los estimadores 
A A 

A,,(T) y B,,(T) de la parte par e impar de la función de cnrrelación 
mutila o crrizada como sigue: 



donde los K(z) so11 poilderaciones de la forma 

A partir de éstas, podernos formar estiinadores de la amplitud 
cruzada y del espectro fase utilizan& la [ 1.80j y [ 1.81 1 , 

Para llevar a cabo la estiwacion de la f w c i ó n  de trmuferencia, 
htims de tener presente que puede acontecer que X,(t} y X,(t no 
siirjan de un mismo estado, pero que X3(t) sí sea la salida. de cierto 
aparato físico en. el que Xl(t) es la entrada. 

Si el sistema es aproximadamente lineal X2(t) y Xl(t) pueden estar 
relacionadas por medio de una emación de reqcs ión di,námjca 

o, en el campo discreto, por 

La función de regresión L(Z) ó lj se llama respuesta i ~ @ d s o  del 
si st,e!na. 

La ganancia GI2(l)  viene definida por la relacibn 

El diagra?iui gnfiancia es la representación de G12(X) respecto a A. 
Lna medida de la diferencia de fase entre las componentes de f r s  

cuenciu. de dos procesos es @,,(X) = arc tg g'2(X) , y su represen- 
h i 4 V  

tación respecta a k@ < h < n) se llama diagrama fase. 

Conocida L,,(z), la ganancia y fase pueden ser calculadas basán- 
donos en la fzinción de respu,esta de la frecuencia. 



En el czn~po discrew seria 

La función d e  r e spec ta  de la frecuencia puede ser calculada de 

Este estimador tiene la mjsma desventaja que el estinlador periodo- 
grama de un auto-espectro, a saber: la anchura de banda de la ventana 
espectral es deixasiado pequeña. Esto puede coiiseguirse suavizando 
tanto el numerador ~ 0 1 1 ~  e! denominador en 11.941 y ~1 resdtadu 
final es : 

donde Si, Se son las desviaciones típicas estimadas dc xxl(t) y xr(t) 
respectivamente. E.s:o condtice al inisino estimador de la fase que vimos 
antes y a un estimador de la ganancia G,l(fi) de la iorrnz. 

A 
Puede verse que G,l(Aj juega el papel de un coeficiente de regre- 

sión definido en cada frecuencia 1, puesto r,ue el numerador en la 
relación l.1.951 es la covarianza entre la entrada y salida en la fre- 
cuencia 1, y el denoininadnr la v a r i a n z ~ ~  d e  lz entrada en la i?iisrn=~ 
frecuencia. 

La coherencia es una medida de la correlación entw la entrada y 
salida en cada frecuencia: varía entre O y 1, como el cuadrado de un 
coeficiente de correlaci6ii ordinario y viene dada por la expresión 



A 
Si denotamos la ganancia [ 1.961 de X,(t) respecto a X2 ( t )  por GIi 

y la gailancia de X,(t] respecto a X,(tj por 

fórmula aniloga a la conocida de que eI cua.drado del coeficiente de 
correlación ordinario es igual al producto de los dos coeficientes de 
regresión. Si X,(t) y Xz(t) surgen de un mismo estado,, es útil repre- 
sentar tanto las ganancias hacia adelante como hacia atrás. E,stas serán 
diferentes, de la misma forma que mí1 di,ferentes las dos líneas de 
regresión obtenidas de  un diagrama esparcido ordinario, 

1.5. VEKTA JAS E IXCOINVEKI ENTES DE LOS PROCEDIMIENTOS DE AXÁLI- 

SIS DE SERIES C R O P ~ ' O ~ L ~ G I C A S  

Ha habido y hay todavía grandes discusiones sobre cuál de los dos 
procedimientos de análisis de series cronológicas tiene mayor interés ; 
si el de domi& tenzporal, b n d e  aparecen las autocorrelaciones y c s  

rrelaciones mutuas, o el de dominio frecurficiat, donde se utilizan los 
espectros mutuos y espectros en general. 

Las autocorrelaciones han jugado un papel inuy importante en la 
teoría sobre series crmoIógicas; por ejemplo, forman parte directa- 
mente de las ecuaciones de estimación para promedios móviles mixtos 
-los modelos autorregresivos de la forma- 

donde la sucesión (Y*) es una sucesión de variables aleatorias incorre- 
ladas. Obsérvese que, al poderse apresar  xt como una función lineal 
de Y t  -en este caso, un promedio móttil mixto-, la autorregrcsi8n 



puede considerarse conlo la salida de un filtro ( 1 )  lineal cuya entrada 
Y ,  es ruido blanco y cuya función de transferencia ea una func ih  
racialal de y = eih. 

Los ecotiómetras que utilizan en sus trabajos estos modelos criti- 
can el uso del espectro en su fundamento, ya que lo que se puede hacer 
con el espectro en el dominio de irecuencia puede hacerse también coi1 

las autocorrelaciones en el dominio temporal. De la relación ya cono- 
cida 

se deduce q u e  el conocimiento de las a~itocorrelaciones cId proceso 
~ x I ( T ) ,  es equivalente al conocimiento dcl espectro' de la poblacibn 
I1l(A). Por el contrario, otros arguyen que el espectro ec; la magnitud 
que se dehe estimar casi siempre. 

Nosotros creernos que, efectivameiite, hay algunos casos ei l  que es 

imás fácil determinar las autocorreIaciones que el espectro, pero en 
muchos otros casos sucede lo contrario, por Io que, en el campo de las 
aplicaciones, se debe hacer tres consideraciones a la llora :le eleqir los 
espectros o autocorrelaciones : 

a) L s o  que se da a las cantidades eotiinaclas ; 

b) Facilidad en la interpretación física, y 

c) Simplicidad de propiedades muestrales. 
En general, las propiedades muestrales del espectro son considera- 

blemente más simples que las de las autocorrelaciones. Sin embargo, 
hay ciertos casos en que no sucede así. Por ejemplo, si se hicieran 
criterios de  aleat oriedad, empleando autocor relaciones, en conjuntos 
de mimeros aleatmios, las propiedades muestrales de las autocorrela- 
ciones en este caso son perfectamente aconsejables. E n  raras ocasiones 
se utilizarán espectros para criterios de  aleatoriedad, a no ser que nos 
interesáramos por alternativas de aleatoriedad de naturaleza cíclica y 

que estos ciclos frieran de interés. Existen situaciones, como en el 

(1) Definimos ya el "filtro" como una serie de operaciones aritméticas utili- 
zadas para transformar los datos antes de su análisis. Los filtros l inedes tienen 
gran ímportancja en eI análisis espectral, ya que el espectro de la salida de un 
filtro lineal está relacionado de forma simple con el espectro de la serie de en- 
trada. 



zjcite de esquemas aiirorregresivos, donde, si bien las propiedades 
muestraIes de las autocorrelaciones son dificiles, trabajando con las 
cantidades naturales para emplearlas en estas situaciones, es decir, las 
autocorreIaclone parciales, las propiedades muestrales se hacen más 
simples. 

TTa1nCE a menciallar algunos ejeinplos que  surgen con frecuencia, 
;Jara aclxar  algunas de las consideraciones anteriores : 

,1) Si los objetivos del análisis están r,egidos por coilsideraciunes 
!:des como el ser aproximadamente lineales los sistemas, ,el espectro 
es :a ccntestación al apartado anterior a). 

En los estudios de respuesta frecuencia, el ei-i~pleo de las autocorre- 
laciones daría lugar a cálculos francamente complicados. 

B) Pcr el E-iecho de que la predicción se hace en el tiempo, es 
xatural tra5ajar en estos casos en el dominio temporal. 

C) Entenciei~~os po,r si .~zti lay t c f i  sistewaa. físico S, respec,to a un 
cierto coiijtmto de xcciones A', !a obtención artificial, coi1 la ayuda 
de un  sistema más simple que S, de las respuestas que daría S a las 
accicnes A'. Hoy día, debido al uso de los ordenadores  electrónico,^, 
se emplea i i~ucho la siiiiulación de series cronológicas en el campo de 
la economía, en los sistemas de control balístico, etc. LT1,tirnamente, se 
vierie aplicando con grandes éxitos el análisis espectral en estos casos. 

Conviene observar que, si se dispusiese de s~~fici~entes datos en estos 
problemas, dichos datos podrían alimentar directzmente la simulación. 
Sin embargo, la cantidad de los inismos requerida para tales estudios 
de simulación es tar, grande que el costo de su adquisición podría 
resultar demasiado elevado. 

D) En las investigaciones explo~ato~rias, no. hay ningún sustituto 
significativo, basado ,en consideraciones a priori, para la construcción 
de modelos de series cronoIógicas de las que puedan estimarse pará- 
metros iísicos significativos. Sin embargo, en la coi~strucción de tales 
modelos, el análisis empírico, especialmente los análisis espedrales, 
pueden ser de gran importzncia para sugerir posibles modelos. 

E) E.n el caso de análisis de datos económicos, se debe utilizar 
el ai-iálisis espectral mutuo o cruzado. 

F) Los tipos de series que se presentan general~nente podemos 
cíasificarlos en tres grupos : 

1 j Las que presentan propiedades estacionarias d e  regularidad en 
periodos largos. 



2 )  Las que son relativamente estacionarias si se examinan eri inri 

período de tiempo lo suficientemente corto, y 

3) Las que no cumplen las suposiciones de estacionaridacl. 
Hasta el momento presente, las series pertenecientes al tercer grupu 

se han venido estudiando mediante el uso de una serie de pasos pre- 
liminares para eliminar la componente no estacionaria, antes de reali- 
zar un análisis espectral. En algunos casos, se han empleado sistmemas 
de polinomios ortogonales; en otros, se han utilizado filtros dibitales 
p r a  filtrar las tendencias de baja frecuencia y,  luego, poder llevar 
a cabo un análisis espectral en las series residuales. 

Xuestra opinión sobre este punto es que aún no se conocen técnicas 
seguras como para ser aplicadas con eficacia en los casos en que la 
característica de estacionaridad no se cumpla. E1 problema que creerno; 
ha de resolverse en estos casos es el de la cl~tencióii clel filtro óptimo. 



CAPITULO 11 

ANALISIS ESPECTRAL DEL FEMOMENO ECOKOMICO 

Hasta hace muy poco tiempo, s.e ha venido haciendo el estudio de 
los fenómenos económicos mediante el uso del sencillo modelo rnate- 
mático llamado "camino aleatorio,", obtenido mediante la aplicación 
del opera.dor diferencia progresiva. 

Ahora bien, se ha  podido comprobar que el modelo d,e camino 
aleatorio no, explica ciertos hechos impor8tant,es a largo plazo, por 
tanto, tales hechas &ben ser analizados por métodos rigurosos y téc- 
nicas estadísticas más apropiadas, cual son los inétodos espectrales que 
recientemente se han empezado a aplicar aI campo de la economía c o ~  
grandes éxitos, 

Las componentes de mayor i,nterés para e l  economista son las per- 
tenecientes al intervalo de baja. frecuencia. (11, en el cual están con- 
centradas las componentes a largo plazo, pero este intervalo está ge- 
neralmente influenciado por la llamada tendencia secular (de frecuen- 
cia nula) que da lugar al llamado efecto de "fuga". Por tal mo,tivo, 
*rocedería eliininar todo efecto de tendencia en media o e n  varianza, 
antes de iniciar el estudio dse una serie cronoIógica.. 

Teniendo en cuenta que los inétodos espnctrales se han venido apli- 
cando a las series estacionarias, atributo que no poseen las series eco- 
nómicas, parecería inadecuado el uso de los métodos ecpxtrales en 
ecoiiomia. Sin embargo, se ha podido comprobar, tanto teúrica como 
prácticamente, que al no cambiar rápidan~ent~e en el tiempo Ia estruc- 
tura económica subyacente en la serie, los resultados obtenidos mediante 
el uso ,del anAlisis espectrA son verdaderamente representativos, tanto 

en el estudio de una serie económica, como en el de Ias relaciones 
entre pares de s,eries económicas. 

- 

(1) Los conceptos de baja y alta frecuencia que utilizamos aquí, no coinciden 
en su dimensión con la de los empleados en el campo de la Radio-electricidad. 



En base a los concegtos que establecemos al hablar de los procesos 
estocásticos estacionarios, estar definidos por una iunlcion aleatoria 
afectada de un parámetro que representa el tiempo y al análisis i s -  
pectral que de ellos se ha realizado en Apaidice, estabiecemos que la 
realización muestra1 de este proceso estocástico estacionario, -S ~1112 

serie cronoIógica. No obstante, Ia estimación de este proceso po,r me- 
dio de la serie obtenida, presenta grandes dificultades, !-a que esta 
serie no está gen~rada  por un proceso estocástico estacionario, pues 
representa los hechos histGricos d,e un período dado y 1x1 sor, muestra.; 
tomadas de una serie cronol8gica, ilimitada sin historia. En  este c a s ,  
el espectro debería ser considerado como un " pseudo-espectro", pem 
por sencilIez, se utiliza generaLmente el t érrnino "espectro". 

Debido a lo expuesto anteriormente, liemos de contentarnos con 
realizar un análisis de las series económicas que son directamente r c  . 

presentativas de una sucesión aleatoria, pero no de rina función a l e -  
taria, que es la representación de un proceso estccáatico. 

Para hacer un análisis de series cronológicas, en primer lugar, de 
bemos deterininar la dimensión de la misma, pues un periaclo de o h  

servación pequeño, no nos permitiría obfiener resultados satisfactorios 
respecto a ia coi~strucció~-i de estimadores. 

Considerada una serie económica, procede estimar el espectro de 
potencia de la serie formada por los tantos anuales de variación de 
la serie dada, es decir, la serk obtenida mediante preblanqueo de !a 

dada,. Los estimadores espectrales nos permitirán determinar las p s i -  
bles oscilaciones de los diversos. ciclos. Son de frecuente uso eti las 
estimaciones espectrales, dentro del campo de la economía, !a ventana 
de Parzen y la de Tuckey-Hanning, por presentar ambas velita-ia,s in- 
teresantes y haberse comprobado prácticamente que difiereii muy poco 
los resultaclos obknidos al aplicar cada una de éstas. 

Tendr'emos en cuenta, que toda serie estacionaria ptiede coniicle- 
rarse como resultante de la suma de series estaciorrarias Ilamadas ccil>- 
ponentes a las cuales está asociada una banda de frecuencia y q m  cada 
componente es estadísticaniente (1)  independiente de las demás. 

(1) Utilizamos el término "estadísticamente'! porcpe se trata de una r ea l i~a -  
ción de un modelo y no de éste. 



I'ara determinar las bandas de frecuencia asociadas a cada compo- 
cente, se divide el intervalo (O, X) en subintervalos mutuamente dis- 
yuntos de medida constante. De esta forma, cada una de las m com- 
ponentes puede estar reflejada por una frecuencia perteneciente a un 
in teroalo particular . 

La deterniinacióii de los ciclos económicos, exige remodular la 
serie del tanto d:~ variación en los ciclos anuales convenientes. Esta 
operación se logra iiiedianre filtrado de estas series en una determi- 
nada irecuencia . 

Para aplicación inmediata de lo expuesto anteriormente a la Eco- 
nomía Española, proponemos el análisis espectral adecuado de las se- 
ries económicas siguientes : 

Renta nacional neta. 
Producto interior bruto. 
 cons sur no privado. 
Inversión interior bruta. 
~Consumo públ iso. 
Importaciones. 
Fxportaciones. 
Balanza Comercial. 
Indice general de precios. 
Indice de precios de coi~suino. 
Indice de precios de producción. 
Indice de precios de importación. 
Indice de  precioms de exportacihn, 
Relación real de intercambio. 
Stock monetario. 
Reserva de encaje. 
Dinero en depósitos. 
Créditos y red,escuentos del Banco de España. 
Préstamos y descuentos de la Banca, 
Depósito de 1a Banca. 
Tanto  de redescuento del Banco de España. 
P seducción del sector primario. 
Producción del sector industrial. 
Producción del sector comercial. 
Producción de los sectores industrial y comercial. 
Mano de obra del sector primario. 



37, Mano de obra del sector industrial, 
28, Mano de obtra del sector coinercial. 
29. Mano de abra en los sectores industrial y comtrcial. 
30. Mana de obra total ; y 
3 1. Evo,luciÓn demográfica. 

Las series cronológicas econóiiiicas, aunque teóricamente puede11 
ser continuas, en la práctica se olxerran en intervalos de tiempo dis- 
cretos. 

El .primer problema que se plantea en el estudio de series crono- 
lógicas econiimicrs es el alia.raw&nto, del que ya se ha hablado en 
el capítulo anterior, y que no parece constituir un problema difícil 
para este tipo de series, pues, prácticamente, significa. que los picos 

1 
en el espectro de potencia, para frecuencias menores que -- 

2 
ciclos 

por unidad, pueden deberse a causas que actúan muy por encima del 
intervalo de frecuencia observahle. Para saber si el aliasada es pro- 
blema o no, se examina si los picos observados tienen expficaciGn 
admisible: si no la tieiien, se debe htiscar la citada explicación en 
frecuencias altas. 

El segundo problema que se plantea en el análisis de series crono- 
lógicas económicas es la grzn limitación en el número de observaciones 
disponibles. Por tanto, en el estudio de este tipo de series la potencia 
de discriminación para frecuencias bajas está limitada por la longitud 
de la realizaciiin. Aparte de lo pequeño que pueda ser el período de 
observación unitario, observemos que, a pesar de que podamos incre- 
mentar la rnixima frecuencia observada reduciendo el intervalo entre 
las observaciones, no podemos aumentar la discriminación para fre- 
cuencias bajas por taIes medios. Sin embargo, no todas las fluctiracio- 
nes en las series cronológicas económicas que nos interesen son de tan 
larga duración. En particuIar, la mayoría de las operaciones realizadas 
sebre series cronol6gicas económicas semanales, mensuales o trirnes- 
trales están diseñadas con el fin de separar las componentes de fre- 
cuencia elevada, y hacer estas series m i s  útiles para previsiones eco, 
rórnicas a corto plazo, o para valoraciíin de la situación económica 



corriente. La existencia o inexistencia de procedimientos para realizar 
esta función adecuadamente es un problema de gran importancia. Por 
otra parte, creemos que las componentes de frecuencia elevada son de 
interés especial y, por tan'to, la longitud corta de la mayoría de las 
series croiiológicas econóniicas no plantea obstáculo en el uso de las 
técnicas espectrales . 

Otra forma de salvar esta dificultad y realizar 'el estudio de las 
series  económica,^ seria utilizar el moderno método de simulación de 
s~ r i e s   económica.^. 

Teniendo m cuenta que, en términos. generales, la sim.ulación se 
refiere a la construcci6n de una representación simplificada de un pra  
ceso o sistema con el fin de facilitar su análisis ; en nuestro caso, se 
refiere a la construcción, en base a la información poseída, de un  pro- 
ceso estocástico gausciano multivariante cuyo orden sea el número 
de componentes del análisis propuesto, que se utilizara como demento 
simulador para completar la serie. Si .bien el método de construir una 
simulacih o representación de un proceso estocástico implica una: o 
más abstra,c,cioiies del mundo real, la elección está basada tanto en la 
simplicidad de construcción de este proceso simulador, en orden a. su 
estimación paramétrica:, como en la posibilidad de contrastación por 
el investigador de hipótesis estadísticas, 

El proceso a seguir para realizar este estudio, obtenidas las series 
por sirnulació,n, e S formar las ta,blas necesarias que nos proporcionen 
la,s bandas de frecuencia que tengan picos locales de los espectros de 
potencia de las series a analizar, tanto a precios constantes como va- 
ria bles. 

Pa,ra preblanquear nuevamente las series obtenidas, utilizaremos la 
diferencia primera ponderada, estableciendo para cada caso los £acto- 
res de ponderación mis  adecuados. La obtención del espectro se logra 
recoloreando el estimador espectral previamente obtenido. 

E n  la estimación del espectro de potencia de las s,eries cronológicas 
económicas, se suele aplicar la llamada; regla general del pulgw, con- 
sistent,e en que el desplazamiento o retardo máximo no deberá ser 
mayar de, aproximadamente, el 20 por 100 del nfimero total de obser- 
vaciones disponibles, 

Todas las series cronolírgicas econbmicas son reales. Por esta ra- 
zón, su espectro es sii~iétrico con respecto al origen y sólo necesitamos 
ccnsiderar las t'recuencias positivas. 

5 



Sabemos que el periodograma clasico es Ia técnica qUe corriente- 
mente se emplea para investigar los armónicos de frecuencias crono- 
lógicas conocidas y fijas, en la hipótesis de que las series cronoló- 
gicas en consideración sean estrictamente periódicas, es decir, se repi- 
tan cada M períodos. Si sucediera esto, el espectro de potencia sería 
una función escalón. Sin embargo, si la serie croiiológica riu fuera 
estrictamente periódica, como es el casc de las series ecoiióii~icas, se 
tendría un espeatro de po,tencia continuo. 

Las ordenadas del periodograma son estimadores aaintóticamente 
insesgados del espectro de potencia, en las frecuencias correspondientes, 
para series cronolágicas no estrictamente periódicas, pero rio son esti- 
madores consis,tentes, pues la varianza de las ordenadas del periodogra- 
ma tiende a [pi,(Ol) f(Xii] *, Por esto, el uso dnl periodogvatw ckkico 
.no solammtc es hapropiado, e-n economlía, s.im que condme a resul- 
tndos de muy di~icil intw$retslción. 

Luego, en vez de estimar el espectro de potencia para una frecuen- 
cia específica, es necesario, para que los resultados sean estadística- 
mente consistentes, estimar la potencia pro,media para las frecueiicias 
en cuestión. E,videntemente, lo que interesaría sería estimar uii pro- 
medio que rdejase lo; mejor posible Ia potencia para las fr'ecuencias 
pr6xima.s a la que centramos el estimador. Por tanto, consideraremos 
promedios ponderados d,e potencia en el dominio frecuemia; estos pro- 
medios corresponden a ponderar las autoco;varianzas iniciales de las - series cronológicas antes de calcular los estimadores espectrales. En 
el dominio de ,frecuencia, un esquema de pondera,ción particular recibe 
el nombre de ventana es@ctral. La inversa de una ventana es- 
pectral es un esquema de ponderación en el dominio temporal para 
las autocovariantes iniciales y se llama ven ta.na desplazada,. Se ha 
investigar0 bastante dentro del análisis espectral sctb,re la elección ade- 
cuada de la ventana espectral, pero no existe una solución completa- 
mente satisfactoria del problema. 

Kna de las razones por las que se suele utilizar la ventana sugerida 
por Parzen es por ser siempre positiva, Las potencias altas para 
frecuencias bajas, presentes en la mayoría de las series cronológicas 
económicas, pueden producir estimadores negaltivos del espectro para 
frecuencias más altas y, puesto, que el espectro es una varimza, los 
estimadores .laegnt.ivos no son fáciles de interpretar. 

Tiene importantes consecuen8as para la estimación del espectro el 
hecho de que solamente los promedios espectrales tienen propiedades 



estadísticas dse consistencia y que, por tanto, debemos mirar el espectro 
de una serie cronológica a través de una ventana. La cuestión está 
íntimamente relacionada con el problema de Ia no-estacionaridad de 
muchas series cronológicas económicas. La ventana, a través de la 
cual miramos el espectro, concentra su ponderación principal muy 
próximamente a la frecuencia designada, pero no toda la ponderación 
se concentra asi ; hay alguna pequeña ponderación en otras frecuencias. 
Esto quiere decir que las potencias altas para algunas frecuencias de- 
formarán los estimadores espectrales para otrzs irecueticias, algunas 
muy distantes de aquellas en las que la potencia alta está presente. 
Este fenómeno se denomina jt~gn en los bordes de 10 veninna. Las dos 
formas importantes de no-estacionaridad en las series cronológicas 
gaussianas o casi gaussianas son: 

1) Varianza que cambia con el tiempo, y 

2) Media que cammbia con el tiempo, 

El caso de las varianzas variables no  es gran problema en las series 
cronol6gicas que estudiamos. Se suele utilizar el artificio de dividir 

las observaciones por una varianza inuestral mhvil, si aparece la va- 

rianza no estacionaria. La varianza variahle puede presentar pro1,le- 
mas en series cronológicas económicas largas. 

Los cambios de la media con el tiempo se denominan generalmente 
!rndcncias. En tcda realización finita de un proceso, las tendencias 
no se podrán distinguir de las componentes de frecuencias muy bajas. 
En realidad, la media muestra1 puede considerarse como un ciclo de 
frecuencia cero o período infinito. Por tanto, puesto que la rnayoria 
de las series crono!ógicas económicas presentan tend,encia de una u 
otra clase, el espectro de potencia de una serie cronoibgica económica 
típica presentará la potencia muy elevada concentrada en frecuencias 
próximas a cero, y la potencia próxima a cero en frecuencias altas. 
Por esto, el problema de fuga es un problema imp~r tan t~e  en todo 
intento de analizar sus cornponen,tes de frecuencia alta. 

Para minimizar los efectos de fugas a través de los bordes de una 
ventana espectral, iclealmente se podrja preblanquear :a serie de tal 

manera que el espectro de potencia del resultado fuese lo más plano 
posible. Xaturalmente, si se pudiera hacer perfectamente, esto equi- 
valdría a perfeccionai- el conocimiento del espectro de la serie original 
v seria, por tanto, cornp!etame:lte innecesario el LISO de la ventana es- 



pectral. Algunos efectos d,e fuga son inevitables. Respecto a las series 
económicas, lo 'mejor sería eliminar la potencia grande solamente para 
las frecuencias más bajas. Sin embargo, debe tenerse cuidado para no 
eliminar nada más que las potencias más altas que surgen para ire- 
cuencias altas, pues entonces la fuga de esta potencia, deformaría 
mucho nuestro estimador en las frecuencias más bajas. Para eliminar 
las tendencias y, por tanto, la potencia alta en frecuencias bajas, se 
einplean las diferencias sucesivas de la forma 



Espectros de potencia estimados del paro en V. S. A. para cuatro edades distintas. 

O? 02 03 04 f recuencid * 
Fig. 2.4. 



Ultimamente se han estimado gran cantidad de espectros de p- 
tencia, utilizando datos de carácter económicc ; y, en general, las re- 

presentaciones gráficas han sido del tipo indicado en las figuras (Sal! 
a (2.4), que son los espectros de potencia estimados del p r o  en U.S.A., 
para distintas edades. 

Es conveniente tener presente que muchas de las series estudiadas 
contienen importantes componentes estacionales y, por tal causa, pre- 
sentan picos en frecuencias que corresponden a un período de 13 meses 
y a sus arm,ónicos. 

Entonces parece natural pensar que, en térininos generales, la Íor- 

ma típica del espectro de las series cronológicas econ,ómicas, después 
de eliminar ,toda ,tendencia en media que se presente, así como las 
componentes estacionales, ,es la de la figura 2 . 5 .  

Fig. 2.5.-Forma típica del espectro de series económicas. 

Evidentemente, no queremos decir que todas las series cronológicas 
económicas produzcan estos espectros, ni que de los espectros estiniados 
no se discierna otra cosa que la figura 7.5. K~ 'u  obstante, el hecho de 
que en la mayoría de los casos se obtenga una figura colmo la 7.5, 



nos hace sugerir que nos encontramos en ciertas irnplicaciones genera 
les en iconomia y, posiblemente, que la estimación de espectros de 
potemía por sí solos no serán una récnica eficaz. Debido a esto, pen- 
samos en las métodos de espectros mutuos o cruzados como en los 
niás importantes y eficaces a la hora de explicar las relaciones entre 
ias variables ecanómicas. 

Sabemos que los métodos espectrales se nasan a l  la idea de des- 
componer un proceso estocástico en componentes ortogonales, cada una 
de las cuales va asociada a una frecuencia. Taí descompsició~n es 
siempre posible ,en el caso de procesos "estacionarios covariantes". 
El espectro de potencia recoge l a  contribución a la varianza t ~ t a l  
dei prcceso de las componentes que pertenecen a una determinada 
banda de frecuencia. 

Ea muy importanhe tener presente que los métodos espectrales no 
xquieren la especificación de un ,modelo, sino que se deducen directa- 
mente de la hipótesis de estacionaridad. 

Si observamos los gráficos de los espectros de potmencia, podernos 
saczr la conclusión de que las componentes de frecwencias bajas tienen 
gran importancia. 

La mayoria de las series cronológicas econGinicas conrienen ini- 

portantes tendencias en  media (1) ,  y son tales tendencias las que aumen- 

tan el valor del espectro de potencia en las frecuencias bajas. Y po- 
dria pensarse que la forma típica d,el espectro fuera debida en su mayor 
parte a la existencia de tales tendencias. La definición que utilizamos 
de te~dencia en media no nos resuelve el problema que nos plantea- 
mos, porque, si se estima dimctamente el espectro de una serie que 
cont,enga una tendencia en media, la forma resultante será, casi iilva- 
riableimente, de forma tipica, que se debe a uiia característica del 
procedimiento de estimación, deno,minada en el capítulo anterior por 
"fuga". Si el rspectro real contiene un pi'co importante en cierta f r e  
cuencia, no sólo se incrementará el valor del espectro estimado en las 
bandas de frecuencia próximas, sino que hasta u11 3 por 100 del valor 

(1) Entendemos por " tendencia en media" aquella tendencia que comprende 
todas las componentes frecuenciales con una frecuencia igual o menor que S E h ,  

es decir, a todas las componentes con una longitud de onda igual o mayor que 
la longitud de la serie. 

Esta definición, aun siendo bastante arbitraria, es relativamente plecjsa e 
incluye la significación intuitiva de tendencia dada por la mayoría de los analis- 
tac de métodos de series cronoló~gicas, 



del pico podrá encontrarse en el valor estimado en otras bandas de 

O porceil- frecuencia próximas. Esta fuga, aunque representa un peque9 
taje del gran valor en el pico, puede, no obstante, introducir sesgos 

importantes en los estimadores del espectro d'e tales frecuencias. Dado 
que la componente que hemos denominado tendencia coiliribuirá gene- 
ra1,mente en mayor proporción a la varianza ,total cle la serie, el valor 

del espectro en la banda de frecuencia 
2 i11 

los desplazamientos o retardos utilizados en el procedimiento de esti- 
mación espectral, será grande y el efecto de Iuga sera respoilsaMe de 
que el espectro estimado vaya decreciendo rápida pero suavemente a 
través de las bandas de frecuencia próximas. 

Se deduce de aquí que, si se estima el espectro de potencia de 
una serie económica que contiene una tendencia iinportante, es de 
esperar, con casi completa seguridad, una estimación espectral de 
"forma típica". Lo que interesa de esta forma típica es la cuestión de 
si sigue siendo la misma o parecida, cuando se elimina la tendencia 
en media. Supongamos que la tendencia en media se elimina por medio 
de filtración (4 regresión. Se sabe que tales inétodos eliminarán la ten- 
dencia en media y que el espectro del residuo no presentará sesgo en 
casi ninguna frecuencia, excepto en el caso cle las muy bajas, que, en  
general, perderán potencia. En las investigaciones que se han hecho, 
se ha podido ver que el espectro de potencia del residuo es de la forma 
dibtijada en la figura 2.6; es decir, de la forma típica, aparte de la 
pérdida de potencia en las frecuencias bajas. 

Fig. '2.6. 



Aún más : i n d e p e . t t d i ~ n f e ~ ~ , ~ z ~ f ~  de la í0nLqtm-l dt? los datos dislhoni- 
bles, se encuentra el n~isrno contorno básico, siendo también indepen- 
diente de las dimensiones del punto de truncación utilizado en el prct- 
cedimiento de estimación o del método- utilizado para eliminar la ten- 
dencia. 

E.s posible que el contorno típico no alcance un  pico absoluto en 
alguna frecuencia muy baja, pero, si esto sucede, el pico debe encon- 
trarse en una frecuencia relativamente baja, ya que no se ha encon- 
trado prueba alguna de que exista un punto d,e inAexió.n en los estu- 
dios de series largas. 

Los estudiris en que se ha utilizado Ia técnica del pre-bla.nqueo, 
que hace djgminuir los sesgas debidos a la fuga, corroboran esta afir- 
mación; y lo mismo sucede con los análisis de datos que  110 contienen 
ninguna tendencia en media. 

La coilclusión, por tanto, es que el contorno espectral típico de una 
serie económica es como el de la figura 2.5, y que cualquier posible 
tendencia en media lo qu,e hará será precisamente, acentuar este con- 
torno. 

En hase a la afirmación anterior, se puede decir que las fluctua- 
ciones a largo plazo en las variables económicas, una vez descompues- 
tas en sus compoii~ntes frecuenciales, son tales que las amplitudes 
de las componentes disminuyen suavemente a medida que decrece el 
periodo (1). En  otras palabras, los sucesos que afectan a la economía 
durante un largo periodo san más importantes que los que afectan 
durante un período corto. Lo anterior nos indica que, en los espectros 
de potencia estimados, los picos que corresponden a las bandas im- 
portantes de irecuencia se juntan para formar una curva suave y 
continua. 

E1 ,espectro de patencia estimado tendrá en esencia el contorno co- 
rrecto, pero, por lo general, contendrá también cierto numero de altos 
y bajos distribuidos a lo largo del auténtico contorno espectral. Cna 
~niiestra diferente del mismo proceso daría lugar a un espectro esti- 
mado similar, pero con los altos y baios situados en frecuencias dife- 
rentes. Este "error muestral" podemos pensar que se debe al hecho 

(1) Esta ley indica que el espectro no se compone de una serie de picos de 
magnitud decreciente, que correswnden a cada uno de los ciclos anteriores, sino 
que es  más bien una curva suave y decreciente, sin altos significativos, que co- 

rriesponden a períodos mayores de doce meses. 



de qu'e las muestras son únicamente de íoiigitud finita. Los picos en- 
contrados en los espectros estimados no tisenen por qué ser significa~i. 
vos. Supongamo~s que la muestra es tal que el máximo más visible se 
enmcuentra en el espectro de potencia a x meses, por ejemplo; en taI 
caso, parece proba,ble que, si se examinan los datos. con intención de 
encont.rar un ciclo, el que se encuentre t,endrá un periodo de, aproxi- 
madamente, x meses. 

Se ha observado que se pueden encontrar pequeños picos similares 
en el logaritmo de series económicas, co,rno cotizaciones de bolsa, pro- 
ducción de hierro, etc. Para encontrar tales picos en e1 logaritmo de 
la serie, es necesario que contengan generalmente una tendencia im- 
por tante en varianza, cuyo efecto sera hacer bo,rroso cualquier pico 
pequeño en el espectro. La consideración del logaritmo de la serie, 
con tal que sea positivo, hace cambiar cualquier tendencia en varianza 
en tendencia en media, que puede eli,minarse por los método,s corrientes. 

E.1 hecha de que se dé el mismo pico en varias series, puede pare- 
cer que incrementa la significatividad estadística, pero, en r,ealidad, 
sólo es un reflejo de1 hecho de que la mayor parte de las series eco- 
n h i c a s  siguen las fluctuxiones a largo plazo de la economía en su  
conjunto. Encontrar tal pico en las series largas, puede indicar que 
ésta sea una. característica auténtica y permanente de la economía. 

2.4. APLICXCIÓN DEL ESPECTRO hlUTCTO O CRLZADO EN ECONOMÍA 

Comenzanios por dar unas definiciones que utilizatnos a con% 
nuación . 

Consideradas dos series {Xt) e (Yt} y descompuestas cada una 
de ellas en componentes Xit(X) e Ylt(X), si fueran estacionarias, Xit(x, 
e Yjt(hj estarían incorreladas, La posible ~o~rrelación entre las dos 
series sería debida a la que pudiera existir entre las componentes de 
frecuencias correspondientes, es decir, entre X1t(X) e Yit(A). Las co- 
rrelaciones entre pares de series cronológicas, no tienen por qué  ser 
independientes de la frecuencia y par tal causa no hay razón para que 
dos componentes a largo plazo, estén igualmente corr'eladas que dos 
componentes a corto plazo. 

Se denomina "coherencia" entre dos series cronológicas (Xt) e 
(Yt) en una frecuencia 1, a la medida del cuadrado de la currelación 



de las amplitudes de frecuencia A y viene dada por la función real de 
frecuencia ( 1 )  

lejpectro mutuo o cruzado de X con Y[' 

(espectro: de X) (espectro de Y )  

Consid,erado cualquier 'par de bandas de frecuencia, una de ellas 
puede estar retardada co,n relacibn a la otra, pero este retardo no 
tiene por qué ser independiente d,e la frecuencia, ya que si una serie 
económica está explícitamente retardada con respecto a otra serie eco- 
nómica, el retardo que afecte a las co,mpunentes de. baja frecuencia (es 
decir, a largo plazo) será mayor que el retardo que afecta a las com- 
ponentes de alta frecuencia (a corto plazo). Este ferhmeno se repre- 
senta por el llamado "diagrama fase". Por medio de este procedimien- 
to, se pueden dseterminar rela.ciolnes entre series econbmicas. un tanto 
complejas y tomar decisiones respecto a ellas. 

La "Influencia" entre los espectros de potencia de dos series eco- 
nómicas, se puede considerar como el valor a-bsoluto del coeficiente 
de regresión complejo a cada frecuencia. 

Como sabemos, el espectro mutuo o cruzado, nos permite detemi- 
nar la relaci8n entre dos series económicas en términos de frecuencia. 
Se determina por una es@e de promedio ,temporal de todos los da 
tos utili7~d0.s para la estimac%n. Ante una mutación estructural de 
la economía, lo que implica un posible cambio de la reIació,n existente 
entre las varia,bles, cabe preguntarse si eI espectro mutuo o cruzado 
estimado de esta forma puede t,ener una significación impor,tant,e. Esta 
duda queda aclarada, ya que si tenemos datos suficientes, podemos 
considerar una sucesión de subperiodos ,de observacih y por un pro- 
medio m&iI aplicado a los datos de  éstos, se puede determinar una 
sucesió,n de es.pectros mutuos o cruzados de forma con.tinua. La va- 
riación de los espectros así obtenidos nos revdaria la m,utacibn es- 
tructural. Por otra parte, si no se pudiera formar la sucesión de sub  
periodos, el espectro mutuo o cruzado rderido al período total seria 
plenamente significativo siempre que la coherencia fuera lo suficien- 
temente alta. 

Creemos que se debe utilizar para la ectimaci& la ventana de 
Parnen j7 un filtro lineal apropiado  ara cada tipo de serie, va  que 

- 

(1) Spectml Anabsis of Time Sevies (Edited by B. Harris) . John Willey, 1967. 



eii teoría todo filtro lineal es un operador identidad respecto a la 
coherencia, diferencia de iase e inducción. 

Suponemos que seria de interes la aplicación dmel análisis espectral 
mutuo o cruzado en los casos siguientes: 
- Esti,mación de la coherencia y diagramas fase entre los divmer- 

>os ítidices de precios. E n  base a estudios de este tipo se sabe que es 

grande la cohereiicia existente entre los. índices de precios de fabrica- 
ción e índices de precios de transporte y la coherencia es moderada 
entre los indices de precios de transporte y minería, así como entre 
iali'ricación y minería. 
- Estimación de la coherencia entre la serie de los tantos de vac 

riación inensual monetaria y la serie de los tantas de variación mensual 
del papel comercial. 
- listiniación de la coherencia entre la serie de los tantos de va- 

riación de los salarios y la serie de los tantos de variación de la pro- 
duccisn, 
- Estimación de las diferencias de fase entre la serie del ahorro 

anual real y la serie de inversiíin anual real. 
- EstimaciGi~ cle la coherencia y diferencia de fase entre las ce- 

rjes de consumo anual y renta nacional anual, 
- Estimación de la coherencia y diferencia de iase entre las se- 

~ i e s  de gasto público anual e ingreso público anual. 
- Estimación de la coherencia y diferencia de fase entre la serie 

de Balanza Comercial y la serie que expresa la re!aci& real de inter- 
cambio. 

En alguno de los casos sugeridos anteriormente se puede presen- 
tar el problema de que el estimador de la coherencia proporcione un 
valor negativo o lnayor que la unidad, en cuyo dominio dicha función 
no está definida, esto es debido a que una de las dos series en estudio 
tiene muy poca potencia en la banda de irecuencia que se considera. 
En tales casos, se debe considerar que la coherencia es nula, excep;to 
en el caso de que siendo la coherencia superior a 1 , ninguna de las 
potencias espectrales sea d: spreciable, y entonces se conviene en igua- 
lar la coherencia a la unidad. 

Finalmente diremos, que procede contrastar los resultados obteni- 
dos al estudiar las series económicas por medio del modelo llamado 
"camino aleatorio" con respecto a los resultados que se obtuvieran 
utilizando el análisis espectral, mediante uso adecuado del análisis es- 
pectral mutuo o cruzado entre ambos resultados. Entonces, si la co- 
herencia se aproximara a la unidad, significaría que el resiiltado oht'e- 
nido mediante el modelo "camino aleatorin" era rfpresentativo. 



CAPITULO 111 

Las propiedades muestrales del co:-relograiria ysesciitan problemas 
inmanejablea, debido a la correlación entre los evtimadores. Esta co- 
rrelación depende de la naturaleza del proceso estocastico mismo y,  
por tanto, es dificil o, tener inferericias del correlograna estimado, 
cuyas propiedades sólo se simplifican asii l tóti~aine~te.  Por  el contrario, 
las propiedades muestrales del c-spectro estimado sotn simples y es 
relativamente fácil deducir estimadores espectrales independientes. Tal 
ventaja del espectro estimado 110s permite, al utilizarlo, deducir iilie- 
rencias más representativas respecto al proceso siibyaceiite que si eiii- 
pleáranlos el correlograma. Respecto a la precisión de la media mues- 
tral, se ha visto que es una parte del atizílisis espectral que resuelve, 
al menos parcialmente, la cuestión de medir la estabilidad de este pro- 
medio muestral. 

Existen principalmente cinco tipos de espectros : 

1) Espectros de ima  varia!de. 
7) Espectros nlutuoa o cruzados. 
3) Espectros de orden superior. 

4) Espectros iniíltiples y parciales, y 
5 )  Espectros de procesos puntuales, 

de los que heiiios estudiado y aplicado los dos primeros, por ser de 
mayor interés práctico e11 econoinia. Los espectros de mayor orden, 
sugeridos por J. 137. Tuckey, pueden obtenerse mediante la descompo- 
sición de los momentos de mayor orden y no de la varianza, El más 
iniportanie de  los mismos es el bi-esfvctro, que resulta de una descom- 
posición del momento de tercer orden. El bi-espectro es íitll en el 
análisis de series cronológicas que ron gmeradas por planes no linea- 
les y cuyos espectros no son: por ello, fáciles de interpretar. Los espec- 
tros parciales y múltiples pueden aplicarse a la investigación de las 
relaciones de regresión de frecuencia entre una salida y varias entra- 



das, de la rnim~a forma que los ~o~eficientes de  regresión múltiple 
ordinaria y parcial. 

El análisis espectral se utiliza, principalmente en estas dos áreas : 
para 

1 )  sugerir modelos significativos de series cronológicas. 
3) diseiíar sistsemas lineales. 

En el primer caso, el análisis espectral es acoesejable cuando hay 
presencia de picos; asimismo, en la variación de espectros con varia- 
bles, de una serie con respecto a otra ; cuando existan causas que den 
lugar a oscilaciones de alta frecuencia en el sistema económico com- 
pletamente diferentes de las que produc,en oscilaciones de frecuencia 
baja, y sea preciso aplicar filtros digitales : en el empleo de bi-espectros 
para investigar rnecanismo,~ no lineales.. . 

En el segundo caco, la re1aci.ó.n básica 

nos indica que, si la ,entrada en un sistema lineaI tiene como densidad 
espectral f,,(Xj ,entonces, la salida del sistema tiene un espectro que 
se obtiene multiplicando el espectro de entrada por un factor propor- 
cional al cuadrado de la iiifluencia del sistema. Lo dicho se puede utili- 
zar cuando sea necesaria 12 elección de ,Grn(h) para modificar 1&j, 
así como e n  el diseiío de experimentos, con el fin de escoger el 'mejor 
tamaño del bloque; en este último caso deberenms proceder de forma 
que la frecuencia de lz onda cuadrada corresponda a aquella frecuencia 
para la que la densidad espectral sea mínima. 

vn proklema práctico de con~iderab~le importancia que hemos visto 
puede tratarse por m'edio de las técnicas espectrales, es la apreciación 
cuantita,tiva de los efectos de un procedimiento de ajuste estacional. 
Conviene tener presente que el ajuste estaciona1 puede producir tres 
tipos de efectos, además de la eliminación de la estacionalidad, que con: 

1) eliminación de componentes que no son es:acionales,. 

2 )  introducción de componentes que no son estacionales, y- 

3) deformación de las relaciones temporales entre las series. 
Por 'el contrario, una de las mayores desventajas del andisis espec- 

tral es que se trata de una técnica no paramétrica. Es preciso estimar 
una función total o un conjunto muy grande, de parámetros, en lugar 
d,e un número pequefio de éstos, que es, justamente, la tkcnica usual 





Por  tal causa, ccmsideramos de un interés excepciona1 en econoti~ía, la 
técnica del preblanqueo. 

Además, se ha podido comprobar, tanto teórica como prácticamentr 
que al no cambiar rápidamente en el tiempo la estructura económica 
subyacente en la serie, los resultados obtenidos mediante e1 uso del 

análisis espectral son verdaderamente representativos, tanto en el es- 
tudio. de una serie económica, como en el de las relaciones entre pares 

dc series económicas. 
Entre las con~ponentec de frecuencias akas de las series cranológi- 

cas económicas que se han estudiado con éxito mediante las técnicas 
eapectrales son destacables las pro,drrcidas por estacionalidad. Loa mis- 
delos estacionales estmásticos. que cambian lentamente se revelan en 
el espectro de una serie cronológica. económica segun una serie de 

picos para ciertas frecuencias : la anchura de es,tos picos depende, esen- 

cialmente, de la regularidad del modelo estacional, siendo más estrechos 
y inás pronunciados cuanto más regular s . a  el modelo. 

La variación d,el espectro mutuo o cruzado que permite determinar 
la re!acióil entre dos series econ9,micas en términos de frecuencia, 
zpreciaclas a través de una sucesión de éstas, resultante de la ap l i~x ión  
a una sucesión de subperíodos de observación, nos revelaría una iiiu- 

tación estrtictural. Si tal sucesibn de sub-períodos de observación no 
existiera, el espectro mutuo referido. al período total seria significativo 
para una coherencia, suficientemente alta. 

Admemás, el espectro mutuo o cruzado puede servir como función de 
contraste de la interpretxión del fenómeno económico, mediante el 
Ilaimaclo camino' aleatorio frente a la interpretacih del fenómeno ec:.i- 

riómico mediante el análisis espectral simple. 
Finalmente, diremos que en el análisis de cualquier &se de ope- 

ración de filtrado, ,tal como el ajuste estacional, se descubre que la 
función de respuesta de frecuencia estimada, deducida de los estima- 
dores del espectro de la serie original, y el espectro mutuo ,entre la 
serie original y la ajustada estacionalmente, proporcionan el método 
1115s Útil de análisis en economia. 



A P E N D I C E  

TEORIA MATEMATICA PARA EL AN ALISIS 

DE 

SERTES ,CRONOLO,GICAS 

Vamos a cmsigerar 10s distintos aspectos del diagrama vectov~ 
rotativo y su  representación espectral. 

Una sinusoide puede representarse por la proyección del vector- 
rotativo sobre el eje real y sobre el eje imaginario (fig. 1). 

Un vector de longitud r que gira con frecuencia angular (1) con$ 
tatite ?\a radianes/segundo puede ser interpretado en forma vectorial 
por el número campk jo : 

(1) EI parámetro X se denomina fvecuen.c.ia a r t g s l h ~  y es igual a la longitu~j 

recorrida alrededor de un círculo de radio unidad en la unidad de tiempo, 

6 



I 
I 
.l 

eje coseno 
R e d  ' 

Fig. 1. 

Se denomina cowzponent.e en fa,se del vector a Ia p a c e  real r cos lo t 
y com+one&e en cmdratwa a la parte imaginaria r sen Lo t. 

Una sinusoide puede también representarse por medio de vectores 
conjugados. Por ejemplo, una onda coseno puede ser considerada como 
la resultante de dos vectores conjugados de magnitudes r/2 que giran 
en direcciones opuestas con frecuencia angular constante 2 A, (figu- 
ra 2). 

Fig. 2. 

De forma análoga, ?ara el ceno tendríamos 



como indicamos en la figura 3, resultando asi co,mo componente en 
cuadratura r sen Aot .  

Fig. 3. 

Otra de las formas de representar el vector-rotativo es por medio 
de la característica f~ecwew-in-cvfectro, llevada en una perpendicular al 
eje de frecuencia. En los casos sinusoidalles mencionados anteriormen- 
te, su representación gráfica vendría dada por dos líneas espectrales, 
de forma como se indica en las figuras 4 y 5 respectivamente. 

Fig. 4.-Representación espectral 
de la función r cos Xot.  

Fig. 5.-Representación ecpectr~l 

de la función r sen l o t .  



De acuerdo con la figura 4, vemos que la representación asociada 
a la fuiición r cos )r,t consta de un par siinétrico, respecto del eje O Y, 
de líneas espectrales correspondientes a las Irectiencias = 5 X,, 
con amplitucles iguales a r / l .  La representación asociada a la función 
r sen k,t (fig. 5 )  consta de un par antisimétrico respecto del origen 
de líneas espectra!es correspondiei-ites a las frecuencias h = - 1, 
con una amplitud r/2. 

Podríamos generalizar lo dicho anteriorineiite al caso del espectro 
de una función formada por suma de cierto número de siilusoides 

rl cos kit + r2 cos X2t + ... . Si las componetites son funciones 
coseno', el espectro, figura 6, es simétrico respecto a OL'. E,ii el ca50 

componente seno es antisimétrico y SU representación será del tipo 
representado en la figura 7 .  

Fig, 6.-Representación del espectro 

h=i  



Fig. 7.-liepresentación del espectro r, sen Xht. c 
h=l  

Si la frinción periódica de tiempo f(t) satisface las condiciones de 
Dirichlet siguientes : 

l .  i(t) = i(t + T), es decir, f(t) es una función periódica. 
2. f!t) solan~ente puede telier un número finito de discontinuida- 

des, verificándose 

3uecle representarse en el dominio de las frecuencias por infinitas com- 
sonentes sinusoidales que constituyen la llamarla serie de Fourier de 
!a fxnción f!t! 

f(t) = + (o,, eoc n ~ , t  + b, sen n ~ , t )  V I  
n r l  



donde 

A. = - 2.?c es la frecuencia angular fundamental. 
T 

Al dar en la [4.5] el valor n ,= O, se deduce que 

La amplitud y fase d,e las componentes de frecuencia vienen dadas 
por desarrollos en serie de Fourier de la función f(t). Para calcular los 
coeficientes aa y b, por ser i(t) periódica, es lo mismo integrar en el 

T T 
periodo (- - -- ) que en cualquier otro (t., tu + S). 

2 '  2 
Podemos expresar la función f(t) en suma de arrn6nicos. *Operando 

en la relación [4] ,  obtenemos 

donde 

En el caso particular de que la iunciún f(t} sea par o impar, las 
expresiones del tipo [4] quedan reducidas a una de cosmos o senos 
respectivamente, 



También pueden represeiitarse las series de Fourier como suma de 
exponenciales : 

= c, + 2 1c.1 cos (n ~ , t  - @,A 

donde 

1 - 
C A n  = - 

2 ( - i b - c (complejo conjugadoj 

ya que 

= T 1 f(t> coc (-n X,t)dt = a, 

por ser par la función [cos n X,t] ; y 

b-, = - 
T I f(t) sen (-n X,t)dt = 

por ser impar !a función [sen n X,t] ; entonces 

para 
, - 
L ,, . 
!%, , 

n = O , - t -  1 , - + 2 , & 3  ,... 
El c, dado por la expresión [9] en general será complejo y se 

llama transfovurza,da de Fourier de la función f(t). 

a0 E1 Co = - 
2 

es e1 valor medio de f(t) en el periodo T. 



La ainplitud del espectro de las coinpoiientes de frecuencias viene 
dada por 

y la fase por 

La solución principal de la i u n c i h  periódica i(t) se puede obtener' 
de la forma siguiente : 

Esta expresión puede calcularse, teniendo en cuenta la [9] 



El Teoreiziz de Paraeval, expresado por la relación [13] nos dice 
que el m i o ~  pvincigal d e  mas sumu de sinusoiddes dz jveczcencies dife- 
?,mies es indeperddzenbe d p  su. rí1aci~U.11 jase, y esfb deternzinacia solamesz- 
ic pür !os vdoves principa.les de ¿os amtó.nicos. Esto nos indica que la 
potencia media total P, en una iuiicióii periódica es igual a la suma 
de :as poteilciás r-isuciada.~ a las cuinponeiit,es de Fourier individuales. 

-4 coiitinuación, citamos algunos ejemplos, que nos interesan, de 
la aplicación de las series de Fourier al análisis de las ondas yerió- 
clicas. 

La representación de la onda cuadrada de forma siinétrjca sera del 
ti?<> indicado en la fi,gura 8, s i  se toma como origen el centro de la 
onda. La fimción correspondiente es par, 

7- ' rig. 8,Representacjón de la onda cuadrada de forma simétrica. 



Por ser la función f(t) par, y nulo su valo,r medio, las b n son nulas 
y a. = 0. 

Veamos que, en tales casos, las series representantes de f(t) se re- 
ducen a series cosenos. 

En fecto, 

2 1"' 
T (-1) cos n Xot dt + - T 

(+l )  cos n X o t  dt + 

4 nn - - - sen - 
nx 2 

y los a, serán 

( 0  para n par 

para n = 1 ,  5 ,  9, ... 
4 -- para n = 3,  7,  11, ... 

ncTi 



9 1 

Así, resultará para la f(t) la expresión siguiente : 

4 1 
f(t) = -[COI h,r - - 1 

3 
cos 3 A o t  + - 

5 
cos 5 X,t - ... 

7C 1 

Eligiendo convenientemente la situación del origen, la representa- 
ción vendría dada por la figura 9. 

Fig. 9.  

Puesto que la funci,ón f(t) es par, los bn son nulos ; y, por ser nulo 
el valor medio de f(t), el a. = O. Los o, vendrán dados por 

a, = 2 ( ' qt)  cor n h0t ot 
T 



- - 16 4 
t cos n A,t dt = - ( 1  - cos m j  

x2n2 
o 

Si damos valores a 11, ~b~servamos que la expresión anterior toma 
la iorma. 

11 impar 

n par 

y la I(t) vendrá dada por 

4.3. Cowdnción, .4 .tr tocurre2ac.ión y Co~relación ilfutun de Funciones 
Periódicas 

Consideremos las iunciones periodicas f,(t) y f2(t) de período T, 
y sus transformadas de Fourier (C,), y (C,I2 respectivamente. Enton. 
cec, se verificará 

donde 



Fi jéinoilos ahora en la expresión 

donde z representa un desplazamiento temporal continuo en el inter- 
valo (- a, a), independiente de t. La expresión R,:, de [ 19.1 es de 
especial interés en el estudio dmel análisis armónico y recibe el nombre 
de Fzinción dz Cm-uelacidn mutua de las funciones f,(t),  f2(t). 

El teormm de cowelnción para furiciones periódicas nos dice que la 
traniioriiiada Fourier dc K,, jr) es (ci, (c) donde por de- 
sigiia~iiob la cunj ugada de ( C I ~ ) ~ ,  

Ln electo, 

Por otra parte, al ser 

resulta que la función 



es una funciiin periódica de periodo S y con espectro dado por la [ 2 1 1, 
es decir, 191, 

La relación de Parseval se puede obtener haciendo en [ 191 

y, si luego hacemos -i = O, la [24] se co,nvierte en 

La expresión particular que hemos obtenido en [S41 se llama fuit- 
ción de autocon-elación de i(t) y se denota R&) 

El t eore im dt? a.titocorre2ación para funciones perió,dicas nos dice que 
la fzfinción de aufocovrclaci~n y la potencia del espectro de una fu.aúción 
perGdica son zdn par de t~~ansfornzadas de Fowier .  Pues, segiin nos indi- 
can lac relaciones [26) y [ 2 / ] ,  obtenidas al llamar Cll(nho) a !a 

potencia del espectro 'Cn de la 24 tenemos 

e, inversamente, 



De la (241, se deduce: que Ia función de autocorrelación R,,(T) es 
una función par respecto a 2, es decir, 

lo que nos indica que la serie de Fourier que la representa es una serie 
de cosenos : 

Analogamente, de la definicibn de función de correlación mutua en- 
tre fi(t) y f2(t), se deduce, invirtiendo el orden de las funciones f,(t) 

Y fl(9 

Luego 

Por ser R12(z) una funcibn peri,ódica de la misma frecuencia funda- 
mental que fi(t) y fe(t) ocurre que 



Por  otra parte, 

Lúts parejas [34], [ 3 5 ]  1361, [37j son pares de transformaclas de 
Fourier para la correlación mutuz de dos funciones periódicas de la 
misma frecuencia fundamental. 

Como generalización de la serie de Fourier, en los anáiisis de sis- 
temas lineales se utiliza la integral de Fourier, 

Dada la funciói: de variable real t 

que satisface la condición 

se llama transformada de Fourier de f(t), y se designa por F@), a 
la f u n c i h  definida por 



Para que esta definicibn tenga sentido, se precisa que la integral 
sea convergente. 

Se prueba Iácilmente que, para las funciones f(t) peribdicas, la in- 
tegral [38] es divergente, y realmente no tienen transformada Fou- 
rier, pero se generaIiza la definición, conservando la misma fórmula 
de definición [38]. 

Mediante la función " Imbl so  de Dirac" se llega a una definición 
generalizada de la que se hablará posteriormente. 

Fácilmente se deduce que entre f(t) y F(iA) se verifica 

La función F(iX) se llama transformada de Fourier de i(t) y f(t) 
transformada inversa de Fourier de F(iX). 

En un sistema físico, la f(t) es una función del tiempo real, y F(ih) 
es, en general, una funcibn de variable compleja y pued,e expresarse de 
la forma siguiente : 

donde 

= arc tg es la fase espectral 
4 4  

En aIgunas ocasiones, las ecuaciones [3$] y [39) se expresan en 
forma simétrica del modo siguiente: 



El par de transformaciones de Fourjer 1381 y [39] se p ~ ~ e d e  tam- 

bién expresar así : 

f(t) [cos ht -- i sen ~ t ]  clt í411 

Al identificar en estas ecuaciones partes reales e imaginarias, obte 
nemos : 

Por ser par la función coseno e impar la función seno, se verifica 

Así pues, para f(t) v e d  la a@) es par :  la b(A) es impar; y,  además, 



La ecuación [33] en tal caso se convierte er, 

I 
f(rj = - 1 [ a ( i )  coi ~t - b(hj ren ~ t ]  d~ 27~: 

- - 1 -- [a(h)  cor ht - h(i) sen i t j  c i i  
3T 

Si la fuiu5Úil I(t) fuera par, de las ecuaciones 14.451 a j 4.471 obten- 
ch-iamos 

Es decir, la transiorniacla compleja se reduce a una iuiición reaI 
de i. 

Si la función f(t) fuera impav, tendriarnos 

1 
ia,..(ti = - - 1 b ~ . )  ren ht c l i  

7C 

o sea : la tranc,formada F(iA) se convierte en imaginaria pura. 

Variios a estudiar algunos teoremas de !as fuiicioties 



y su significación física. 

Si F,(ik) y F,jik) son las transformadas de Fourier de f,(t) y hit) 
respectivamente, entonces 

relación que nos indica que el espgctro de la wma de dos ondas es igual 
a la; sztma de sus espectros indizricdtmles. 

entonces 

En efecto : 



En el aspecto fisico, nos indica que, s i  d espmtro se ntudifica debido 
a una entrada eiat0, entonces la función de fialnpo correspo~&ente es 
p,ertwblada en to ( 1 ) .  

entonces 

F(ih -t A,) = F 521 

'Como consecuencia de la 14.521 se obtiemn las siguientes transfor- 
madas de Fourier 

-- 

(1) Nos referimos a la entrada a un sistema, entendiendo por tal, un con- 
junto dinámico; es decir, susceptible de evolución o modificación, compuesto de 
partes, sometido a una situación donde recibe estimulaciones o "entradas" del 

sistema (inputs) y emite respuesta o "salidas" ( o u ~ u t s )  a estas estimulaciories. 
En  cada instante, un sistema está caracterizado por su estado, es decir, el con- 
junto de entradas y salidas en ese instante. Véase figura adjunta: 

Entradas 1 - 

Salidas 



Es decir, si. e2 espe'ctro de f(t) es F(iA), entonces el espectro de 
F(+ t )  es 2 x f ( ~  iX) ; J ,  si la sef id  &- F(BA) es f(tj,  c~~donccs  la sefial 

1 
de f ( f  iA)  es (T n )  F ( r  t). 

Teniendo en ciienta la definición de trai-isformacla de Foui-ier , se 

deduce fáciln~ente 

Vamos a citar unos ejemplos con el fin de ilustrar Ia ;~plicación de 
las tra-nsfo~madas d,e Fourier y llevar a cabo las representaciones 
g-áficas correspondjentes en el dominio, tiempo y frecuencia respecti- 
vamente. 

A) Conieiizainos con la llamada selSol vec tangular . 

La señal rectangular viene definida de la iorma siguiente : 

V - zJ2  < t < + 2/2 
f(t) = 

O en otro caso 



Las figuras 10 y 1 1  son representación de la seña1 rectangula~ 
y de su espectro, respectivamente. 

Fig. 10. Fig. 11. 

En este caso, se verifica 

La función escalón se define así 



Debido a que esta Iunci,ón no satkface la condicien de Diriclilet 

calcularemos primero el espectro frecuencia para 

O < t < S  
en otro caso 

y después la aproxiinaremos a 
crezca indefinidamente : 

la funcibn escalón, haciendo que T 

Por tanto, 

La forma general para el caso de una variable es 



donde, haciendo el cambio 

tenemos 

De aqui s,e deduce que el espectro de una función de tiempo ga~~ssia- 
r;a es una funci6n de frecuencia, pero, dada la situación en  que se en- 
cuentra el o2 en cada una de las iunciones, resulta que a una función 
de tiempo es,trecha f(t) le corresponde un espectro ancho. Para el caso 
límite en que a tienda a cero, la f(t) tiende a la Función Delta o Impul- 
PO, es decir, 

5 .  G enemlidades sobre procesos &ocásticos 

E n  este apartado, descri,biremos brevemente la teoría de las Iuncio- 
nes aleatorias estacionarias y daremos algunos ejemplos ,en los que se 
hace patente la simplicidad que la función de densidad espectral ofrece 
para la caracterización de los procesos estocásticos. 



El Cálculo de Prohabilidades estudia variables aleatorias de i-iUme- 
ro finito de dimensiones. Los modelos obtenidos a partir del cálculo 
de Probabilidades clásico no permitían estudiar ciertos fenómenos de 
características dinámicas, tales como la evolución aleatoria de un siste- 
ma en el transcurso del t i e m p .  Por ejemplo, en un almacén de ventas, 
la evolucibn del i-iúmero de clientes presentes en el almacéii en un de- 
terminado intervalo de tiempo, o las cantidades cle agua de un río en 
el curso de un día, etc. 

E n  cada uno de los ejemplo's citados. anteriormente, se está en pre- 
sencia de un sistma que evoluciona ,en el tiempo de forma aleatoria; 
lo que quiere decir que el cisterna está en cada instante en un ci,erto 
estaldo y que la sucesión de estados tomados por ,el sistema y señalados 
sobre una escala de tiempos cronológicainente está descrita por una ley 
de probabilidad. Los inocielos n~atemáticos asociados a tales Ienómenos 
se llaman procesos estocásticos. La definición en probaYilidad y el es- 

tudio de estos modelos se enfrentan con nuiilerosas y muy serias difi- 
cultades tdr icas  y prácticas. 

Definimos un PYOCCSO esio~(ts t ico (X(t), ~ E T )  como una I'arnilia de 
variables aleatorias indizadas, con un parán-ietro continuo t que toma 
todos los valores del coi~junto T. Pa ra  iluestrm  propósito^ vanios a 

considerar que t representa el tiempo. 
Una serie cro~zoló~ica puede venir clefinida como el comportamiento 

observado de un proceso estocástico durante un intervalo de tiempo 
arbitrario. 

Denominairnos vea-lisuciones a las líneas que se obtienen de ubservar 

los correspondientes procesos estocásticos, constituidas por observacio- 
nes ordenadas cronológica~nent~ y registradas en intervalos de tiempo 

de forma continua o discreta. 
Uno cle los objetivos del estudio de las series cronológicas cs la 

predicción del futuro basada en el conocimiento completo del sistema 
y en el conocimietito parcia] o total del pasado cle una serie cronolcígica ; 
en otros cacos, la meta puede ser el control de una serie en la extensión 
que la estructura de probabiIidad permita, en base a una cantidad lirrii- 
tada de informacióii, coino la que proporciona una serie cronológica 
de longitud finita; se necesita hacer inferencias en base al mecanismo 
de probabilidad que produce la serie y ,  hego, analizar su e s t r r ~ ~ u r a  
Iundameiltal. 



Generalmente, para dominio de T se torna el conjunto de los núme- 
ros reales - m < t < m y, en tal caso, a la función aleatoria X,(t) 
la llamaremos p-voceso estocástko; en los casos en que T comprenda 
solamente a los números enteros p~~sitivos y negativos, a la { X ( t ) }  la 
llamaremos sucesión sstocásfica. 

En Ia teoría de los procesos estocasticos, podernos considerar dos 
clases muy generales de procesos: los estacionarios y los evolutivos. 
Tntuitivamente, un proceso estacionario es. aquel cuia  distribución per- 
manece Ia misma al variar el tiempo, deb,ido a que el mecanismo alea- 
torio que produce el proceso no. cambia, al cambiar el tiempo, L n  pro- 
ceso evolutivo es el no estacionario, 

Para establecer una definición más formal de estacionaridad, iii- 
troducirnos la noción cle conjunto índice lineal. 

Un conjunto índice T se llama. lineal si tiene la propiedad dc que 
la suma t + 2, de todo par de elfementas t y 7; de T, tainbiéíí perte- 
necen a T. 

Un proceso estocástico {X(t), ~ET),  cuyo conjunto índice T es li- 
neal, es 

1 j estrictaniente estacionario de orden K, donde K es un entero 
positivo dado, si para todo grupo de .K puntos t,, t,, . . . tk petene- 
cientes a T, y todo ZET, los vectores aleatorios K-diinensionalec 

están idénticamente distri~buidos. 

2 )  estrictamente estacionario si para todo entero K es estricta- 
mente estacionario de orden K. 

#e mate- El estudio de los procesos estrictamente estacionarios exi, 
máticas sofisticadas, y su interks práctico es mucho menor que el de 
10s que definimos a continuación. 

Un proceso estocástico {X(t), teT) se llama estacionario covariante, 
débilmente estacionario o estacionario de segundo orden, si posee 1110- 

mentos de segundo arden finitos, su conjunto índice T es lineal, la 
covarianza d(t,, t2) es función únicamente de la diferencia absoluta 
Itl - t21 y si coincide con la función Kl1(.c), llamada función de 

autocorrelación de {X(t)) 



El analista rara vez conoce la función de distribución de probabili- 
dad conjunta que caracteriza al proceso. Por ello, centra su atención 
frecuentemente ,en 1- procesos estwkticos estacionarios covariantes, 
tipo de proceso al que se exige un número de requisitos muy inferior 
que a los procesos estacionarios en sentido estricto y que suministran 
la información por medio de una dependencia lineal. 

Si consideramos el proceso estocástico covariante con media cero 
y varianza a2, los momentos de segundo orden constituyen la llamada 
ficnción de aufocowelmión. 

pues se veri,fica 

Y, por tanto, 

donde la función p(7) ó coeficiente de awtocorrelación nos mide la de 
pendencia lineal del proceso {X(t)) y su pasado. 

Los momentos de segundo orden se expresan bajo las formas si- 
guientes : 



donde la [60] nos da los momentos de segundo orden en func@n 
de 10 probabilidad conjunta.; la [6I 1, en términos de las denomina- 
das medias iase; y la [62], en funci6n de las medias temporales 

1 
R(T) = lim - X(t), X(t + T) dt [w 

Cuando en los procesos estocásticoc covariantec se verifica : 

las medias temporales convergen en probabilidad a las medias fase. 
La función 

se denomina fuw& de caelacádn mutua entre los procesos {x,(t)] 
Y V 4 ) .  
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