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Andlisis espectral de series temporales
en economia

Por Jurio GARCIA-VILLALON

Este trabajo es, en reswumen, una tesis doctoral
defendida en la Facuitod de Ciencias Politicas, Eco-
nomicas y Comerciales, de la Universidad de Madrid.
Fue airigida por el Dr. Antonio Lasheras-Sanz, a
quien quisiera expresar un profundo agradecimicnto
por su gran ayuda.

Quisiera tambien dar las gracias a los serores doc-
tores Angel Vegas Péres, Gonzalo Arndiz Vellando,
Antonio Ferndndez de Troconiz, Angel Alcaide In-
chausti y Fos¢ Castasieda Chornet. guienes en una
u otra forma contribuyeron a este trabajo.

I. INTRODUCCION

El analisis de series cronologicas (1) es de gran interés en diversos
campos, entre los que podemos citar la Economia, la Ingenieria de
Telecomunicacidn, la Geofisica, etc. Los objetivos del analisis de las
series cronoldgicas varian segitn el campo elegido. Un objetivo puede

(1) Consideramos que es indiferente el empleo de la denominacién “series cro-
noldgicas™ o “series temporales™, si bien nosotros utilizaremos preferentemente la
primera.
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ser la prediccion del futuro, basada en el conocimiento completo de un
sisterna que evoluciona en el tiempo de forma aleatoria, v en el parcial
o total conocimiento del pasado de una serie cronolégica. En otros ca-
sos, puede pretenderse el control de una serie, en la medida que el
conccimiento probabilistico nos o permita. En base a una cantidad
limitada de informacidn, como la que suministra una serie cronolégica
de longitud finita, se trata, en general, de hacer inferencias apoyvadas
en la teoria de la probabilidad gue tiene su origen en la serie, para,
luego, analizar su estructura fundamental,

Durante mucho tiempo, los métodos utilizados para el analisis
estadistico de series cronoldégicas no han proporcionado gran satisfac-
cién. Han tenido poco interés practico; no se conocian con exactitud
las condiciones que habian de cumplirse para que fueran vilidos; en
2l aspecto matemdtico surgian grandes dificultades, a la vez que la
eficiencia y potencia de su analisis eran de pequefio alcance...

En las altimas décadas, la teoria del andlisis de series cronoldgicas
ha avanzado mucho, gracias al impacto que ha producido en los diver-
sos campos de aplicacién y a los avances de la moderna teoria de la
probabilidad.

Los progresos logrados en el terreno del analisis de series crono-
10gicas se han debido principalmente a:

1) TUn contacto real con las demandas practicas de empresas, in-
dustrias v organismos de todo tipo por parte de los analistas y proba-
bilistas, quienes han inventado, y deberan continuar haciéndolo, nuevas
clases de modelos estocésticos, hasados en suposiciones verdaderamente
reales,

2y Un fructifero desarrollo de mélodos estadisticos sencillos v
validos, con base en modelos apropiados, y

3) Las investigaciones tedricas basadas en un fundamento mate-
matice v rigurosamente logico.

Por nuestra parte, estudiamos el Analisis Espectral en el primer
capitulo. Comenzamos con unas Consideraciones Generales, nos exten-
demos en describir los Aspectos Estadisticos del Analisis Espectral
de una sola serie cronoldgica para referirnos al Awuic-espectro y de
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pares dc series para referirnos al Espectro Mutuo o Crusedo (1) v,
a continuacién, mencionamos las ventajas e inconvenientes de los di-
versos procedimientos de analisis de series cronologicas.

En el capitulo segundo hacemos Aplicacion del Andlisis Espectrai
a la Economia, Vemos, en primer lugar, los problemas que surgen en
la estimacion de espectros de series cronoldgicas econdmicas, y hace-
mos, después, referencia a la forma tipica del espectro de las mismas,
De todo elio deducimos que, en Economia, necesitamos utilizar el
Andlisis Espectral mutuo o cruzado, razon por la que también de
dicho estudio nos ocupamos.

Las Conclusiones, resultado logico de lo visto en los dos primeros
capitulos, figuran en el capitulo tercero,

En el Apéndice recogemos la sintesis de la teoria matematica que
se emplea en el estudio del Anélisis Espectral de series cronoldgicas,
y finalizamos ¢l trabajo registrando la uutrida Bibliografia que nos
ha documentado a lo largo del mismo,

(1) En general, la denominacién que se ha dado al tipo de espectro que surgs,
cuando se consideran un par de series cronoldgicas, es la de “cruzado™ o “trans-
versal”, Pero creemos es mas apropiada la de “espectro mutuo™, debida al Pro-
fesor Fernidndez de Trocéniz. Nosotros emplearemos “espectro mutuc” o “es-
pectro cruzado® indistintamente.
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CAPITULO PRIMERO

EL ANALISIS ESPECTRAL

1.}, COXSIDERACIONES GENERALES

Hzce ya casi veinte afios que Bartlett (M. S.) v Tuckey (J. W.)
introdujeron los métodos de estimacién espectral. A pzrtir de enton-
ces, no cesan de ampliarse de dia en dia las aplicaciones del andlisis
espectral, Concretamente, dentro del campo de la Economia, se estin
logrando grandes progresos; y de ahi nuestro interés por centrarnos
en esta materia,

El andalisis espectral ha encontrado algunos obstdciulos, tanto para
su divulgacién como para su aplicacidén, en los distintos campos en
que puede ser utilizado. En primer lngar, ha encontrado resistencia
por parte de los estadisticos, debido a la gran dificultad que ofrecen
al uso del término irecuencia; por otra parte, constituye otro obs-
taculo la gran complicacién matemdtica que se ha utilizado en todas
las investigaciones que se han publicado scbre el particular. Evidente-
mente, esto ha dado lugar a que se piense que el “‘analisis espectral”
es muy dificil de coniprender v de utilizar, lo que, en realidad, no es
cierto, pues los problemas que surgen en el andlisis espectral no son
mas dificiles que los que puedan surgir al estimar una funcién de
densidad de probabilidad, haciendo uso del histograma,

En términos generales, podemos definir el andlisis especiral como
el examen de una funcidn del tiempo, X(f), en términos de frecuencia,
El punto de partida en cualquier andlisis espectral es una funcidén del
tiempo, X(f), definida en 0 <t < 7. En general, X(¢) presentard
fluctuaciones con ciertas propiedades, Pues hen, a X(¢) se la lNama
serie cronolégica o ruido aleatorio, Por tanto, también se puede decir
gue el analisis espectral estadistico tiene por objeto la estimacidn del
“espectro” de las series cronoldgicas observadas.

Entendemos por “endlisis” de una serie cronoldgica, la estimacién
y reconstruccion de las propiedades del proceso generador de una
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muestra dada, Se usa el analisis para descubrir o indicar posibles leyes
a que las variables pueden obedecer, y permitir asi hacer predicciones.
Por tanto, tan pronto se haya hecho el analisis, lo que e] analista debe
intentar, es explicar las leyes y utilizarlas para predecir €l futuro.

Ll analisis espectral se ha desarrollado en base a la denominada
teoria del ruido. Se ha creido que la exposicién del analisis espectral
seria mas correcta en términos de “caja negra’ y ““filtro”’ pero nos-
otros pensamos que, cuando se trata de desarrollar una teoria de la
estimacion del espectro, se necesita tener en cuenta la teoria de la
aproximacién y la teoria estadistica. El problema que se presenta al
estimar el espectro es un case especial del problema. ; Como aproximar
mejor una funcidén, dados tnicamente sus M primeros coeficientes
Fourier?

Algunos autores denominan “solucion de covarianza” a la teoria
del andlisis espectral estadistico, pero mas generalmente, v nostoros
asi lo haremos, se denomina solucién espectral,

Hacemos estudio del analisis espectral de dos tipos. EI primero
surge cuando se hace referencia a una sola serie cronoldgica, en cuyo
caso surge el auto-espectro; v el segundo, cnando consideramos pares
de series cronoldgicas; en este tltimo caso, surge el espectro mutuo
o cruzado, Este dltimo se utiliza principalmente en FEconomia, para
estudiar las interacciones entre dos series cronnldgicas que surgen en
iguales condiciones, o en el caso de que una serie constituya la variable
independiente en una funcién de regresién dinamica v la otra serie la
variable dependiente,

La funcidn de autocorrelacidén muestral es una magnitud particu-
larmente dificil de interpretar, ya que tienden a ser grandes las auto-
correlaciones de variables proximas entre si, En tal situacion, puede
suceder que el uso de la funcién de autocorrelacién no sea el proce-
dimiento mas indicado para representar la realidad claramente, Las
soluciones posibles a este problema son:

a) Dar entrada a parametros, o

b) Estudiar las series cronoldgicas en el dominio de la frecuencia,

Con el fin de aclarar lo anteriormente dicho, consideremos una rea-
lizacion de M = 2m puntos muestrales y tratemos de ajustar una
regresién arménica a los datos utilizando una expresién del tipo:
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m—1

X = 0 + 2 (@5 cos Ajt 4 by sen Ajt) + @y cos Tt [1.1]
i=1

m—1
= a1 + 2 iy cos (At 4 @y5) - @4, cos W [1.2]
=1
siendo
27j ,
A = M ¢y = @ +Pb'iz'

by
®;; = arc tg (—- ! )

ay;
El parametro A se denomina frecuencia angular y es igual a la
longitud recorrida alrededor de un circulo de radio unidad en una
unidad de tiempo. Una oscilacion o fluctuacion alrededor de la media
de {X(t)}, puede describirse por su periodo T, que es el tiempo ne-
cesario para una oscilacién completa, la irecuencia v es el reciproco

o del periodo e igual al ndmero de oscilaciones por unidad de

tiempo,
Las observaciones vienen representadas por sinusoides cuyas fre-
. i . om .
cuencias son multiplos de la frecuencia fundamental — Denomi-
namos frecuencia fundamental a la frecuencia que corresponde a la
onda sinusoidal mas pequefla que puede ser ajustada a los datos y que
recutre un ciclo completo sobre la duracién de la realizacidn. Si, como

en general se hace, tomamos el intervalo muestral igual a Ja unidad,
2
T

la onda mis pequefia tiene periodo M y frecuencia M radianes

por unidad de tiempo. De forma andloga, la onda mas amplia corres-
ponde a un periodo de dos unidades y, por tanto, a la frecuencia
2 . . . , T I
=T radianes por unidad de tiempo, ¢ S = T ciclos por
unidad de tiempo.
por unidad de tiempo.

Si seguimos el primero de los dos procedimientos indicados ante-
riormente, la solucién del sistema de M ecuaciones con M incégnitas

nos da:



| M
Qyp = ;im = T s Xt [1.51J
L—i
a
1 .
tn = g ) D [13:)
t=1
M
2
0y = avE Z X1t COS At (1.4:]
=1
5 M
by = ~ 2 X1¢ Sen At [1.4,]
t=—1

La suma de cuadrados de las desviaciones respectu a la media
puede ser descompuesta en la forma

M m—1

S M . N )
Z (X2t — x1)* = —5 2 cii + M ain (1.5
t=1 - j=1

Suponiendo que no forma parte ning(n término armoénico y gue
los #y son independientes y normalmente distribuidos, se deduce gue
M

2

La contribucién a la varianza muestral del j-ésimo armdnico, viene

c3j se distribuye segin una ¥* con 2 g, l. (grados de libertad).

. l
dada por el término correspondiente 5 ¢%;. Operando, podemos
obtener la expresidn;
—1
L ch = 2z Z di1(T) cos A5 - 7T [1.6]
2 M ’
t=—m+1
donde
M—<
| -
dn(T) = N Z Xut Xy o [1.7]
t=—1

es el estimador muestral de la autocovarianza de desplazamientos T in-
correlados,
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L.a expresién [1.6] establece la relacién existente entre el dominio
irecuencia y tiempo, v nos indica que la varianza o potencia en la
j-ésima frecuencia puede escribirse como transformada coseno finita de
la funcién de autocovarianza.

Se denomina espectro de lineas Fourier a la representacién res-

pecto a 7, de >— €1, ¥ €s un método de andlisis interesante siem-

pre que el fenomeno que estudiemos sea periddico, Podria represen-

tarse —— c¢f; respecto a A;, donde las frecuencias A; fueran inde-

pendientes y no fueran armodnicos de cierta frecuencia fundamental;
en este caso, €l espectro de x4 se llama espectro de lineas.

Debido a que muchos fendmenos fisicos se interpretan mejor como
espectros en el campo continuo, en los que la potencia esta distribuida
sobre un intervalo continuo de frecuencias, vamos a suponer que la

potencia —— ci; se distribuye de forma uniforme sobre una banda
T ,
de anchura = X alrededor de );, La altura sobre la banda vendra

dada nor:

m—1
1
Huld) = M ¢y/4m = — Z du(t) cos At [1.8)

T=—m-+1

donde a H(Aj) se le debiera llamar frecuenciograme, pero mas gene-
ralmente se le conoce con el nomhre de periodograma. El periodograma,
como luego veremos, es la densidad espectral donde las autocorrela-
ciones estan reemplazadas por las covarianzas muestrales, Por tanto, el
espectro de lineas se reemplaza mediante el histogramo en el dominio
de frecuencia. Si los ¢ son observaciones de una serie cronoldgica
estacionaria, al aumentar indefinidamente el ndmero 17 de observacio-
nes, el histograma tiende a una curva continua que viene dada por:

+o00
& fn(N) = ~Tl Y Ru(z) cos Ac [19]

donde la funcién R,1(T) es la funcion de auntocovarianza,
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Si hacemos
Ria(T) -
—%r— = pu(t),
la expresidn [1.9} se convierte en

[e 0]

1 N

fa(d) = — | 142 2 01(%) cos A% [1.10]

T=1

dende f1:(A) recibe el nombre de funcion de densidad espectral de la
serie cronologica correspondiente,

En base a esto, la varianza o potencia se descompone de forma
continua

6 — ¢® f1:(A) dA [L11]

y, por tanto, c*{(A)dX puede ser considerada como la parte de la va-
rianza que se encuentra entre las frecuencias

e P

A continuacién, incluimos unas representaciones de una serie cro-
noldgica ¥ de sus funciones de autocorrelacién y de densidad espectral
(figs. 1.1 a 1.3).
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Fig, 1.2.—Funciones de autocorrelacién.
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Fig. 1,3.—Funciones de densidad espectral.
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Cuando se trate de series completamente oscilantes, €l espectro
tiene la mayor parte de su varianza concentrada en frecuencias altas,
como sucede en el caso que hemos representado, Por el contrario, si
las autocorrelaciones fueran grandes y positivas, la serie correspon-
diente seria bastante suavizada; este tipo de series se caracteriza por
un espectro en el que la mayor parte de la potencia ¢ varianza se
centra en las frecuencias bajas.

Por ejemplo, para describir el comportamiento de la longitud de
una cola por medio de su funcién de autocorrelacién, Morse subrayd
la importancia de la estructura de dependencia en el dominio tiempo
de un proceso estocistico v describidé las desviaciones para el caso de
llegadas Poisson, tiempo de servicio distribuido exponencialmente y
disciplina en cola “primer llegado, primer servido”. Sin embargo, con el
fin de conocer lo mejor posible el proceso, es conveniente conocer
cuduto tiempo duran las desviaciones y el valor numérico de sus mag-
nitudes relativas, La funcion de autocorrelacion v la de densidad es-
pectral son las funciones que nos pueden suministrar tal informacion,
La funcién de antocovarianza R;(T) de un proceso estacionario co-
variante puede ser expresada en términos de una transformada de
Fourier de una funcién real F(X) de la forma

Ru(t) = E[X(t) X(t + ‘c)]

= ¢ Pn(T)

= o cos At dF(R) [1.12]

donde la funcién F(X) del parametro A recibe el nombre de fumcion
de distribucion espectral. En el caso de que F(X) sea diferenciable,
existe una transformacion inversa tal que
[ o]
2¢?
6? f11(A) = —— ©1(T) cos AT dT, [1.13]

T
0

donde la juncion de densidad espectral f11(X), es la derivada de F(R),
Las dos expresiones anteriores [1.12] y [1.13] constituyen las rela-
ciones de Wiener-Khintchine,
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En el anilisis de los procesos estacionarios covariantes, juega un
papel muy importante la funcién de densidad fy,(A) por la iniormacién
que nos proporciona respecto a la composicion de la varianza o*, pues
oo
62 = ¢? f]l()\)dk

[y

v, segun se ha visto, se puede pensar que fi;;(A)dA es la contribu-
¢ion a la varianza ¢ de una pequefa banda de frecuencia angular igual
a dA. Segim la relacion anterior, podemos pensar que {X(f)} esta
integrado por un conjunto no numeral de componentes de frecuencia
independientes, cuya suma de variaciones cuadriticas medias consti-
tuye su varianza.

De forma analoga

F(ho) = f1a(A)dA [1.14]

Jvo

nos da la contribucidn relativa de las frecuencias angulares en el
intervalo [0, Xo] a la varianza de {X(¥)}. La expresién [I — F(X,)]
nos indica la contribucidn relativa a la varianza de las frecuencias an-
gulares mayores que Ag.

Si
27
To= Do’
se puede decir de la cantidad {! — F(X;)] que es la importancia re-

lativa de las oscilaciones o fluctuaciones con periodo T, & menor. En
ctras palabras, podemos hablar de la cantidad [1 — F(A,)] conside-
randnla como ‘la medida de la actividad que se lleva a cabo en el
proceso en un intervalo de tiempo 7, comparada con la actjvidad
total que tiene lugar en el proceso.

Observemos que el decrecimiento lento de 0.:(T) cuando T crece,
indica que el proceso estd muyv autocorrelado, Si pu(t) disminuye
lentamente, la densidad espectral tiene que decrecer rapidamente para
X creciente, va que la integral que forma parte de

co

6% pu(T) = &° cos At £, (A)dA [1.15]
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es una integral impropia, Esto nos indica que un proceso altamente
autocorrelado cousta, en primer lugar, de frecuencias bajas,

La forma de las curvas de autocorrelaciéon y de densidad espectral
nos indica la naturaleza de la autocorrelacion, pero también nos pa-
rece interesante describir la dependencia por medio de un simple ni-
mero, Para esto, consideramos un proceso hipotético compietamente
aucocorrelado en el intervalo [0, T%]| medido en unidades de tiempo,
v totalmente incorrelado fuera de ese intervaio. Es decir, se verifica

l 0Kt ¥ X
0 o< 1< o [1.16]

2 T 2 o0
fia(A) = g 1 +cos AT dT + TJ 0 s cos AT dx

2 sen Ax* -
T [1.17

De donde, para » = 0, se obriene
* — _f_f;.@’w [1.18]

-

FEvidentemente este caso considerado no se da en la practica, pues
no es fisicamente realizable. No otstante, el tiempo de correlacién T*
nos da alguna idea de la autocorrelacidn.

A continuzacidén, consideraremos unos ejemplos que nos ayudaran
a aclarar las relaciones entre £:.(T), f11(X) v T*.

Sea el proceso {X(t)} normal, con media cero, varianza &, y
funcion de autocorrelacidn (representada en la fig. 1.4
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Fig. 14.—Representacién de la funcién de autocorrelacién pi11(t) = e—=
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Fig. 1.2-—Representacién de la funcién de densidad espectral
2

(1 + x2)

fll(k) =
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Pu(f) =e™™ ’ O0<1T< ® [1.19}

La funcién de densidad espectral correspondiente sera

_ 2 (7
tll(l) = —TE—- pn(T) coSs J\‘C dz
]
2 oo
= — e~% cos AT dt
K
0
2
= — < A <
ESY 0 < A o (1.20]
(véase la fig. 1.5),
El tiempo de correlacién t* seria en este caso
; 7 111(0)
S A
=T
_ m2/n
o 2
=1 [1.21}

Observemos que, para un determinado valor de t, se verifica

pu(t) < t* =1 [1.22]
¥ que

ou(T*) = % ~ 0,368

Luego t* es el tiempo medio que ha de transcurrir para que la
desviacion media cuadritica del proceso consigo mismo presente una
desviacién de, aproximadamente, el 36,8 por 100,

La expresion de la funcién de densidad espectral [1.20] nos per-
mite ver que, para frecuencias atigulars A bastante mas pequefias
que |, la funcién de densidad espectral es relativamente plana.

El tiempo de correlacion T* nos sirve para caracterizar la autoco-
rrelacién por un simple nimero. Los distintos procesos pueden tener
funciones de autocorrelacién y funciones de densidad espectral dife-
rentes, y, por tanto, cada uno de sus tiempos de correlacién no pa-
recerian significar exactamente la misma clase de dependencia en el

3
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tiempo, Sin embargo, esto no siempre es verdad, como veremos mads
adelante,

Consideremos el proceso {X(t)} de media |, varianza ¢* y tiempo
de observaciéon [0, T]. Utilicemos como estimador de la media

T
: = TL J x()dt [1.23]

La varianza de la media muestral sera

Var (x) = E[x — p]?

r"l‘ AT ]
= %— {E[x(t) x| — pﬁ‘%dt ds
o0 v
nT T
2
= ;2 pll(t — S)dt dS
Ja O
a2 ” T
= = ( | — -T—) pu(t)dT [1.24]
Vo

Por otra parte, puesto que

fll()\) = “"12'_?"“[ p11<‘c) CcOos 11 d‘l:

y, para A = 0,

i,(0) = TJ pa{(T)dT, [1.25]

tendremos

Ci=S
!
85
—
s
—
A

— —T—') pu(T)dT =

T

T
. i
= lim j p(T)dT — lim - ton(t)dt = 7 f,(0) [1.26]
T 00
[1]

T 00
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de modo que

lim T Var(x) = & ¢ £1,(0) [1.27]

T oo

Denotando la varianza asintética de + por s y teniendo en cuenta
que

0
Tx = “—;()_ [1.28]
resultara
<k
§ = 2 o - {1.29]

Si recogemos # observaciones independientes de una variable alea.
toria, con media { y varianza 62, entonces la varianza de la media
muestiral seria

62
V = [1.30]

n

Es decir, si observamos uil proceso con un tiempo de correlaciéon T
para 7 unidades de tiempo, sabemos cue

n=_ % [1.31]

observaciones independientes nos daran la estimacién de la media.

Esto nos indica que es lo mismo realizar una observacion del
proceso durante 2 T* unidades de tiempo que realizar un muestreo
aleatorio simple de tamafio n. Por esta razon, y teniendo en cuenta
la obtencién de estas realizaciones, el T*, para todos los procesos, es
la mitad del tiempo que ha de tramscurrir para que, realizando una
observacién sobre el procese, esta observaciéon sea equivalente a una
observacion muestral de tamafio #,

El andlisis de la correlacidén y la descomposicién espectral son dos
caminos equivalentes para estudiar los procesos estocdsticos estacio-
narios covariantes, ya que por la relacidn [1.15] el conocimiento de
una de las dos funciones implica el de la otra,

El problema que se plantea es cual de las dos funciones deberemos
utilizar, A esto contestamos que, en cada caso, la utilizacién de una
u otra depende de qué propiedades del proceso {X(t)} queramos ana-
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lizar por su importancia para nosotros y de cdmo seran mejor des-
critas estas propiedades,

La funcién de autocorrelacién se fija en la dependencia a lo largo
de! eje de tiempos; y la funcién de densidad espectral, al utilizar las
oscilaciones para las distintas frecuencias, describe los procesos en
términos de la importancia relativa de las diferentes clases de oscila-
ciones que constituyen las series cronolégicas.

Nosotros creemos que, para caracterizar un proceso en términos
de contribuciones aditivas independientes, es mejor utiliazr el anilisis
espectral (ya que permite hacer el anélisis més ficilmente) que el ana-
lisis de la correlacidn, donde cada valor de la funcién de autocorrela-
cién es la suma ponderada de las mismas contribuciones,

Después utilizaremos los dos procedimientos de andlisis en algiin
ejemplo para, en cada caso, sacar consecuencias de su mayor o menor
eficacia,

También emplearemos el denominado “ruido blanco”, proceso que
surge cuando {X(t)} es independiente de su pasado, es decir,

1 T =0
PO =30 120 —w<n [1.32]
La funcién de densidad espectral para este proceso sera:
fu(d) = —7[( ’ 0K X< [1.33]

v la funcién de distribucién F(A) no estd acotada. Vemos que, en el
caso particular de ser todas las autocorrelaciones iguales a cero, la

'\ - . . 1
densidad espectral es constante o uniforme e igual a - Esto co-

rresponde a una serie completamente aleatoria y puede ser considerada
como un espectro base, del que todos los espectros pueden ser dedu-
cidos, elevando las contribuciones en ciertas frecuencias a costa de
reducirlas en otras, La denominacién del espectro “ruido blanco”
se debié a su parecido con el espectro de luz blanca. El proceso “ruido
blanco” es muy 1til en general, pero es de particular interés cuando
se desea estudiar los efectos de los procesos puramente aleatorios sobre
cierto proceso autocorrelado determinado.
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1.2, ASPECTOS ESTADISTICOS DEL ANALISIS ESPECTRAL

1.2.1. Estumacion del espectro

Mediante la simulacién, podemos observar el proceso {X(t)} de
forma continua y sin error. Sin embargo, la estimaciéon de la funcién
de autocovarianza continua de una realizacién continua de longitud
finita T se hace impracticable debido al tiempo de calculo empleado,
Por tal causa, lo que haremos en la practica serd considerar la suce-
sidn estocastica estacionaria covariante {X.} correspondiente al pro-
ceso {X(t)} para tiempos

At,2At ... . nAt
donde
T=nAt [1.34]

Sean § y R_ la media y la funcién de autocovarianza respectiva-
mente de la sucesién. La amplitud de cada uno de los subintervalos
en que se observa el proceso es igual a At,

La eleccién del intervalo muestral tiene gran influencia sobre la
cantidad y calidad de informacion que el investigador puede deducir
de una realizaciéon muestral de longitud fija. Como las fluctuaciones
estocasticas en los procesos estocasticos tienen lugar generalmente
alrededor de la media, lo que conviene es estudiar su duracién, ya
que las contribuciones de las oscilaciones a los procesos permiten al
investigador determinar si una serie temporal se comporta o no acep-
tablemente. Por ejemplo, en un problema de colas, una serie temparal
puede contener fluctuaciones de frecuencia elevadas de periodo regu-
lar o irregular: esto nos podia conducir a rechazar la regla de asig-
nacidén de servicio que las origina tan pronto nos diéramos cuenta
de ello,

Las consideraciones sobre el disefio, basadas en cierto conocimien-
to a priori respecto a los procesos estocisticos, juegan un papel im-
portante en la determinacién de un ‘intervalo muestral adecuado,
Efectivamente, esto se puede Hevar a cabo, porque el investigador
tiene gencralmente cierta idea sobre qué clase de fluctuaciones merece
estudiarse,
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En la estimacion del espectro de un proceso estocastico continuo,
surge un problema cuando la realizacién muesiral consta de observa-
ciones uniformemente espaciadas. Si una serie cronolégica es recogida
a intervalos de At, entonces la frecuencia T/At es de la que, aproxi-
madamente, podemos obtener mayor informacién. A esta frecuencia
se la denomina frecuencia Nyquist. Al leer una serie cronolégica a
intervalos At se pierde la informacién directa para frecuencias supe-
riores a la Nyquist, la gue, por ser 2% radianes = 1 ciclo, puede
denotarse por —1—~ At ciclos por unidad de tiempo. Puesto que ne-

cesitamos al menos dos puntos para ajustar una frecuencia a la onda
sinusoidal més ripida que pasa por los puntos de los datos, serd
como se muestra en la figura (1.6), es decir, ®/At radianes por
unidad de ttempo. Superpuesta sobre la frecuencia Nyquist se ha
dibujado una onda sinusoidal con dos veces su frecuencia, en cuanto
le corresponde a los puntos de los datos. Sin embargo, estas dos o
se distinguen en dichos puntos,

Fig. 1.6.—-Aliasamiento.

Puesto que ninguna informacion de X(t) se logra entre los puntos
de los datos, no tenemos medios para estimar directamente la amplitud
de las frecuencias superiores a la Nyquist, Por tanto, puesto que 2ZAy
no se distingue de la frecuencia Nvquist Ay en lo que corresponde a
los datos, lo que realmente se puede medir respecto a la frecuencia
Ax no es fi(Ax), sino la tiltima confundida con todas las frecuencias
que no son distinguibles de Ax. En términos generales, si fi:(A) es la
funcidén de densidad espectral correspondiente a X(t), entonces la den-
sidad espectral f¥ (A) de la realizacién muestral viene dada por

d 2 2
0 = Y 3 (T 3) (=) b 113

=0
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Lo que nos dice gue el espectro muestral se obtiene doblando el

- 2nt
espectro no muestral en los multiplos pares AL de la frecuencia

. (I . . . '
Nyquist A Y sumando estas contribuciones en el intervalo (0, Ax).

Esto es lo que se llama aliasamiento,
El significado practico del aliasamiento es que los picos en el es-

. . 1 . .
pectro de potencia para frecuencias menores que —— ciclos por uni-

dad de tiempo pueden ser debidos a causas que operan muy por en-
cima del intervalo de la frecuencia observable, El finico criterio que
se puede emplear para decidir si el aliasamiento es problema, es si
ios picos observados tienen explicacién admisible; si no, se debe buscar
una explicacién en las frecuencias altas, Ahora bien, puesto que todos
los picos considerados tienen la interpretacién simple de la estaciona-
lidad, el aliasamiento no parece ser gran problema,

En todo problema préctico, debemos considerar tres frecuencias:

1} La frecuencia A, para la cual la funcidén respuesta de frecuen-
cia de la realizacidn cae alrededor del 1 al 2 por 100 de su valor
minimo, )

2y La {frecuencia X; para la cual la potencia total en X(t) fuera
de A; es del orden del 1 % al 2 %, y

3) La mayor frecuencia disponible Ay, de interés para nuestro
estudio.

Lo ideal seria elegir At de forma que A; = %, es decir, fuera
la frecuencia Nyquist v, por tanto, no se leeria entre ellas (la Nyquist
y la X;) ninguna frecuencia de interés. Sin embargo, si Xy > As ¥
f1:(A) es grande cuando A > A, entonces habra dificultades que se
superarian por medio del aliasamiento. Si A, es conocida con cierta
exactitud, e] aliasamiento podria evitarse,

Por otra parte, si A; es mucho mayor que As, esto significaria que
el muestreo a intervalos mas cortos es realmente necesario. En este
caso, seria necesario filtrar la serie cronolégica y asegurarse que la
traza registrada tiene muy poca potencia sobre As.

Un artificio que resulta atil algunas veces, si A, es conocida casi
; (7‘2 + 7‘3) = Ait
Asi evitamos el uso del prefiltro v el aliasamiento, puesto que, si

,

con exactitud, es elegir At de forma que
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A: > A, todas las frecuencias entre

;_ (A2 + Xs) y A, apareceran
1

2

en el espectro aliasado entre A; y

(Ae + A3), dejando las fre-

cuencias de interés entre 0 y A; sin tocar,

Para llevar a cabo la estimacidn del espectro vamos a suponer que
elegimos At como intervalo muestral apropiado y, sin pérdida de
generalidad, lo igualamos a la unidad. Entonces, el nimero de obser-
vaciones es igual a la longitud muestral de realizacidn muestral 7.
A continuacion, investigaremos los efectos de las longitudes de las
realizaciones finitas del espectro. Para ello, si

g\) = & f(\) [1.36]

es €l espectro de frecuencia angular A, y tenemos una sucesion esto-
castica {X:} que se presenta a intervalos unitarios, entonces resulta

] ¢ i,
g0 = — ZERTcoskt—l—Ro © o< A< T [137)

=1

viniendo dados los coeficientes de Fourier por las expresiones

i

R_= g(AYcos AT dA =401

T

[1.38]

3

Consideremos ahora la aplicacién de una funcion de ponderacion
ku(T), Nlamada nicleo, a la funcion de autocovarianza tal que

g+ = IT 2 Z Ku(7) R _ cos At -+ R, [1.39]

Teniendo en cuenta la expresién de R_, la funcién anterior la
podemos expresar de la forma siguiente
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. 1 o0 ke
g*(A) = — {2 Z Ku(7) [f g(w) cos w1 dw] cos AT +

+ j g(w)dw}

I w - (2]
— J glw)| 2 2 Ku(T) cos 71 cos AT + ildw [1.40]

0 L ==

Il

Il

A A I
— f g(w) Z Ky(t) cos (0 4 A)T +

0 L T=—1

+ Z Ku(t) cos (0@ — A) T 4 l]dm,

T=1

Haciendo
oo
= +—|2Vk 1
() = — ), Ku(t) cos ot + [1.41]
=1

Bu(A 4 ©) 4 pu(w — A)
2

Kulw, 2) = [1.42]

resulta
g*(\) = J g(w) Ku(o, Mdw [1.43]

La funcidn espectral g*(A) es una media ponderada del verdadero
espectro donde el niicleo de ponderacion Ky(®, A) viene dado por la
expresion [1.42], También vemos que la funcion pu(®) es la trans-
formada de Fourier coseno de la funcién de ponderacion Ka{T).

Como la realizacidon muestral es de longitud finita T', podemos esti-
mar, a lo mas T — | autocovarianzas, Supongamos que realmente co-
nccemos las M primeras autocovarianzas. Entonces lo natural serfa
reemplazar el limite superior del operador suma en la expresion [1.37]
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por M. Esto lleva consigo el elegir una funcidn de ponderacién del
tipo

KM(T) e { » T 1, 2; E) \I [l‘44]

G, en otro caso

Por tanto, podemos calcular una media espectral

M
g*(\) = 71:_ [2 Z R_ cos AT + R, ] [1.43]

T=—1

El correspondiente niicleo promedial para la expresién [1.44] es

sen[(M—|——l—) (u)—l—)&)]
Ru(w, 4) = zi: { sen[(wix)/z] -
sen[ (M —|——1—) (u)—-l)]
+ sen [(wi A)/2] } [1.46]

Una vez obtenido Ky(w, A), podemos calcular la g*(X). Pero
debemos tener en cuenta que, si g(X) cambia ripidamente con X,
debido a cambios en Ky(®, ), entonces g¥*(A) no es muy represen-
tativa de g(A). Eun tal caso, se nos presenta el problema de cémo
elegir la funcién de ponderacién Ky(t) de modo que el correspondien-
te micleo promedial Ky(w, A), concentre su ponderacién lo mis es-
trechamente posible alrededor de X y de forma que g*(A) represente
lo mejor posible a g(}). Muchos investigadores se han dedicado a re-
solver el problema de eleccién de una funcidn de ponderacion, pero
atn no se ha resuelto completamente tal problema.

Otra cuestién que se plantea al emplear una funcién de pondera-
¢ién unitaria en las M primeras autocovarianzas es que la varianza de
tal estimador espectral es independiente del tamafio muestral y el esti-
mador necesita ser consistente para que los resultados sean significa-
tivos,
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1.2.2. Estimadores Espectrales (enerales

Utilizaremos como estimador de la funcién de autocovarianza

N\ 1 it _ -
R —_— —,I*‘T:E—-E (xt—x) (xH_t-—X) [1.47]
t—1
donde
T
=L ¥ .48
X = T Xt [ . ]
T—1

Nuestros promedios espectrales estimados son

A | M N /N
() = — | 2 Z Ku(t) R, cos AT + R, | [1.49]

La potencia de resolucidn ) de un nicleo de ponderacién par-
ticular mejora tanto mas cuantas mdas autocovarianzas se usen en el
procedimiento de estimacién. Desgraciadamente, la estabilidad (va-
rianza) de los estimadores decrece (crece) cuantas mas autocovarianzas
sot usadas. Es decir, con objeto de mejorar el anailisis, se reduce la
estabilidad para una realizacién muestral de longitud fija. Es, pues,
necesaria una compenetracion entre el andlisis y la estabilidad.

Utilizando la funcidén sugerida por Bartlett

(1) Por resolucién entendemos la cantidad de distorsién del espectro, lo que
no es evidentemente lo mismo que anchura de banda, aunque esté relacionado con
ella en cierta forma. La nocidn de anchura de banda de una ventana espectral
juega un papel importante en el analisis espectral. La anchura de banda B(A) de
una ventana espectral se define como la longitud de la base de un rectingulo que
tiene el mismo 4rea y la misma altura mixima que la grifica de la ventana es-
pectral A(X); en simbolos

©0
J‘ AR
A) = —m 2
B Max [A(A)]
A
La frecuencia Ao, tal que A(Xo) = max, IA(X)I se denomina freouencia

del pico de la ventana espectral A(Q).
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el nacleo de ponderacion correspondiente serd

_ 1 S sen® [M(w + A)/2]
K_\{((l), l) T 2T M t sen* [{w - )‘)/ZJ *
sen® [M(w — A)/2]
sen® [(0 — X)/2] } [1.51}

Esta funcidén de ponderaciéon es aconsejable utilizarla en lo que
respecta al andlisis v estabilidad para los propdsitos corrientes, porgue
logra mejores resultados que las funciones de ponderacién de Tuckey
y Parzen y, ademads, nos permite estimar la varianza de la media mues-
tral con gran facilidad, pues hasta tener en cuenta la expresion ya
obtenida,

Var (x) = E[x — p]? = E[x]? — p?

- _]f?. FT fq §E[x(t) x(s)] — pf)gdt ds

0

n'T T
2
=2 f o(t — s)dt ds

va v 0

T

-3 [ - eom

Jo

La eleccién del niimero de desplazamientos M, por estar intima-
mente relacionada con la longitud de la realizacion muestral y la
trayectoria de tiempo real del proceso, nos proporciona la compenetra-
cién entre el andlisis y la estabilidad,

La potencia de concentracién de un ntcleo de ponderacién particu-
lar viene medida por su anchure de banda, la que, como ya se ha indi.
cado en nota a pie de pagina es la longitud de la base de un rectangulo
que tiene por Area la misma del niicleo y por altura la mdxima de
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dicho ntcleo. La anchura de banda nos mide el grado de comcentracién
del nicleo de ponderacidn de la frecuencia para la que un estimador
espectral estd siendo deducido. Para la ventana de Bartlett, la anchura
de banda en la amplitud de banda media es

2%

B = ST [1.52]

y viene medida eun radianes, Por amplitud de banda wmedia nos referi-
mos al intervalo de frecuencia, excluyendo los puntos extremos 0 v 7.

Para determinar la velocidad de cambio del espectro verdadero se
elige una anchura de banda adecuada para analizar el espectro. Puesto
que esta informacion es defectuosa, el andlisis se hace como sigue:
estimamos el espectro para diferentes valores de M con el fin de en-
contrar una anchura de banda lo suficientemente estrecha para que

é*()\) sea un estimador adecuado del verdadero espectro; despnés, si
suponemos que la serie fundamental es gaussiana, la eleccion de la
anchura de banda determina el ntmero aproximado de posibles esti-
madores equiespaciados, [a ventana de Bartlett permite aproximada-
mente M/3 estimadores independientes, lo que significa que los esti-
madores son aproximadamente independientes, si difieren al! menos en
/M /3 radianes & 3/2M ciclos.

La independencia es una propiedad muy interesante en la estima-
cién espectral y contrasta con la naturaleza estadistica del correlogra-
ma, donde los estimadores del correlograma estin tan correlados con
todos los demds que ocultan el verdadero comportamiento de lag series
cronolégicas Este contraste es importante, ya que se pueden deducir
estimadores espectrales aproximadamente independientes que depen-
dan de las propiedades estadisticas de las series cronoldgicas. Consti-
tuye este método un camino considerablemente mas simple para ob-
tener las propiedades estadisticas de los estimadores de correlogramas.

Los estimadores espectrales aproximadamente independientes pue-
den ser deducidos para un tamafio muestral limitado, Sin embargo,
para que exista incorrelacidén en los estimadores del correlograma ha
de operarse en términos asintéticos.

Si {X()} es Gaussiano multivariante y el espectro verdadero varia
mas lentamente que el nticleo de ponderacién en la proximidad de X,
entonces,



Var [g*()\)] o %rﬁ g*(A) f Ky(w, A)dw [1.53]

y, ademas,

1 X AN AN
) T[Z Ku(t)R_ cos AT + Ro]
e = =x [154]
(M) P2 u
T[Z CZ{ R_ cos AT - Ro]
n= 1 [1.55]

T J. RK2M(M, k)dw

Suponiendo que el intervalo muestral es lo suficientemente pequefto
como para que no exista diferencia apreciable entre las varianzas del
proceso {X(t)} y de la sucesién {X,} podemos tomar la varianza asin-
tética de 1a media estimada de {X(} que sea igual a

V =2R, t*/T [1.57]

V =7 g(0)/T [1.58]
Tomamos com'o estimador de V

V = w g*0)/T [1.59]

que se distribuye como una ¥ siendo

= ~ 12\? [1.60]
-n:j Ky (w)dw
o
Si {X(t)} es gaussiano, la variable aleatoria
x-— N [1.6]]

Virz T

tiene una distribucién gaussiana con media cero y varianza la unidad,
Ademds, el estadistico
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X—p

~ [1.62]
Vi/2

se distribuye segun la ¢ — Student con, aproximadamente, grados

M

de libertad, lo que es una simplificacién muy interesante en la contras-
tacidon de hipotesis,

Observemos que la normalidad de z se deduce de la suposicion
gaussiana de {X¢}. Si no hiciéramos esta hipétesis, no se podria apli-
car el Teorema Central del Limite, ya que las {X,}, al estar correladas,
no son independientes, condicién necesaria para aplicar el Teorema
mencionado, y, por tanto, no se podria contar con la normalidad asin-
totica de x, a no ser que se -impusieran otras condiciones,

La hipétesis de normalidad nos suministra una base conveniente
para contrastar la hipdtesis acerca de la media muestral »,

Para contrastar la diferencia de medias de dos muestras de po-
blaciones diferentes, Cochran y Cox sugieren un contraste que equi-
vale en el campo del analisis espectral a] siguiente:

Sean #; v #, €l ntmero de grados de libertad de

A A
rer® o met0) [1.63]
T, T,
respectivamente, y #;, f; los valores criticos de la t-Student para #,
y my grados de libertad respectivamente. Aproximadamente, los nive-

les de significacién para

A
\ ® 810)/T + 7 grO)/Ts
vienen dados por

Wity + Wats []65]

t =
wi + wp

donde

wy = V@ g*0)/T. [1.66]



we = ¥ T g%0)/T, [1.67]

Es muy conveniente tener presente que, incluso a pesar de las
suposiciones establecidas, Cochran y Cox han indicado que el esta-
Cistico resultante aproximadamente se distribuye segin una t-Stu-
dent, Por tanto, hay que tener mucho cuidado con la aplicacion de
este contraste,

Otra cuestidn interesante que describiremos, es la contrastacidn
de las diferencias entre dos espectros,

. g0

Se ha demostrado por Priestley que, tratando a e Como

una %2, tiende lentamente a la normalidad de {X(t)}. Por otra parte,

Var {log [é*(l)]} ~ M, T) [1.68]
donde
M, T) = —231\%— [1.69]

es la amplitud de banda media para el nacleo de ponderacién de
Bartlett. La distribucién del estadistico

g3
g}

segiin la ¥? tiende a la normal para un nimero creciente de grados
de libertad, Operando con

[1.70]

tog [¢* 0]
en lugar de con
g (%)

como variante gaussiana, se introduce menos sensibilidad a la suposi-
cién gaussiana para {X.}.
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Para comparar dos espectros, consideramos estimadores indepen-
dientes, bien definidos, y los comparamos en cada una de las frecuen-
cias para las que se ha elaborado un estimador,

Supongamos que

Tog [éi*(l)] ~ N log [g]-(x)], oMy, TS, =12, ... (171
de modo que

o [gx00/8400 ] ~ N teg [@00/@0] , 90, T + 008, T [172]

Lo que a nosotros nos interesa es establecer si g,*(A) es o no
significativamente mayor que g.*(X). La suposicién gaussiana nos per-
mite efectuar un contraste de hipétesis significativo con una sola cola

La estimacidn espectral introduce cierta clase de sesgo debido al
proceso de ponderacion a través del espectro, Si el espectro real cam-
bia rapidamente con el de ponderacidén, esta clase de distorsidén sera
corriente, Para combatir esta distorsidn se utiliza el procedimiento del
preblanqueo (1), que consiste en tomar lag diferencias de ponderacion
en lugar de nuestras observaciones originales. El espectro estimado de
esta serie es considerablemente méas halagiiefio que el espectro del ori-

(1) Para nuestros fines, podemos definir un filtro come una serie de opera-
ciones aritméticas utilizadas para transformar los datos antes de su analisis.
El uso de tales operaciones para filtrar potencias a hajas frecuencias se llama
preblangueo.

4
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ginal y, por tanto, el promedio espectral tiene lugar sobre un espectro
més uniforme, Para obtener el espectro original, se divide este espectro
modificado en cada frecuencia por la funcidn de iransferencia que co-
rresponde al esquema de la diferencia ponderada en el dominio tempo-
ral. Esto da lugar al espectro en forma apropiada. En esencia, se hace
uso del hecho de que, si tomamos diferencias en una serie, en el do-
minio temporal, esto se corresponde con una division de su funcién
de frecuencia por una funcién de transferencia correspondiente al pro-
cedimiento de tomar diferencias. Como resultado importante de leo
dicho anteriormente tenemos la reduccion del sesgo en los estimadores.

Conviene tener presente que, para lograr un buen anilisis, es
necesario utilizar un numero adecnado de desplazamicntos; en cambio
st tuviéramos preblanqueados los datos, se pecesitarian muy pocos des-
plazamientos para llevar a cabo el mismo anélisis,

1.3, ETAPAS Y ASPECTOS FUNDAMENTALES DEL ANALISIS ESPECTRAL

Resumiendo, diremos que el andlisis espectral es una técnica esta-
distica de muchisimo interés, Las etapas gue se deben seguir en el
disefio o anilisis, asi como los aspectos que consideramos mas destaca-
dos, son

1) Es muy importante conocer la relacion existente entre el es-
pectro estimado v el que nos interesa, La mayeria de los errores graves
pueden haberse introducido antes de comenzar las consideraciones es-
tadisticas. Por tanto, la interpretacién del espectro estd dictada casi
en su totalidad por consideraciones no estadisticas,

2) La principal caracteristica de la estimacién espectral es que
puede utilizarse cierta clase de ventana con una anchura de banda
considerablemente mayor que |/n donde n es el niimero total de
observaciones,

Afin no se tiene completa seguridad respecto a lo que constituye
una buena forma espectral, es decir, una forma que tenga las mejores
propiedades,

3) Hacemos ahora consideraciones sobre el andlisis:

a) Calcular las autocovarianzas, después de eliminar una media, y
pasiblemente, una tendencia lineal. Fijado n, lo que se necesita es se-
leccionar el nfimero de desplazamientos.
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b) ILxisten tres métodos de lograr esto:
1. Dibujar la funcién de autocovarianza superior a 25-30 por 100

del tamafio mwuestral total y determinar un punto de truncacién razo-

nable empiricamente,

2, Especificar una anchura de banda para la ventana espectral ele-

gida, teniendo cuidado de que haya bastantes grados de libertad por
estimar,

3. Elegir el niimero de desplazamientos M segtin un criterio de
error cuadratico medio, utilizando algtin conocimiento de f;:(A) obte-
nido de 1) 6 de un anilisis espectral piloto.

c) Por consideraciones de disefio, # puede determinarse teniendo
en cuenta las cuatro etapas que siguen:

1) Seleccién de un nicleo o ventana,

2) Seleccidn de los grados de libertad que requiera el estimador.

3) Seleccion de la anchura de handa que se requiere; determina-
cién del nimero de desplazamientos M.

4) TUna vez determinados f;;(A) y M, se puede determinar el ta-
mafio de la muestra »,

Por altimo, para basar el espectro en algunas elecciones de M, se
sugicre tener libertad para el cdlculo de las ordenadas espectrales en
cualquier frecuencia.

[ 4. ANALISIS ESPECTRAL MUTUO O CRUZADO

Para lograr una medida més cuantitativa de la pérdida de frecuen-
cia para frecuencias estacionales, asi como para responder a la pregunta
de si se ha introducido, por el proceso de ajuste, cualquier deforma-
cidn temporal (cambios de fase), es necesario hacer uso de la técnica
conocida con el nombre de anilisis espectral mutuo o cruzado.

Supongamos que las series cronolégicas X,(t) y X,(t) surgen de
un mismo estado y queremos ver cémo estin correlacionadas, En el
dominio tiempo esta descripcién nos la proporciona la funcion de
correlacion mutua o cruzada de la muestra R,
mds fdacilmente por el espectro mutuo o cruzado,

Supongamos que X, tiene una expresion arménica de la forma

pero se interpreta

m—1

KXot = @g0 + Z Co5 €05 (At + Bg3) - Qo cOS TE [1.73]

=1
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utilizando
M
2 b
Ay — ——— Z Xt COS A]t ? q)gj —_— arcC tg (— L)
M Qaj
t=1
M
2 -
sz = T Z Xt SEn )\Jt ! Cyy — Vw§j+ bél
t=1

Podemos estimar las amplitudes Cyy v las fases @5 de la formula

M
+i 2
Doy = az3— i by = Cyj e R V Xgr @t [1.74]
M L
t—1
Llamamos a Dg; amiplitud compleja,

El periodograma de x,; puede escribirse ahora como

1 -
W }Dzj‘Q [1.75]
donde la barra representa el complejo conjugado,

El espectro de lineas Fourier mutuo o cruzado entre X (t) y Xo(t)
se define por

| = 1 ~
—— Diy Dy = —— ecyyoye” 1Oy —0, ) [1.76]
— e

Este espectro contiene informacién de dos clases:

1
Por una parte, el espectro de lineas de amplitud (—2— Cyj C2j) ,

mide el producto de las amplitudes de las ondas sinusoidales para la
frecuencia A;, v, por otra parte, el espectro de lineas fase [®y; — ®y]
mide el cambio de fase entre las dos ondas cosenoidales.

Podemos reemplazar éste por el periodograma mutuo o cruszado

normelizado

: M1
M Dy D 1 .
Hi(A) = ]i)l;t 5 — Z duo(T) e=MiT  [1.77]
~=—M+1
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Este periodograma mutuo normalizado es ahora complejo, por lo
que, tanto la parte real como la imaginaria, son histogramas. La [1.77]
muestra que el periodograma mutuo o cruzado es la transiormada
Fourier de la funcidén de covarianza-compleja diz(t). Cuando el na-

Hi(A)

mero de observaciones M aumenta, —

tiende en media a la fun-
102 ]

cion de densidud especiral mutua o cruzeda continua:

f12(X) = % Z P1a(T) e 147 [1.78]

T=—00

Hemos visto que ésta consta de parte real y parte imaginaria y,
por tanto, podemos poner

f]z(l) —= hm(;\) - 1 g12(k>
Cup(R) eFi®y( [1.79]

I

donde

cip(A) = VY hiz () + gh(}) [1.80]

recibe el nombre de espectro de amplitud mutuo o cruzado continuo,; y
\ gu(A)
P = _ = . 1.8
12(A) arc tg [ WS ] [1.81]

el de especiro fose continuo, De la [1.81] deducimos que la diferencia
fase es cero si gs(A) == 0, por.lo que hyy(A) se llama m-fase o coes-

pectro. Andlogamente, ®1(A) = —-7;—, si hyp(A) = 0, por lo que a

g12(A) se le llama espectro de cuadratura o fuera de fase.

Para calcular hy(A) v gis(R), v, por tanto, cia(A)} y @12(X), cono-
cida la funcién de correlacidn cruzada pis(T), debe observarse que
ésta se puede descomponer como sigue

£12(T) = Apn(T) 4 Bax(T) [1.82]
donde

Aj(t) = —;'—— {912(1) + Pm(*“'t)} [1.83]



Bua(=) = — {pn(‘t) — pn(_r_)} [1.84]

o

Se deduce de ello que Ap(T) = Awp(—T) es la parte par y
Bip(T) = — Bi(—7) es la parte impar de la Suncién de correlacién
cruzada. Sustituyendo en [1.78] y agrupando términos, se puede cal-
cular el coespectro y el espectro cuadratura

hys(A) = % {AQ(O) + 2 i An(T) cos h} [1.85]

=1

{o + 2 i Buy(T) sen xr} [1.86]

T=1

gu(d) = p

E] espectro base para el andlisis espectra] cruzadn, analogo al ruido
blanco para el autoespectro, surge cuando consideramos el caso en que
la funcién de correlacion cruzada es cero excepto para T = 0, Esta
es la suposicidn usual que se hace cuando calculamos el coeficiente de
correlacién ordinario entre dos conjuntos de observaciones. En este
caso hix(X) = p1:(0)/7, g1s(X) == 0 vy, por tanto, ®5,(A) = 0. Las
dog series estin en fase vy el espectro de amplitud mutuo o cruzado
es una constante,

Como en el caso de una variable, el periodograma mutuc o cruzado
no es un buen estimador del espectro cruzado puesto que lleva a usar
una ventana espectral con anchura de banda muy estrecha. Pueden
obtenerse co-espectros y cuad-espectros suavizados de los estimadores

A A
A1(T) v Bis(T) de la parte par e impar de la funcién de correlacién
mutua o cruzada como sigue:

M
hus(V) = TIT {f\\l,(O) 42 2 K(t) Aua()) cos M} [1.87]

T=1

M
gl = _ﬂL {1/3\,2(0) +2 2 K(z) Bu(l) sen mg [1.88]

T=1
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donde los K(T) sor ponderaciones de la forma

. T, -
I\(T):I—-—E\T' ” 0<;':i<M
6
N S T .
Kt)=— (1 + cos -ﬁ) 0L |t <M

A partir de éstos, podemos formar estimadores de la amplitud
cruzada v del espectro fase utilizando la [1.80] y [1.81],

Para llevar a cabo la estimacién de la funcion de transferencia,
hemos de tener presente que puede acontecer que X;(t) y Xq(t no
surjan de un mismo estado, pero que Xo(t) si sea la salida de cierto
aparato fisico en el que X;(t) es la entrada,

Si el sistema es aproximadamente lineal X,(t) y X,(t) pueden estar
relacionadas por medio de una ecuacion de regresién dindmica

7 00

xa(t) = ! L(z) x(t — z)dz + B(t) [1.89]

v 0

o, en el campo disereto, por

x(t) = Y 1% + B [1.90]
j—o

La funcién de regresién 1.(Z) 6 l; se llama respuesta impulso del
sistema,
La ganancia Giz(X) viene definida por la relacién

f20(A) G2:(X) = fu(A) Lis(R) [1.91]

El diagrama ganancia es la representacién de Gia(X) respecto a A.
TUna medida de la diferencia de fase entre las componentes de fre-
g1:(A)
hia(A)
tacién respecto a M0 < A < ) se llama diagrama fase.

Conocida I.5(z), la ganancia y fase pueden ser calculadas basin-
donos en la funcidn de respuesta de lo frecuencia.

cuencia de dos procesos es ®3,(A) = arc tg , y Su represen-
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R(iA) = Go(j eto(n) — L(Z) e %z [1.92]
0
En el campo discreto seria
r(in) = Z I e, [1.93]

i=o0
La funcién de respuesta de la frecuencia puede ser calculada de

R(ih) = Huyy(\)/Hu(d) " [1.94]

Este estimador tiene la misma desventaja que el estimador periodo-
grama de un suto-espectro, a saber: la anchura de banda de la ventana
espectral es demasiado pequefia, Esto puede conseguirse suavizando
tanto el numerador comw e! denominador en [1.94] ¥ el resuitado
final es:

A
51 S f1a(X)

A ~ N
RGA) = Gal}) etioth = [1.95]

A
7N
SHENTES:

donde S;, S, son las desviaciones tipicas estimadas de xi(t) v xu(t)
respectivamente. Esto conduce al mismo estimador de la fase que vimos
antes y a un estimador de Ia ganancia Gy (3) de la forma

A .
Sy Ss C]_z(lj

A
Ga(h) = : [1.96]
8% fn()ﬁ,

Puede verse que /@21@) juega el papel de un coeficiente de regre-
siéon definido en cada frecuencia A, puesto que el numerador en la
relacién [1.95] es la covarianza entre la entrada y salida en la fre-
cuencia A, v el denominador la varianza de la entrada en la misma
frecuencia.

La coherencia es una medida de la correlacién entre la entrada y
salida en cada frecuencia: varia eatre 0 y [, como el cuadrado de un
coeficiente de correlacién ordinario v viene dada por la expresion

cta ()

La) = 555 a0 [1.97]
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/N
Si denotamos la ganancia [1,96] de X,(t) respecto a X,(t) por Ga
v la ganancia de X,(t) respecto a Xy(t) por -

A
VAN
Gu(y = 22 ) [1.98]
Sg fgg()\)
entonces
) A A
220‘) - G21(X) Gn()\) [1.99]

formula andloga a la conocida de que el cuadrado del coeficiente de
correlacién ordinario es igual al producto de los dos coeficientes de
regresion, Si Xi(t) y X,(t) surgen de un mismo estado, es 1til repre-
sentar tanto las ganancias hacia adelante como hacia atras, Estas serdn
diferentes, de la misma forma que son diferentes las dos lineas de
regresion obtenidas de un diagrama esparcido ordinario,

1.5. VENKTAJAS E INCONVENIENTES DE LOS PROCEDIMIENTOS DE ANALI-
SIs DE SERIES CRONOLOGICAS

Ha habido ¥ hay todavia grandes discusiones sobre cual de los dos
procedimientos de analisis de series cronoldgicas tiene mayor interés;
si el de dominio temporal, donde aparecen las autocorrelaciones v co-
rrelaciones mutuas, o el de dominio frecuencial, donde se utilizan los
espectros niutuos y espectros en general,

Las autocorrelaciones han jugado un papel muy importante en la
teoria sobre series cronoldgicas; por ejemplo, forman parte directa-
mente de las ecuaciones de estimacién para promedios méviles mixtos
—Ilos modelos autorregresivos de la forma—

Xt + al Xt ‘+' ‘e + ak Xt—g —
=Boyt+ B Yeer + .. 4 B Yeom [1.100]
donde 1a sucesién {Y:} es una sucesidén de variables aleatorias incorre-

ladas, Obsérvese que, al poderse expresar x; como una funcién lineal
de Y. —en este caso, un promedio mévil mixto—, la autorregresion
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puede considerarse como la salida de un filtro (1) lineal cuya eatrada
Y. es ruido blanco y cuva funcién de transferencia es una funcién
racional de y = ei?,

Los econdmetras que utilizan en sus trabajos estos maodelos criti-
can el uso del espectro en su fundamento, ya que lo que se puede hacer
con e] espectro en el dominio de irecuencia puede hacerse también con
las autocorrelaciones en el dominio temporal, De la relacidn ya cono-
cida

o0

a® £, (X)) = + 0:11(T) cos AT dt

-0

se deduce que el conocimiento de las autocorrelaciones del proceso
01:1(T), es equivalente al conocimiento dcl espectro de la poblacién
f11(X). Por el contrario, otros arguyen que el espectro es la magnitud
que se debe estimar casi siempre.

Nousotros creemos que, efectivamente, hay algunos casos en que es
més facil determinar las autocorrelaciones que el espectro, pero en
muchos otros casos sucede lo contrario, por lo que, en el carupo de las
aplicaciones, se debe hacer tres consideraciones a la hora de elegir los
espectros o atitocorrelaciones:

a) Uso que se da a las cantidades estimadas;

b) Facilidad en la interpretaciéon fisica, y

c) Simplicidad de propiedades muestrales,

En general, las propiedades muestrales del espectro son considera-
blemente mis simples que las de las autocorrelaciones. Sin embargo,
hay ciertos casos en que no sucede asi, Por ejemplo, si se hicieran
criterios de aleatoriedad, empleando autocorrelaciones, en conjuntos
de nameros aleatorios, las propiedades muestrales de las autecorrela-
ciones en este case son perfectamente aconsejables, En raras ocasiones
se utilizaran espectros para criterios de aleatoriedad, a no ser que nos
interesiramos por alternativas de aleatoriedad de naturaleza ciclica y
que estos ciclos fueran de interés, Existen situaciones, como en el

(1) Definimos ya el “filtro” como una serie de operaciones aritméticas utili-
zadas para transformar los datos antes de su andlisis. Los filtros /ineales tienen
gran importancia en el analisis espectral, va que el espectro de la salida de un
filtro lineal esti relacionado de forma simple con el espectro de la serie de en-
trada.
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2juste de esquemas autorregresivos, donde, si bien las propiedades
muestrales de las autocorrelaciones son dificiles, trabajando con las
cantidades naturales para emplearlas en estas situaciones, es decir, las
autocorrelaciones parciales, las propiedades muestrales se hacen mdis
simples,

Vamos a mencionar algunos ejemplos que surgen con frecuencia,
para aclarar algunas de las consideraciones anteriores:

A)  Si los objetivos del andlisis estdn regidos por consideraciones
tales como el ser aproximadamente lineales los sistemas, el espectro
es la contestacién al apartado anterior a).

En los estudios de respuesta frecuencia, el empleo de las autocorre-
iaciones daria lugar a céleulos francamente complicados.

B) Por el hecho de que la predicciéon se hace en el tiempo, es
natural trahajar en estos casos en el dominio temporal.

C) Entendemos por simulay un sistema fisico S, respecto a un

cierto conjunto de acciones A’, la obtencion artificial, con la ayuda

,
de un sistema mas simple que S, de las respuestas que darfa S a las
acciones A’ Hoy dia, debido al uso de los ordenadores electrdnicos,
se emplea mucho la simulacién de series cronoldgicas en el campo de
la economia, en los sistemas de control balistico, etc. Ultimamente, se
viene aplicando con grandes éxitos el analisis espectral en estos casos.

Conviene observar que, si se dispusiese de suficientes datos en estos
problemas, dichos datos podrian alimentar directamente la simulacién,
Sin embargo, la cantidad de los mismos requerida para tales estudios
de simulacién es tar grande que el costc de su adquisicién podria
resultar demasiado elevado.

D) En las investigaciones exploratorias, no hay ningan sustituto
significativo, basado en consideraciones a priori, para la construccion
de modelos de series cronologicas de las que puedan estimarse pari-
metros fisicos significativos, Sin embargo, en la construccién de tales
modelos, e! analisis empirico, especialmente los andlisis espectrales,
pueden ser de gran importancia para sugerir posibles modelos,

E) En el caso de analisis de datos econdmicos, se debe utilizar
el analisis espectral mutuo o cruzado.

F) Los tipos de series que se presentan generalmente podemos
clasificarlos en tres grupos:

1) Las que presentan propiedades estacionarias de regularidad en
periodos largos,
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2) Las que son relativamente estacionarias si se examinan en un
periodo de tiempo lo suficientemente corto, y

3) Las que no cumplen las suposiciones de estacionaridad,

Hasta el momento presente, las series pertenecientes al tercer grupo
se han venido estudiando mediante el use de una serie de pasos pre-
liminares para eliminar la componente no estacionaria, antes de reali-
zar un andlisis espectral, En algunos casos, se han empleado sistemas
de polinomios ortogonales; en otros, se han utilizado filtros digitales
para filtrar las tendencias de baja frecuencia y, luego, poder llevar
a cabo un andlisis espectral en las series residuales,

Nuestra opinién sobre este punto es que adn no se conocen técnicas
seguras como para ser aplicadas con eficacia en los casos en que la
caracteristica de estacionaridad no se cumpla, El problema que creemas
ha de resolverse en estos casos es el de la obtencién del filtro Sptimo.




61

CAPITULO 11

ANALISIS ESPECTRAL DEL FENOMENO ECONOMICO

Hasta hace muy poco tiempo, se ha venido haciendo el estudio de
los fenémenos econdmicos mediante el uso del sencillo modelo mate-
matico llamado “camino aleatorio”, obtenido mediante la aplicacién
del operador diferencia progresiva,

Ahora bien, se ha podido comprobar que el modelo de camino
aleatorio no explica ciertos hechos importantes a largo plazo, por
tanto, tales hechos deben ser analizados por métodos rigurosos y téc-
nicas estadisticas mds apropiadas, cual son los métodos espectrales que
recientemente se han empezado a aplicar al campo de la economia con
grandes éxitos,

Las componentes de mayor interés para ¢l economista son las per-
tenecientes al intervalo de baja frecuencia (1), en el cual estin con-
centradas las componentes a largo plazo, pero este intervalo estd ge-
neralmente influenciado por la llamada tendencia secular (de frecuen-
cia nula) que da lugar al llamado efecto de “fuga”. Por tal motivo,
procederia eliminar todo efecto de tendencia en media o en varianza,
antes de iniciar el estudio de una serie cronolégica.

Teniendo en cuenta que los métodos espectrales se han venido apli-
cando a las series estacionarias, atributo que no poseen las series eco.
némicas, pareceria inadecuado el uso de los métodos espectrales en
economia, Sin embargo, se ha podido comprobar, tanto tedrica como
practicamente, que al no cambiar rapidamente en el tiempo la estruc-
tura econdmica subyacente en la serie, los resultados obtenidos mediante
el uso del analisis espectral son verdaderamente representativos, tanto
en el estudio de una serie econdmica, como en el de las relaciones
entre pares de series econdmicas,

(1) Los conceptos de baja y alta frecuencia que utilizamos aqui, no coinciden
en su dimensién con la de los empleados en el campo de la Radio-electricidad.
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En base a los conceptos que estadblecemos al hablar de los procesos
estocasticos estacionarios, estar definidos por una funcién aleatoria
afectada de un parametro que representa el tiempo y al analisis es.
pectral que de ellos se ha realizado en Apéndice, establecemos que la
realizacién muestral de este proceso estocastico estacionario, s una
serie cronolégica. No obstante, la estimacion de este proceso por me-
dio de la serie obtenida, presenta grandes dificultades, va que esta
serie no esta gencrada por un proceso estocdstico estacionario, pues
representa los hechos historicos de un periodo dado y no son muestras
tomadas de una serie cronoldgica, ilimitada sin historia, En este caso,
el espectro deberia ser considerado como un “pseudo-espectro”, pero
por sencillez, se utiliza generalmente el término “espectro”.

Debido a lo expuesto anteriormente, hemos de contentarnos con
realizar un analisis de las series econémicas que son directamente re-
presentativas de una sucesion aleatoria, pero no de una funcién alea-
toria, que es la representacion de un proceso estccastico,

Para hacer un analisis de series cronoldgicas, en primer lugar, de
bemos determinar la dimensién de la misma, pues un periods de oh-
servacidn pequefio, no nos permitiria obtener resultados satisfactorios
respecto a la construccién de estimadores,

2.1, ANALISIS Y DETERMINACION DE CICLOS ECONOMICOS

Considerada una serie econdmica, procede estimar el espectro de
potencia de la serie formada por los tantos anuales de variacién de
la serie dada, es decir, la serie obtenida mediante preblanqueo de la
dada, Los estimadores espectrales nos permitiran determinar las posi-
bles oscilaciones de los diversos ciclos. Son de frecuente uso en las
estimaciones espectrales, dentro del campo de la economia, la ventana
de Parzen y la de Tuckey-Hanning, por presentar ambas veitajas in-
teresantes v haberse comprobado practicamente que difieren muy poco
los resultados obtenidos al aplicar cada una de éstas.

Tendremos en cuenta, que toda serie estacionaria puede conside-
rarse como resultante de la suma de series estacionarias llaraadas com-
ponentes a las cuales estd asociada una banda de frecuencia y que cada
componente ¢s estadisticamente (1) independiente de las demas,

(y Utilizamos el término “estadisticamente” porque se trata de una realiza-
cién de un modelo v no de éste.
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Para determinar las bandas de frecuencia asociadas a cada compo-
vente, se divide el intervalo (0, ) en subintervalos mutuamente dis-
yuntos de medida constante, De esta forma, cada una de las m com-
ponentes puede estar reflejada por uma frecuencia perteneciente a un
intervalo particular,

La determinacién de los ciclos ecoudmicos, exige remodular Ia
serie del tanto de variacién en los ciclos anuales convenientes, Esta
operacién se logra mediante filtrado de estas series en una determi-
nada {frecuencia,

Para aplicacién inmediata de lo expuesto anteriormente a la Eco-
nomia Espafiola, proponemos el andlisis espectral adecuado de las se-
ries econdémicas siguientes:

Renta nacional neta,

Producto interior bruto,
Consumo privado.

Inversion interior bruta,
Consumo ptblico.

Importaciones.

Fxportaciones.

Balanza Comercial.

Indice general de precios.

10. Indice de precios de consumo.
11. Indice de precios de produccién,
12. Indice de precios de importacion.
13. Indice de precios de exportacién.
14, Relacién real de intercambio.
15, Stock monetario,

O N oy W

16. Reserva de encaje.

17. Dinero en depositos.

18. Créditos y redescuentos del Banco de Espafia.
19. Préstamos y descuentos de la Banca.

20. Depésito de la Banca.

21, Tanto de redescuento del Banco de Espafha,
22. Produccién del sector primario.

23, Produccién del sector industrial.

24, Produccién del sector comercial,

25. Produccién de los sectores industrial y comercial.
26, Mano de obra del sector primario.
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27. Mano de obra del sector industrial,

28, Mano de obra del sector comercial,

29. Mano de obra en los sectores industrial y comerefal,
30. Mano de obra total; y

31. Evolucién demografica.

2,2, PROBLEMAS EN LA ESTIMACION DE ESPECTROS DE SERIES CRONO-
LOGICAS ECONOMICAS

Las series cronolégicas econdmicas, aunque tedricamente pueden
ser continuas, en la practica se observan en intervalos de tiempo dis-
cretos,

El primer problema que se plantea en el estudio de series crono-
légicas econdomiczs es el aliasamiento, del que ya se ha hablado en
el capitulo anterior, y que no parece constituir un problema dificil
para este tipo de series, pues, prdcticamente, significa que los picos

. . 1.
en el espectro de potencia, para frecuencias menores que 5 ciclos

por unidad, pueden deberse a causas que actlan muy por encima del
intervalo de irecuencia observable, Para saber si el aliasado es pro-
blema o no, se examina si los picos observados tienen explicacion
admisible; si no la tienen, se debe buscar la citada explicacién en
frecuencias altas.

Ll segundo problema que se plantea en el andlisis de series crono-
logicas econémicas es la gran limitacidn en el nimero de observaciones
dispontbles. Por tanto, en el estudio de este tipo de series la potencia
de discriminacién para frecuencias bajas estd limitada por la longitud
de la realizacién, Aparte de lo pequefio que pueda ser el periodo de
observacidén unitario, observemos que, a pesar de que podamos incre-
mentar la maxima frecuencia observada reduciendo el intervala entre
las observaciones, no podemos aumentar la discriminacion para fre-
cuencias bajas por tales medios. Sin embargo, no todas las fluctuacio-
nes en las series cronoldgicas econdmicas que nos interesen son de tan
larga duracién. En particular, la mayoria de las operaciones realizadas
scbre series cronoldgicas econdmicas semanales, mensuales o trimes-
trales estin disefiadas con el fin de separar las componentes de fre-
cuencia elevada, y hacer estas series mds dtiles para previsiones eco.
romicas a corto plazo, o para valoracién de la situnacibén econdmica
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corriente. La existencia o inexistencia de procedimientos para realizar
esta funcidn adecuadamente es un problema de gran importancia. Por
otra parte, creemos que las componentes de frecuencia elevada son de
interés especial y, por tante, la longitud corta de la mayoria de las
series cronologicas econdmicas no plantea obstidculo en el uso de las
técnicas espectrales,

Otra forma de salvar esta dificultad y realizar el estudio de las
series econdmicas seria utilizar el moderno método de simulacién de
series econdmicas.

Teniendo en cuenta que, en términos generales, la simulacién se
refiere a la construccion de una representacién simplificada de un pro-
ceso o sistema con el fin de facilitar su andlisis; en nuestro case, se
refiere a la construccidn, en base a la informacién poseida, de un pro-
ceso estocastico gaussiano multivariante cuyo orden sea el nfimero
de componentes del analisis propuesto, que se utilizara como elemento
simulador para completar la serie. Si bien el método de construir una
simulacién o representacion de un proceso estocastico implica una o
mas abstracciones del mundo real, la eleccién estd basada tanto en la
simplicidad de construccién de este proceso simulador, en orden a su
estimacién parameétrica; como en la posibilidad de contrastacion por
el investigador de hipdtesis estadisticas.

El proceso a seguir para realizar este estudio, obtenidas las series
por simulacién, es formar las tablas necesarias que nos proporcionen
las bandas de frecuencia que tengan picos locales de los espectros de
potencia de las series a analizar, tanto 2 precios constantes como va-
riables,

Para preblanquear nuevamente las series obtenidas, utilizaremos la
diferencia primera ponderada, estableciendo para cada caso los facto-
res de ponderacién mas adecuados, La obtencién del espectro se logra
recoloreando el estimador espectral previamente obtenido,

En la estimacién del espectro de potencia de las series cronolégicas
econémicas, se suele aplicar la llamada regle gemeral del pulgar, con-
sistente en que el desplazamiento o retardo maximo no deberd ser
mayor de, aproximadamente, el 20 por 100 del ntimero total de obser-
vaciones disponibles,

Todas las series cronoldgicas econdmicas son reales. Por esta ra-
z6n, su espectro es simétrico con respecto al origen y sblo necesitamos
considerar las frecuencias positivas,

5
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Sabemos que el periodograma cldsico es la técnica gue corriente-
mente se emplea para investigar los armonicos de frecuencias crono-
logicas conocidas y fijas, en la hipétesis de que las series cronold-
gicas en consideracion sean estrictamente periddicas, es decir, se repi-
tan cada M periodos. Si sucediera esto, el espectro de potencia seria
una funcidn escaléon, Sin embargo, si la serie cronolégica no fuera
estrictamente periédica, como es el casc de las series econdmicas, se
tendria un espectro de potencia continuo,

Las ordenadas del periodograma son estimadores asintoticamente
insesgados del espectro de potencia, en las frecuencias correspondientes,
para series cromolégicas no estrictammente periddicas, pero no son esti-
madores consistentes, pues la varianza de las ordenadas del periodogra-
ma tiende a [pn:(0) £(X1)]% Por esto, el uso del periodograma clisico
no solamente es imapropiado, en economia, simo que conduce a resul-
tados de muy dificil interpretacion,

Luego, en vez de estimar el espectro de potencia para una frecuen-
cia especifica, es necesario, para que los resultados sean estadistica-
mente consistentes, estimar la potencia promedia para las frecuencias
en cuestion., Evidentemente, lo que interesaria seria estimar un pro-
medio que reflejase lo mejor posible la potencia para las frecuencias
proximas a la que centramos el estimador. Por tanto, consideraremos
promedios ponderados de potencia en el dominio frecuencia; estos pro-
medios corresponden a ponderar las autocovarianzas iniciales de las
series cronolégicas antes de calcular los estimadores espectrales, En
el dominio de frecuencia, un esquema de ponderacidon particular recibe
el nombre de wventana espectral. La inversa de una ventana es-
pectral es un esquema de ponderacién en el dominio temporal para
las autocovariantes iniciales y se llama wenfana desplazada. Se ha
investigaro bastante dentro del analisis espectral sobre la eleccién ade-
cuada de la ventana espectral, pero no existe una solucién completa-
mente satisfactoria del problema.

TUna de las razones por las que se suele utilizar la ventana sugerida
por Parzen es por ser siempre positiva, Las potencias altas para
frecuencias bajas, presentes en la mayoria de las series cronoldgicas
econdmicas, pueden producir estimadores negaetivos del espectro para
frecuencias mas altas y, puesto que el espectro es una varianza, los
estimadores #egativos no son ficiles de interpretar,

Tiene importantes consecuencias para la estimacién del espectro el
hecho de que solamente los promedios espectrales tienen propiedades
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estadisticas de consistencia y que, por tanto, debemos mirar el espectro
de una serie cronolégica a través de una ventana. La cuestidn estd
intimamente relacionada con el problema de la no-estacionaridad de
muchas series cronoldgicas econdémicas. La ventana, a través de la
cual miramos el espectro, concentra su ponderacién principal muy
proximamente a la frecuencia designada, pero no toda la ponderacién
se concentra asi; hay alguna pequefia ponderacién en otras frecuencias.
Esto quiere decir que las potencias altas para algunas irecuencias de-
formardn los estimadores espectrales para otras frecuencias, algunas
muy distantes de aquellas en las que la potencia alta estd presente,
Este fendmeno se denomina juga en los bordes de la veniane. Las dos
formas importantes de no-estacionaridad en las scries cronolégicas
gaussianas o casi gaussianas son:

1) Varianza que cambia con el tiempo, y

2) Media que cambia con el tiempo.

El caso de las varianzas variables no es gran problema en las series
cronolégicas que estudiamos. Se suele utilizar el artificio de dividir
las observaciones por una varianza muestral mévil, si aparece la va-
rianza no estacionaria. La varianza variable puede presentar proble-
mas en series cronologicas econdmicas largas.

Los cambios de la media con el tiempo se denominan generalmente
fendencies., En toda realizacién finita de un proceso, las tendencias
no se podrdn distinguir de las componentes de frecuencias muy bajas.
En realidad, la media muestral puede considerarse como un ciclo de
frecuencia cero o periodo infinito, Por tanto, puesto gue la mayoria
de las series cronolégicas econdmicas presentan tendencia de una u
otra clase, el espectro de potencia de una serie cronojdgica econdmica
tipica presentara la potencia muy elevada concentrada en {recuencias
préximas a cero, y la potencia préxima a cero en f{recuencias altas.
Por esto, el problema de fuga es un problema importante en todo
intento de analizar sus componentes de frecuencia alta,

Para minimizar los efectos de fugas a través de los bordes de una
ventana espectral, idealmente se podria preblanquear la serie de tal
manera que el espectro de potencia del resultado fuese lo mas plano
posible., Naturalmente, si se pudiera hacer perfectamente, esto equi-
valdria a perfeccionar el conocimiento del espectro de la serie original
v seria, por tanto, completamente innecesario el uso de la ventana es-
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pectral. Algunos efectos de fuga son inevitables, Respecto a las series
econdmicas, lo mejor seria eliminar la potencia grande solamente para
las frecuencias mas bajas. Sin embargo, debe tenerse cuidado para no
eliminar nada mas que las potencias mas altas que surgen para ire-
cuencias altas, pues entonces la fuga de esta potencia deformaria
mucho tiuestro estimador en las frecuencias mas bajas, Para eliminar
las tendencias y, por tanto, la potencia alta en frecuencias bajas, se
empiean las diferencias sucesivas de la forma

AG X(t) = X(t) — K X(t — 1) [2.1]
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2.3, CONSIDERACIONEs SOBRE EL ESPECTRO DE SERIES CRONOLOGICAS
ECONOMICAS

Ultimamente se han estimado gran cantidad de espectros de po-
tencia, utilizando datos de caricter econdmicc; y, en general, las re-
presentaciones graficas han sido del tipo indicado en las figuras (2.1)
a (2.4), que son los espectros de potencia estimados del paro en U.S.A_,
para distintas edades,

Es conveniente tener presente que muchas de las series estudiadas
contienen importantes componentes estacionales y, por tal causa, pre-
sentan picos en frecuencias que corresponden a un periodo de 12 meses
¥y a sus armoénicos.

Entonces parece natural pensar que, en términos generales, la for.
ma tipica del espectro de las series cronoldgicas econdmicas, después
de eliminar toda tendencia en media que se presente, asi como las
componentes estacionales, es la de la figura 2.5,

/0‘7 }p(rl)

A

~
>

Fig. 2.5.—Forma tipica def espectro de series econdmicas,

Evidentemente, no queremos decir que todas las series cronolégicas
econdmicas produzcan estos espectros, ni que de los espectros estimados
no se discierna otra cosa gue la figura 2,5. No obstante, el hecho de
que en la mayoria de los casos se obtenga una figura como la 2.5,
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nos hace sugerir que nos encontramos en ciertas implicaciones genera-
les en cconomia y, posiblemente, que la estimacién de espectros de
potencia por si solos no serdn una técnica eficaz, Debido a esto, pen-
samos en los métodos de espectros mutuos o cruzados como en los
mas importantes y eficaces a la hora de explicar las relaciones entre
las variables econdmicas.

Sabemos que los métodos espectrales se basan en la idea de des-
componer un proceso estocastico en componentes ortogonales, cada una
de las cuales va asociada a una frecuencia, Tal descomposicién es
siempre posible en el caso de procesos “estacionarios covariantes”,
El espectro de potencia recoge la contribucién a la varianza tota!
dei proceso de las componentes que pertenecen a una determinada
banda de frecuencia,

Es muy importante tener presente que los métodos espectrales no
requieren la especificacion de un modelo, sino que se deducen directa-
mente de la hipdtesis de estacionaridad,

Si observamos los graficos de los espectros de potencia, podemos
sacar la conclusion de que las componentes de frecuencias bajas tienen
gran importancia,

La mayoria de las series cronoldgicas ecoudmicas contienen im-
portantes tendencias en media (1), v son tales tendencias las que aumen-
tan el valor del espectro de potencia en las frecuencias bajas. Y po-
dria pensarse que la forma tipica del espectro fuera debida en su mayor
parte a la existencia de tales tendencias. La definicién que utilizamos
de tendencia en media no nos resuelve el problema que nos plantea-
mos, porque, si se estima directamente el espectro de una serie que
contenga una tendencia en media, la forma resultante serd, casi inva-
riablemente, de forma tipica, que se debe a una caracteristica del
procedimiento de estimacién, denominada en el capitulo anterior por
“fuga”. Si el sspectro real contiene un pico importante en cierta fre-
cuencia, no sblo se incrementard el valor del espectro estimado en las

bandas de frecuencia préximas, sino que hasta un 3 por 100 del valor

(1) Entendemos por “tendencia en media” aquella tendencia que comprende
todas las componentes frecuenciales con una frecuencia igual o menor que 27 /n,
es decir, a todas las componentes con una longitud de onda igual o mavor que
2. longitud de la serie.

Esta definicién, aun siendo bastante arbitraria, es relativamente precisa e
incluve la significacién intuitiva de tendencia dada por la mayoria de los analis-
tas de métodos de series cronoldgicas,
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del pico podra encontrarse en el valor estimado en otras bandas de
frecuencia préximas, Esta fuga, aunque representa un pequefio porcen-
taje del gran valor en el pico, puede, no obstante, introducir sesgos
importantes en los estimadores de] espectro de tales frecuencias, Dado
que la componeunte que hemos denominado tendencia contribuird gene.
ralmente en mayor proporcion a la varianza total de la serie, el valor

. T .
del espectro en la banda de frecuencia (0 < A< —), si son m

L1

los desplazamientos o retardos utilizados en el procedimiento de esti-
macién espectral, serd grande y el efecto de fuga serd responsable de
que el espectro estimado vaya decreciendo rapida pero suavemente a
través de las bandas de frecuencia proximas.

Se deduce de aqui que, si se estima el espectra de potencia de
una serie econdémica que contiene una tendencia importante, es de
esperar, cont casi completa seguridad, una estimacion espectral de
“forma tipica”, Lo que interesa de esta forma tipica es la cuestién de
si sigue siendo la misma o parecida, cuando se elimina la teandencia
en media. Supongamos que la tendencia en media se elimina por medio
de filtracion o regresién. Se sabe que tales métodos eliminaran la ten-
dencia en media y que el espectro del residuo no presentard sesgo en
casi ninguna frecuencia, excepto en el caso de las muy bajas, que, en
general, perderdn potencia. En las investigaciones que se han hecho,
se ha podido ver que el espectro de potencia del residuo es de la forma
dibujada en Ta figura 2.6; es decir, de la forma tipica, aparte de la
pérdida de potencia en las frecuencias bajas.

log P)

Yy

Fig.’2.6.
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Aun mas: ndependientemente de la longitud de los datos disponi-
bles, se encuentra el mismo contorno basico, siendo también indepen-
diente de las dimensiones del punto de truncacién utilizado en el pro-
cedimiento de estimacién o del método utilizado para eliminar la ten-
dencia.

Es posible que el contorno tipico no alcance un pico absoluto en
alguna frecuencia muy baja, pero, si esto sucede, el pico debe encon-
trarse en una frecuencia relativamente baja, ya que no se ha encon-
trado prueba alguna de que exista un punto de inflexiéon en los estu-
dios de series largas,

Los estudios en que se ha utilizado la técnica del pre-blanqueo,
que hace disminuir los sesgos debidos a la fuga, corroboran esta afir-
macién ; vy lo mismo sucede con los analisis de datos que no contienen
ninguna tendencia en media.

[a conclusion, por tanto, es que el contorno espectral tipico de una
serie econémica es como el de la figura 2.5, y que cualquier posible
tendencia en media lo que hard serd precisamente, acentuar este con-
torno,

En hase a la afirmacién anterior, se puede decir que las fluctua-
ciones a largo plazo en las variables econdémicas, una vez descompues-
tas en sus componentes frecuenciales, son tales que las amplitudes
de las componentes disminuyen suavemente a medida que decrece el
periodo (1). En otras nalabras, los sucesos que afectan a la economia
durante un largo periodo son mis importantes que los que afectan
durante un periodo corto, Lo anterior nos indica que, en los espectros
de potencia estimados, los picos que corresponden a las bandas im-
portantes de frecuencia se juntan para formar una curva suave Yy
continua.

El espectro de potencia estimado tendrd en esencia el contorno co-
rrecto, pero, por lo general, contendrd también cierto namero de altos
y bajos distribuidos a lo largo del auténtico contorno espectral. Una
muestra diferente del mismo proceso daria lugar a un espectro esti-
mado similar, pero con los altos y bajos situados en frecuencias dife-
rentes. Este “error muestral” podemos pensar que se debe al hecho

—_—

(1) Esta ley indica que el espectro no se compone de una serie de picos de
magnitud decreciente, que corresponden a cada uno de los ciclos anteriores, sino
que es mas hien una curva suave y decreciente, sin altos significativos, que co-
rresponden a periodos mayores de doce meses.
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de que las muestras son dnicamente de longitud finita. Los picos en-
contrados en los espectros estimados no tienen por qué ser significati.
vos, Supongamos que la muestra es tal que el miximo mas visible se
encuentra en el espectro de potencia a x meses, por ejemplo; en tal
caso, parece probable que, si se examinan los datos con intencién de
encontrar un ciclo, el que se encuentre tendrd un periodo de, aproxi-
madamente, ¥ meses,

Se ha observado que se pueden encontrar pequefios picos similares
en el logaritmo de series econdmicas, como cotizaciones de bolsa, pro-
duccién de hierro, etc. Para encontrar tales picos en el logaritmo de
la serie, es necesario que contengan generalmente una tendencia im-
portante en varianza, cuyo efecto sera hacer borroso cualquier pico
pequefio en el espectro. La consideracién del logaritmo de la serie,
con tal que sea positivo, hace cambiar cualquier tendencia en varianza
en tendencia en media, que puede eliminarse por los métodos corrientes.

El hecho de que se dé el mismo pico en varias series, puede pare-
cer que incrementa la significatividad estadistica, pero, en realidad,
sblo es un reflejo del hecho de que la mavor parte de las series eco-
némicas siguen las fluctuaciones a largo plazo de la economia en su
conjunto, Encontrar tal pico en las series largas, puede indicar que
ésta sea una caracteristica auténtica y permanente de la economia.

24, AprricAcION DEL ESPECTRO MUTUO O CRUZADO EN ECONOMfA

Comenzamos por dar unas definiciones que utilizamos a conf:.
nuacion,

Consideradas dos series {X;} e {Yi} y descompuestas cada una
de ellas en componentes X((A) € Yi(A\), si fueran estacionarias, Xig(A)
e Yj(A) estarian incorreladas, La posible correlaciéon entre las do:
series seria debida a la que pudiera existir entre las componentes de
frecuencias correspondientes, es decir, entre X (A) e Yi(X). Las co-
rrelaciones entre pares de series cronoldgicas, no tienen por qué ser
independientes de la frecuencia y por tal causa no hay razén para que
dos componentes a largo plazo estén igualmente correladas que dos
componentes a corto plazo,

Se denomina “coherencia” entre dos series cronoldgicas {Xi} e
{Y:} en una frecuencia A, a la medida del cuadrado de la correlacidn
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de las amplitudes de frecuencia A y viene dada por la funcién real de
frecuencia (1)

|espectro mutuo o cruzado de X con Y[?

(espectro de X) (espectro de Y)

Considerado cualquier par de bandas de frecuencia, una de ellas
puede estar retardada con relacién a la otra, pero este retardo no
tiene por qué ser independiente de la frecuencia, ya que si una serie
econémica estd explicitamente retardada con respecto a otra serie eco-
némica, el retardo que afecte a las componentes de baja frecuencia (es
decir, a largo plazo) serad mayor que el retardo que afecta a las com-
ponentes de alta frecuencia (a corto plazo), Este fendémeno se repre-
senta por el llamado “diagrama fase”. Por medio de este procedimien.
to, se pueden determinar relaciones entre series econdmicas un tanto
complejas y tomar decisiones respecto a ellas,

La “Influencia™ entre los espectros de potencia de dos series eco-
némicas, se puede considerar como el valor absoluto del coeficiente
de regresién complejo en cada frecuencia,

Como sabemos, el espectro mutuo o cruzado, nos permite determi-
nar la relacion entre dos series econdémicas en términos de frecuencia,
Se determina por una especie de promedio temporal de todos los da-
tos utilizados para la estimacién, Ante una mutacién estructural de
la economia, lo que implica un posible cambio de la relacién existente
entre las variables, cabe preguntarse si el espectro mutuo o cruzado
estimado de esta forma puede tener una significacion importante, Esta
duda queda aclarada, ya que si tenemos datos suficientes, podemos
considerar una sucesion de subperiodos de observacién y por un pro-
medio mévil aplicado a los datos de éstos, se puede determinar una
sucesion de espectros mutuos o cruzados de forma continua, La va-
riacion de los espectros asi obtenidos nos revelaria la mutacién es.
tructural. Por otra parte, si no se pudiera formar la sucesién de sub.
periodos, el espectro mutuo o cruzado referido al periodo total seria
plenamente significativo siempre que la coherencia fuera lo suficien-
temente alta,

Creemos que se debe utilizar para la estimacién la ventana de
Parzen y un fltro lineal apropiado para cada tipo de serie, ya que

(1) Spectral Analysis of Time Series (Edited by B. Harris). John Willey, 1967.
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en teorfa todo filtro lineal es un operador identidad respecto a la
coherencia, diferencia de fase e induccién.

Suponemos que seria de interés la aplicacién del andlisis espectral
mutuo o cruzado en los casos siguientes:

— Estimacién de la coherencia y diagramas fase entre los diver-
sos indices de precios. En base a estudios de este tipo se sabe que es
grande la coherencia existente entre los indices de precios de fabrica-
cidn e indices de precios de transporte y la coherencia es moderada
entre los indices de precios de transporte y mineria, asi como entre
iabricacion y mineria.

— Estimacién de la coherencia entre la serie de los tantos de va.
riacién mensual monetaria y la serie de los tantos de variacién mensual
del papel comercial,

— PEstimacidn de la coherencia entre la serie de los tantos de va-
riacién de los salarios y la serie de los tantos de variacidon de la pro-
duceién,

— Estimacién de las diferencias de fase entre la serie del ahorro
anual real y la scrie de inversion anual real,

— Estimacion de la coherencia v diferencia de fase entre las se.
ries de consumo anual y renta nacional anual,

— Estimacidn de la coherencia y diferencia de fase entre las se-
iies de gasto piiblico anual e ingreso ptiblico anual,

— Estimacion de la coherencia y diferencia de fase entre la serie
de Balanza Comercial y la serie que expresa la relacion real de inter-
cambio.

En alguno de los casos sugeridos anteriormente se puede presen-
tar el problema de que el estimador de la coherencia proporcione un
valor negativo 0 mayor que la unidad, en cuyo dominio dicha funcién
no esta definida, esto es debido a que una de las dos series en estudio
tiene muy poca potencia en la banda de frecuencia que se considera,
En tales casos, se debe considerar que la coherencia es nula, excepto
en el caso de que siendo la coherencia superior a I, ninguna de las
potencias espectrales sea despreciable, y entonces se conviene én igua-
lar la ccoherencia a la unidad.

Finalmente diremos, que procede contrastar los resultados obteni-
dos al estudiar las series econdmicas por medio del modelo llamado
“camino aleatorio” con respecto a los resultados que se obtuvieran
utilizando el andlisis espectral, mediante uso adecuado del anilisis es-
pectral mutuo o cruzado entre ambos resultados. Entonces, si la co-
herencia se aproximara a la unidad, significaria que el resultado obte-
nido mediante el modelo “camino aleatorin’ era representativo,
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CAPITULO III

CONCLUSIONES

Las propiedades muestrales del correlograma presentan problemas
inmanejables, debido a la correlacién entre los estimadores. Esta co-
rrelacion depende de la naturaleza del proceso estocistico mismo vy,
por tanto, es dificil oltener inferencias del correlograma estimado,
cuyas propiedades solo se simplifican asintéticamente, Por el contrario,
las propiedades muestrales del espectro estimado son simples y es
relativamente facil deducir estimadores espectrales independientes, Tal
ventaja del espectro estimado nos permite, al utilizarlo, deducir infe-
rencias mas representativas respecto al proceso subyacente que si em-
plearamos el correlograma. Respecto a la precision de la media mies-
tral, se ha visto que es una parte del analisis espectral que resuelve,
al menos parcialmente, la cuestiéon de medir la estabilidad de este pro-
medio muestral,

Existen principalmente cinco tipos de espectros:

1) Espectros de una variahle,

2y Espectros mutuos o cruzados,

3} Espectros de orden superior.

4) Espectros maltiples y parciales, y

5) Espectros de procesos puntuales,

de los que hemos estudiado v aplicado los dos primeros, por ser de
mayor interés practico en economia. Los espectros de mayor orden,
sugeridos por 7. W. Tuckey, pueden obtenerse mediante la descompo-
sicién de los momentos de mayor orden v no de la varianza, El mas
importante de los mismos es el bi-espectro, que resulta de una descom-
posicién del momento de tercer orden, El bi.espectro es ftil en el
analisis de series cronolégicas que son generadas por planes no linea-
les v cuyos espectros no son, por ello, faciles de interpretar. Los espec-
tros parciales y mltiples pueden aplicarse a la investigacién de las
relaciones de regresion de frecuencia entre una salida v varias entra-
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das, de la misma forma que los coeficientes de regresidn multiple
ordinaria y parcial,

El analisis espectral se utiliza principalmente en estas dos areas:
para

1) sugerir modelos significativos de series cronoldgicas.
2) disefiar sistemas lineales.

En el primer caso, el analisis espectral es aconsejable cuando hay
presencia de picos; asimismo, en la variacién de espectros con varia-
bles, de una serie con respecto a otra; cuando existan causas que den
lugar a oscilaciones de alta frecuencia en el sistema econdémico com-
pletamente diferentes de las que producen oscilaciones de frecuencia
baja, y sea preciso aplicar filtros digitales; en el empleo de bi-espectros
para investigar mecanismos no lineales...

En el segundo caso, la relacién bdsica

G§ fgg()\) = G% fu(x) G%z(l)

nos indica que, si la entrada en un sistema lineal tiene como densidad
espectral ,;(A) entonces, la salida del sistema tiene un espectro que
se obtiene multiplicando el espectro de entrada por un factor propor-
cional al cuadrado de la influencia del sistema. Lo dicho se puede utili-
zar cuando sea mnecesaria la eleccidn de Gip(X) para modificar f55(X),
asi como en el disefio de experimentos, con el fin de escoger el mejor
tamafio del bloque; en este ltima caso deberemos proceder de forma
que la frecuencia de la onda cuadrada corresponda a aguella frecuencia
para la que la densidad espectral sea minima.

Un problema préctico de considerable importancia que hemos visto
puede tratarse por medio de las técnicas espectrales, es la apreciacion
cuantitativa de los efectos de un procedimiento de ajuste estacional.
Conviene tener presente que e! ajuste estacional puede producir tres
tipos de efectos, ademds de la eliminacion de la estacionalidad, que son:

1) eliminacién de componentes que no son estacionales,

2) introduccién de componentes que no son estacionales, y

3) deformacién de las relaciones temporales entre las series.

Por el contrario, una de las mayores desventajas del analisis espec-
tral es que se trata de una técnica no paramétrica. Es preciso estimar
una funcién total o un conjunto muy grande, de parametros, en lugar
de un ndmero pequefio de éstos, que es, justamente, la técnica usual
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de los estadisticos, Puesto que se estiman tantos pardmetros, la efi-
clencia con que podemos estimar uno cualquiera es limitada,

Hemos estudiado la forma del estimador de una funcién continua,
v considerado la “‘estabilidad” y “resolucién” de los estimadores de
modo que, después de representados, tomen la forma de la funcién de
que son estimacion, Esto permite al investigador deducir estimadores
puntuales y le conduce a deducir inferencias respecto a la forma que
constituye un conjunto de estimadores puntuales,

También hemos visto que existen varios contrastes estadisticos
muestrales para suavizar los resultados, En realidad, las deducciones
de la contrastacion de hipétesis y de intervalos de conflanza no son
mas que meras formas de ordenar nuestros resultados para, luego,
suavizarlos mas cémodamente y deducir con facilidad inferencias,

Los ejemplos que hemos elegido son sencillos y constituyen un
camino mds facil para familiarizarse con nuestros propositos de estudio
de las series cronoldgicas,

Respecto a la descripeion hecha de las series cronologicas econdmni-
cas en el dominio frecuencia, se puede concluir que éste es un camino
interesantisimo para estudiarlas.

En el estudio de los fendmenocs econdmicos, se ha podido compro-
bar que el modelo de “camino aleatorio” mo explica hechos importan-
tes para el economista como por ejemplo, las componentes de baia
frecuencia que reflejan las componentes a largo plazo. Por este motivo,
tales componentes deben ser analizadas por métodos mas rigurosos y
técnicas estadisticas mdas apropiadas, cual son los métodos espectrales,

Se han presentado con frecuencia inconvenientes para el uso de las
técnicas especirales en economia, entre las que citamos el gran ntimero
de observaciones requeridas v la no-estacionaridad de las series eco-
noémicas. Ahcra bien, creemos que el namero de observaciones dispo-
nible por los econormistas no impide un analisis satisfactorio de las
componentes de frecuencia alta, La carencia del ndmero preciso de
datos quez nos impide llevar a cabo un estudio adecuado de la parte
de mas interés para el economista, puede salvarse mediante el uso del
moderno método de simulaciéon de series econdmicas, Por otra parte,
nos parece que mucho del supuesto caracter no-estacionario de las series
cronoldgicas econémicas puede resolverse con gran facilidad por medio
de la técnica de preblanqueo de la potencia alta para frecuencias bajas.
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Por tal causa, consideramos de un interés excepcional en economia, la
téenica del preblanqueo.

Ademas, se ha podido comprobar, tanto tedrica como practicamente
que al no cambiar répidamente en el tiempo la estructura econdmica
subvacente en la serie, los resultados obtenidos mediante el uso del
andlisis espectral son verdaderamente representativos, tanto en el es-
tudio de una serie econdmica, como en el de las relaciones entre pares
de series econdmicas,

Entre las componentes de frecuencias altas de las series cronologi-
cas econdmicas gue se han estudiado con éxito mediante las técnicas
espectrales son destacables las producidas por estacionalidad. Los mo-
delos estacionales estocasticos que cambian lentamente se revelan en
el espectro de una serie cronoldgica econdmica segin una serie de
picos para ciertas frecuencias; la anchura de estos picos depende, esen-
cialmente, de la regularidad del modelo estacional, siendo mas estrechos
y inas pronunciados cuanto mas regular sea el modelo.

La variacién del espectro mutuo o cruzado que permite determinar
la relacién entre dos series econdmicas en términos de frecuencia,
apreciadas a través de una sucesion de éstas, resultante de la aplicacion
a una sucesion de subperiodos de observacion, nos revelaria una mu-
tacion estructural, Si tal sucesion de sub-periodos de observaciéon no
existiera, el espectro mutuo referido al periodo total seria significativo
para una coherencia suficientemente alta,

Ademas, el espectra mutuo o cruzado puede servir como funcion de
contraste de la interpretacién del fendmeno econdémico, mediante el
llamado camino aleatorio frente a la interpretacion del fendmeno eco-
némico mediante el analisis espectral simple,

Finalmente, diremos que en el analisis de cualquier cizse de ope-
racidén de filtrado, tal como el ajuste estacional, se descubre que la
funcién de respuesta de frecuencia estimada, deducida de los estima-
dores del espectro de la serie original, y el espectro mutuo entre fa
serie original y la ajustada estacionalmente, proporcionan el método
mas atil de andlisis en economia,




APENDICE

TEORIA MATEMATICA PARA EL ANALISIS
DE

SERTES CRONOLOGICAS

1. REPRESENTACIONES GRAFICAS

Vamos a considerar los distintos aspectos del diagrama wvector-
rotativo y su representacion espectral,

1.1, Diagrama wector-rotativo

Una sinusoide puede representarse por la proyeccion del vector-
rotativo sobre el eje real y sobre el eje imaginario (fig. I).

Un vector de longitud » que gira con frecuencia angular (1) cons-
tante X, radianes/segundo puede ser interpretado en forma vectorial
por el nimero complejo:

(1) El pardmetro X se denomina frecuencia angular y es igual a la longitud
recorrida alrededor de un circulo de radio unidad en la unidad de tiempo,

6
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S(t) = r e*ot = r{cos A t 4 1sen A, t) [1]

£je seno
Imaginario

eje coseno
Reaf 7

Fig. 1.

Se denomina componente en fose del vector a la parte real r cos Ao t
y componente en cuadratura a la parte imaginaria r sen Ao t.

Una sinusoide puede también representarse por medio de vectores
conjugados. Por ejemplo, una onda coseno puede ser considerada como
la resultante de dos vectores conjugados de magnitudes r/2 que giran
en direcciones opuestas con frecuencia angular constante == A, (figu-
ra 2),

S(t) = —% [e“‘c‘ + e—i"ot] = 1 cOS Aot 2]

ge s@no
Imagi|nario (/?'

Ao Eje coseno
Ao f Real =
i
VAN

Fig. 2.

De forma analoga, para e] seno tendriamos

S@t) = _i_ [eiw — e—iw] = ir sen Agt [3]
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como indicamos en la figura 3, resuitando asi como componente en

cuadratura r sen Aot.

AR -
N 72 ‘
| 5
e 5l —
Fig. 3.

1.2, Representacion espectral de una sinusoide

Otra de las formas de representar el vector-rotativo es por medio
de la caracteristica frecuencia-especiro, llevada en una perpendicular al
eje de frecuencia. En los casos sinusoidales mencionados anteriormen-
te, su representacién grifica vendria dada por dos lineas espectrales,
de forma como se indica en las figuras 4 y 5 respectivamente,

Q
N)
S A SA
:
oy
{ X %
-do Ao 51
( r 4
43 [ 0
: 72
A
~Ro ° Y
Fig. 5.—Representacion espectrzl

Fig. 4.—Representacién espectral
de la funcién r cos Aot. de la funcién r sen Aot.
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De acuerdo con la figura 4, vemos que la representacién asociada
a la funcidén r cos Agt consta de un par simétrico, respecto del eje OV,
de lineas espectrales correspondientes a las irecuencias A = == 2,
con amplitudes iguales a r/2, La representacién asociada a la funcién
r sen Ast (fig. 5) consta de un par antisimétrico respecto del origen
de lineas espectrales correspondientes a las frecuencias A = = A,
con una amplitud r/2.

Podriamos generalizar lo dicho anteriormente al caso del espectro
de una funcién formada por suma de cierto ntmero de sinusoides
ry c0s At -+ rs cos At 4 ... . Si las componentes son funciones
coseno, el espectro, figura 6, es simétrico respecto a OV, En el caso
componente seno es antisiméirico v su representacion sera del tipo
representado en la figura 7.

Ample ud

T

~ky 3y ~F1-M O A1 X2 X3 Ay

v

n

Fig. 6.—Representacién del espectro z ry cos Ayt

h=1
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v
34
3
U
£
X
=23 ~h 2l m ke _ T i

Lo} }1 lllath

n
Fig. 7—Representacién del espectro Z rp sen Ayt

h—1

2. SERriEs DE FOURIER: ESPECTRO DISCRETC

Si la funcién periddica de tiempo {(t) satisface las condiciones de
Dirichlet siguientes:
1. ity = i#(t + T), es decir, i{t) es una funcidn periddica,
2. {(t) solamente puede tener un nimero finito de discontinuida-
des, verificdndose
T/2
’=f(t)|dt < =

—T/2

nuede representarse en el dominio de las frecuencias por infinitas com-
ponentes sinusoidales que constituyen la llamada serie de Fourier de
1a funcién f(t) ‘

i) = a;, + Z (2n cos 1 Aot 4 by sen n Apt) [4]

n—1



donde
T/2
g, = 2 i(t)d 41j
" = (t)dt [41]
J —m/2
T/2
2 ]
On = —— f(t) cos n At dt [5]
o —T/2
T/2
2 [
by = 5 {(t) sen n Aot dt [6]
v —T/2
T - .
Ao = —— es la frecuencia angular fundamental.

T
Al dar en la [4.5] el valor n = 0, se deduce que

T/2
2
a4y = £(t)dt [7]

-T/2

La amplitud y fase de las componentes de frecuencia vienen dadas
por desarrallos en serie de Fourier de la funcién i(t), Para calcular los
coeficientes a, y by, por ser i(t) periddica, es lo mismo integrar en el

. T .
periodo (-— —’g—, —2~—) que en cualquier otro (to, ts + T).

Podemos expresar la funcién f(t) en suma de arménicos, Operando
en la relacién [4], obtenemos

f(t) = "az"_ + 2 V32 DE cos (n Aot — @)

| §
donde
b
&, = arc tg —a,nL
En el caso particular de que la funcién f(t) sea par o impar, las

expresiones del tipo [4] quedan reducidas a una de cosenos o senos
respectivamente,
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También pueden representarse las series de Fourier como suma de

exponenciales :
oo
ity = Z Cy eidRet
u=—00
=co + 2 Z |cx| cos (n Aot — @y (%]
Br—1
donde
1 .
G = —5— (G + 1 byj
1 . N , . \
Cma = —5— (ag —iby) — ¢ (complejo conjugado)
va que

T/2
Q.p = —,f_-f f(t) cos (~—n At)dt = a,

—T/2

por ser par la funcién [cos n Aet]; v

/2
b_n = —,f;—j i(t) sen (—n A t)dt = — ba

—T/2

por ser impar la funcién [sen n A.t]; entonces

T/2
= Tf f(t) e=t= Aot dt 19]

—7/2
para
n=0 1 =+2 =+ 3 ..

El ¢, dado por la expresibn [9] en general serd complejo v se
Wlama transformada de Fourier de la funcién f(t).

El ¢, — ‘;" es el valor medio de f(t) en el periodo T.
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La amplitud del espectro de las componentes de frecuencias viene
dada por

i S —
feaf = —— Va + b} [10]

y la fase por

&, == arc g [ll]

‘n

La solucion principal de la funcidn periddica i(t) se puede obtener
de la forma siguiente:

/ T
pral, i(t) = \//%f P(t)dt [12]

Esta expresion puede calcularse, teniendo en cuenta la [9]

pral. i(t) = \/,}J‘ f2(t)dt
/

T =)
= \'/—,;— f (1) [ Y o e“"mt]dt
/ ] n——co
N

- \/ Z Ca % f £(t) € n Rot dt
n-.—oo PYaN(]

[ a o ale b
R
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El Teorema de Parseval, expresado por la relaciéon [13] nos dice
que el valoy principal de una suma de sinusoidales de frecuencias dife-
renies es imdependiente de su rilacion Jase, y estd deteyminada solamen-
ie por los wvaloves principales de los armdinicos. Esto nos indica que la
potencia media total Py en una funcién periddica es igual a la suma
de las potencias asociadas a las componentes de Fourier individuales,

T
1
Pp = —— f2(t)dt
Jo

:ca+2i\cnr

n—1

— i) [14]

A continuacidn, citamoes algunos ejemplos, que nos interesan, de
fa aplicacion de las series de Fourier al analisis de las ondas perié-
dicas.

A. ONDA CUADRADA
La representacién de la onda cnadrada de forma simétrica serd del

tipo indicade en la figura 8, si se toma como origen el centro de la
onda, La funcién correspondiente es par,

pt)
_— N R
— o —
ji }! _‘Lu 1‘7. ¢

Fig. 8—Representacién de la onda cvadrada de forma simétrica.
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— =<t <=

\ T T
f(t) = — =
t) 2 1 T <t< 1
T T

it T) = f(r)

Por ser la funcién f(t) par, y nulo su valor medio, las b n son nulas
y @ = 0.

Veamos que, en tales casos, las series representantes de f(t) se re-
ducen a series cosenos.

En fecto,
2 rlT/2
Iy = —5— (t) cos n Aqt dt
v —T/2
n—T/4 P T/4
= ‘121_ (—1) cos n Agt dt -+ T (+1) cos n Apt dt +
Vv —T/2 —T/4
/2
+ %J\ (—1) cos n At dt
T/4
2/T
= niﬂ {—[sen Act]—T/s 4 [sen n )gl,t]V“i/T*/4 — [sen n l,,t]',ﬁﬁ}
_ oy AT
= o 2
y los a, serdn
S 0 para n par
+ paran =159, ..

4

a, = —E’;‘T
2——4— paran = 3,7, 11, ...

nT
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Asi, resultard para la {(t) la expresién siguiente:

cos5)\o~7...] [15]

f(t) = rj‘T[cos Aot — —13— cos 3 Agt + ]5

B. ONDA TRIANGULAR

Eligiendo convenientemente la situacién del origen, la representa-
cién vendria dada por la figura 9,

0

%

N
/».
\

Fig. 9.
y
4 T ;
ZI—Tt o<t < 3

Puesto que la funcién f(t) es par, los b, son nulos; y, por ser nulo
el valor medio de f(t), el @ = 0. Los @, vendran dados por

T/2
a, = »;f‘— ( f(t) cos n Agt dt
v — T2
2 [° 4+ . |
:_Tr_ (I-|—T)cosnr\otdt—r
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/e
2 4t
+‘T_‘ [ (I—MT_) COSD)\at dt

e g

T/2

16 :

—Tz—j t cos n Aet df = T:rn""— (I — cos 1)
0

Si damos valores a n, observamos que la expresidn anterior toma
la forma,

8 .
—— n impar
an = 2n? P
0 n par

y la i(t) vendra dada por

I 1

f(t) = 3 cos 3 Aot + 5

(cos Aot + COSSMt—}-...) [16]

TEQ

4.3, Correlacion, Autocorrelacion y Correlacion Mutua de Funciones
Periédicas

Consideremos las funciones periddicas fi(t) y %(t) de periodo T,
y sus transformadas de Fourier (C.), y (Cy)2 respectivamente. Enton.
ces, se verificara

T/2
(€ = f Byt =it e [17]
—T/2
Yy
/2
(Ch)e = %J‘ fy(t)e—inAet (¢ [18]
—T/2
donde
N = 2%
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Fijémonos ahora en la expresion
T/2

Rap(t) = ~:}-— fi(t)a(t + Ty dt [19]

< —T/s2

donde T representa un desplazamiento temporal continuo en el inter-
valo (— e, o), independiente de t, La expresién R.o de [19] es de
especial interés en el estudio del anilisis arménico y recibe el nombre
de Funcion de Cosrelacién mutua de las funciones fi(t), f5(t).

El teorema de correlucién para funciones periddicas nos dice que la
transiormada Fourier de Ry(T) es (—C: o= (C:),, donde por (Cy)y de-
signamnos la conjugada de (Cn)y,

En electo,

| pntT/2
Ri(%) = 5 fi(t) fa(t 4 T) dt
J—1/2
nT/2 oo
= o [ N (-cn,nzei"ww} de
v —T/8 n=—ao
0 pl/2
— \_‘ !:Ccn)zei.nxe': _’; ' f1<t)e‘maqt dt}
n:m U'—T/2
=V [(T:,,}l. (cn)._,] eintot [20]
Par otra parte, al ser
(Ca)1 = (Co)o = Ca [21]

resulta que la funcién

T/2
Rua(T) = [ B0 fat 4+ T dt
< —T/2

o

Z C,eloror [22]

n—-—co
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es una funcion periédica de periodo T y con espectro dado por la |21},
€s decir, [9],

C = (.C:_D)I . (Cn)E

1 T/2
T R;g(t)eginl‘ﬁ dt [23]

v —T/3

il

La relacién de Parseval se puede obtener haciendo en [19]

H(t) = L) = f(t):

T/2 . o0
l y ¥ 2
Ru(f) = | e+ nde= Y [Colenne  [24]
—Tsg L=—co
y, si luego hacemos T = 0, la [24] se convierte en
N .
Tf [f(D)]? dt = Z |Cal?

La expresion particular que hemos obtenido en [24] se llama fun-
ci6n de autocorrvelacion de i(t) y se denota R,y (1)

/2
Ruy(1) = _%J f6) 1t + ) dt [25]

—1T/2

El teorema de autocorrelacidn para funciones periddicas nos dice que
la funcién de autocorrelacion v la potencia del espectro de una funcion
periddica son un par de transformadas de Fourier, Pues, seglin nos indi-
can las relaciones [26] v [27], obtenidas al llamar Cii(nX,) a la
potencia del espectro 'Cn? de Ta 24 tenemos

Ralt) = 2 Sya(ndy)eteros [26]
e, inversamente,
T/2
Sia(nk,) = _,1_._[ R(t)e—in%= dt = !tc’“ 2 1271
~T/2 :
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De la [24], se deduce que la funcién de autocorrelacion Ry (T) es
una funcién par respecto a T, es decir,

Riu(— 1) = Rulr) [28]

lo que nos indica que la serie de Fourier que la representa es una serie
de cosenos:

Ru(t) = Z Si(nA,) cos nA,T

= S(0) + 2 Z S(nke) cos nheT [29]
y
T/2
Su(ni,) = % r R(T) cos nA,T dt [30]
v -T2

Andlogamente, de la definicién de funcién de correlacién mutua en-
tre Li(t) y fo(t), se deduce, invirtiendo el orden de las funciones f,(t)
y h(t)

T/2
Ru(®) = —%—f fo(t) f(t + ©) dt [31]
—T/2
y
Szl(nlo)‘ = (‘E_n)z . (cn)l = Siz(nk,) [32]
Luego
R2i(T) = Ris(— 1) [33]

Por ser Ry(®) una funcidn periddica de la misma frecuencia funda-
mental que fy(t) y f2(t) ocurre que

R12 o Z Slz(n)‘o)emlw [34]

n=—0c



y
T/2
Sra(nke) = %J Ria(t) e dr 35]
—T/2
Por otra parte,
Ry(t) = z Saa(nAg)einter [36]
¥
1/2
| o
Sgl(nlo) = T Rgl(‘t)eA_ln}‘a: dt [37]
—T/2

Las parejas [34], [35] {36], [37] son pares de transformadas de
Fourier para la correlacién mutua de dos funciones periddicas de la
misma frecuencia fundamental,

4. Transjormade de Fourier: Espectro continuo,

Como generalizacién de la serie de Fourier, en los andlisis de sis-
temas lineales se utiliza la integral de Fourter,
Dada la funcion de variable real t

f(t) —_ fl(t) + ifz(':)

que satisface la condicidn

f [f(©)] dt <

se llama transformada de Fourier de f(t), v se designa por F(i}), a
la funcién definida por

F(i\) = j f(t)e—1rt dt [38]

— 00
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Para que esta definicion tenga sentido, se precisa que la integral
sea convergente.

Se prueba ficilmente que, para las funciones f(t} periddicas, la in-
tegral [38] es divergente, y realmente no tienen transformada Fou-
rier, pero se generaliza la definicién, conservando la misma f6rmula
de definicién [38].

Mediante la funcién “Impulso de Dirac” se llega a una definicién
generalizada de la que se hablard posteriormente,

Fécilmente se deduce que entre f(t) y F(id) se verifica

i) = %; J FAN)el* de [39]

—0a

La funcién F(i\) se llama transformada de Fourier de i(t) y (t)
transformada inversa de Fourier de F(iX).

En un sistema fisico, la f(t) es una funcidn del tiempo real, y F(i}A)
es, en general, una funcién de variable compleja y puede expresarse de
la forma siguiente:

F(i\) = |F0)| 6@ = a(}) 4 ibQA)

= c(A)ed™ [40]
donde
e = Ve + b es la amplitud espectral
y
b(\)
®(Ay = arc tg T ay es la fase espectral

En algunas ocasiones, las ecuaciones [38] y [39] se expresan en
forma simétrica del modo siguiente:

ft) = ——— | et di 1413
VIT Voo

F(i)) = _ f f(t)e—1rt dt [42]
Vit oo
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El par de transformaciones de Fourier [38] y [39] se puede tam.

bién expresar asi:

f(t) = —217—{ r [a.()\) cos At — b(A) sen Xt] dA 4+
)
.
- [am sen At 4 b(X) cos ?\t] dx [43]

y
[e 2]
= f f(t) [cos At — 1 sen At] dt [44]
Al identificar en estas ecuaciones partes reales e imaginarias, obte-
nemos :
o
o) = f f(t) cos At dt [45]
—o0
y
oo
b(A) = ﬁj (t) sen At dt [46]
— 00
Por ser par la funcidn coseno e tmpar la funcién seno, se verifica
a(—A) = a(A)
b(—A) = —b(})

F(—i\) = F@r)
Asi pues, para f(t) real la a(X) es par; la b(A) es impar; y, ademas,

—_—

F(—X) = F(?)
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La ecuacion [33] en tal caso se convierte en

f(t) = —ZI?J' [a(l) cos At — b(X) sen kt] dA

oo

v (T
= —EJ\ [a()\) cos At — b(A) sen )\t] dA

= -i_f ¢(X) cos [)\t + @(M] dx [47]

Si la funcidn i(t) fuera par, de las ecuaciones [4.45] a [4.47] obten-
driamos

a(hy = ZJ‘ fo(t) cos At dt
b(;\) = 0
{

fa(t) = — [‘ a(X) cos At dt [48]

v 0

Es decir, la transformada compleja se reduce a una funcién real
de .

Si la {funcidn {(t) fuera émpar, tendriamos
o0
Fimpar(t) = — %J\ b(A) sen At dA {49]
0
o sea: la transformada F(i)) se convierte en imaginaria pura,

4.1. Propiedades generales de Ia Transformada de Fourier

Vamos a estudiar algunos teoremas de las funciones

f) = 717[ FX)e* dh

— 00
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FiA) = f f(t)e—irt dt

— 00

y su significacion fisica,

A) TEOREMA DE LA SUMA

Si Fi(ix) y F,(iX) son las transformadas de Fourier de f,(t) y f2(t)
respectivamente, entonces

(O + () = o f [Fi6n) + Ry fent ax 150)

relacidn que nos indica que &l espectro de la suma de dos ondas es igual
a lo suma de sus espectros individuales,

B) TEOREMA DEL DESPLAZAMIENTO
Si

F(iX) = f f(t)e—1rt dt,

—co

entonces

F(i))etiMs = j f(t = t,)e—1*t dt (511

—Co

En efecto:

1 ” : +idty pirt — _L_ 3 A (ttte)
—ZTC——J\ F(iM)etirt et d) = 5 F@))e dx
—0 — 00
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En el aspecto fisico, nos indica que, si el especiro se modifica debido
a una entrada e, entonces la funcion de tiempo correspondiente es
perturbada en to (1),

Anilogamente, si

oo
F(i\) = f(t)e=1* dt
entonces
F(ix = i) = [f(t)etﬂot] et dt [52]

Como consecuencia de la [4.52] se obtienen las siguientes transfor-
madas de Fourier

Fli(A — Xo)] + Fli(A + X))
2

Fli(A — X)] — F[(X + X))
2i

La de {(t) cos Aot es y la de

f(t) sen At es

(1) Nos referimos a la entrada a un sistema, entendiendo por tal, un con-
junto dindmico; es decir, susceptible de evolucién o modificacién, compuesto de
partes, sometido a una situacién donde recibe estimulaciones o “entradas” del
sistema (inputs) y emite respuesta o “salidas” (outputs) a estas estimulaciones.
En cada instante, un sistema estd caracterizado por su estado, es decir, el con-
junto de entradas y salidas en ese instante, Véase figura adjunta:

- H

X, —> L,

Entradas P S ‘ Salidas
» L
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C) TEOREMA DE DUALIDAD

Si
F(ix) = j f(t)e 12t dt
entonces
. . i .
f(i 1)\) = W F[i t]e“}“ dt [53]
—00

Es decir, st el espectro de 1i(t) es F(i)), entonces el espectro de
F(=x t) es 2.i(z iM); y, st la seial de F(GX) es [(v), entonces la sefial

de (= i)) es ( 1 n) F(= 1).

D) INTEGRALES SENG Y COSENQO FOURIER

Teniendo en cnenta la definicidn de transformada de Fourier, se
deduce ficilmente

L [F(i)\) + F(_m] — f f(t) cos At dt [54]

(S5

_-]2-— [Fix) — F—iv)] = f f(t) sen At dt [55]

Vamos a citar unos ejemplos con el fin de ilustrar la aplicacién de
las transformadas de Fourier y llevar a cabo las representaciones
graficas correspondientes en el dominio, tiempo y frecuencia respecti-
vamernte,

A) Comenzamos con la Nlamada seiial rectangular.
La sefial rectangular viene definida de la iorma siguiente:

= {v —12 <t < 4 12
O = 0 en otro caso

e
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Las figuras 10 y 11 son representacién de la sefial rectangular
y de su espectro, respectivamente,

Tw) FGA)

— > O \J/\‘-' )\7
0] t 0
Fig. 10. Fig. 11

En este caso, se verifica

F(GA) = f f(t)e—t dt

— o0

/2
v f —
—t/2

— vt sen (At/2)
- T2
B) FuNCcION ESCALON UNIDAD

La funcidn escaldén se define asi

i = { (;

A Q)

1 e —

VANV
oo

‘fr'f‘
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Debido a que esta funcién no satisface la condicién de Dirichlet

f [ty < o

calcularemos primero el espectro irecuencia para

(1 0<t<T
(o = {0 en otro caso

y después la aproximaremos a la funcién escalén, haciendo que T
crezca indefinidamente ;

raoo
FGx) = f(t)-e‘”“ dt
vV -
T
= | et dt
<o
i
— 1)\ (l _— e——].l'l)
Por tanto,
[ee]
i(t) = gl [ ——~l (1 — -e'“‘T) ei*t dA
) = 21 1A
v _x
v OO o0
o l l iAt o A‘l__ l; IA(E—T) d)\
= I N ¢
Voo o —00

C) Funcidén pE DISTRIBUCION (GAUSSIANA

La forma general para el caso de una variable es

e——t?/?a'? [;6]

it) =
\V 2ro
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Faxy) = f(t)e—1*t d¢

fee]
r e— (t¥/20>+-irt) dt
V2TEs J_w

e 7.2172/2 r. it
e—(1/26) (t+1Re) gy

ViIne J oo

donde, haciendo el cambio

L e =,

V2c

tenemos

o—N62/2

Fi\) = —— [\ e~ dy = e~ /2

T ¢ —0o

[57]

[58]

De aqui se deduce que el espectro de una funcidn de tiempo gaussia-
ta es una funcién de irecuencia, pero, dada la sitnacién en que se en-
cuentra el 6° en cada una de las funciones, resulta que a una funcién
de tiempo estrecha f(t) le corresponde un espectro ancho. Para el caso
limite en que ¢ tienda a cero, la {(t) tiende a la Funcién Delta o Impul-

5o, es decir,

lim f(t, @) = &(b)

o0

5. Generalidades sobre procesos estocdsticos

En este apartado, describiremos brevemente la teoria de las funcio-
nes aleatorias estacionarias y daremos algunos ejemplos en los que se
hace patente la simplicidad que la funcién de densidad espectral ofrece

para la caracterizacion de los procesos estocdsticos.,
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E! Céalculo de Probabilidades estudia variables aleatorias de néime-
ro finits de dimensiones, Los modelos obtenidos a partir del calculo
de Probahilidades clasico no permitian estudiar ciertos fendémenos de
caracteristicas dinamicas, tales como la evolucién aleatoria de un siste-
ma en el transcurso del tiempo, Por ejemplo, en un almacén de ventas,
la evolucién del namero de clientes presentes en el almacén en un de.
terminado intervalo de tiempo, o las cantidades de agua de un rio en
el curso de un dia, etc,

En cada uno de los ejemplos citados anteriormente, se estad en pre-
sencia de un sistéma que evoluciona en el tiempo de forma aleatoria;
lo que quiere decir que el sistema estd en cada instante en un cierto
estado v que la sucesion de estados tomados por €l sistema y sefialados
sobre una escala de tiempos cronolégicamente estad descrita por una ley
de probabilidad, Los modelos matematicos asociados a tales fenémenaos
se llaman procesos estocdsticos, T.a definicidon en probabilidad y el es-
tudio de estos modelos se enfrentan con numerosas y muy serias difi-
cultades tedricas y practicas.

Definimos un proceso esiocdstico {X(t), teT} como una familia de
variables aleatorias indizadas, con un pardmetro continuo t que toma
todos los valores del conjunto T, Para nuestros propositos vamos a
considerar que t representa el tiempo.

Una serie cronoldgice puede venir definida como el comportamiento
observado de un proceso estocistico durante un intervalo de tiempo
arhitrario,

Denominamos realizaciones a las lineas que se obtienen de cbservar
los correspondientes procesos estocasticos, constituidas por observacio-
nes ordenadas cronoldgicamente y registradas en intervalos de tiempo
de forma continua o discreta,

Uno de los objetivos del estudio de las series cronoldgicas es la
prediccién del futuro basada en el conocimiento completo del sistema
y en el conocimiento parcial o total del pasado de una serie cronolgica ;
en otros casos, la meta puede ser el contro] de una serie en la extension

| que la estructura de prohabilidad permita, en base a una cantidad liri-

tada de informacion, como la que proporciona una serie cronolégica
de longitud finita; se necesita hacer inferencias en base al mecanismo
de probabilidad que produce la serie y, luego, analizar su estructura
fundamental.
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Generalmente, para dominio de T se toma el conjunto de los niime-
ros reales — o0 < t < o y, en tal caso, a la funcién aleatoria X(t)
la Nlamaremos proceso estocdstico; en los casos en que T comprenda
solamente a los nfimeros enteros positivos y negativos, a la {X(t)} la
llamaremos sucesion estocdstica. 7

En la teoria de los procesos estocasticos, podemos considerar dos
clases muy generales de procesos: los estacionarios y los evolutivos.
Intuitivamente, un proceso estacionario es aquel cuya distribucién per-
manece la misma al variar el tiempo, debido a que el mecanismo alea-
torio que produce el proceso no cambia, al cambiar el tiempo, Un pro-
ceso evolutivo es el no estacionario,

Para establecer una definicidbn mds formal de estacionarnidad, in-
troducimos la nocidn de conjunto indice lineal,

Un conjunto indice T se llama lineal si tiene la propiedad de que
la suma t + 7T, de todo par de elementos t v T de T, también perte-
necen a T.

Un proceso estocastico {X(t), teT}, cuyo conjunto indice T es li-
neal, es

1) estrictamente estacionario de orden K, donde K es un entero
positivo dado, si para todo grupo de K puntos t;, t;, ... tx petene-
cientes a T, v todo ©eT, los vectores aleatorios K-dimeusionales

[X(tl), X(tK)], [X(t, + 1), .. X(tg + 'C)]

estan idénticamente distribuidos.

2) estrictamente estacionario si para todo entero K es estricta-
mente estacionario de orden K.

El estudio de los procesos estrictamente estacionarios exige mate-
méticas sofisticadas, y su interés practico es mucho menor que el de
los que definimos a continuacion.

Un proceso estocistico {X(t), teT} se llama estacionario covariante,
débilmente estacionario o estacionario de segundo orden, si posee mo-
mentos de segundo orden finitos, su conjunto indice T es lineal, la
covarianza d(t;, t;) es funcién finicamente de la diferencia absoluta
|t1 — | y si coincide con la funcién Rii(T), llamada funcidn de
autocorrelacién de {X(t)}
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R(t) = E[X(t) X(t - 1)]

El analista rara vez conoce la funcién de distribuciéon de probabili-
dad conjunta que caracteriza al proceso, Por ello, centra su atencién
frecuentemente en los procesos estocasticos estacionarios covariantes,
tipo de proceso al que se exige un numero de requisitos muy inferior
que a los procesos estacionarios en sentide estricto y que suministran
la informacién por medio de una dependencia lineal.

Si consideramos el proceso estocastico covariante con media cero
y varianza ¢?, los momentos de segundo orden constituyen la llamada
funcién de autocorrelacion.

Ru(t) = E[X(t) X(t + 7]

= op(t) [59]

pues se verifica

R(t) s E[ X)Xt + v |
o(t) = == —
R(0) V Baolte: Y o*s?

y, por tanto,

o'p(z) = E[X() Xt + )],

donde la funcién p(T) & coeficiente de autocorrelacion nos mide la de-
pendencia lineal del proceso {X(t)} y su pasado.

Los momentos de segundo orden se expresan bajo las formas si-
guientes:

R(t) = E[X(t) X(t + ‘:)] :j f X(t) X(t + 1) dp[XE(t + r)] (6]



109

_ f i X do[X(0] Jw X( + 1) do[ Xt + /x| 1611

2o}

donde la [60] nos da los momentos de segundo orden en funcién
de lo probabilidad conjunta; la [61], en términos de las denomina-
das medias fase; y la [62], en funcién de las medias temporales

T

R(t) = lim % X(t) X(t + T) dt [62]

-T

T—00

Cuando en los procesos estocasticos covariantes se verifica:

lim —I—J E{[X;(t 4+ 1t 4+ v Xt 4+ ) — Ru(v)] .
T->c0 T 0

: [xa +9) X(t) — R(v)]} dt = 0

las medias temporales convergen en probabilidad a las medias fase.
La funcién

Rus(T) = E[Xm(t) Kexlt + c)]

se denomina funcién de correlacién mutua entre los procesos {Xx(®)}
y {Xu(H)}.
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