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Sefioras y sefiores:

Como muchas cosas en esta vida, también los métodos de inves-
tigacion cientifica estdn sometidos a las influencias de la moda. De
todas formas, en estos cambios de la moda no influye tanto el gusto
como en la industria del vestido. Por el contrario, los nuevos métodos
de investigacién resultan muchas veces extraordinariamente Gtiles
en miliiples campos afines de la ciencia. Por investigacién empresa-
rial entendemos la agrupacidn de estos métodos de investigacion.
Hasta la fecha no se ha encontrado una definicidn aceptable de lo
que se entiende por investigacién empresarial. Sin embargo, pode-
mos definir sus principales caracteristicas diciendo, que la investiga-
cién empresarial trata de hallar decisiones 6ptimas con la ayuda de
modelos, generalmente de modelos matemdticos. El «leitmotiv» en
todos los trabajos de investigacién empresarial es siempre la pre-
gunta sobre la decisién dptima. Algunos métodos han resultado ser
de especial utilidad para resolver esta clase de cuestiones, como por
ejemplo: la (Teoria de los Juegos, los métodos de Programacion
Lineal, el Método de Montecarlo y ofros.

Parece ser que el campo de aplicacion de los métodos de inves-
tigacion empresarial es ilimitado. Lo mismo se pueden resolver pro-
biemas econdomicos que problemas estratégicos. Un ejeroplo tipico
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de aplicacién en el sector comercial, es la determinacidon de las exis-
tencias Gptimas en almacén. Qusremos conocer, por ejemplo, en
unos almacenes, qué clase de mercancias y qué cantidad debe exis-
tir en almacén y cudndo ha de hacerse el pedido para reponer una
mercancia determinada. 5i el pedido se hace demasiado pronto, se
despilfarrard espacio de almacén y la mercancia estard demasiado
tiempo almacenada sin producir. Si se encarga demasiado tarde,
puede suceder que en un momento dado no se puedan cubrir las
necesidades en dicha clase de mercancias.

Otro problema completamente distinto que puede ser solucio-
nado por la investigacion empresarial, se plantea al establecer nue-
vas sucursales de una Empresa; es decir, también cuando se trata
de establecer Agencias de una Compafiia de Seguros. Podremos
contestar a la pregunta sobre el aplazamiento y ei volumen éptimos
de la Agencia en cuestion.

En el campo del Seguro, existen multiples problemas que pueden
ser resueltos con ayuda de la investigacién empresarial y me permi-
tiré exponerles una hreve seleccion de los mismos, sin pretender que
ésta sea exhaustiva, El primer problema que expondré afecta ala
estimacién de las reservas. Trataré de los sistemas conocidos de
valoracion de reservas por el método de la Programacidén Lineal.

Supongamaos que {Vy 3] representa la reserva téenica para un ase-
gurado de edad inicial x, una duracién n del seguro, un tiempo
transcurrido t desde la contratacidn de la péliza y paraz un capital
asegurado de 1. Si y{x,n,t) es el capital asegurado para este seguro
tendremos que

V==X {Vyn y(x,0,t)
(B}

representa la reserva total para la cartera de seguros B. Supongamos,
ademds, que todas las polizas de seguro estin numeradas correlati-
vamente y que v; es la reserva de la j#im% poliza € y.; el capital ase-
gurado de dicha pdliza, en cuyo caso parece ser que
V= UE) Vi Y

Estamos ahora en condiciones de calcular exactamente la reserva
total, averignando para cada pdliza la reserva individual v;, multi-
plicindola por el capital asegurade y; y sumando todos los pro-
ductos,
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Si se trata de una cartera grande de pdlizas, este trabajo es con-
siderable. Supongamos, por ello, que conocemos algunos valores
auxiliares de cada pdliza que no han de ser calculados de nuevo
cada afio, como sucede con la reserva, sino una sola vez al principio
del seguro. Uno de estos valores auxiliares puede ser, por ejem-
plo Py, es decir, la prima para el capital asegurado 1. Estos valo-
res auxiliares seran constantes para toda la duracién del seguro.

La suma

H = E len y(X,ﬂ,t)
(8}

se establece anualmente para todas aquellas pélizas que en el mo-
mento del cdlculo de las reservas estén en vigor.

Supongamos también, que para cada poliza existen m valores
auxiliares hj...,hmj. Como valores auxiliares podemos considerar
entre otros, también las reservas individuales para periodos de 5, 10,
15 afios, etc. Mds adelante, indicaremos estos valores auxiliares.

De momento, nos limitaremos a los valores auxiliares hy ...,y
sumdndolos para toda la cartera en vigor y obtendremos:

Hi_ — E hi]' ¥ i=— ’1,‘,.,m
a

Queremos recalear que estos valores auxiliares se calculan una
vez al comienzo del seguro y luego continvan fijos, de forma que,
en el momento del cdleulo de la reserva, solamente habrd que sumar
todos los valores auxiliares de las pélizas en vigor para obtener las
correspondientes sumas de H;, El valor de H; es, por tanto, fdcil de
obtener.

Nuestra inlencién es la de poder estimar el importe de la reserva
total V. Conociendo el valor de H; fijaremos para V un limite m4-
ximo V v otro limite minimo V. El problema lo formularemos de fa
siguiente manera:

Teniendo en cuenta las condiciones secundarias

H; == ¥ hy v;
P Y

queremos hallar un limite mdximo y un limite minimo para la
férmula lineal

V= Zvy;
G
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Podemos suponer que y; > O, by = 0, vy > 0. Se trata de un
problema que puede ser resuelto por el método de la Programacién
Lineal. En la teorfa de la Programacién Lineal el presente problema

se formula como sigue:
Teniendo en cuenta las condiciones secundarias

a43Xy =+ oo AgaXy = 8¢,

AmiXs - oo | Bmn¥p = Sq,
Xy > O,_ =1, ..,n

Queremos determinar los limites maximo y minimo de la férmula
lineal.

L = Pi Xj

I 4

1

La solucién se obtiene con ayuda del méiodo Simplex, de G. B.
Daxrzing, con un numero finito de iteraciones.

Para el caso de m — 1, es decir, cuando solamente se conozea
un valor auxiliar, tendremos que

— . .V

Ve H . max - V=H"- m1n%—4—
. 5 - J

Para el caso m > 1 tendremos expresiones algo mds complica-

das. La exactitud que pueda tener el valor auxiliar para la estimacién

de la reserva es tanto mayor cuanto menor sea V — V, va que la
reserva exacta tiene que encajar entre estos dos lmites. Para m = 1
el valor auxiliar para la estimacién de la reserva serd tanto mejor
cuanto menor sea la diferencia

Vi Vi
M 1 3 ]
ax hj — 1min hj

Suponiendo para m = 1 que los vectores

Vi Yi Vi
H 1 =
h]j hQJ hmj
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son puntos Pj en un espacic m-dimensional, podremos dem ostrar
que la estimacién de V serd tanto mds exacta, y V — V tanto mds

pequeila cuanto mds se acerquen los puntos P; al hiperplano.
Después de estas consideraciones tedricas, pondremos un ejem-
plo: Segun LipstonE, la reserva total para un grupo de seguros
mixtos de igual duracidn futura m = n -— {, podrd representarse
por:
Vimy= I ( R L

ix,2) jx zFmx]

) y (x,z-bm—x,z—x)
En esta férmula z es la edad alcanzada x-4t, y z es una edad
media. z se puede determinar por la férmula

Cz_('Et\ ¥{X,z- - m—=x, 2--X%) (_.‘l} ¢ y{x,z+m—x, 2—X)
i Xz

l

en la que c representa la constante de la formula de MaxeHAM

ly = k s* g . En el método de LipstoNe se ufilizan, como puede
apreciarse facilmente, tres valores auxiliares, es decir:
1 .
=1 = +———, hj=0C
JetFm—x|
El valor 1 ha de considerarse también como valor auxiliar. Nos
preguntamos ahora qué exactitud se puede obtener al estimar las
reservas con estos valores auxiliares, es decir, cudl serd el limite
méximo ¥ minimo para la reserva tofal. Para ello estableceremos
las siguientes sumas de los valores auxiliares
Hy(m) =3 by (x2) ¥ {x, z-pm—%, z—)
(x.z}
Ha (m) = % ba (x2)y (x, 2--m-—x, 2—%)
2
H;(m) =X hs(xz)y (x,2+m—x, z—X)

X,

y preguntamos cuil serd el valor extremo de Vy V bajo estas con-
diciones secundarias. No es dificil encontrar una solucién a este
problema con ayuda del método de la Programacion Lineal.

De todas tormas, quiero advertir, que el valor aproximado de
Lipstone no tiene que encajar obligatoriamente entre los limites \'
¥ V. Puede darse también la circunstancia de que este valor se halle
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fuera de los limites indicados y que, por tanto, esté en contradiccion
con las condiciones secundarias indicadas. Esto, desde luego, ocu-
rrird solamente en algunos casos extremos.

La bondad de una estimacion de las reservas puede ser represen-
tada por el error standar o desviacion tipica.

vV

o - Y

Basdndome en los resultados obtenidos por U. BAUMGARTNER, se-
fialaré los valores auxiliares que se utilizan en determinados métodos
para la estimacion de las reservas y a cuanto asciende el error stan-
dard en el caso concreto de una cartera de seguros de 239 pélizas ¥
t = 13 aios transcurridos. En primer lugar indicaré para tres méto-
dos los valores auxiliares:

Método Valor auxiliar
Karue 1, Pea
Método t de JecELIN 1, Pyay,e*Pea
POTTRER sVl . 15Vxa] s 23Vxa] » 33Vea|

En estos métodos se utilizan siempre varios valores auxiliares
conjuntamente. Mediremos, en primer lugar, la bondad de cada uno
de los valores auxiliares, caleculando el error standard para cada
uno de los valores axiliares, en el supuesto de que solamente dispo-
nemos de ese valor auxiliar,

Para la cartera analizada por BaumMcarTxER se hallaron los siguien-
tes errores standard:

Valor auxiliar Error standard
1 57,53 %,
ey 10,39 9/,
c¥ 92,15 9,
S.Vx,n} 2:93 0/0
15V, 3] 1,25 °/,
25Vx,a] 14,83 ¢/,

35V'x,n_i 57306 UI{U




231

Es natural, que el valor obtenido para la reserva después de 15
anos sea ¢} mds exacte, ya que hemos supuesto que han transcu-
rrido 13 afos de duracién y, por ello, el afio 15 es el que mds se
acerca a esta fecha 1imite.

En el caso de que dispongamos de varias sumas de valores
auxiliares, es decir, en el caso m > 1, disminuird el error standard.
En este caso obtendremos las siguientes correcciones:

Valores auxiliares utilizados Error standard
1, Posi 7,02,
1,5Ve 5] 2,54 9/,
1, 45V 0,89 9/,
Peal s 16Ve,n 0,56 9/,
1! Px,ﬁ—l H 15VX,I:T] 0,31 0;‘0
1, Pral, c*Pra 1,79 °/,
5Veal s 15Vxa] » 28Ve,a] » 35V 0,06 %/,

Como puede apreciarse, los valores auxiliares utilizados en
el método de Jeckiv solamente producen en conjunto un error
standard de 1,79 ?/,, mientras que los valores auxiliares empleados
en el método de PoTker limitan la zona de la reserva al 0,06 %/,

Ahora trataremos de la utilizacion de la Teoria de los Juegos.
Para ello, un ejemplo, y para cambiar, lo tomaremos de la vida
cotidiana. Queremos dar un paseo a pie y nos preguniamos si
hemos de llevar paraguas o no. En este caso se nos presenta
el siguiente dilema: Si llevamos paraguas y no llueve, habremos
cargado innecesariamente con el paraguas, v ello es molesto. En
cambio, si no llevamos el paraguas y llueve, entonces nos mojaremos
¥ ésto es mas molesto atn. Por ofro lado, no parece muy probable
que llueva, pero es posible. ;Qué hemos de hacer? Supongamos
que valoramos con —20 la molestia de mojarnos sin llevar paraguas
¥ con —35 la molestia de cargar innecesariamente con el paraguas.
L.a ventaja de disponer del paraguas, si llueve, la valoraremos
igual que la ventaja de no haber llevado paraguas, si no llueve;
es decir, con -5 La probabilidad de que ilueva la estimaremos
en base de nuestra experiencia meteorolégica, con 0,3. Por tanto
podemos considerar que nuestro proposito de pasear es un «juego
confra la naturalezas. En este juego introduciremos nuestras valo-
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raciones de —5, —20 v 45. Los posibles resultados del juego
encajan, por tanto, en la siguiente matriz:

NATURALEZA

Partida Liueve No Hueve
Paraguas 45 —5
Nosotros
Sin paraguas —20 +4-5

Las partidas ¢ movimientos que en este juego realiza la natura-
leza se han elegido al azar, valorando «llueve» con una probabilidad
de 0,3, y «no llueves con una probabilidad de 0,7. El resultado
del juego serd, por tanto, una variable aleatoria. Queremos deter-
minar ahora su valor probable. 5i elegimos ¢paraguas», el valor
probable de los resultados del juego sera 5 . 0,3 4 (—5}. 0,7 = —2.
Si elegimos «no paraguas», entonces el valor del resultado del
juego serd (—20) . 0,3 —— 5 . 0,7 = —2,5. El resultado probable
del juego serd, por tanto, menor para el caso de «no paraguass
v hariamos bien con llevar paraguas.

¥n este ejemplo no fue dificil llegar a un resultado, porque
estdbamos informados de lo que la naturaleza iba a hacer. Sabjamos
que la naturaleza nos traeria llovia con una probabilidad de 0,3,
M4ds complicadas se ponen las cosas si no tenemos ninguna intor-
macién sobre lo que va a hacer la naturaleza.

En general, en estos juegos bipersonales se pueden encajar
los resultados en la siguiente matriz:

Jugador 2
Partida 1 2 Lo n
1 B4 ayg .. . A4q
2 an aua . . . dopn

Jugador 1

m Am1 Ao . . . Amn
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Los valores a; son valores de la asi llamada «Funcién de pago».
Si cada jugador elige de acuerdo con una regla determinada un
movimiento concreto —el Jugador 1 una de las lineas 1 hasta m,
v el jugador 2 una de las columnas 1 hasta n— podremos hablar
de una «estrategia pura». Si un jugador elige su movimiento de
forma aleatoria, como en nuestro anterior gjemplo lo hizo la natu-
raleza con la lluvia, podremos hablar de <estrategia mixta». En este
altimo caso es distinto si se trata efectivamente de un mecanismo
aleatorio o si en realidad es que no estamos en condiciones de
describir el mecanismo exacto de eleceién y utilizamos, por tanto,
&l modelo de una eleccion aleatoria.
Para explicar la utilizacién de la teoria de los Juegos, presentaré
ahora un ejemplo establecido por 8. Benjamin, tomado del trabajo
cotidiano de una Compaifiia de Seguros: La Compafiia quiere invertir
lo mds ventajosamente posible un determinado capital que ha de
engrosar sus reservas. Supongamos que existen dos posibilidades
de inversidn, es decir:
a) Valores del Estado al 3,5 9/, de interés y seis aflos de
duracion.
4/ Cédulas hipotecarias con dividendo del 5 %/,
En ambos casos se pueden adquirir las piezas por su valor
nominal. Transcurrido un afio puede haber cambiado la situacién
en el mercado de capitales y vamos a suponer que pueden darse
las siguientes tres circunstancias:
1. Los valores del Estado siguen rindiendo un 3,5 %/ las
hipotecas un 5 9/,.

2. Los valores del Estado rinden un 3 9/, y las hipotecas que
vamos a adquirir un 6,5 %/, mientras que el mercado de
hipotecas en general solamente produce un 6 /.

3. Los valores del Estado rinden un 2,5 %/, las hipotecas que
vamos a adquirir un 4 %/;, mientras que el mercado general
de hipotecas produce un 4,125 °f.

La eleccion entre las dos posibilidades de inversién @) y &/ 1a
toma la Empresa Aseguradora como primer jugador. Tendrd dos
posibilidades de eleccidn. La eleccidn de la situacién del mercado,
transcurrido un afio la toma la naturaleza, es decir, el segunde
jugador.
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La <ganancia» en este juego serd distinta para cada una de
las seis posibilidades. Llamaremos gj a la ganancia del primer
jugador, es decir, la de la Empresa Aseguradora si ésta hubiese
elegido la posibilidad de inversion i®ima, y si el segundo jugador,
es decir, la naturaleza, hubiese elegido la situacién de mercado j.
Evidentemente, gy, es decir, el beneficio que se obtiene para una
situacién de mercado invariable e invirtiendo en valores del Estado,
serd igual al rendimienio, es decir, igual al 3,5 %/, ya que no se
ha cambiado la cotizacion y tampoco ha habido beneficio o pérdida
por cotizacién. De la mima forma g, es decir, el beneficio que se
obtiene al comprar hipotecas y no variar la situacién del mercado,
serd igual al 5 °/,. Previendo las situaciones de mercade 2 y 3 habrd
de tenerse en cuenta también los beneficios o las pérdidas por coti-
zacién, La mairiz de pagoe nos dard, al efectuar los correspondientes
calculos, los siguientes resultados:

Jugador 2
Partida 1 2 3
1 3,59, — 3% 8%,
Jugador 1
2 5 9, 13,3 9/, 29,

Si solamente pueden darse las situaciones de mercado 1 y 2 no
se podria dar la partida 3 del segundo jugador y seguramente el
jugador 1 tendria que elegir la partida 2 que, en ambos casos, es
decir, para las dos partidas del jugador 2, asegura el mayor bene-
ficio. En general, y segin los fundamentos de la Teoria de los
Juegos, es posible tomar inmediatamente esta decisién si

max min gy = min max gy

@ @ @ W
Este es el llampado Teorema del Minimo y Mdximo. El jugador 1
quiere obtener el mayor beneficio posible, es decir, el mayor valor
posible para la funcién de pago; esto es max g;;. En cambio, si su

L
contrincante anhela que su valor de pago sea minime, elegird min

L))

gi;. Prescindiremos en este ejemplo de eonsiderar si efectivamente
la naturaleza puede actuar tan «mal intencionadamente». Si un juga-
dor conoce de antemano la eleccién que va a tomar el otro jugador,
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le seri facil tomar su «mejor eleccione. Dificil resultard, en cambio,

la situacién si ambos jugadores pueden tomar su eleccidén con

completa independencia entre ellos. El jugador 1 sabe que el juga-

dor 2 puede elegir para cada partida i que él juegue aquella parti-

da j que le dé el menor importe de pago, es decir, min g;;. Elegir4,
(i

por tanto, aquella partida i que le asegure en cualquier caso el mayor

valor de pago, es decir, max min gy,
wn W
Por la misma razon el jugador 2, que tiene interés en que resulte
el menor valor de pago, elegird aquella partida j que conduzca a

mi)n n}ax gi.- En el caso de coincidir ambos valores, entonces los
(G i)
valores correspondientes de i v j serdn siempre las partidas dptimas
para un fin determinado.

La situacién en el presente ejemplo no es, sin embargo, tan
sencilla. Evidentemente mi)n nzax gi= 5%, ma)tx ngin gy = 2 9.

(j i) d i}

Sin embargo, con ayuda del Teorema del Minimo y Maximo parece
gue no se puede establecer ninguna estrategia Optima. Podemos
demostrar que la estrategia 6ptima para el presente caso ha de ser
una estrategia mixta. El jugador 1 elige, por tanto, la partida £ con
la probabilidad p, ¥ la partida 2 con la probabilidad p,. De igual
manera, el jugador 2, al que hemos de conceder también la eleccién
de una estrategia mixta, jugard las partidas 1, 2 y 3 con las probabi-
lidades qi, g2 ¥ qs- El valor de expectacidn del beneficio serd,
por tanto,

E(G) = 3,5 /4 p1 a1 —3 °/5 P1 Q2 + 8%0p1 Q3 +5%/oP2 g1 +
133 p2g2+ 2%/, pa s

El jugador 1 pretende que esta expresion resulte el médximo.
Observamos que se trata de una problemaética que puede resolverse
con ayuda de la Programacion Lineal. Las condiciones secundarias
serdn py + pz== 1, ¢« + g2 + 93 = 1. La solucién para el primer
jugador sera py = 0,4, pe = 0,6. Como puede demostrarse ficilmen-
te, esta eleccion asegura al primer jugador un beneficio de por lo
menos 4,4 °/,, es decir, que E(G) > 4,4 °/,. Para qs == 0.8. g2 =

== {, g3 = 0,2 tenemos también E(G) = 4,4 °/,,.
En qué forma ha de realizar la Compafila de Seguros sus
inversiones? La estrategia mixta nos dird que la Compafiia hara
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bien comprando valores del Estado con una probabilidad de 0,4
e hipotecas con una probabilidad de 0,6. Pricticamente esto quiere
decir que la Compaiiia tendrd que invertir el 40 °/, de su capital
en valores del Estado y el 60 °/, en hipotecas. En tal caso tendrd
asegurado un beneficio del 4,4 /,, en cada una de las tres posibles
situaciones de mercado. Esta inversién de capitales seri dptima
en el supuesto de que no exista ninguna otra posibilidad de
inversion, que para cada situacién de mercado asegure un 4,4 9/,

Un importante campo de aplicacién de la Teoria de los Juegos
en el negocio de seguros es el Reaseguro. Asegurador y Reasegura-
dor quieren obtener el mayor beneficio posible de sus contratos
de reaseguro v ésta es exactamente una situacién de iniereses
opuestos que puede ser tratada con la Teoria de los Juegos. En
primer lugar, nos hemos de preguntar qué es lo que sucede al
efectuar un Reaseguro. Es evidente, que al cobrar la prima de
reaseguro el reasegurador asume parte del riesgo del Asegurador.
Asegurador y Reasegurador solamente celebrardn un contrato de
esta clase si ambos esperan encontrar en & determinadas ventajas,
es decir, si con el contrato de Reaseguro mejoran su «situacion
de riesgos. [sta «situacidn de riesgo» queda descrita a su vez
por el capital de que dispone la Compaflia y por el riesgo que
la amenaza. El riesgo puede ser descrito por la distribucién de
los siniestros F{x), siendo F(x) la probabilidad de que la suma
total de los siniestros que se produzecan en la cartera de seguros
sea inferior & x. La situacién del riesgo podrd ser descrita, por
tanto, por la expresion { K, F(x) |, siendo K el capital, y F(x) la
distribucién de los siniestros.

Con la contratacion de los seguros vy la contratacién de rease-
guros se modifica la situacién del riesgo. Una Compafiia de Seguros
que trabaja «razonablementes, es decir, <racionalmente», solamente
comratard seguros © reaseguros, si con ello mejora su situacion
de riesge. Pero, scudndo puede decirse que una sitwacion de riesgo
es mejor que otra’® Para poder saberlo necesitamos disponer de
una medida para valorar las distintas situaciones de riesgo. Eviden-
temente es facil decir cudndo un capital es mayor que otro, pero
si se trata de valorar la situacién de riesgo, el problema no es tan
sencillo, Por lo general, podemos suponer que para K; - Kjla

situacion de riesgo { Ky , F(x) | es mejor que la situacién de riesgo
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1Kz, F(x)} , ¥a que solamente se diferencia de la segunda situacion
de riesgo por un capital superior, ¥ esto, indudablemente, supone
una mejora. Pero, jcémo podemos apreciar la bondad de una
distribucién de siniestros F(x)?

El célebre libro de Neuvmanw y Morcznsterw sobre la teoria
de los juegos trata precisamente de éstos y parecidos problemas
de valoracién. K. Borcu ha iniciado investigaciones sobre alguno
de los temas aqui tratados. Un sistema sencillo y plausible de
valoracidén consiste en valorar tanto més alta la situacion de riesgo
cuanto mayor sea la diferencia enire el capital y los siniestros
que se preven, ¥ tanto menor cuanto mayor sea la dispersidn de
fa distribucion de los siniestros. Si llamamos R =K — E(x) ala
reserva libre, es decir, al capital mencs el valor previsto de los
pagos por siniestros,y a 62 la dispersion de la distribucién de
los siniestros, entonces a . R — b . 9% puede ser una medida que
nos-permita valorar la bondad de una situacion de riesgo.

La valoracién se podra efectuar de la siguiente forma:

En primer lugar se valora el rendimiento que se obtiene por la
cantidad x, por ejemplo, utilizando la funcién de rendimiento n(x).
Al parecer n(x) tendrd que crecer proporcionalmente, ya que quere-
mos’ que a mayor importe corresponda también un rendimiento
mayor. Después tendremos que tener en cuenta el momento «esto-
céstico» de la situacién de riesgo. Esto se hace suponiendo que para
aqueila®situacién de riesgo que con una probabilidad p nos vaa
producir el importe By ¥ con una probabilidad 1—p nos producird
el importe By , la corresponde el rendimiento p . n(By) 4+ (1—p) .
n{Bs ).

Con ello hemos proporcionado todos los datos necesarios. Una
situacidnide riesgo para la cual el capital z que queda después de
haber liquidado todos los seguros tenga la funcidén de distribucién
G(z), es decir, para la que W {z < Z } == G(Z) tendrd, por tanto, un
rendimiento

f" %0
N{G@z)} =] n(z)dGw)

o

Al parecer, no tiene sentido suponer que n(x) == x, ya que en tal
caso el beneficio de una situacién de riesgo seria igual al valor de
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expectacién del remanente, es decir, N { G(z) } = E{z). En este caso
el Asegurador contrataria todos los seguros mediante una prima
neta —prescindiendo de los gastos de administracidén— indepen-
dientemente de la distribucion de los sinjestros, es decir, indepen-
dientemente del riesgo. Esto no corresponde, evideniemente, a una
actuacidn racional de las Compaifiias de Seguros. Sera necesario, por
el contrario, que n(x) crezca proporcionalmente a medida que decrez-
ca la curva.

Con ayuda de la funcién de rendimiento n(x) elegida inicialmen-
te podrdn revisarse los contratos de Reaseguro, para determinar en
gué medida contribuyen a mejorar la situacién del riespo. Podemos
apreciar que en circunstancias normales, dos Compaiias de Seguros
pueden mejorar su propia situacién de riesgo celebrando conwatos
de Reaseguro reciprocos. Siempre y cuando ambas Companias
de Seguros no valoren en forma demasiado diferente su situa-
cién de riesgos, tendremos que las dos pedrdn mejorar considera-
blemente su situacion de riesgos celebrando contratos de Reaseguro
reciprocos. Esto, sin embargo, se consigue solamente si las dos
Compaifias, al determinar su cartera de Reaseguro y su prima de
reaseguro, no se adentran en un terreno, en el gue la situacién del
riesgo de uno de los Aseguradores solamente se pueda mejorar a
costa del otro Asegurador. En este terreno existe una colision directa
de los intereses entre ambas Entidades. Nos encontramos ante una
situacién cldsica de la Teoria de los Juegos y se podrdn determinar
«partidas» Optimas que describan la contratacion del Reaseguro.

La situacién del riesgo de una sola Compaifila de Seguros puede
mejorarse en forma éptima por la celebracion de un contrato de Rease-
gurc de Excedente a prima neta. Ello salta a la vista, ya que con el
Reaseguro de Excedente se cede aquella parte de la siniestralidad
gue influye al méximo en su difusién. Pero precisamente queremos
conseguir que la difusidén sea lo mds pequefia posible. Para la se-
gunda Compania, es decir, para el Reasegurador, el problema es
distinto. E! Reasegurador no estard dispuesto fdcilmente a aceptar un
Reaseguro por Excedente, ya que para él este contrato serd desfa-
vorable a causa de la gran difusidon. Podemos demostrar también gue
la situacién de riesgo de ambas Compaiiias podra mejorar al mismo
tiempo, celebrando contratos de Reaseguro de cuota parte, E] Rease-
guro por Excedente mejora, por tanto, la situacion de una sola
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Compaiiia, empeorando, en cambio, la situacién de la segunda Com-
pania. El Reaseguro de Cuota Parte mejora la sitvacién de ambas
Companias, Los mismos resultados se obtienen al celebrarse con-
tratos de Reaseguro entre més de dos Compafilas. También en estos
casos un Reaseguro de Cuota Parte mejora la siluacién del riesgo de
todas las Compafiias.

Dentro del marco de esta conferencia no me es posible entrar en
detalles matemdticos de estas investigaciones. Sin embargo, quiero
ofrecerles una vision de conjunto sobre las posibilidades que el em-
pleo de funciones de rendimiento brindan a las Compaiiias de Se-
guros para el establecimiento de su politica de actnacidn.

En la Teorfa de los Juegos podemos distinguir entre las distintas
partidas de los jugadores y entre sus esirategias. Las partidas son
decisiones individuales, como por ejemplo: la eleccion de una deter-
minada inversidn de capitales, mientras que por estrategia entende-
mos una norma general para determinar qué partidas han de jugarse
en circunstancias determinadas. Upa Compafiia de Seguros puede,
por ejemplo, considerar la contratacién de seguros como partidas de
un juego. De la misma forma, el pago de los dividendos, el aumento
de las reservas, etc., pueden ser considerados como partidas del
juego.

La estrategia de la Compania, consiste, entonces, en fijar deter-
minadas normas par las que se han de regir sus partidas. La Com-
pafifa determina las clases de seguros que deben de contratarse y
las gue no. Establece, ademds, que en determinadas circunstancias
se pueden abonar dividendos de cuantia determinada y que, en su
consecuencia, ha de modificar sus reservas. Una estrategia de estu
clase influye, por lo tanto, en la politica de actuacion de la Compa-
fifa. Esta politica depende, naturalmente, de circunstancias externas,
como por ejemplo: del mercado de seguros, del desarrolle de la
siniestralidad v del mercado de capitales.

Para hallar 1a estrategia dptima en este juego de la Compania de
Seguros, partimos del modelo de un desarroilo determinado del
negocio. El capital de la Compafiia en un momento determinadoe, es
una variable aleatoria, ya que, entre otras cosas, depende también
de los pagos por siniestros. Este capital, representa, por lo tanto, un
proceso aleatorio en funcidn del tiempo. La Compaifija puede vigilar
este proceso eligiendo —segtin la situacién del mercado— la clase
de seguros a contratar y los dividendos a distribuir. Ha de tratar de

P
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disponer de ia suficiente reserva de seguridad, pero por otra parte
tratard también de distribuir suficientes dividendos. La politica de
gestion optima serd, por tanto, aquella para la cual el posible valor
actual de todos los futuros pagos de dividendos, represente un
maximo.

El tratamiento practico de esta clase de modelos matemdticos es
bastante dificil. Podemos suponer gue simulando el desarrollo del
negocio con una miguina de calcular se pueden obtener resultados
bastante accptables. Esta clase de investigaciones tiene que realizarse
en colaboracién con una Compafia de Seguros. Desconozeo si se
han realizado ya esta clase de investigaciones, perc creo que pueden
ser bastante fitiles y quizds encontremos a alguien que se atreva a
adentrarse en este terreno virgen.

Acabo de hablar de una simulacion. También el Método de Monte
Carlo puede utilizarse para resolver problemas sencillos en Segu-
ros. Consideremos como ejemplo el cdleulo de la prima para el
seguro de un grupo de personas con diferentes pagos en caso de
fallecimiento. Por ejempla: Se pagard la suma S; al fallecer g] 1%tmo
asegurado que al contratar la pdliza hubiese alcanzado la edad x; .
La probabilidad de fallecimiento para una anualidad de seguroesg; .
Elegiremos ahora en lorma iotalmente aleatoria un ntimero de seis
digitos entre Q00001 y 999999, Para elegir estas cifras aleatorias
existen las tablas especiales. También es posible programar los
calculadores de forma que nos faciliten estas cifras aleatorias. Con
esta cifra aleatoria determinaremos una cifra de seis decimales
p = 0 .., que desde luego estard entre 0y 1. Al haber sido la
eleccion aleatoria, [as cifras p deben estar distribuidas a intervalos
iguales (0,1), si prescindimos de diferencias del orden de 10—5. Por
lo tanto, W {p<<Pl es aproximadamente ‘igual a P para 0<P=1.

Con la eleccidn de esta cifra aleatoria podemos simular el falle-
cimiento del asegurado i%m¢, Parg este asegurado elegimos la cifra
aleatoria p;, diciendo que para p;<{g; se ha producido la muerte
del asegurado y para p; — el asegurado sobrevive.

Como se puede ver, la probabilidad que se obtiene para la muerte
simulada es igual a la probabilidad de fallecimienfo. Con ayuda de
esta simulacidn es posible repetir cuantas veces se guiera el desarro-
llo de las pdlizas ¥ determinar casi experimentalmente ias probabili-
dades, los valores de expectacidn y cualguier otro parametro de
distribucién. Con ello se puede simplificar considerablemente el tra-
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bajo de complicados cdlculos de primas. Especialmente, para deter-
minar el Reaseguro de Excedentes, este método presta muy buenos
servicios.

Se puede utilizar también esta clase de simulacién si no quere-
mos analizar una sola anualidad de seguro, sino toda la duracién
del contrato hasta el fallecimiento del ltimo superviviente. Si sefla-
lamos con q, la probabilidad de que el asegurado i%me fallezen en
la néima anyalidad de seguro, tendremos evidentemente que

W~Xi
il Qin =— 1
n=1

El intervalo (0,1) puede ser cubierto por intervalos parciales de
longitud g, Aguel intervalo parcial al que corresponda la cifra
aleatoria p; (llamémoslo el intervalo g;3), nos dird el ano de falle-
cimiento del asegurado; en nuestro caso n. También de esta forma
es posible simular desarrollos de pdélizas y calcular experimental-
mente primas y otros pardmetros de distribucion.

Por dltimo, quisiera darles a conocer el resultado de algunas
investigaciones que pueden utilizarse en bastantes sectores del segu-
ro privado y social; se trata del modelo de un proceso aleatorio,
Comienzo planteando la cuestion que se ha presentado en la prctica
de un Asegurador de 1a Seguridad Social, concretamente, de una
Caja de Seguros de Enfermedad. Se trata de determinar la cuantia
de la reserva de seguridad.

El recuento de los dias de indemnizacidn pagados en caso de
enfermedad por el Seguro Social austriaco, que se basa en un grupo
de personas de inds de dos millones de asegurados con derecho a
esia clase de indemnizacién, nos ha dado los siguientes resultados:

Dias de indemnizacién

Aiflo
por asegurado

1936 9,31
1957 10,45
1958 922
1939 8,82
1960 9,19
1961 9,46
1962 10,10
1963 10,20
1964 3,99
1965 8,97

16
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Las oscilaciones que se aprecian en la frecuencia, no pueden
explicarse como oscilaciones aleatorias en la frecuencia individual
de dias de indemnizacién para cada uno de los asegurados, ya
que para mds de dos millones de asegurados la ley de los grandes
numeros tiene que conducir indudablemente a una igualacién.
Vemos, en cambio, que los propios parametros de frecuencia estan
sometidos a oscilaciones aleatorias. La funcién de estimacién gue
para esta serie de resultados se ha obtenido para la difusion de
la frecuencia media, nos da s —= 0,57, y un estudio realizado con
ayuda del test de Kormocororr demuesira que la suposicion de
que existe una distribucién normal estd en consonancia con los
resultados.

Para describir el desarrollo de los dias de enfermedad hemos
de elegir, por tanto, un modelo que tenga en cuenta estas oscilacio-
nes anuales de la frecuencia, y este modelo parece ser que no se
puede basar solamente en las frecuencias individuales de distribu-
cién para cada asegurado.

Por lo tanto, nos basaremos en nuestras investigaciones en
la totalidad de los asegurados y designaremos con S(i) el saldo
entre ingresos y pgastos del seguro de indemnizacion diaria que
resulte desde el momento 0, es decir, desde el comienzo del segurc
hasta el momento t. Como parece que los desembolsos por indemni-
zacion diaria dependen evidentemente del ntimero de dias de enfer-
medad por asegurado ¥ como esta ciira estd sometida a oscilaciones
aleatorias, S(t) representa un proceso aleatorio.

Para no complicar el ejemplo prescindiremos de considerar que
los gastos se ven también afectados por oscilaciones estacionales y
supondremos que S(t) sigue un desarrollo continuado. Por tanto,
S{t) representa un proceso aleatorio continuado. Suponemos también
que dicho proceso puede ser descrito por la siguiente ecuacidn:

d S{ty = m(t) dt 4 82 () dy (t)

En esta formula y(t) representa un proceso del movimiento de
Brown para el que rige:

Efy(t)—y(tu}} =0,
Efly{te)—y(t)]*} = | to—ts]
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El momento aleatorio de este proceso se introduce exclusiva-
mente por y(t). El valor probable del saldo se calculard segun las

normas de las integrales estocdsticas para una difusién constante
82 (t) = & por la férmula

E{SM}=ff m@ d-

Parece ser que podemos considerar como constante una difu-
sién & ?(t) siempre y cuando el periodo no sea demasiado largo.

Podemos preguntar ahora por la probabilidad de que el capital
iniciai K mds el saldo 5({t) sea menor que 0. En este caso es evidente
que los medios econémicos del Asegurador no bastan para cubrir
los pagos. Supongamos que K sea el capital inicial en el momento s,
5 w(K,s,T) la probabilidad de que K - S{t) — S(s) sea alguna vez
menor que 0 en el intervalo s<t <Z T. Podemos demostrar ahora

que esta funcion debe satisfacer las condiciones marginales

wie,8,T) = 0, w{K;s,5) = 0 y lim w(K,5,T) =1 y que se cumpia
K—o
Ia ecuacidn.

ywiK,s,T) © mit) yw(K,s,T n B yiwKsT) _

¥s v K 2 y K2

La solucidon de esta ecuacion es, por lo general, muy dificil. Eu
el caso de que m y 32 sean constantes, se obtiene

2mk mI m? (T—s)
— —_— el —1
3 1 8 232
WK,;s,T)=¢e —_—— e
Ks.T) Vit (T—s) ©
=]
mé i‘ _ (=K _ (L KPT
oy (T — ST d:
1. | BUT—s) _ _ A*T—s) | .d}
o 1 i

Esto nos da la llamada probabilidad de ruina para el periodo (s,T).
Para el caso especial m(t} = 0 tenemos la f6rmula

xR
, 2 g2
WEKsT = ——o — i
D= s ] ¢ T waly @
k
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m(t) = 0 quiere decir, que el valor de expectacion del saldo es cero;
es decir, que podemos contar con un desarrollo equilibrado. Para
las Entidades del seguro austriaco que, por lo general, se financian
por el sistema de derramas, se da casi siempre esta circunstancia,
Tomando como base las frecuencias observadas en los dias de in-
demnizacion diarios antes indicados, podemos considerar en el pre-
sente sistema de seguro de enfermedad que # = 6 °/,. 5i queremos
tolerar una probabilidad de ruina del 5 °/, para un pericdo de diez
afios, entonces serd w(K,0,10) = 0,05. Como es facil de comprobar,
esto se dard para 32 = 0,06 siempre y cnando K equivalga at 31 °/,
del desembolso anual.

Hasta aqui hemos considerado solamente los pagos por indemni-
zacion diaria. 81 tenemos también en cuenta las indemnizaciones en
especie, entonces tenemos que contar para el Seguro de Enfermedad
auystriaco con una reserva de seguridad necesaria aproximadamente
del 12,5 ©/, de los desembolsos de un afioc o —dicho de otra forma—
con 1,5 veces el desembolso medio mensual. S8i queremos que la
«seguridad» se establezca para 40 afios, serd necesario disponer de
una reserva de seguridad doble.

He descrito este modelo en forma muy simplificada, pero tampoco
en su descripeidn complefa y detallada no rebasa las condiciones
gue hemos de poner a su aplicacion préctica, basada en los datos
estadisticos disponibles.

Estimadas sefioras y sefiores: he tratado de facilifarles una breve
visién de conjunto sobre los modernos trabajos en el terreno de la
investigacién empresarial y su aplicacién al negocio de seguros. La
investigacidén empresarial utiliza modelos matemdticos y, por ello, he
basado mi trabajo en esta clase de modelos. No siempre me ha sido
posible describir totalmente Ios modelos empleados. He tratado de
seguir un camino medio entre una descripcion superficial y un ané-
lisis matemdtico a fondo. No sé si me habrd sido posible conseguirlo,
pero seguramente habré abusado de su atencién y de su paciencia.
Por su atencion y por esta paciencia les doy mis mds expresivas
gracias.





