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Este articulo tiene por finalidad conocer {en términos sencillos) el con-
cepto del analisis espectral aplicado a los procesos de tipo econémico.

Por esta razén dedico el capitulo primero a ideas basicas: frecuencia,
ciclo, etc., e indico como surgio a raiz de las investigaciones efectuadas por
Newton al examinar y comprobar la descomposicidn (y su composicion) de
la luz a través de un prisma en la gama de colores denominado espectro.
Cada color ocupa la misma posicidén en el espectro, es decir, tiene su propia
longitud de onda.

También esta técnica se aplicod para analizar las distintas componentes de
una serie temporal de tipo econdmico, con resultados bien distintos.

Estas series tienen similitudes con las series fisicas, pero estdn sujetas a
fenémenos que no son controlables.

No obstante, las directrices son practicamente las mismas, Las series
econémicas tienen también sus peculiaridades que exige un tratamiento es-

pecial, aunque no muy diferente de las series observadas y representativas de
los fenémenos fisicos.

Generaimente no existen ciclos perfectos y las series econdmicas son
“pseudociclicas™, lo cual implica que en el andlisis del espectro de naturaleza
continua haya masas de la funcién de densidad concentradas en torno a
ciertas bandas o valores de la frecuencia.
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Este hecho puede sugerir modelos apropiados representativos de estas
series. De ahi la importancia que tiene este anélisis del espectro.

Pero a veces existen impedimentos para su analisis, y esto muchas veces
sc¢ determina me¢jor por unas operaciones previas a las que se somete las
series para que las series resultantes tengan unas propiedades de tipo esta-
ctonario.

A la operacidn realizada con la seric antigua para formar una nueva serie
se la denomina transformacion y, si tiene ciertas propiedades importantes de
linealidad, la transformacién es lineal.

La importancia de las transformaciones lineales radica en el hecho de
que una serie pertenezca a un espacio y por una transformacién adecuada se
la proyecta en otro espacio con propiedades estructurales mas simples (o
viceversa).

El proceso econométrico basico y elemental es la perturbacién aleatoria.
De este proceso mediante transformaciones lineales obtenemos otros proce-
sos de tipo econométrico, que estudiamos y que estan intimamente relacio-
nados, como son: medias méviles, autorregresivo y mixto. Estos procesos ios
estudiamos ¢n el dominio de la frecuencia.

El capitulo II se dedica exclusivamente al estudio de estos procesos: re-
presentaciones espectrales de los procesos y sus funciones de covarianza, asi
como las funciones de densidad espectrales, todo é] exclusivamente matema-
tico, comenzando por definiciones de transformaciones lineales y sus pro-
piedades matematicas.

El capitulo 11 trata de las transformaciones lineales de operadores fini-
t0s y, entre estos operadores, se estudian el operador diferencia A y el de
traslacion, diferencia retrasada y retroceso, medias méviles, sumas, etc., y
reiteraciones sucesivas de estos operadores y de sus combinaciones lineales.

El capitulo IV lo dedico a las transformaciones lineales de parametro ¢
continuo. En este capitulo, brevisimo, trato la representacién espectral del
operador derivada y sucesivas, asi como también del operador integral, con
aplicaciones a transformaciones lineales de tipo “euleriano™.

En ¢l Gltimo capitulo estudio esquemadticamente los conceptos basicos del
analisis de las series temporales multiples para un conocimiento més comple-
to de las técnicas del andlisis espectral de los procesos multivariantes y de
sus transformaciones lineales en general.

Se complementa con un apéndice de notaciones y su significado, estua-
diados en otros articulos.

Finalizo el trabajo con una pequeiia referencia bibliogréfica.
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CAPITULO PRIMERO

Ideas fundamentales de los procesos esfocdsticos

SECCION 1.2
\. Conceptos basicos

1. Muchas personas al leer este trabajo se harédn la pregunta: ;Qué es el
andlisis espectral?

En mis articulos anteriores (1) he expuesto sintéticamente el concepto de
proceso estocdstico y representacion espectral. En esta introducciéon damos
unos conceptos sencillos para la mejor comprensién de nuestro trabajo, co-
menzando por su origen: fenémenos fisicos.

2. El movimiento de un péndulo nos facilita ideas de oscilacion simple,
compuesta y sucesivas.

Oscilacion: Es el movimiento del péndulo una vez completa.
Periodo: Es el tiempo de una oscilacién hasta el punto de partida.
Frecuencia: Es el mimero de oscilaciones ¢n la unidad de tiempo.

. 3. De los conceptos de periodo y frecuencia se comprueba la relacién
' inversa entre ellos,

La frecuencia esta medida en ciclos o en radianes. Si estuviese medida en
radianes y se expresara un movil a velocidad uniforme, el recorrido seria A ¢
¥ su posicién en la circunferencia de radio unidad seria: e/*' =cos k¢ +sen At

En este caso A representa la frecuencia angular medida en radianes y es
como aparece en nuestras formulas. Las relaciones entre ellas son sencillas:
 la frecuencia angular es la frecuencia medida en ciclos multiplicada por 2 .

Se observa que, por ser A proporciconal al tiempo, también puede inter-
pretarse como la velocidad de un mévil M en la unidad de tiempo que parte
del origen de la circunferencia en sentido contrario a las agujas del reloj.

2. Unicidad de las ciencias fisicas

1. Brevemente examinamos algunos fendémenos fisicos relacionados con
¢l espectro por las diferentes clases de ondas: acisticas, calorificas, lumino-
823 y eléctricas.

Mencionamos el origen de la palabra espectro, dado por Newton al des-
.cubrir la descomposicion de la luz al atravesar un prisma.

{1} Ver apéndice.
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2. El movimiento vibratorio produce unas longitudes de onda y, si es-
tan dentro de las posibilidades de nuestro oido, son acisticas. Las calorificas
(por vibraciones de las moléculas) pueden ser o no luminosas, segin la fre-
cuencia.

3. Las longitudes de onda se miden en anstron=(10 * cm)= A. Los
ravos rojos tienen una longitud de 7.600 A y la de los violados, 3.600 A.
Entre estos valores se encuentra el espectro visible de la descomposicién de
la luz en colores a través de un prisma.

4. Pero fuera de ese espectro visible se encuentran los que tienen longi-
tudes de onda inferiores y que son, por ejemplo, rayos X, a, 8, etc., ldser...

Esta unicidad de la teoria espectral con la ondulatoria es sencilla.

5. Al analizar el espectro producido por la descomposicion de la luz,
Fraunhofer, en 1802, descubre las primeras rayas oscuras del espectro solar
y que siempre aparecen en ¢l mismo lugar.

Todo cuerpo emite radiaciones, y Kirchhof estudi6 el fendmeno de estas
rayas oscuras del espectro, llegando a la conclusion importante que la at-
mosfera absorbe componentes de las radiaciones de los cuerpos, y que siem-
pre cada dtomo lo hace con la misma longitud de onda, y estas absorciones
son porque la atmésfera tiene esos mismos elementos.

6. Conclusiones importantes se han derivado de estos hechos: velocidad
de una estrella, distancia, composicién atémica, etc., y que no nos extende-
mos en cuestiones tan interesantes.

7. La teoria de la luz nos proporciona un conocimiento de la trayecto-
ria de una rayo de luz y puede considerarse como un proceso estocastico de
naturaleza estacionaria.

Las caracteristicas principales para nuestro estudio son las siguientes:
1) Depende del tiempo.
2) Puede descomponerse en multitud de elementos independientes.

3) En esa descomposicion cada elemento infinitesimal tiene su propia
longitud de onda correspondiente al elemento vibratorio.

4) El espectro es independiente del tiempo y tiene todas las longitudes |
de onda del rayo de luz y, si carece de un determinado componente, no |
aparece en la grafica del espectro. ]

SECCION 2.2

1. Aplicacion del andlisis espectral a las series econdmicas

1. Desde antiguo se penso que las técnicas del analisis espectral se pe-
dian aplicar a las series temporales econémicas. No obstante, las aplicacio- |
nes con estas técnicas son relativamente desde hace dos décadas, por publi-
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caciones en revistas cientificas de estudios concretos interesantes. La litera-
tura sobre el anilisis especral en econometria ha evolucionado con gran
rapidez.

2. Las series temporales siguen directrices similares a las ciencias fisicas
y existen algunas particularidades. Resumimos las bases para el plantea-
miento y aplicacién del anélisis espectral al campo econémico:

2.1 Fundamentacién de 1a serie temporal como una trayectoria de un
proceso estocastico de tipo econdmico.

2.2 Descomposicion del proceso estocastico en la totalidad de sus ele-
mentos simples integrantes (independientes, ortogonales) ¥y con una longitud
de onda (frecuencia) asociada a cada descomposicién.

2.3 La descomposicion es de infinitos sumandos y cada uno con su fre-
cuencia contribuye a la varianza del proceso.

La suma de los infinitos sumandos independientes y aleatorios, ortogona-
les, con frecuencias angulares diferentes, en un momento del tiempo ¢, nos
proporciona la representacion espectral del proceso estocastico econométri-
co de la trayectoria temporal observada,

2.4 El objeto del anélisis espectral es estudiar el espectro o, dicho en
forma mas senciila y en términos estadisticos, el espectro es la varianza del
proceso estocastico distribuido en el eje de frecuencias.

2.5 El conocimiento del espectro de una serie nos indica las posibles
componentes periddicas y sugiere maodelos estocisticos econométricos de
tipo determinado.

Cada frecuencia tiene mayor o menor contribucion a la varianza total del
proceso. Si fuere constante, ninguna frecuencia influye mas que las otras,
todas ejercen la misma influencia: el proceso econométrico es el conocido de
la “perturbacién aleatoria™

2.6 Un espectro discontinuo (ilamado de rayas) nos indica componentes
ciclicos en los puntos donde exista funcién de cuantia. Los ciclos son inver-
s0s a la frecuencia asociada del espectro.

2.7 Los fendmenos econdémicos carecen (en general) de “ciclos perfec-
{ tos”, por lo que el espectro no es de tipo discreto.

En estos fendmenos econométricos el espectro no es de tipo continuo y
suelen concentrarse en determinadas “zonas de frecuencia” o “bandas™ con
maximos relativos en la funcion de densidad espectral.

Tales fenémenos, de grandes concentraciones de masas espectrales, sc
denominan “pseudociclicos™

2.8 El simple analisis del espectro nos proporciona una idea de la es-
tructura del fendmeno econdmico y sugiere posibles representaciones en
forma de un modelo apropiado. ‘
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2. Andlisis del espectro

2.1 En mi articulo (2) de “Estimacién del espectro™ indicaba dificulta-
des y metodologia, y no voy a insistir para que la funcién de densidad esti-
mada fuese un estimador centrado y consistente.

2.2 Lalongitud o tamafio de la muestra es muy importante para que las
interpretaciones sean correctas y, al analizar el espectro desde el punto de
vista riguroso, sea una estimacién fidedigna del espectro teérico del proceso
econométrico y el espectro pueda descomponerse en sus componentes prin-
cipales y del residuo de la serie.

2.3 Si del analisis del espectro resulta que ¢s similar a un modelo de
tipo econométrico conocido, sabremos ciertamente su estructura y inica-
mente nos queda por determinar los pardmetros poblacionales a partir de la
muestra temporal conocida.

3. Estimaciones pardmetros lineales. Metodologia
3.1 En econometria los modelos lineales son ampliamente estudiados y,
desde luego, todos en el dominio del tiempo.

3.2 . Las propiedades de estos estimadores ELIO son importantes, pero
los datos son temporales y, evidentemente, son muestras de procesos esto-
casticos. Tratar a estos procesos como datos no aleatorios es erronco.

3.3 Para otro articulo posterior dejo la estimacion de los pardmetros
poblacionales de los procesos estocasticos de naturaleza lineal.

Existe cierta similitud con el calculo operacional para la estimacion de
los pardmetros.

3.4 La metodologia es:
1.° Planteamiento del modelo econométrico en el dominic del tiempo. |

2.° Multiplicar por una componente estocéstica (que €s un proceso) y
que se relaciona linealmente con éstas.

3.° Hallar esperanzas matematicas y obtener ecuaciones lineales en
funcion de las covarianzas.

4.° Calcular transformadas de Fourier para trasladar al dominio de la
frecuencia y que los parametros sean independientes del tiempo.

5.° Estimar las densidades espectrales y los pardmetros del proceso.

6.° Estimar los parametros lineales.

(2) F. J. Urserz: “Estimacion del espectro”™, Anales del Instituto de Actuarios, 1983,
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SECCION 3.2
1. Técnicas para el estudio de las series temporales

1.1 Las series temporales generalmente no son de naturaleza estaciona-
ria. Pero existen ciertas técnicas que permiten el tratamiento de las series y
transformarlas en otras series de tipo estacionario.

1.2 Es evidente que al proceder de esta forma se introducen ciertas per-
turbaciones en determinadas frecuencias. El objetive de las transformaciones

es conocer la influencia y relactones existentes entre los espectros de la nueva
serie y de la antigua.

1.3 A esta técnica s¢ la denomina “transformaciones de procesos esto-
casticos™, Y es particularmente importante las transformaciones lineales para
convertir un proceso enirante {input) en otro de salida (output} cuyas carac-
teristicas sean estacionarias.

1.4 Al conjunto de nimeros por los que hay que multiplicar el proceso
- entrante se denomina filtro. Y si la operacién es lineal, la denominacién
. evidentemente es “transformacion lineal™.

1.5 Las técnicas dindmicas utilizan con frecuencia un sisterna de trans-
- formacion de espacios, operadores lineales, etc., que permiten reducir los
procesos en otros mas sencillos y que pueden ser de los tipos conocidos y
estudiados en econometria, como los siguientes: medias mdviles, autorregre-
sivo, mixto, etc., inclusive el de la perturbacidn aleatoria.

. 1.6 Es relativamente simple que de una serie temporal no estacionaria,
' empleando una transformacion lineal y aplicando un determinado “filtro” a
una serie antigua, obtengamos una nueva serie temporal con propiedades
mas sencillas.

Esta transformacién lineal es el fundamento para el andlisis del espectro
de la antigua, porque existe una relaciéon importante entre los espectros de
ambas series.

2. Clases de filtros
2.1 Los filtros pueden clasificarse, segiin el fin que se persiga:

1. Filtros para estudiar en un intervalo de frecuencia (A, A;) el compor-
tamiento del espectro,

2. Filtros para suprimir la influencia de yna frecuencia determinada A,
Esto nos indica la reduccién de la varianza de la serie original motivada por
"esta frecuencia concreta.

(Estos filtros tienen particular interés en las series econbmlcas porque
i 5i A =0 climinaremos la influencia de la tendencia.)
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Igualmente tienen importancia si deseamos eliminar las componentes es-
tacionales.

3. Filtros para no dejar pasar unas frecuencias de una zona inferior del
espectro o superior, etc.

2.2 La eliminacién de la tendencia se hara aplicando el filtro apropiado
a la serie antigua para que el espectro de la nueva serie no tenga tendencia, y
esto se consigue haciendo que el espectro de la nueva serie s¢ anule para A =0,
lo que nos dice que tendria un periodo infinito.

2.3 Aunque no siempre es tan sencillo aplicar a las series econdmicas
no estacionarias filtros adecuados y no se consigue facilmente sean estacio-
narias, lo cierto es que después de aplicar un filtro apropiado se puede estu-
diar mas facilmente el nuevo proceso.

2.4 Si una serie temporal econ6mica, analizada en el dominio del tiem-
po, no puede considerarse estacionaria, puede redefinirse como suma de dos
procesos: uno de tipo estacionario y el otro de su tendencia.

Se pueden aplicar filtros adencuados para eliminar la tendencia y varia-
ciones estacionales y estudiar un modelo que represente esta parte del proce-
s0, y estudiar el espectro de la serie residual para que, aplicando un filtro
adecuado, €l espectro de la serie residual sea aproximadamente constante.

Este hecho nos indica que podriamos reconstruir ¢l proceso estocdsti-
co por el de tendencia y suma de combinaciones lineales de la perturbacién
aleatoria.

3. Propiedades de los filtros lineales

3.1 Los procesos estocésticos mas estudiados son los débilmente esta-
cionarios. En econometria raramente existen esta clase de procesos, de ahi
que sea importante elegir filtros adecuados para tratar de convertir los pro-
cesos econdmicos en nuevas series que sean semejantes a los procesos débil-
mente estacionarios (3).

3.2 Las propiedades importantes de los filtros radican en las siguientes:
1. Linealidad.

2. Invarianza en el tiempo.

3. Relaciones de espectros de la serie antigua y nueva.

La relacion entre los espectros de salida al de entrada es una funcidn que

depende de la frecuencia y se denomina “factor de filtrado™ o funcidn de
transferencia.

El conocimiento de esta funcién, multiplicada (o dividida) por el espectro
de la serie antigua (nueva) nos dara ¢l espetro de la serie nueva (antigua).

(3) Ver mi trabajo “Introduccién a los procesos estocasticos”, donde dedico especial aten-
cién a esta definicibn,
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i SECCION 4.2
‘1. Clases de procesos econométricos

1.1 Los procesos econométricos raramente son procesos univariantes,
-es decir, un Unico proceso relacionado en diferentes momentos del tiempo.

. Generalmente, los procesos estocasticos econométricos ni son estaciona-
{rios ni tampoco univariantes. Se relacionan con otros procesos.

1.2 Las representaciones espectrales de los procesos multivariantes son
semejantes a los procesos univariantes, con una generalizacién de conceptos

de las funciones de covarianza (mixta o cruzada) e igualmente de las densi-
dades espectrales mixtas.

.

1.3 En los procesos multivariantes las funciones de covarianza y fun-
ciones espectrales se relacionan por la transformada de Fourier.

En este tipo de procesos importa sefialar que las funciones de densidad
espectrales no son funciones reales, sino compilejas.

En consecuencia, la funcién de densidad mixta estd compuesta de dos
funoiones reales: el coespectro (parte real de la funcién de densidad mixta) y
la cuadratura del espectro (parte imaginaria).

1.4 En los procesos multivariantes de tipo econométrico, ademas de las
funciones de densidad de cada proceso que se estudian y las funciones de
densidad mixta, existen otros conceptos dignos de estudiarse: la coherencia,
Ia ganancia y la fase.

La funcion de coherencia correspondiente a una frecuencia determinada
tiene analogia con el coeficiente de correlacién.

La ganancia esta intimamente relacionada con las funciones de densida-
es espectrales de los procesos y con su coherencia. Pricticamente podria-
os decir que se semejante al cuadrado del coeficiente de regresion de los
ocesos en la frecuencia A,

Finalmente, la fase es el posible diferimiento de una serie respecto a la
ra, medidas en frecuencia.

CAPITULO II
Conceptos fundamentales

En este capitulo nos ocuparemos de las definiciones de los conceptos
damentales que intervienen en las transformaciones lineales: el proceso
trante y saliente; filtro, respuesta frecuencial, funcién de transferencia y
ancia del filtro.

- Después nos dedicaremos a las clases de operaciones lineales y su aplica-
n sobre los procesos estacionarios de pardmetro continuo y discreto.

ota imporignte: Si no se menciona expresamente, siempre se supondra
OpETamos con proceses estocasticos de esperanza matematica nulia.
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SECCION 1.2
1. Definiciones previas y generalidades
Definiciéon 1.—Dos procesos estocasticos

{§0), 1T} 'y {n(1), 1eT} (1]

se denominan de entrada y de salida cuando estdn relacionados por cual-
quier algoritmo. Esquemdticamente se representan asi:

— 0~ TAVAYAYAVAR —n(1)

En este esquema el proceso { £(t), teT} entra en el sistema, donde se efec-
than ciertas operaciones, y sale transformado en otro proceso, {7{¢), 2eT}.
Al proceso estocastico £(f) se le denomina proceso entrante (input) y al pro-
ceso n(f), proceso saliente (output).

Definicion I1.—Si la relacion entre los procesos de entrada y de salida
pudiésemos escribirla de una de las formas:

1. Proceso de naturaleza continua:

n(y=[_® k) E(—h) dh 1R 2]

cuando reR (R, conjunto de nimeros reales); o

2. Proceso de naturaleza discreta:
n)= 3 _®,E¢—h)  teZ 21

donde teZ (Z, conjunto de nimeros enteros.

Denominamos transformacion lineal o, también, filtro lineal a cuaiquier
expresién del tipo [2] o [27].

Hemos relacionado dos procesos (de entrada input) [ £(1), 1eT} con otro |
proceso nuevo (de salida output) por medio de una de las férmulas [2] o [27],
segiin que el parametro ¢ pertenezca a los nimeros reales o naturales.

La palabra “filtro” procede de “ingenieria” y puede justificarse su deno-
minacidn en econometria, como veremos en su momento, porque al aplicar
a una serie temporal y efectuar una transformacion de uno de los tipos indi- ;
cados [2] o [27] formamos una nueva serie temporal “filtrada™ y algunas de |
sus componentes frecuenciales las habremos atenuado, modificado o eli-:
minado. -
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La funcién ®(h) debe cumplir la condicién:
[ 1em)dn<eo
y la ®, debe cumplir ignalmente:
3@, <o

Las funciones ®{h), ® h se denominan filtros de Kernel. Algunos autores
las denominan “funcién impulso™

Las condiciones anteriores garantizan la convergencia.

Definicion 1I1.—Se denomina funcién de respuesta frecuencial del fil-
tro & (h) a la transformada de Fourier de la funcién del filtro de Kernel:

O (N)= _E LM P(2)dz zeR [3]
y la de ta funcidon @, su transformada se define asi:
Q)= I ™y, 2eZ 31

; et dominio de z puede ser continuo o los ndmeros enteros.

Definicion IV.—Dados los procesos { £ (#), teT}, pertenecientes al espa-
- cio de Hilbert V £,(f)eH y para V aeC, donde C es ¢l cuerpo de numeros
complejos, si hacemos una combinacion lineal de los procesos y aplicamos
una transformacion 7 si se verifica que:

(N)=T(a & (Ot a&()=a TE (D) +a, TE(D i4]
Ly si los transformados pertenecen igualmente al espacio de Hilbert, decimos

que et operador T es lineal. O, dicho en otras palabras, la transformacion T
-sobrc un proceso { £(¢), teT} es lineal.

La definicion precedente la cumplen la [2] y [27], siempre que los filtros
Kernel pertenezcan al cuerpo de mimeros complejos.

i Una transformacién T sobre un proceso { £ (f), teT} se denomina lineal si
ppara V £, (1), £;(1) e H (espacio de Hilbert) y para V a, beC

() =T[at, (1) + b, (D] =aT§ (D + bTE () [4]
"_.,; transformados pertenecen al espacio H.
Puede comprobarse que la definicion 11 cumple esta condicion.

L Definicién V. —Definiremos funcion de transferencia asociada a un filtro
| la expresion:
' yA)=/ P (A)/? (51

siempre es real y no negativa.

b Definicién VI.—Definiremos funciéon ganancia del filtro a la funciéon no

pgativa:
GA)=+v ¥(A) - (6]
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2. Clases de operaciones lineales

En econometria se utilizan transformaciones lineales de tipos muy diversos.

Generalmente suelen dividirse en dos grandes grupos: cuando el parame-
tro 1 sea de tipo continuo o discreto.

Esta division suele incluso ser mas restrictiva. Los conjuntos § 1¢T }, sobre
los que se definen los procesos, son los nimeros enteros u otros asociados a
ellos, como son los de una progresion aritmética. Estos procesos normal-
mente son los que representan series temporales econdmicas recogidas en
tiempos equidistantes.

Los primeros (de naturaleza continua), aun siendo importantes, son me-
nos utilizados. Las transformaciones de los procesos econométricos de tipo
discreto son las més utilizadas. Las operaciones lineales se aplican a los tipos
de procesos siguientes:

2.1 Para los de naturaleza continua:
La derivada de un proceso:

£(1)
La derivada de orden k:

£X (1)
i.a integral ordinaria:

[ tt—2)hz)dz
La integral de Stieljtes:
[ ee—2di)

Integrales, combinadas con sumatorias y derivadas de procesos:
N
v —
3 [ e —2 ak, @)

Estos cjemplos, utilizados en la teoria de prediccion (4), son muy impor-
tantes y algunos de ellos los examinamos detenidamente. Los limites de las
integrales pueden ser diferentes.

2.2 Para los de naturaleza discreta:

Las sumatorias:

S0 e

(4) Norper WILNER: Extrapolation, interpolation and Smoothing of stativnary time series.
1970, 3.2 ed., pag. 57.
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Las diferencias (n):
A"E(1)
Diferencias combinadas con sumatorias, diferencias invertidas, etc,

SECCION 2.2
1.  Transformaciones lineales sobre procesos estacionarios (pardmetro continuo)

1. La transformacion lineal [2] de la seccidn anterior, aplicada al proce-
so estacionario [£(r), teR] de media nula, nos da como salida el proceso
{n(n), teR}.

Sustituyamos en [2] de la seccién 1.2 el el proceso estocdstico £(£) por su
representacion espectral (5):

e=[_emdgn) V1, AeR ]
El procese de salida puede escribirse asi:
n@=[_ewan|"_eri—na=["_en[["_ ®@e-man]ap)=
(1

=" emarydrn)

donde hemos sustituido el corchete por la definicion [3] de la seccién ante-
rior, donde la funciéon $+(«) es la funcién de respuesta frecuencial.

La [1] puede escribirse;
n@=J__ewd, () [
donde
ag (A= P (M) dl(A) [2]

¢s la funcidn aleatoria estocéstica { (M) de naturaleza espectral de incremen-
tos ortogonales independientes con las propiedades:

Edt(M)=o0
E{(A\)=0 (31
E 0 AFEA [4]
‘ Ed{(\) dL(M) =
dF(A) A=\ [5]

donde F(A) es una funcién monoétona no decreciente denominada funcién
e distribucion espectral.

() F.J. UrpeLz: “Introduccion a los procesos estocisticos™, Anales del Instituto de Ac-
ios, 1979,
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La funcién {{\) est4 asociada con una nueva {,(A), cuyos incrementos
dy, (A) se relacionan con los incrementos de £, (M) del proceso saliente por la [2].

2. Probemos que d, (M) es un proceso ortogonal (I) si lo es {(A) y, en
consecuencia, () serd estacionario:

Edl(A)=®* (M) Ed{(A\)=0 [3]

Edli (M) dL(A) =E®*(\) *(N) dL(A) dL(N) =
=" (\) S (M) EALN) LT =0  si AFA’ 143

E[/dL(N) =] 2*(AP E{/d[(A){?}=P* (M d F(\) =
=dF(\)  A=N (1

de acuerdo con las 3], [4] y [5)- La [57] nos dice como se relaciona el espec-
tro de salida con el espectro de entrada.

Decir espectro es similar a decir distribucién de la varianza del proceso
segiin la influencia de las frecuencias, y la varianza elemental del proceso
transformado de salida d F,(A) —en la frecuencia A— es igual a la funcién
de transferencia por la varianza elemental del proceso de entrada en la mis-
ma frecuencia.

El proceso de salida n () [1] o [1’] s un proceso estacionario Si el proce-
so £(1) ¢s estacionario, tiene por representacidn espectral la [1] y 1a de su
funcién de covarianza:

B()=] _emdF(A) [6]
La funcién de covarianza del proceso transformado es:
B,()=[_en:/ & (N) [2dF(N) [61
o también:
B =] _dmdF,0=] _e/®(\) [2d F(\) {7

Hemos afiadido los subindices correspondientes a los procesos de entrada
y salida. F;(A) es la funcién de distribucion espectral del proceso { £(2), teR}
y F,(A) la funcién de distribucién espectral del proceso {n(s), teR}.

4. La relacién entre los espectros, segiin hemos visto en [3], ¢s:

dF,(\)=] ®*(A) [*d F¢(A) [8]
o también las funciones de densidad espectrales si la [8] es continua y derivable:
L= 2N 2 [ (M) (87

La relacion entre el espectro de salida y ¢l de entrada es, precisamente, la
funcicn de transferencia.
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Las funciones de F,;(A) y F,(A) son las funciones de distribuciones es-
pectrales de los procesos estocdsticos entrante y saliente, respectivamente.
Estas funciones indican las varianzas de los procesos hasta la frecuencia A.
Por simple examen de dos frecuencias obtenemos las diferencias de las fun-
ciones de distribucion:

Fe(A)— F (\)
y A2
F,(A)— F(\)

Al comparar las diferencias de estas dos funciones (monétonas no decre-
cientes), si para un determinado intervalo de A la diferencia de la funcién de
distribucién es notoriamente inferior a la diferencia del proceso entrante, la
conclusién es que ¢l efecto producido, por la transformacion lineal, ha pro-

ducido una atenuacién o disminucién de la varianza en la banda de frecuen-
cia (A, Aj).

La [87] nos indica las relaciones de las funciones de densidad espectrales
en la frecuencia A.

En este caso las varianzas de una frecuencia determinada son ¢lementales
y hay que multiplicar por 4\ para su representacion correcta.

Si tenemos una gréfica de las funciones de densidad espectral, el area
representa la varianza. Y es conveniente analizar la [8] para examinar la
influencia de un filtro determinado por una transformacion lineal.

2. Transformaciones lineales sobre procesos estacionarios (pardmetro discreto)

I. La transformacién lineal [27] de la seccion 1.2 del filtro de Kernel
sobre el proceso estacionario {£(¥), teZ };

n= I ®.6(—2) VieZ 191

| si sustituimos (¢ — z) por su representacién espectral [3], también propor-
l clona un proceso estacionario que puede representarse espectralmente:

n(,):g!%ﬁq;zfj”en\(;—z)dg()\)szem[ ":E_mq’zf’m]di;()\):
=[" ener)dln) sz (o]

siendo ®7(A) la funcién [3°] definida en II! de la seccién 1.2, denominada
respuesta de frecuencias asociada al filtro ®, de kernel.

2.  La estactonariedad de {10] se demuestra de forma analoga al proceso
{n(#), teR}, demostrado en el paridgrafo anterior, siendo las relaciones [1]
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a [87] idénticas, excepto en los limites porque A varia entre — w y 7. Asi, por
ejemplo, la funcién de covarianza es:

B.,(z)=£r”e"“dF,,()\)=f_:e"“/@’(A)/ZdF()\) 2eZ
Ae(—m, +m) (1]

No hay que olvidar que cuando zeZ —conjunto de nimeros enteros— las
representaciones espectraies no son ¢l dominio real sino entre — m, + .-

SECCION 3.2

1.  Transformaciones lineales sucesivas. Paradmetro teR

1. Definicion.—Dado un proceso estacionario, si efectuamos una trans-
formaciéon T, tenemos un nuevo proceso. Si al proceso resultante efectuamos
otra transformacién T, tendremos otro nuevo proceso, y asi sucesivamente.

A todo este conjunto de transformaciones lineales se denomina trans-
formaciones sucesivas.

2. Si efectuamos la transformacion lineal T, sobre el proceso estaciona-
rio (1) y después, con el proceso resultante, efectuamos otra transformacion
lineal T,, obtendremos un nuevo proceso “salida™ resultante de las dos trans-
formaciones.

Sin pérdida de gencralidad pueden considerarse n transformaciones li-
neales cualesquiera.

3. Examinemos las propiedades de estas transformaciones:
mO=T,£0) (1]
n)=TymO=T.T &) 2]

La linealidad es evidente, recordando la {4] de la seccién 1.2, si lo son
Ty T

4. La representacion espectral de la transformacion [1] se ha estudiado |
en las secciones anteriores, y si el parametro teR y aplicamos otra transfor-
macién lineal con nuevo factor de filtrado ®,(z), tenemos que el proceso de
salida es:

Th(l)=fwn(t—z’) ®,(2) dz' =
:j: fm[e""ﬁ""bi‘ N dLN)] P, (2N dz'=
quem ‘I’f(‘\)[flf""" @, (Z’)dz'] di(r)= ' )
Zf,e"“ P3(N) PT(A) dL(A)

que es la representacion espectral del proceso salida, y siendo ®3(A), es la
transformada de Fourier de ®.(z) y ®j(A) es la repuesta frecuencial de T,{z),
segin la definicion III de la seccién 1.2 ‘
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4. El proceso salida {n.(t), teR} también es un proceso estacionario.
Sus caracteristicas se demuestran sencillamente:

Partiendo del proceso de esperanza nula, tenemos:
4.1 [La media del proceso de salida:
En,(n=0
4.2 La funcién de covarianza:
B(2) =f:, et [ DN} P (A) Pd F(A) (4}
luego esta funcidén también B(z) puede escribirse:
B@=] _e™dF, () i5]
De la [4] y la [5] se deduce la rela—cién de espectros (entrada/salida):
dF, (N)=[®1(N) /2] 1 (A) [P dF (M) (6]
F,(A) es la funcién de densidad del proceso de salida #,{(1), y F(A)=
=F¢(A), la funcién de densidad del proceso de entrada £(1).

5. Extensién a n transformaciones linecales. Dados los filtros de Kernel
®,(.), (), ..., ,(.) y sus correspondientes transformadas de Fourier de
mencionadas funciones de Kernel, es decir, las funciones de respuesta fre-
cuencial ®y(.)fi=1,...,n}, segin la definicién ILI de la seccidon 1.2, tenemos
las siguientes representaciones espectrales y relaciones:

a) Representacion espectral del proceso de salida { n{f), teR} después
de efectuadas las » transformaciones lineales:

n()=]__e™&{N) B ... 2500 AL (7]

siendo
s y=[ e ®,(2)dz 8]
la funcién de respuesta frecuencial del filtro de tiempo invariante del lugar j.

Aclaremos que la denominacidn de filtro de “tiempo invariante” es cuan-
do la funcién [8] no depende del tiempo.

Venimos empleando la notacién [{A) para un proceso de incrementos
ortogonales y que
Ed{(A)=0

Luego resulta sencillo probar que también

PI(A) ... SR (ML) [9]

es el incremento de un proceso ortogonal {,(A) y también es un procese
estocastico de incrementos ortogonales y media nula.

b) Representacién espectral de la funcién de covarianza,
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También es estacionaria y :
B,()=f et [ ®T(\) @5(N) ... DI F;(N) [10]

¢) Relaciones entre los espectros de entrada con el de salida. Esta rela-
cidn es:

dF,(M)=[®7(A) Pi(A) ... D (N) [P d F () (1]

Observemos que, conocido un espectro y las funciones de transferencia,
determinamos el otro espectro. Son inmediatas las f6rmulas cuando los fil-
tros de Kernel sucesivos son idénticos.

La [11] nos proporciona la relacion entre los espectros de entrada y sali-
da después de efectuar n transformaciones sucesivas.

Del anilisis de la expresion [11] deducimos una serie de consideraciones
importantes:

1.2 Permutabilidad de los filtros sin que se altere el espectro de la alti-
ma serie resultante.

2.* Si una de las funciones de transferencia s¢ anulara para un valor de

la frecuencia, se anulara para ¢l mismo valor el espectro correspondiente a
esa frecuencia.

3.2 Si la funcién de distribucién espectral de entrada F;(\) es deriva-
ble, podremos dividir la [11] por dA y tendremos las relaciones entre las
funciones de densidad espectral de salida a la de entrada. El cociente de las
dos funciones de densidad espectrales es el producto de las funciones de
transferencia de las n transformaciones lineales efectuadas.

6. Transformaciones lineales sucesivas. Pardmetro t discreto

1. En este caso la funcién de filtro de Kernel es ®,{zeZ}, por lo que ya
vimos en [37] de la seccién 1.* que la funcién de respuesta frecuencial es:

A= I e—n @ [12]
siendo DY el filtro de Kernel correspondiente a transformacién ().

2. De forma semejante a como hemos demostrado para el caso de
transformaciones lineales de parametro continuoe, tendremos para el caso
discreto y podemos representar fédrmulas semejantes a la [7] para la repre-
sentacion espectral del proceso de salida o la [10] para la funcidén de co-
varianza.

Las representaciones espectrales sucesivas para parametro teZ discreto
son semejantes a las expuestas en [7] para el proceso y [10] para la funcidn
de covarianza.
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Hemos de sefialar una nota importante para estas representaciones:

Los limites de la frecuencia son
Ae(—m, —m)

por lo gue las integrales (cuando zeZ) el campo de variacidén no es el eje real,
sino ¢l dominio de la frecuencia.

De igual modo obtenemos para la relacion entre los espectros formula
semejante a la [11].

SECCION 4.2
1. Efectos de filtro

Finalizamos este capitulo con una serie de conclusiones muy interesantes
y de gran utilidad, consecuencia de los efectos de los filtros por las transfor-
maciones de los procesos.

Estas conclusiones han sido demostradas en las secciones anteriores:

1.2 De las relaciones [8] u [87] de la seccién 2.* se desprende que si la
funcion de transferencia / ®*(A) /? se anula para un valor determinado de
frecuencia A, por ejemplo, A = A, también se anulara el espectro de salida en
este punto.

Aplicaciones: En Econometria, por ejemplo, la tendencia representa un
periodo infinito o, dicho de otra forma, le corresponde ¢l punto de frecuen-
cia A=0. Si el espectro de una seric econ6mica es muy grande en la fre-
cuencia A =0, es porque le corresponde un periodo infinito. Este hecho reve-
la la existencia de tendencia en el proceso. Si elegimos un filtro para que la
funcién de transferencia se anule para A =0, y aplicado este filtro a los datos
de entrada de la serie obtendremos una nueva serie libre de los efectos de la
tendencia.

2.2 lgualmente podemos determinar filtros para que dejaran pasar fre-
cuencias inferiores a una determinada frecuencia, o superiores, o incluso una
zona o “banda de frecuencias™ determinada. Estos filtros reciben denomina-
ciones paso superior, paso inferior, paso banda, etc. Esto justifica la acepta-
¢idn, en la terminologia econométrica, de la palabra “filtro”.

3.2 Es sencillo eliminar efectos producidos por variaciones estacionales
o de tipo periédico de forma semejante a lo indicado para la tendencia.

42 La relacién entre el espectro de salida al espectro de entrada nos da
la funcién de transferencia o el producto de ellas, segln sea una transforma-
c¢ion simple o fueren transformaciones lineales sucesivas.

5.2 La funcion de respuesta frecuencial puede ponerse en la forma:
P A=/ ¥ (N)] e=™ =P{(A)+iDP5(A) [
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siendo
T=V PIAP+T RN =V | PN/ 2)
segan [6], la ganancia del filtro; y [3] se denomina fase:
—®i(A)
AN=Artg - 2 3
a(h)=Artg ESTIN 31

La fase nos indica ¢como puede alterar la frecuencia por efectos del
filtro.

6.2 Con esta notacion y aplicando la transformacién lineal [2] dei filtro
de Kernel de la seccion 1.4, el proceso de salida puede escribirse:

n() =) _emr =¥ () dyn) [4)

y nos proporciona una informacién importante, que se interpreta sencillamente:;
a} La frecuencia angular no varia.
b) La amplitud aumenta o se reduce segun
[ YA/ =1
c) La fase se altera siempre que
a(A}#0

CAPITULG 11

Procesos discretos economeétricos

En este capitulo trataremos de los procesos fundamentales economeétricos.

Los modelos mas estudiados son los de tipo lineal. Si estos modelos son

de tipo estocastico se le afiade el proceso aleatorio denominado perturbacion
aleatoria.

Asi, si ¥ es un vector columna; X, una matriz de las variabies endogenas;
e, un vecior de ta perturbacién aleatoria, y 8, el vector de los parametros a
estimar, se plantea matricialmente la ecuacién:

Y=XB+e

Los componentes tedricos del traspuesto 8 son los paridmetros de este
modelo lineal:

Bi :{ﬁﬂv ﬁh BZs Loy Bk}

Las variabies endogenas y, son las componentes del vector y.
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En general se plantean ciertas hipodtesis, entre ellas las siguientes:
1. Linealidad del modelo.

2. No aleatoriedad de las variables end6genas.

3. Proceso estocastico de la perturbacidén aleatoria {esperanza matema-
tica nula y homocedasticidad para todo ¢ e incorrelacion).

4. Otras hipoétesis de colinealidad, normalidad de la distribucion de la
perturbacidn aleatoria, etc., suelen completar para un analisis de las distri-
buciones de las cstimaciones,

El planteamiento de este modelo econométrico lineal tiene gran impor-
tancia; pero, entre las hipdtesis, 1a no aleatoriedad de las variables enddge-
nas observadas a través del tiempo supone cierta restriccion,

Nuestro trabajo se basa en considerar las trayectorias observadas como
muestras de procesos estocasticos.

Estudiamos los principales procesos econométricos y no haremos hipéte-
sis sobre distribuciones.

SECCION |2

11, Perturbacion aleatorig

1. En Econometria existen modelos de procesos combinados linealmen-
¢ con un proceso tipico denominado sencillamente perturbacién aleatoria.

2. Denominamos procesos de perturbaciéon aleatoria e, teZ} (6) a
aquel que tiene las caracteristicas siguientes:

¥

2.1 Esperanza: n
Ee,=0 [11

2.2 Covarianzas:
B(t—s)=FE¢€ ¢,=6,, 02 Vs teZ [2]

. La[2] nos dice la homocedasticidad e incorrelacion, donde & es el simbo-
de Kronecker.

3. La representacién espectral de este proceso es:

o=f" emarn teZ _ [3]
pndo df(\) proceso de incrementos correlacionados.

{6} A este proceso en fisica se le denomipa “ruido blanco™ {1eR). Esta denominacion es
vada en la terminologia econométrica y estadistica.
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4, La funcién de distribucién espectral del proceso [3], recordando la
formyla [16] de la seccibn 6.2 del capitulo 111 (7), es:

F=-21T o+ £ )
y por ser
B(o)=0¢* y B{n)=o n*o
segin [2], la [4] se convierte en:
Jf"()\)==—)iiﬂ.—-cnr2 — < AE T (51

2w

Esta funcién de distribucién espectral nos indica la varianza del proceso ¢,
hasta la frecuencia A.

5. La funcién de densidad espectral es la derivada de [5]:
0-2
29

Al ser constante la funcién de densidad espectral, el proceso {¢,} carece
de frecuencias propias y todas las frecuencias influyen igualmente en la for-
macién de la varianza del proceso.

F)=F(\)= —a<AS7 [6)

SECCION 2.2
Procesos de medias moviles
I. Un proceso { £, re Z} se denomina de medias moviles si a partir del

proceso de perturbacion aleatoria estudiado en la seccién anterior formamos
la combinacién lineal:

&=3 a6y Viez [1]
= VoeR

Este proceso es estacionario st no es infinita la varianza, en cuyo caso es
de orden m.

Si, por el contrario, m — %, para que el proceso [1] sea estacionario debe
cumplir la condicion

S G< oo

Elegiremos «,= 1, donde R es ¢l conjunto de nimeros reales.

(7) F.J. UrseLz: “Introduccién a la teoria de los procesos estocisticos”, Anales del Ins
tuto de Actuarios, 1979. )
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2. La representacién espectral de la transformacion lineal del nuevo
proceso [1], segun la [27] y [3] de la seccidn 1.2, [10] de la seccién 2.2 del
capitulo I1 y las férmulas [3] de la secci6én anterior, si hacemos I,= ®,, tenemos:

t=f e e an  rez (2]

donde en este caso la respuesta frecuencial es:

&)= 3 a e —m<AST [3]
B

de acuerdo con la [3] de la seccién 1.2 del capitulo anterior,

3. La funcién de densidad espectral de £, es:

fi)=;® W) /2 —7<AS [4]
seglin la [87] de la secci6n 2.2 del capitulo 11 y de la [6] de la seccion anteriot.

Esta funcién de densidad [4] puede ponerse de distintas formas segun [3]:

m N m Foo?
SiR)=| % aje—"‘fr = 2 c\eje”‘f[J =
j=0 m J=o 271'
- (4]
- . G
= Z a-e"“"‘“”z
i=o 2n

Tiene importancia tedrica y practica poner en diferentes formas la fun-
ci6n de densidad espectral. Su justificacion es sencilla.

Por ejemplo:

2

=(,§: aje""""") (/Z ae- 'J*) =
= 2 o, ‘-’_”") (J%‘: aje‘f*) =(/=E a,e"f") (/;i a,-e"f*)=

P> aje"f"r porque o € R

j=o

m Iy
Z ;e
j=o ’

También se demuestra sencillamente;

E oje— uAr:eiAm . eﬁi.\m(/z . e—n\;) (/E o er)g)
=0

= z Ct enA(m__n) z ae—n\(m—;))

=g =0

fq enima|
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La importancia de poner la funcién de densidad espectral en formas dife-
rentes nos permite en las aplicaciones, cuando conozcamos la funcién de
densidad de un proceso estocéstico, elegir la formula éptima de extrapo-
lacién (8).

También la [10’] puede escribirse:

02 " ,
fiy=—— T e — B (4]
m =1
siendo B,, By, ..., B, las m raices de la siguiente ecuacidn (8):
I o zmi=o 5]
=0 7

4. La funcién de covarianza del proceso [1] es:
2 L4
B(n)=—2"—rr—f _en [ B<(A) [ 2dA (61

Para calcular [6] recordemos primero [3] y [4], ¥ la funcion de transfe-
rencia en nuestro caso puede escribirse:

/‘p.r()\.)/2=i.kg:aekik(j—k)a’_a& {7]

Hagamos:
h=j—k=>—m=h<+m [8]
Sumando [7] respecto de k (siempre no negativa), podemos descompo-
nerla en [2] segun [8]:
al Si h=o k=j—h=m=>o0=k=m—h 9
b) Si h<o k=j—h=o>m=k=—h=/h/ 91
Finalmente, de estas dos sumas, la funcién de transferencia [7} puede
escribirse (9):

” -

+m LY
/ tI)"()\),fz:h:Z_ AE ei"”’akak.*h akeR [lO]
Sustituyendo en [6] tenemos Ja funcidon de covarianza:

- +m m—th{
B(n)=f ’r[h:%men\(nih) 2 ajaj+h] a? f‘::- [“]

i=o

(8) F.J. Ursriz: “Extrapolacion, interpolacion y filtraje”, Anales del Instituio de Actuy-
rios, 1978, pags. 178 y ss.

(9) Ver mi trabajo “Extrapolacion, interpolacion y filtraje™, Anales del Instituto de Ac-
tuarios Esparfioles, 1978, pags. 176 y ss.
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Pero la [11] puede simplificarse porque

T 2 =
ol f eivn g\ = [o n=o
2 T 0 en otro caso

La [11] se convierte en: )
5 m—/n ) .
Boo=[" 2 o
0 ’=° /n/>m

Box y Jenkins (10) estudian ampliamente estos procesos.

[nf{<m
(117}

5. Estudiemos, por su importancia, algunos casos simples:
a) m=1. El proceso [7] es:
teZ

£r=5r+al € _ | []2]
a|ER

por haber supuesto que a,= 1.

La funcion de densidad espectral de [12] es:

a?
2w

HA)=/e*+a f? =[l+tetra,+e—*a +of]

ot

3 {13]

=[1+a?+2 o cos A}

La [13] nos indica que la funcién de densidad espectral no es constante,
Recordemos que la funcién de densidad espectral del proceso de perturba-
cibn aleatoria es constante. La transformacién [12] nos conduce a la conclu-
sion de que el espectro depende del cos A y de a;.

Analicemos la influencia y esta variacion segdn los distintos casos que
pueden presentarse.

Como varia cos A entre — [ a + |, segun el argumento A, dividimos el

intervalo de variacién de A en los dos siguientes (—w, 0 y 0, +7); la
variabilidad de /| (A) se expone en los cuadros siguientes, segin el valor de «,.

(10) GeorGe E. P. Box y G. M. Jenkins: Time series analysis, forecasting and control,
Holden Day, San Francisco, 1970.
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CuADrO 1
Primer caso: a, >0

A — < 0 < T

cos A —1 < ! > —1
gt a? o?

LN | (1 —ap <l 4+ap—-2— |>| 1—ay
2w 2

Extremos Minimo Maximo Minimo

Es decir, las bajas frecuencias absolutas (alrededor de cero) influyen
mds que las altas frecuencias a la formacion de la varianza total del proceso.
Esta influencia es tanto mayor cuanto mayor sea a; — 1. Caso de ser o) =1,
los extremos minimos son nulos y no pueden ser negativos, ya que siempre
S =o.

Segundo caso: o, <o.

Llegamos a conclusiones opuestas. En el cuadro 2 esta el campo de va-
riacion de la funcién de densidad segin los valores de las frecuencias.

CuUADRO 2
A —r < 0 < T
cos A — 1 < 1 > —1
0'2 0-2 02
SN 0 —ay) > (14 ap)? (1—a,p
Extremos Maximo Minimo Maximo

En este caso las altas fecuencias absolutas contribuyen mas gque las bajas
a la formacién del espectro.

De la simetria de la funcion cos A se observa que el espectro del proce-
so [[2] de medias moéviles mas simple (v todos los de naturaleza real) es
simétrico respecto del origen.

En los cuadros observamos la existencia de dos minimos extremos (o
maximos) y de un maximo [o minimo, segin el valor de a, >0 {0 o, <o0)].

Si / @,/ — o0, ¢l proceso [2] tiende al proceso de perturbacion aleatoria
e, te Z} con la funciéon de densidad constante expuesta, cuyas caracteristi-
cas hemos estudiado en la secciéon anterior.

b} m=2. El proceso [1] se reduce:

f=¢toe tare_ s [14]
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La funcién de densidad espectral en este caso, recordando la respuesta
frecuencial [7], es:

2
=/l+a e tae /22 =

fiy=/ )2 —

=(ltae~*taye=) (1 +ae*+a,e?)

2
=2 [l +a,2+a§+2a.cos)\+2a2c052/\+2a,azcos)\1=

2m

J4+2a(1 +a;) cosh+4a, cos’)\]

Esta funcién de densidad es un trinomio respecto de cos A y puede es-
cribirse:

f()\)=%[4 a, [cos)t—l— o (1t e ]+

4(12

+ 4a,[(1 — )’ +af] —ai(l +a,) }
4(!2

simplificando el término independientc tenemos:

A {4 0y [cos)\-i- —a%}_;i]z-i-
(| — e (40— ) | [13]
+
4&2

La funcién de densidad no puede ser negativa y se observa su simetria.

Anderson (11) estudia las variaciones de este proceso, y esquematicamente
sintetizamos y exponemos:

Casos
Primero:
CUADRO 3
+a| (I +az)>4/ (12/
—7 < 0 < +r
{Extremos Minimo <! Maéximo > Minimo
f) 5 < + o) (> +a,)?

{11) Anperson: The statistical anaivsis of time series, 1971, pégs. 403 y ss.
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Segundo:
CUADRO 4
to(lta)<—4/a,/
A — 0 T
Extremos Miéximo Minimo Miaximo

ol

F N of (=, +ap> | —L (I +a,+a | < (1 —a,+a,)

2 2

Tercero:
CUADRO 5§
Jay(I+as) | <4/ o) > cosh,=—n(0Te)
4 [15)
si ;>0 al<l4da,
A —r —A, 0 A, —
2 17 + 2 2
sy [FEEBE s )| <fo)[>reag | < T—(1—atay
Extremos Maximo Minimo |Maximo| Minimo Miaximo

Si a;<<0, las conclusiones son opuestas.

SECCION 3.2
1. Procesos autorregresivos. Teoria general

1. Estos procesos estudiados por Yule (12) se denominan también de
armoénicos perturbados,

Numerosas series econdmicas pueden representarse por procesos de este
tipo.

El proceso { £(1), te Z} [1], denominado autorregresivo, es de orden » si
puede expresarse por la relacion lineal:

E=— 3B te  1eZ 2

donde el proceso ¢, es el proceso estudiado de la perturbacion aleatoria. |

(12) G. U. YuLe: Introduccion a la Estadistica Matemdtica, Aguilar, 1950.
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También la [2] puede escribirse:

1eZ

Eosme g )

eligiendo g,=1.

Yule supone que el proceso [1] es originado por dos procesos: uno de
propiedades internas con componentes sistematicos, tales como elasticidades
y contracciones, que determina cémo se mueve el sistema, y el otro, una
serie de perturbaciones aleatorias del tipo estudiado en la seccién 1.2

El nombre de procesos regresivos dado por Yule es porque pueden fun-
damentarse en unas ecuaciones de regresidn. Son de gran importancia en
econometria porque reflejan muchas series econémicas cuyas observaciones
dependen de los “retardos” o desplazamientos.

Wold (13) en su tesis doctoral los estudia ampliamente, asi como otros
autores (14). Si las raices de la ecuacion caracteristica:

z7+ B, z7 '+...+8,=0 (41

estdan dentro del circulo unidad, el proceso {£, te Z} sera estacionario. La
discusién de cuestién tan importante puede consultarse en citadas obras.

En la hipétesis de estacionariedad, si multiplicamos la [3] por Ex y halla-
mos esperanzas, tenemos:;

I pAx

B B(t—j—5)=0 [s1

i
La [5] la hemos escrito porque
E{(t—)) £ =B(t—j—y3)

En las series econdmicas, las series son de naturaleza real y las funciones
de covarianza son simétricas, B(- k) = B(k).

La {5] para cada valor de s tenemos una ecuacidn. Dando a s tantos
yalores como parametros tiene el modelo formamos un sistema que depende
de tas covarianzas. Asi determinamos los parametros 8; del proceso autorre-
esivo.

Este sistema es el de Yule-Walker: cuando se sustituyen B(kh) por sus
ficientes de correlacién:

B{h)
B(o)
si es real p(— h)=p(h) por ser B(k)= B(—k).

p{h)= (6]

(13) H. O. A. WoLp: “Series cronoldgicas estacionarias™, Trabgjos de Estadistica, volu-
11, 1951.

(14} Box y Jenkins, o. c., pégs. 54 y ss.
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La representacion espectral de los procesos £, y la combinacidn lineal [2].
Recordando la [3], tenemos:
3 8f enerann=[ emaon=
i=e — —r

. i (7]
=/ "ew[_z: B, e— | di, (A) siendo 8,= !

donde d{, (M) es el proceso de incrementos ortogonales del proceso autorre-
gresivo. De la [7] deducimos:

_ AN
=S50 8]
siendo
»(\)=3 e 87

la funcién de respuesta frecuencial de la transformacién lineal, considerando
las { B, j=o, |,...,m} como un filtro de Kernel donde B,=1.

3. La relacién entre los espectros es sencilla, pero en las condiciones
de estacionariedad indicadas viene expresada por alguna de las {érmulas:

o2dA

EaN =~ iy T 9]
2 2
'fl(A): ma 2 - " 7 2 [IO]
2w i;‘.‘.ﬂ Bie—iN I ‘:z” Bettm- i

recordando las diversas representaciones de la [4] de la seccion anterior.

4, El proceso autorregresivo tiene representacion espectral (conocida

la [7] y [8]):

dt (M)

(=] enaun=]" en P (N)

teZ {113

segun [8].

La funcién de covarianza, de acuerdo con la [10], tiene la representacion
espectral:

2 T
Bo=-Lf en A (12]
2m i s B,em=n

=
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2. Procesos autorregresivos. Casos particultires

Estudiaremas daos casos simples y examinaremos las condiciones de esta-
cionariedad.

2.1 Proceso oscilante.-—Este proceso, dado por Kendali (15), es el si-
guiente:

£r=fr—l+er teZ [13]
Es el mas sencillo y un caso particular del proceso de Markoff.

La raiz de la ecuacién caracteristica [4] es la unidad, y la solucién par-
ticular de [13] es:

t=%e, [14]
A esta solucién podemos llegar por sustituciones sucesivas. Asi:
E=b_te=ete_ HE =¢te 1t ot te Ty
luego
§—(ete_ e ot te =€ _y

La diferencia entre el valor de ¢, y la suma de perturbaciones aleatorias es
precisamente ¢l mismo proceso oscilante £,_,_ ).

Por ser
E(=E¢=0

la varianza es:

oi=a§‘_l+af'=>-o@r=(p+l) olta}

—+h

y crece a infinito con p, luego el proceso oscilante [13] no es de tipo estacio-
nario, ya que la varianza de [13] crece sin limite. Esto justifica que la raiz
debe de ser inferior a la unidad para que el proceso sea de tipo estacionarto,

2.2 Proceso de Markoff (autorregresivo de primer orden):
1. Es del tipo sencillo:

§I+B fi—l=€r [15]
La ecuacién caracteristica [4] en este caso es:
z+B=o0 > z=p=—f [16]

También en este proceso podemos por sustituciones sucesivas:
£I= 5:+ P& + pz E:—2+ + pp Er—p+pp—| fl—(p+ 1)

(15} KENDALL: The advanced theory of statistics, vol. 3, Ch. & Griffon, 1968, pigs. 418 y 420.
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La diferencia
E—(e—pe i totpre )=p"" e 4y
y la varianza
E[§f—(etpe_ t..tpre JP=p¥* 2 Ef ,

Es importante cuando / p/ <<I, y se ve sencillamente que si p—o°, y la
varianza de este proceso de Markoff es:

a?
o} = —]‘j
Ahora aplicaremos “operadores lineales” para esta demostracion.
Si en la [15] introducimos ¢l operador retroceso
&\ =RE=>
EFBRE=(—p R ==

sustituyendo 8 por — p, segan [16]:

£= - =[14p R+p! R+p' R+.]¢=
1—p R
=f=¢+pe_,+ple ,+..+pbe ... [17]

Y recordando la representacion espectral de ¢, tenemos:

£= 3 [7 env—nprarn) [17]

Para que ¢, sea estacionario p debera estar dentro del circulo de radio
unidad: / p/ <C1, por lo que, de acuerdo con las {127} y [8] tenemos:

S (AM)=1—pe—* 18]

El proceso [15] tiene por representacidn espectral en el caso de ser / p [/ <1:
T ei)\r

= e d (A 19

=], = AW [19)

2. La representacion espectral de la funcion de covarianza de este pro-
ceso es facil de obtener:

02 J-rr e dg )
27 ™ 1l+p2-—2pcos A

La representacion [19] es idéntica a la [17] si se desarrolla €l denomina-
dor, con la condicidn de

B(n)=- [20]

fpe=2[<I
es decir, que / p/ <1.
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La funcién de densidad espectral del proceso de Markoff [15], se-
gun [20], es:

_ g’
f= 2r(1+p> 2 pcos A) fpl<l [21]

Estudiemos las variaciones de esta funcién de densidad espectral.

La [21] nos indica la simetria de la funcién porque f(A) =f(— A). Esto
nos permite estudiar o dibujar la grafica en el semieje positivo.

Igual que hicimos cuando estudiamos la representacion espectral de los

procesos de medias méviles, aqui dividiremos la variacién del cos A entre los
limites — 1, 0, + 1, por cuanto Ae(—m, + ) el coseno crece.

Consideremos el caso:

a) p>>0. Las variaciones extremas figuran en el siguiente cuadro.

CUADRO 6
A — T 0 w
o? o? a?
A < >
ALY 2m(l+ p)? 27 (l —p)? 2a(1+ p)?
Extremos Minimo Maximo Minimo

Las bajas freuencias son las que mas contribuyen a la formacién de la
varianza del proceso.

Si p—0, la funcidén de densidad tiende a la funcién de densidad constan-
te del proceso puramente aleatorio e,

Representacion grafica. Reproducimos dos graficos superpuestos de las
funciones de densidad espectrales para dos valores de p=0,4y p=0,5,de la
obra de Fischman (16), y que por su simetria, f (A)=f(— A), lo tomamos en
el semieje positivo, segiin hemos indicado.

(16) GeorcEe S. FiscHman: Spectral methods in econometrics, Harvard University Press,
1969, pag. 55.
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60
2
Ay=- L —
o 27(l — 2 pcos A+ p?)
50
',
Ay
A Y
\
40 \\ ~p=0,5
\
~
N
30 \\
p=04 \\
A
-
201 - .
N
“-.‘_ p=04
< ’
10 e o
0
T 2m 3 4m "
5 5 5 5

Las ordenadas son medidas en unidades o2 o haciendo o2=1.

Observemos que, por ser p positivo, las bajas frecuencias influyen mas
que las altas en la estructura del espectro.

b) Para p<0 tendriamos conclusiones contrarias (/ p/ <1).
2.3 Proceso autorregresivo de Yule (17) (segundo orden):
1. Del proceso [2], para n=2, tenemos:
E+Bi & Th & _1=¢ [22]

" Este proceso es muy utilizado en Econometria y puede representar mode-
los de ecuaciones en diferencias con fluctuaciones diversas.

Pensemos que de [22] puede facilmente deducirse
(=—Bié—1— B foate=—B B & 1T 1 —& )te
‘También podria aplicarse el operador retroceso para llegar a

— € .
fl - :

1+B, R+8, R

cuyas raices del denominader deben estar dentro del circulo unidad para la
convergencia de la varianza y, en consecuencia, ser estacionario.

{17 KEeNDALL, 0. ¢., pag. 419, asi denomina a este proceso.
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Volviendo a las ecuaciones de Yule-Walker dadas en [5] (haciendo s=o y 1
y 1=1) para proceso real —que son todos los procesos econémicos donde
B(k)= B{— k)—, las ecuaciones para este caso son:

B(1)t B, B(o)+ 8, B(1)=0
[23]
B(2)+ B, B(1)+ B, B(o)=0
y dividiendo por B(o), recordando [6], tenemos el sistema en funcién de los
coeficientes de correlacidn:

o t+B +p B=0

(231
ptp Bt B=0
deducimos los parametros del proceso:
- on(l—py - _Pm—p} 2
=_Hn = . =__n"5 4
L.a ecuacidén caracteristica de este proceso es, segun la [4],
2+, Z+8,=0=> [25]
Bk) _
= =AZ+BZ 26
ph)=-F0 i+BZ 261
donde Z, y Z, son las raices de [25] sujetas a las condiciones iniciales:
BO) _ 44p=1 [27]
B(o}
B _  _ -
B (o) p=AZ+BEZ, [28]
B(o
=B =— 2L (2 —p) Z+(p—2) Z] (261
P |
2. De la [22] y [10] deducimos la funcién de densidad espectral:
02
Sin= [29]

2o/ 1+ B e~ *+ Bye-n2 /2

Andlogamente a como vimos en la seccién anterior para los procesos de
- medias moéviles €studiadas cuando m=2 en [14], tenemos:

I By T BT 28,0+ B cosh T By cos?h] 1)

Las variaciones de f)(A) corresponden al andlisis del trinomio de cos A
del denominador, recordando que son inversas a las deducidas cuando estu-
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diamos los procesos de medias mdviles (m=2). Omitimos repetir cuadros
similares a los expuestos, pero observemos que el trinomio del denominador
puede ordenarse de forma semejante a como vimos en la funcién de densi-
dad espectral de las medias méviles de segundo orden. En aquel caso el
trinomio figuraba en el numerador.

En este caso, como el trinomio es igual pero esta en el denominador, las
conclusiones son inversas para los mismos casos considerados.

A titulo meramente ilustrativo indicamos que, en el supuesto de ser
B,(1+8,)=4/8,/, la funcidén de densidad adquiere los siguientes valores
extremos:

Para A =0 minimo:

_ a2
SO S ((+ B, B2
Para A =% 7 maximos:
fEm= o

27 (1 — B, + By

2.4 Observacion importante: Recordamos que si las raices de la ecua-
cion caracteristica [4] estin dentro del circulo unidad, los procesos son es-
tacionarios.

SECCION 4.2

8. Procesos mixtos de medias moviles y autorregresivos

1. Estos procesos son combinaciones de los estudiados en las seccio-
nes 2.2 y 3.2 Si el proceso { £, te Z}, de medias moéviles al proceso { £(£), teZ }
lo denominamos mixto si se relaciona estocdsticamente por ecuaciones de
medias méviles y del autorregresivo por una combinacioén lineal:

ZBEC—R=2 a6y Va, BieR [

donde B8,= a,=1; este proceso { £,(#) € Z} se denomina mixto de medias mé-
viles residuales y autorregresivo.

Es de sefialar que la combinacion de un proceso de medias moviles, tal
como se definié en la seccién 2.2, nos conduce a procesos de medias moéviles
residuales.

2. Para la estacionariedad es preciso que las raices del proceso autorre-
gresivo caigan dentro del circulo de radio unidad y las del proceso de medias
moviles no sean superiores a la unidad (18).

(18) La unidad puede ser raiz del numerador, pero no del denominador. Ver JEnkIns, o. ¢.,
y WoLp, o. ¢. Recuérdese que en el proceso [17] hasta a; = -1 (raiz de la ecuacidn caracteris-
tica) era valida la funcién {e densidad espectral. Ver también mi trabajo “Interpolacion, extra-
polacion y filtraje”, Anales del Instituio de Actuarios Espafioles, 1978.
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3. En la hipdtesis de estacionariedad la relacion espectral [1] es:

kg ka_"wem:—u dc'i()‘):hg a,,f"e‘“'*"’ dL(\) (2]
que implica
[ enhoydy=f" em g0 dy(n) 2]
Existen en [2'] las siguientes funciones de impulso:
h)= 3 B e 3]
gN=3 aye- > [4

a, (=—£E) S0 (51

La [5] nos indica el incremento aleatorio del proceso espectral £, (A) aso-
ciado al proceso mixto £, donde las funciones g(\) y A(A) dependen de A y
estan asociadas a los procesos de medias moéviles y del autorregresivo.

4. Lla funcién de densidad espectral del proceso mixto puede escribirse
de formas diversas, y entre ellas son las mas usuales:

m 2
k§ oy, p—iM

2 2
fy= 2. gN ] _ e .

27 Fh(A) 2 2 lé B, e_m:z
= g? hga oy ehim—h ? (6]
27 2

n
3 B, ertn—h
k=o

Los procesos mixtos, segin la [6), tienen una funcién de densidad espec-
tral racional en e”. Box y Jenkins (o. c., pags. 73 y ss.) estudian ampliamen-
te estos procesos. Para la teoria de prediccion (19) es importante conocer ¢l
hecho que los procesos mixtos tengan funcién de densidad espectral racional.

La representacion espectral del proceso mixio estacionario es:

| =" e EN g (7

(" e [EAN)/2 | a?dA
BO=f e T "2 o B

(19} F.J. Ureerz: “Extrapolacion, interpolacion y filtraje™, Anales del Instituto de Actua-
plos, 1978, pags. 179 v 178.
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Si las raices de las ecuaciones caracteristicas cumplen las condiciones
expuestas en el punto 2, el proceso es estacionario.

7. Observacién importante: Cualquier funcién de densidad espectral
puede representarse aproximadamente por una funcidén racional de e*. Esto
es consecuencia del teorema de Weierstrass de aproximaciones por polino-
mios trigonométricos.

En consecuencia, un proceso de medias moéviles puede aproximadamente
representar la funcién de densidad del proceso autorregresive e igualmente
su funcidn de covarianza.

TRANSFORMACIONES LINEALES DE OPERADORES FINITOS
(Pardmetro t discreto)
Las transformaciones lineales estudiadas en este capitulo son usualmente
aplicadas en econometria,

Utilizo el espafiol para no depender de terminologia extranjera y ser mas
clara mi exposicion.

SECCION 5.2

t. Operadores diferencia A y siguiente E

1. El método de las diferencias lo he aplicado en mi estudio sobre “In-
terpolacién, extrapolacion y filtraje” cuando un modelo econométrico tiene
dependencia parabdlica determinista y el proceso de perturbacidn aleatoria.
Asi se elimina la influencia de la tendencia.

Aqui trataremos de la definicién de este operador y sus correspondientes
propiedades.

2. Se define operador diferencia A al que, aplicado sobre el proceso £(¥),
nos da el nuevo proceso:

AfO=¢(+HD)—E(D) teZ (13

Hemos elegido por comodidad =1 (A, el valor del argumento; si ze R,
h podria ser cualquier valor).

3. Definimos operador siguicnte al que, aplicado sobre el proceso £{f),
nos da el proceso en el punto r— I;

EED=E@+1) _ {2 |
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4. La relacién entre los operadores A y E es inmediata:

A E=E £(N—EM=(E~1) £Q) [3]
Simbélicamente puede escribirse:
A=E_1 [4]

Si el proceso £(1) es estacionario, también lo seran los procesos [1] y [2].

5. La representacion espectral de [3], si £(¢) es estacionario, es:

Ae@={" e (er—1ydL(N) 5]
Y la funcién de covarianza de A £(1) es:
EMEDAEE) =] edu-9jer—1/2dF() [6)

Esta funcién depende de la diferencia + —s, por lo que la covarianza es
estacionaria.

6. Si aplicamos n veces la transformacion [1] sobre £(), es un nuevo
proceso, es decir, A" £(r), y su representacion espectral es:

A" f(t):f_t"eikr (e"" _ l)" dg('\) [7]
Y la funcién de covarianza del proceso de diferencia —n— es:

E{A" €0 AE® =/ env—9jen—1/mdF(N)=

- [8]
B (t—s)=["_ent=» 22n sentr 12‘- dF(\)

La transformacién A" sobre el proceso de entrada £(f) acentia las fre-
cuencias en los puntos * s y forma picos de caricter periddico, mientras que
para las restantes tienden a cero si n— 0. Segin [8], el espectro de entrada

se multiplica por 27 sen” A las masas espectrales se concentran en los ex-
P p 5 y p

tremos, tanto mas cuanto mayor €s 7.
7. El operador E" aplicado sobre £(f) es:
ErE@=E@+n) ;Eteiuwn) dt{\) '_"_f:,,e"‘\' ein di (M) [g]

Este proceso tiene la misma funcién de distribucién espectral que el pro-
ceso original £(7), como era de esperar.

2, Operador V y retroceso R

1. Definimos V aplicado sobre £(r) al proceso resultante:
VED=Em—£E—1) [10]

Al proceso correspondiente se le denomina “diferencia invertida™.
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2. Definimos el operador retroceso {o retardo) al que, aplicado sobre
£(1), nos da el proceso en el punto 1 —1:

REW=E£1—1T) [i1}

En las aplicaciones econdmicas, las series temporales son recogidas en
diferencias equidistantes del tiempo.

Los modelos lineales econométricos representativos de un fenémeno pu-
dieran ser del tipo siguiente:

Y=ata, X, +a X,_ ta,X,_,+..Ta, X, ;T

siendo ¢ la perturbacién aleatoria.
El operador retardo puede aplicarse asi:
Y=ate, X\t R X+, RZX,+ ... ta, RFX +e,=
=g, t+{e,ta, Rtea, Ry+...+a, R] X, t¢
ya que
R:X,=R[RX]=RX,_,=X,_,

y asi sucesivamente.

En la expresion anterior puede reducirse el corchete poniéndole en forma
de funcién de los pardmetros a estimar y el operador R:

Y =a,t¢(B, R) X, T¢

Existen modelos de retardos que k—°° y para que sean convergentes
necesitamos que

2ai<oo
Un caso particular de estos retardos son cuando
0;',»:0’“ P’ / P/ < !

Estos modelos se denominan retardos de tipo geométrico.
Este modelo es un caso particular del de medias mdviles,

En los modelos autorregresivos y mixto también puede utilizarse este 1
operador. !

3. La relacién entre los operadores es:
VEN=ED—-REN=(U—R)EQ) (12]

o simbolicamente:

V=1{_-R [13] ;

El proceso | V £{1), t¢ Z } se obtiene segin se ha definido por la diferen-
cia hacia atrés. -
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A la nueva serie resultante puede aplicarse otra vez el operador V y ob-
tendremos otro proceso.

4. Si aplicamos i veces este operador tendremos el proceso { V" £(1), te Z }
y, por ser una operacibn lineal, la relacibn con el operador R es:

v=1—(1) r+(5) R-(5) R+. [14]

Luego aplicado sobre £(t) tenemos:

v em=¢0—{7) s+ (3) s¢—2—(3) e¢—3+.. D3]
La [15] tiene »+ | sumandos estocdsticos.

El proceso { V" £(1), te Z} es el de diferencia —n— invertida y es una
combinacion lineal del proceso {£(¢), te Z} con n+ 1 sumandos.

5. La representacién espectral de [15] es:
Vi em=[" en(1—e=ydd) [16]
y la de¢ la funcidon de covarianzz_i Tres:
EVE@TER=] env-njl—e—a mdFN)=

. [17
=f_ﬂefw—»22nsen2n—’2‘- d F()) ]

En este filtro coincide la funcién de densidad espectral con la [8). Adver-
timos que la transformacién V" acentia las frecuencias cuando SCDEN 1, 0

sea, A== . En las altas frecuencias forma picos de cardcter periddico y
elimina las bajas cuando n—oe,

La I7] nos indica la estacionariedad de la funcion de covarianza.

3. Operador de medias moviles

1. St &,=q, y si ademis:
a=a-; (=0,1,2,...m) [18]
tenemos un filtro lineal que aplicado sobre £(¢) el proceso transformado 7 (7)
tiene la representacidén espectral siguiente:
2= 3 g Etp= % af ercrrdgon=
i=—m j=—m T

[19]
= e[ E gen]am
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Por 1a [3'] y segiin la definicién III de ia seccién 1. del capitulo segundo:
FMN)= 3 aeW [20]
j==—m
que es la funcidn de respuesta frecuencial.
Por la [18], la [20] se puede expresar asi:
& (A\)=a,+ _>"il a(e™+e™)=a,+2 _'il a, cos Aj [207
i= j=
Esta es la respuesta frecuencial, y al filtro [18] se le denomina filtro del
coseno,
2. La representacién espectral de la funcidén de covarianza es:
B,@=[ e™[ @ (\)/2d F,(\)

siendo / $*(A) /2, por la definicidn V de la seccién 1.2, la funcion de transfe-
rencia del filtro y sustituiremos por la {20] o [207].

4. Operador {2k + 1] y operador %%]-— de media mévil

1. El operador [2k+ 1] es un caso particular del tercero, siendo g,= 1, y
la [19] es:

k L k
ee+1em= 5 corn=[" ] £ o] aon=

{197
" l
=f, it S0 Alk+'h) AL\
" sen X
2
porque
X an—  Sen Akt 14)
h=2 € A= N [207
s€n ?

La relacién de los espectros de salida y entrada es:
sen? A (k+ 14)

d Fi(A)=
sen’® A
2

d F(\) 21

Esta expresidén nos conduce a una conclusion importante: las frecuencias
bajas se acentlian porque si A — o, la funcidn de transferencia en este punto
es (2 k+ )2
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- La media movil del operador es:

+1] ,o0 g LUt A
2k+1 2k+1

y las relaciones de los espectros son:
sen A (k+14)
(2k+1) sen %

d Fi(A\)=

]2d FO\) [22]

El proceso de media mévil es de gran importancia.

Si de un proceso estocéstico obtenemos otro proceso centrado por una
media maévil, la funcién de transferencia [22] alrededor de A = o es precisamente

2k+1

Es decir: si formanos de un proceso entrante otro por una media moévil
centrada, el espectro de salida tiene concentracién de masa espectral alrede-
dor del punto A=o0. Y para las frecuencias altas (X ) el espectro de salida
s¢ atenua fuertemente.

5. Operadores 5, y 8,

1. Definimos el operador suma S, aplicado al proceso £ (7) a la expresién:

1)=8 {M=EM+HEa+ D> {23]
5 €= +]) eur D+(3) ea++ +() ea+n  [24]

2. La representacién espectral de [24] es:

n([)-— ( )f eJA(r+k1d§(A)_I en\l(] +e'A)"dC(A) [25]
3. La funcién de covarianza tiene la representacién espectral:
Bnt—s)=[" emt—n]1+ei 2 d FN)=

w 26
=j._1rei)\(l—.r) 4" cos Zn% dF(A) [ ]

Las conclusiones obtenidas al aphcar reiteradamente el operador S, al
proceso £(1) las obtenemos si examinamos la funciéon de transferencia. Ob-
- sérvese que el coseno se anula para las altas frecuencias A==, porque
cos (i | = o. Para estos valores los extremos de la frecuencia la funcién de

| densndad espectral del proceso saliente se anulara. Y para las bajas frecuen-
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cias la masa espectral se concentra fuertemente alrededor de A =o. (La fun-
cion de transferencia vale 47 para este punto.)

4. El operador §, lo definimos asi:
S EO=¢M+HE—1) [27]
Dado su caracter lineal (que se comprueba ficilmente), deducimos:

siew=32 () eo=["_ema+e-mparon [28]

5. Las funciones de distribucion covarianza espectral del proceso [28] es
la misma que la del proceso [25] y también idénticas las propiedades del
espectro.

6. Operador combinado A™ S}

. Por reiteradas operaciones de sumas S} combinadas con diferencias A™
obtenemos la representacion del proceso A™ S £(1), el cual es:

A STE@D =] ev(en— 1y (er+ 1y (M) [29]

El orden de las sumas y diferencias no altera al proceso resuitante [29].
Puede primero ser una sola diferencia; después, dos sumas, etc., pero siem-
pre que se hayan tomado m diferencias y n sumas.

Cada vez que se aplique un operador se obnene un proceso distinto, y
sobre este nuevo hay que aplicar el mismo o el ‘otro operador.

2. La relacion de los espectros viene dada por:
27t (1 —cos A)™ (1 + cos A)" [30]
Esta relacién nos muestra el efecto de tomar n sumas y m diferencias
sucesivas (de dos términos consecutivos).
Derivando la [30] e igualando a cero para calcular su maximo, tenemos:
[D{]1 —cosA)M] (1 +cosAY'+[D(1+cosA)] (1 —cosA)"=o0=>

11

—__m—n _ m_ l—ao
cos Ao m+n 148 l+a B31]
m

sia=-T1_ —r<AZmw [32]
m

dnicamente en los puntos A, y — A, existirdn picos en el espectro o, mejor,
concentracidn de las masas espectrales alrededor de estos valores.
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tiene r componentes. El filtro serd una matriz rXgq y, aplicable sobre el

vector entrante Z(¢) d¢ g componentes, nos dard un vector proceso de r
componentes,

Si el filtro lo aplicamos al proceso vector entrante y las componentes de
éste las sustituimos por sus representaciones espectrales, tendremos la repre-
sentacion espectral del vector procesc de salida,

3. Supondremos el filtro matricial A (), r X g ¥ un vector proceso de g
componentes; tenemos para ¢l vector proceso de salida { X(4), teZ} de r

componentes: X(=3h(2) Z(t—2) zelZ [29]

Partimos siempre de las hipotesis de ser las medias nulas.

4. El filtro vectorial es:
_(h“(Z), h|2(2)9 ey h!q(z))
& (Z) - hrl (Z), hr2 (Z)) RRRRE hrq (Z)

Si hy (A)=ay, el filtro es una generalizacién de cuando estudiamos las
medias moéviles.

[30]

5. Si lamamos respuesta frecuencial
+o0
hj-‘,(?x)=z_2'. hi(z) e~ zeZ {31}
y formamos la matriz de r X g elementos [31} tenemos la matriz de la respues-
puesta frecuencial correspondiente al filtro [30]:

j=12,..,r

) X (N ={H (M)} (32}

e=1,2,....,q9

6. Sien la expresion matricial {29] aplicamos el filtro [30], la compo-
nente j del vector de salida es:

—_— q
X0=3_ Eh(220-2
7=—oe =
i La anterior para j=1,2,...,7 nos da la transformacién ¢n el dominio del
i tiempo del vector de salida X (¢). Pero si sustituimos los procesos Z,(1— z)

por sus l'CprSCnt&CiOI}CS cspectrales tencmos:

‘Xj(t)zz=;§:w ]E_:l hﬂ(z) -f:r"ei)\(rﬁz) d;’(A)z

=i e & e mia]aue= [33]

=3 [ emmoydgy=[" ew [E] B d«;,()\)]

Hemos recordado la [31] y sustituido en la anterior.
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Si el incremento d[,(A) no dependiera de /, la anterior se simplificaria.
Las componentes del proceso saliente j=1,2,...,r depende de los procesos
entrantes y de las funciones de las repuestas frecuenciales.

Pere la [33] puede escribirse asi:

Z (1)
[ ), B A, - 0] | 221 [33]
z,0)
por ser "
[ edun=z0 [34]

7. Representacion espectral de la matriz de funciones de densidades es-
pectrales del vector saliente.

Liamemos F (A} a la matriz rXr de las funciones de densidad epectral
del proceso vector salida de s componentes; 5~ (A), a la matriz formada por
las respuestas frecuenciales de orden rX ¢; H*())', a la traspuesta conjuga-

da, v f(A)°, a la matriz formada por las funciones de densidad espectral del
proceso entrante.

De la [32], multiplicada por la misma pero para t=s y j=k, tenemos ia
matriz de la funcién de covarianza { By (1 — 5) }, y matriz de las funciones de
densidad espectrales de salida son:

LO=H ML) B} [35]
Notas importantes:

1.2 La matriz (A} es de orden rXr, y los ordenes de las matrices del‘
segundo miembro son:
(rXg)X(gX g XgXxr

22 Las componentes del vector proceso de salida tienen las funciones
de densidad espectral en la diagonal principal de f,(A).

8. El proceso de salida puede representarse espectralmente con la ma-
triz respuesta frecuencial:

X@=H"(M) Z(1) [36)
siendo H*(A) la matriz de las repuestas frecuenciales, y Z(?) es el vector
proceso cuyos formados por g procesos y hay que sustituirlos por sus repre-

sentaciones espectrales.

2. Transformaciones lineales estacionarias

2.1 El planteamiento general es:

1. Que los procesos entrantes sean estacionarios univariantes.

2. Que lo sean dos a dos.
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2.2 La transformaci6n lineal de la matriz de covarianzas aplicado en [33]
tenemos:
Var () =Cov [X(t —u), X(1)']=
=% Zh(WCov(t—u,—v), Z({t — s) h(sy v,5¢Z (371

3. Aplicaciones

1. Entre las numerosas aplicaciones de tipo econométrico destacan los
procesos miiltiples de medias mdéviles y autorregresivo; la regresién, la corre-
lacién parcial y miultiple, ¢ incluso el andlisis de la varianza,

2. Las funciones espectrales, de determinacién de coespectros y espec-
tro de cuadratura, fase y coherencia, son los conceptos mas utilizados y que
no queremos ya extender mas este articulo.

APENDICE

Notaciones utilizadas

Concepto est‘:;::tli.co Representacién espectral
.Esperanza matemdtica del pro-
ceso {£(8), teR} vvrrieenrnnns Eé()=o —
Proceso {£(8), 1€ R} wovvrvvrvo. — eE[_emdrn
. AeR
Proceso {£{s), 16 R} wooovvrrreroo. — EOEf" emarn
— <AL+
Funcién de govarianza:
ParateR y 1€Z ............... EEW) £ —
Caso de covarianza estacionaria:
Para £,€R 1—S=U . EEWES  Bw)=[ _eMdF()
Para t,e R (—8§=u oo, EtDEE) Bw=["_emdF(\)
Nota: F(A) es la funcién de distribu-
i "bucién y, si tiene derivada, se sustituye en
i las representaciones ¢l dF(A) =f(A)d A.
Funciones de densidad espectral;
1. Parametro f continuo teR. i
R, conjunto nims. reales. — f)= TP F B(tye ™du
-
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Concepto

Val
estu:i:t; co Representacién espectral

2. Parametro z discreto ze Z.
z, conjuntos nums. enteros.

Proceso bivariante
{ X0, Xi (D), teZ}:

Funcién de covarianza estacionaria:
1. Caso discreto ¢, se Z;
Z=f==8 rirrressiactinrssarsnses

2. Caso continuor, se R;
UL 8 rrrrrrerrarranranssaconns

Funcién de densidad espectral
mixta:
1. Caso discreto ze Z;
Ae(— T, T) verrecrreeeeenen,

2. Caso continuo ue R;
AeR e

Funcién de coespectro .............

Funcién de cuadratura del es-
1 & (o T

Coherencia .......covveevvveemeerrrereenens

— SJN)=

| M8

EX,(0 X () Be@=] _e*fu(A)dr

EX, (X, () Bu()=J _e™f(\)d\

— =g I B@e

L= ZL I~ By ear

— ¢ (A\)= Parte real f, (A)

— qx (M) =Parte imag f; ()
_ A
A= SR

TOZ TN S ®

e (M) + gy (M)?

Ji(A) S (A)
— ' — —q(A)

ox(\)=artg ( oy )

S Q)2
oK

_ B (W)=
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