Calculo de Seguros de vida
con crecimiento geomeétrico

Por
AGUSTIN SANS Y DE LLANOS

El presente trabajo pretende profundizar en el tema enunciado en su ti-
tulo y que su autor ya abordo en otro denominado «Seguros de vida con
crecimiento exponencial», que fue publicado en el nitmero 18, correspon-
diente al afio 1977, de los ANALES del INSTITUTO DE ACTUARIOS
ESPANOLES.

La experiencia adquirida desde entonces permite publicar esta nueva
contribucién al tratamiento actuarial de los Seguros cuyo capital y prima
crecen acumulativamente, y a los cuales he denominado SEGUROS EX-
PANSION.

Por supuesto, es concebible un seguro en que crezca acumulativamente el
capital, siendo la prima constante; o, al revés, que crezca la prima de forma
acumulativa, quedando fijo el capital. Las correspondientes férmulas son un
caso particular de las que se exponen posteriormente.

Dado que, como ¢s sabido, el crecimiento exponencial corresponde a
Seguros tratados en el campo continuo, y el crecimiento en progresidén geo-
métrica a Seguros tratados en el campo discreto, se ofrecen las formulacio-
nes en ambos casos: pero, para no perder de vista la finalidad practica, se
insiste especialmente en presentar formulas en el campo discreto.

Dos partes comprende el trabajo. En la primera se recogen las dichas
férmulas, y, en la segunda, se hace un analisis detenido de las consecuencias
actuariales derivadas del derecho que asiste al Asegurado, consistente en
estabilizar la cuantia alcanzada por la prima en el iltimo vencimiento, y que
por su complejidad sdlo se presenta para el caso de un MIXTO EXPAN-
SION y a prima anual pura.
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SEGUROS EXPANSION

I
Fuerza de interés 6 = L (1 +/); siendo 7 = interés técnico anual,
Fuerza de expansion n = L (1 + 8); siendo & = expansion anual acumula-
tiva.
LI LI

B=¢—n=L+H—L(1+6) =L
6—n (I+9 (1+ 6} [ +6

Es decir:

RENTA TEMPORAL EXPANSION

n #
Gk =1 emie B cdi = —a-, cdi=a @
a xAl T e 1= € Px = xon|
o o

Para 0 =0, es p=0 y & = § resultando &xf,”
Para n == se obtiene:
a.=a”  RENTA VITALICIA EXPANSION

la cual, para 8 = »n =10, conduce a:

a, RENTA VITALICIA CONSTANTE

SEGURO TEMPORAL EXPANSION

AT I:f e" e -1, ( ‘*dl,r+.' ) :J- e__@.,_ ( ‘*kdlxgrr) —
Ko 1 ml-‘

x

:._@: . . 1D -
Ax‘:nl) [ @ a""‘”‘ —€ ".npx

Para §=0es n=0, resultando @ =5; A', TEMPORAL CONSTANTE

Para n = o se obtiene;

A,=1—23® VIDA ENTERA EXPANSION
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la cual, a su vez, para § =0 conduce a:

A, VIDA ENTERA CONSTANTE

SEGURO MIXTO EXPANSION
’i;.'ﬁl = AJ:.'EI +erne e—b‘-n “alx= /i.l.uﬂ + eie'" “nDx =

= 1_F-gP_ ;@
1 1] a.; _Axﬂ

Para 6 =0, o sea, n=0 y J =4 resuita:
Aqa=1—68a% MIXTO CONSTANTE

SEGURO MIXTO EXPANSION DOBLE CAPITAL

En esta modalidad, ¢l Asegurador, en caso de muerte del Asegurado en ¢
paga ¢l valor alcanzado por el capital inicial, o sea:

e’

cantidad que vuelve a pagar, a los beneficiarios, al cumplirse el vencimiento.
La prima dnica puede formularse como yuxtaposicion de:
a/ Un Temporal Expansion.

b/ Un Diferido de capital ¢"'".

¢/ Un seguro en virtud del cual, si (x) ha fallecido en ¢, se paga e""' al

llegar a n, v cuya prima unica en el origen, descontada al tipo §, es la
integral del tercer sumando.

Es decir:

=A%+ e_a"‘f ent (#)

Ahora bien, esta Gltima integral expresa, equivalentemente, dos Seguros:
a/ Temporal a la tasa de expansiéon » ¢ interés § =0, o sea, fi}lz_:;‘?io]

b/ Temporal clasico a interés 6= —17, osea A, "
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Eligiendo la forma a/ se obtiene:

U= A% qte ¥ A%

Para 6=0es n=0 y &= 4§ resultando:

n

Ux:'ﬂ:!&x:;“-'—eﬁ."f ( - Lﬁ"’) :-IA-xn] _efﬁ'ﬂ(l '_‘n.px):

o X

= zif;,_.,ﬂ + e~ %" que es un MIXTO DOBLE CAPITAL constante.

FUNCIONES DE CONMUTACION «EXPANSION»
EN EL CAMPO CONTINUO

Son las siguientes, expresadas en base a la fuerza de interés 8 y de la tasa
continua de expansién 7:

= Xy p—Brx
D = e e 1,
-% = =%
x IE{) i+
=% = -
Sx = E‘ Nx+r

b
=%
Cx= [ enJ.e'*ﬁ!.“xﬂ.dtgeu'x.e—éixﬂm.dx
0

— = -k
Mx = £§0 x+r
- o= - %

x T § Mx+l

RELACIONES ENTRE RENTAS Y SEGUROS EN LOS CAMPOS
CONTINUO Y DISCRETO
a/ Seguros No Expansion

Son conocidas las siguientes:

I B
a, = ax+ 7 s a:c.ﬁ] - E : (ax:rﬂ +ax.‘ri])

A =1+ A ;A =1+ Alq
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b/ Seguros Expansion

Se introducen las siguientes:
@) 1

* — =

1
B=d7=d’+ 5 @y T0a 5

a=a,

2 9

A=1—-@ d@=(1+n"-47; Ay,
FORMULAS EN EL CAMPO FINITO
Conmutaciones «Expansién» a la tasa 8
1/ Sobre 1 cabeza

D.=(1+6)D,; N.= 3

2/ Sobre 2 cabezas

-:: .'1

=0

1=

Cox= (1 + )% [(1+ n'D
M,

RENTAS Y SEGUROS

Renta Temporal prepagable

n— I

= 3 1+,

ai.;

Renta Vitalicia

aj= % (1+6)-

.

N

E =

=

'N::x = Z Dx+r.'.)(+f;S;;x:

N

o)

N,

Dt

x

-{a y:ﬂ + axr'!l)

= A5 =+ ALy

— D;+]:x+l] siendo r

we—x . I=w—x
?’0 Cx+t:x+r; Rx:x = lg‘o M;+|:x+£

X+n

=w—x
2 M+|::+1
=0

119



AGUSTIN SANS ¥ DE LLANOS

Seguro Temporal

. "’ r : 1 - - x+n
Ay, = Eo (A+8) - (1+H*+*7 /g, = 125 :
Seguro Vida Entera
A "5 [ L = M;
A= (0 -1+ ol d D

Seguro Mixto

Caben dos formulaciones, segin que el Capital para caso de vida sea
igual al Glitimo Capital para caso de fallecimiento, o bien, éste expansionado
por un afio. Es decir:

. l_ * 7I'D‘ i
w  Ava=al, taroy e p= Mm Mo TOTO Do
e M;kM:+n+D;+R

=

x

by A%.a= Ai;;.] +(1+6)"- ,E,

PRIMAS PURAS ANUALES

La primas puras iniciales son, en los campos continuo y discreto:

TEMPORAL

5t Ala R
*
ad el

VIDA ENTERA

— Primas Temporales

[ Pr=—— WP :
o a*x'-,ﬂ * a*x:rﬂ
— Primas Vitalicias
g ] I‘i:— o A‘
P.=— P.= .
a.\' a,\'
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MIXTO
&;:rr( a ,r:fl
Prima K-ésima

P En el vencimiento K, la prima pura K-ésima, en general, tiene como
valor el determinado por:

=k
ek P

X

para k=0,1,2, .. (n—1) -
y dado que es:

n=L(1+0), o0sea, e"=1+8

en el campo discreto se tiene:

(1+6)<-P, parak=0,12 .. (n—1)
o bien:

(1+&'-P, parak=1273, ..,n

RESERVA MATEMATICA TERMINAL
Tomando como modelo el Seguro MIXTO, se tiene:

WV iew = e A-;H.-n——kfl —em P*x::ﬂ ) &:+k;r:_l'7<[ =
= A P Gsia ]
parak=1,2, .. n
Obviamente es:
V

xA|

= "

n

En el campo finito, la férmula de la Reserva es:

Fea =0 [Alm— P atiiz]

IT - SEGURO «MIXTO EXPANSION»
ESTABILIZACION DE LA PRIMA ANUAL

Durante el transcurso del contrato, puede solicitar el Tomador la estabi-
lizacion de su prima anual en la cuantia de la vencida en el ejercicio prece-
dente. De ello resulta una reduccion del tipo de expansion afectado al Capi-
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tal asegurado. El tipo de expansién reducido & se investiga a continuacidn,
en base a prima pura.

La prima pagada ¢n ¢l aniversario (m — 1), o sea, la prima m-ésima vale:
(1] Py (1+o)"!

y el importe alcanzado por el Capital asegurado es (1 +6)" L.

Entonces, a partir del aniversario m, o sea, desde la prima (m + 1)-ésima,
la cuantia del capital crecerd anualmente a la tasa @, quedando estabilizada
la prima en el valor {1]. Es decir:

Afio Capital Prima

(m:m+1) 1+ (1+@) P (1+6)""
(m+1;m+2)  (Q+o—1+@)? P, (1+o" !
(m+2;m+3)  (Q+6-(1+2) P -(1+6)""

Reserva Matemdtica al momento de la estabilizacion de la prima

Viene dada por la expresidn:

[2] 1+ [(1 + (1 _i%@_)]
x:1

Reserva Matemdtica del Seguro a prima estabilizada

Al estabilizarse se genera un Seguro «Mixto Expansion» a Prima cons-
tante y a Capital creciente a la tasa J. La reserva sera:

[3] (40" ' [1+D) A — Pral,im ]
expresién en la cual;
A%, ;== = Prima Unica de Mixto a la tasa de expansién @ e interés técnicoi.
a?,,-— = Renta al interés técnico i y términos unidad.

La tasa de expansion J y el interés técnico i se relacionan asi:
(1+D)=0Q+H-(1+r!
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La [3] se puede transformar como sigue:
[4] (1+2) AL, = (1+D)-(1+H"[1 +@) '+ [v—(1+D) ']

AR 1=

=1+ ) [1+[v-1+@)—1]-a@.m]=
=1+ I+H[A+) " (+HA+)T-1D] a2, 1=
= (1+)2(1+d+n ' —1D)-a%.,. 4')=

= (1 +i)l/2[ L—r- (] +r)--l ' a.(;?-)m:n—ml]ZA gi)'m:m
pues, por otro lado, se tiene que:

5] a@rm= X A4+QY-(L+i) p,=

= r,’::: A+y-A+nA+n~p= _éf A+ry"p.=

=all, =

Identidad de reservas en el momento m

Sustituyendo previamente [4] y {5] en [3] sc llega a la ecuacion:

*
- . Axrma—m
[6] Aﬂm:ﬁ:ﬁ - P-a(rllm.'n_—'a = (l + t)lu * [ 1 — —a*—_]—]
1 Pero teniendo presente que:
(7] AL =(1+y2-[1—r(l+r"all,mm]

la [6] se convierte en:

[8] (1 + I‘)UZ[ i _r(l +r)7l .air‘i)‘m:n# ]: P.a.(r'lm:nf + (l + i)l-f2 )
nm A—m

*
[ 1 A xtma—m ]
a *x:ﬁ]

Admitiendo la aproximacion:

]

aﬂ H— af-::- :n—m —_ ari— H—|
[9) s
a!-,-lﬁ a,‘.'lﬂ =
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se¢ tiene que la [8] toma la forma:
a®

[10] (l+i)”2—(l+i)”2'r(l+r}_'-a-g_ﬁ.__x::|ﬂ:
a"
= Pralmmm T (1H )7 (1472
xR

Ahora bien, el segundo término del primer miembro de la ecuacién [10]
se puede escribir como sigue:

-+t ™ allem  _

r alle -

[11] a+p2-r(l+nt-1+n-

. l—(+ry =
=i T D

Y como:
A+ r=m=1a+H"-(1+iHe™
la [11] pasa a ser:

1 —(+@y A+ ™ a0 __
ally

[12] (1+#"2-

Y reemplazando la [12] en la {10] se obtiene finalmente:

o N2, a:+m:r:ra (1 + i)lfz
P (1+i) g +
(1 + @)n_m — m:A—Rt| e
(L4972 (1 iy
ar

Finalmente, la reserva matematica de un Seguro MIXTO EXPANSION
cuya prima ha sido estabilizada, tiene por férmula la siguiente:

(1+Y - (1+D) - AL — P*

La prima unica A%} ¢ que aparece en esta férmula, puede calcularse
aplicando la [4]. ‘
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SEGUROS MIXTOS EXPANSION
ESTABILIZACION DE LA TASA REDUCIDA &
EJEMPLO

Sean x=40;n=20;P.EM. 70;i=5%;0="5%

Prima pura inicial:

. A 0,955680
P«m: 2020 —

= =50,20
anwm  19,038149 ofeo

Formula para la tasa reducida de expansion:

pr— (105 2enid . (OO
1+@H-= A4 " AagriTo—q az)
e (057 (1,05) @ 7

A

(2) 80
(1,05)!12 3 (4) (5)

A+ 20— a4 P AoriHa Baoti 30— @
1 41 19 0,053823 0,050200 18,089233 12,201167 0,079797
5 45 15 0,053823 0,050200 14,309488 10,473056 0,073539
10 30 10 0,053823  0,050200 9,607922 7,821321 0,066118
15 55 5  0,053823 0,050200 4,882086 4,444177 0,059126
19 59 1 0,053823 0,050200 1,0600000 1,000000 0,053823

{7
03] (1 ,l'}5)2'"2

(8) )
A3 6) ()—E)+D  (NX(1,05)7 0"
1 41 19 12,689587 0,080751  0,051154 0,031956
5 45 15 10,898641 0,094020 0,070681 0,045225
10 50 10 §&,107822 0,126384  0,110466 0,077589
15 55 5  4,545951 0,225408  0,216482 0,176613
19 59 1 1,000000 1,024695  1,021072 0,975900

(8)/(9) %

19 1,600764 2,51 9%
15  1,562875 3,01 %
10 1,423733 3,60 %
5 1,225742 415 %
1 1,046282 4,63 9

Madrid, agosto 1984
125



