
Estimación no paramétrica de procesos 
monótonos (') 

Por ANGEL VEGAS PER= 

l.  Definición. 

Diremos que un proceso it es monótono si SUS realizaciones o 
puntos muestrales X, son funciones monótonas del parámetro t. Así 
pues, si 

AX, = Xt+r - Xt 3 O h > O  
. - 

el proceso es mo'nótono creciente, y si 

AXt = Xt+n - Xt d O h > O 
es rrionótono decreciente. 

En el caso en que la segunda diferencia no sea negativa el proceso 
se llamará cóncavo, en el caso en que no sea positiva se llamará c a -  

vexo. 

2 .  Tifiificación del proceso. 

Nos referiremos primero a los procesos crecientes. 
U n  proceso monótono creciente se puede considerar como un pro- 

ceso de Markoff en el que la matriz estocástica se caracteriza porque 
la la fila tiene la forma 

(O, O, ..., O, P,,P,,,+,, O. ..., 0) 
lo que supone, evidentemente, que P, + P,,,,, = 1. 

Supondremos que la probabilidad de que en el intervalo de tiem- 
po (t,t + At),  se produzca la transición del estado E, al E,+, es 

P,, 7.1 = f ( t )At  + O ( 4  

( 8 )  Publicado en la Revista .Trabajos de Estadistica y de Investigación 
operativa..-Vol. XV, cuaderna 1. Aflo 1964. 



en la que O ( A t )  indica un infinitésimo de orden superior respecto a 
At. Se trata entonces de un proceso aditivo cuya función generatriz 
+t(s) = xsíPl(tj  cumple la relación 

+l+At(~)  = +t(s) W ) A t  + 1 1  - f(w1 + w t ) )  
por lo tanto, 

luego 

de donde se deduce 

Si suponemos que el estado inicial es En0 se verificará 

+o(s) = S+% 

y, por lo tanto, 

De todo lo anterior se deduce que la probabilidad de que haya n 
elementos en el sistema, en el tiempo t, es decir, E ,  será la siguiente 

Algunas veces puede ser conveniente hacer las formulaciones en 
términos operaCi.hos, es decir, referidas a lo que podríamos llamar 
tiempo operaticfo, definido por l a  transformación, 

en donde r es el tiempo operabimo. 
La interpretación de r es ininediata, basta reparar en que 



por lo tanto r es el valor medio del número de elementos ingresados 
en el sistema en el intervalo de timpo (O, t). 

La probabilidad, pues, de que en el sistema haya n elementos es 

Si designamos por X t  la cantidad de elementos que existen en el sis- 
tema en el tiempo t ,  tendremos 

Entonces, según se cumpla f'(t) > O o Y(t )  < O ,  es decir, que f(t) 
sea creciente o decreciente, el proceso será cónronro o convexo.  

Estudiemos ahora los procesos decrecientes. Un  proceso decrecien- 
te es un proceso de May Xofi, cuya matriz estocástica viene caracte- 
rizada por el hecho de que la lila ra tiene la iorma 

siendo la probabilidad de que en el intervalo (t, t + At) se produzca 
la transición E, + E,-, de la forma 

J',, .-, = f ( t )  At + O ( W  

Como en el caso del proceso creciente es un proceso aditivo cuya 
función generatriz satisface la relación 

+,+,,(s~ = Ms) [S-' f!t) At + (1  - f( t )  4 + O ( W l  

luego 

a +"S) = &(S) f(t) (S-' - 1) a t 
de donde 

Si suponemos que en el origen la cantidad de elei~ientos que hay en 
el sictei~~a es no, tendremos 



La probabilidad de que en el tiempo t el número de elementos que 
existen en el sistema sea n, tiene la forma 

El valor medio de Y es 

E(r)  = no - F ( t )  

E n  este caso el tiempo opemtivo i = I'(t) = / ' f (u)du es el valor 

medio de los elementos salidos del sistema en el tiempo (O, t). 
Designando por Xt el número de elementos que hay en el sistema 

en t tendremos 

Lo que supone que según que f(t) sea decreciente o creciente, el 
proceso será cóncnvo o cauexo. 

3 .  Est:mación no pavawét~ica de-1 proceso 

Vamos a proceder a la estimación del valor medio del proceso 
partiendo exclusivamente de sus propiedades de monotouia y de con- 
cavidad o convexidad, es decir. prescindiendo de la formulación para- 
métrica de la función de probabilidad. 

Según hemos visto F ( t )  = 1 ',f(n)du es el valor medio del nú- 
. O  

mero de elementos que han ingresado en el sistema en el intervalo de 
tiempo (O ,  t). 

Si Ilanmnos G(t)  a la probabilidad de que un elemento ingrese en 
el intervalo (O, t) y si el número de elementos que han ingresado en 
el intervalo muestran ( t ,  - tu) es X t n  - Xi,, tendremos, 



de donde deducimos 

siendo g(t) la función de densidad correspoiidiente a G(C), es decir, 
g(1)At $ O(At )  es la probabilidad de que un elemento ingrese en el 
sistema de tiempo ( t ,  1 + Al). 

Evidentemente que el proceso será cóncavo o convexo segiin sea 
creciente o decreciente g(t). 

Si el proceso fuese decreciente tendríamos 

en la que G(t)  representa la probabilidad de que un elemento salga del 
sistema en el intervalo (O, t), por lo tanto, g ( t ) A ~  + O(At)  la probabi- 
lidad de que un elemento salga del sistema en el intervalo (t. t + At). 

Procederemos ahora a la estimación de ambas d a e s  de procesos. 

a )  Procesos crecientes 

Seguiremos el método de máxima verosimilidad. L a  [unción de ve- 
roaimilitud de la niuestra es: 

Se trata de determinar las g(t,) que hagan máxima L, con las si- 
guientes condiciones 

p ( Y l d i l  = ~ ( $ 1 ,  (ti - t i  + . + g( t4  (1. - Li, = I 

Suponganios que esta ordenación monótona es de la siguiente forma : 

g(t1) = g(t2) = ... = g(t?) = +, 
s(&l+J = g(lrl1+d = ... = g(t,,) = +S 



En cuyo caso las anteriores relaciones adoptan la siguiente forma: 

El problema se plantea, por lo tanto, en los siguientes térniinos: 

Determinar las +, que hacen máxima la función 

Q .= (Xt - Xt,) log +I f ... f (Xt, - X t ,  ) lag +S+I -- 
vi 

en la que A es el multiplicador de Lagrange, con la condición 

Las derivadas parciales de Q, adoptan la forma 

de donde se deduce igualando a cero y determinando A por la condición 

( t  t )  = 1, que los valores +& tienen la siguiente forma: 

1 
X t  '1 - X t u  

+x = . 
x,,2 - xt, t,,- t o  



La condición de monotonía de las +, exige que en el plano cartesia- 
no (X, t) la solución sea una poligoiial cuyos segmentos tienen una 
indinación creciente (fig. 1) 

La estimacioii de E ( X ,  t )  si &+, < t í: t ,  tiene, pues, la forma 

Es daro, que si t coincide con la abxisa de un vértice de la poligc- 
nal. la estimación coincide con el valor muestral, es decir, Xt? = XtT. 



En el caso en que 6 esté comprendido entre ( t , < _ = ,  ir,) la estimación será 
la ordenada del punto pertenecieute al segmento que une los vértices 
que corresponden a Xt, y Xtr . 

S-1 

Hemos supuesto que conocemos los vértices de la poligonal, o sea 
los valores t,,, Ll,  ..., t , ,  . Vamos ahora a determinar estos puntos 
partiendo de la muestra y del significado del criterio seguido para la 
estimación, es decir, el de ~ ~ l á x i m a  verosimilitud. 

La. fioLigod, hgar geonhétrico de los zmlores ~s t imados  Ita de  cwac- 
terizwse porque no puede eristii, ningiln valor inueshal q w  sea m o r  
n szi courespolzdiente esbimwión, es  decir, 

En efecto, si suponemos qne esto no se cumple resulta que la esti- 
mación no hace máxima la función de verosimilitud. 

Sea 
- 

Xti < Xt ,  (fig. 2) 

Habrá un X' tal que X,, < X' < X,, que tomaremos como vértice 
de una nueva yoliganal cóncava para la que la función de verosimilitud 
toma un valor mayor. El factor que corresponde en la función de 
verosimilitud al segmento cuyos vértices son Xtr y Xts es en la pri- 
mera poligonal el siguiente: 



Este Factor se traiisiornia a1 pasar a la nueva poligoiial en 

Iiesarrollaudo las potencias de los binomios, teudremos: 

El paréntesis es positivo ya que 

X,(t& - &) + L , ( t S  - k )  - 
= Xti  > Xc, 

t ,  - t, 
Este resultado indica que eligiendo E suficientemente pequeño para 

que el signo de O(EJ no influya, cosa siempre pcsible, la función de 
verosimilitud es mayor en la nueva poligonal que incluye como vértice, 
donde se deduce que la poligonal primera no es una estimación por 
"máxima verosimilitud" en contra del supuesto. Así, pues, debe veri- 
ficarse que .Yei < Xti, por lo tanto, de aquí surge la regla para la 
determinación de los vértices de la poligonal estimada. E n  la figura 3 
aparece con línea de puntos 12 estimación errónea y con trazo continuo. 
la wrd:rdera. 



Nos hemos referido hasta ahora al proceso creciente cóncavo. Los 
mismos razonamientos nos sirven para los procesos conuexos. 

En éstos. al ser f ( f )  decreciente, lo será g(tj y. por lo tanto, el 
problema consiste en determinar g( t j  de tal forma, que la función de 
verosimilitud de la muestra tome el valor máximo con la condición 
de monotonía decreciente, es decir, 

z - L  z -e 7 -c 

máx L = g!:,j $1 "" . g(i,), " t l  ... &,) " "  t"-' 

con las condiciones 

Zg(t,) (t, - ti-3 = 1 

d t o i  > g(tl) > ... > ,(t,) 
Procediendo de forma análoga a como se hizo para el proceso cóncavo, 
tendremos, 

Los valores de +(t) que hacen máxima la función 

- A [+z(t,, - t,, + ......... + + - J - 1 j 

serán 



puesto que 

Se tratará de una poligonal convexa en el plano cartesiano 

1' 

- x-Y*" ?it - X," 
Xt = Xt" + [- r1 (t,, - t,) + ......... 

- Xta t,> - t o  
+ 

Lo que indica que, como antes, el valor estimado coincide con el 
muestral en los vértices, y en otro caso está en el lado correspondiente 

de la poligonal. También aquí puede demostrarse que el hecho de que 
la poligonal sea una estimación por máxima verosimilitud, lleva con- 

sigo, en este caso, que el valor estimado no puede ser menor que el - 
muestral, es decir, Xt > Xt  lo que conduce a la determinación de los 

vértices de la poligonal estimada. 



En la figura 5 aparecerá con línea de trazo continuo la estimación 
verdadera, y con trazo de puntos. la errónea. 

Hasta aquí nos hemos referido a procesos con una concavidad o con- 
vexidad permanente, es decir, cuando es constante el signo de fl(t), y, 
por lo ianto, cuando no cambia el sentido de la monotonia de f(t). 

Supongamos que en tn el proceso pasa de cóncavo o convexo (el 
caso contrario se trata de iorma totalmente análoga). Tendremos eri- 
tonces : 

Mediante el procedimiento anterior. determinaremos los valores de 
g(t) suponiendo qne el proceso es permanentemente cóncavo, obte- 
niendo 

g*(t,) < gL(t,) < ... < g*(t ,,_i) á g*(t1,1 < y*(t,,+i) G ... 4 g*(fn) 

Consideramos ahora la función de verosimilitud 

y las condiciones 

~ " ( t a )  > g(tb+,j 2 ......... 3 g(t,) 

e: decir, 



En la figura 6 aparece la poligonal estimada 

Henios supuesto que tb es conocido, en el caso en que asi no fuera, 

habrá que estimarle. Para ello repararemos en que el cambio de conca- 

vidad a convexidad en tb exige que AzXtb_,  > O A2X,,+, < 0. 

Por lo tanto, hastará con calcular para los diferentes valores h el 
signo de las expresiones 

En el caso en que la primera sea ueptiva y la segunda positiva ten- 

dremos que en t h  el proceso pasa de cóncavo a convexo, en el caso con- 
trario, de convexo a cóncavo. 

hi Pvocesos decrecientes. 

Vamos a ocuparnos ahora de los procesos monbtonos decrecientes, 

es decir, lo que se caracteriza por las siguientes propiedades 

AXt $ O 

E ( X t )  = Xt ,  - F ( t )  = Xt, - (Xta  - St , )G(t j  

E n  este caso la diferencia Xt, - Xr,+,  representa el número de 
elementos que han salido del sistema en el intervalo de tiempo (th,  thl). 



Razonaremos de forma aná lqa  a como lo hemos hecho en el caso 
de los procesos crecientes. 

g(t,) = S"(&) = ............... = g(t5) = g51 

............................................. 
......... g(t,*+,) = qitrit,) = = g(t,) = ++, 

función de verosimilitud será 

x x .Y - .I .y - S 

L = +, " -  t r  
I 

1 . +2 "1 tr -......... > . + .+1  " 

La estimación se hará maximinando 

* = (X t ,  - X t p  ) log +, + ... 4- ( X t ,  - X**) lag +*+1 - 

con la condición 

si el proceso es ccincavo, o cuando el proceso sea convexo. 

EI máximo de se cumple para los lalores: 

1 xt, - Xt, 
$1 = - .  

Xeo - -Stn f ,  - t, 

En el plano cartesiano Xt ,  t tendríamos una poligonal, cóncava o 
convexa, según las condiciones impuestas (figs. 7 y 8). 



La estimación de E / X ,  j será, por lo tanto, 

- X*@ - xta- 
X, = Xt ,  - -[ rrl - to 

( t ,  - to) + ......... $ 
Xr, - Xt,, 

que nos indica que si t corresponde a un vbrtice el valor estimado 
es el mismo valor muestra1 en caso contrario, el valor estimado está 
en un lado de la poligonal. 

Los resultados, como era de esperar, son análogos a los obteni- 
dos en el caso de que el proceso sea creciente. 

Tambien cabe aquí suponer que el proceso decreciente sea mixto, 
es decir, cóncavo en un intervalo de tiempo y convexo en otro, siendo 
la solución análoga también a la obtenida para el proceso creciente. 

En resumen, la estimación de los procesos monótonos vendrá 
dada por una poligonal cuyos vertices son (t,, X,,) (t,,, Xi, 1) ..., 
(te, X,.) y, por lo tanto, de ecuación, 

en la que las a;, a, 6 ,  c, vienen determinadas por las coordenadas de 
los vértices. 

La estimación de Xc será, pues, 
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