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Los estudios de naturaleza econdmico-estocastica, referentes a la dis-
tribucién de la renta, se ocupan fundamentalmente de medir la desigual-
dad de ésta, por lo que respecta a las rentas personales.

Entre las medidas de la desigualdad de la renta cabe destacar las
siguientes:

I INDICE DE GINI. Sean x; <X, <X3< .. las rentas personales

correspondientes a los individuos de un cierto colectwo El indice de Gini
es ¢l cociente:

A
G=—
2a

en donde:

esto es, la media aritmética de las rentas del colectivo, y para A es la

n(n—1)
2

_1
n

media de las diferencias positivas que puedan formarse con las

rentas personales del colectivo. En consecuencia, tendremos:

Y (x,—x)

=r#s
nn—1)
2
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nn—1)
y €sto porque ]+2+3++---/(n—1)=T.
Casos particulares

1. La concentracion minima tendra lugar cuando sean

Xy=X;="=Xx

n

En este supuesto se anula A y, naturalmente, es:

G=0
2. Por el contrario, la concentracion sera maxima cuando se verifi-
que:
- "
xl_xl_“-:xn—I:O xn=z xr’
i=1
Tenemos: .
. Yx
= =1y =27 =2a
nin—1) S n
Y

Notese, pues, que 0<G <.

Curva de Lorenz

La representacion grafica mas usual de la medida de la distribucion de
la renta es la denominada curva de Lorenz. Se llega a ella del siguiente
modo:

_ Sea el rectangulo OABC de la figura adjunia. La base del mismo es
OA, de medida n unidades, a altura OC, tiene como medida:

66+x1+x2+---+x".
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Consideremos los siguientes puntos:

(1, u)a (2’ “2)’ "'(H, un)

en donde las u(i=1, 2, .., n) vienen definidas por las igualdades:

U, =X,
Uy;=X;+X,
Uy=Xx;+x,+Xx3

-~ B
-
P
-
P
e
-
L"n-1 - ————— —— - JE- A,
/, :
———— <7 H
P !
I o s 5
Rl e s
3 t 2 3 -1 A

Figura 1

Fn cl caso particular 1. de miima concentracion, la curva de Lorenz

resulta ser la diagonal principal, OB, del rectangulo OABC, pues, al ser
en este caso

X=X, = " =X,=X
tendremos, para u,(h=1, 2, .., n):
u,=hx
Por otro lado, dado que
Auy=t; — U =%y
y como

X <xl+1 Vi=1, 2, wn—1
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la curva de Lorenz es concava respecto de la parte positiva del eje de las
YY, esto, claro esta, en el supuesto de no-equidistribucion.

IL.  INDICE DE LORENZ. Se define a partir de 1a curva de Lorenz, asi:

_(a—u1)+(2a—u2)+-'-+{n—la~—u,,_l)
a+2a+--+n—la

Al+2++n-1)

G

L

=1—

n—1
Y ou, Z u,
1 _ 2T 7
n(n—1) “n—1a-n

2

n—1
2 ; “ n

, pues u,=an=>z,
1

n

En el supuesto de concentracion mdxima se obtiene G,=1. En efecto, al
ser

n—1

x1=x2=“.=xn-l=0 = Z ur=0 G.L=:1

La concentracion minima conduce a G,=0. Pues,

n—1 —1
Y u,=x+2x+---+(n—l)x=an(—nzw—) x y u,=nx
r=1
Por tanto,
: ot nn—1)
2 ; " 2
Gy=1 n—1 u, T (n—1nx =

ITI. DISTRIBUCION DE PARETO (*). A finales del siglo XIX formulo
Pareto la ley de la distribucion de la renta que lleva su nombre. Sucesor

(*) Notese que los indices de Gini ¥ Lorentz son utilizables para estudiar la distribu-
ci¢n de lags rentas personales de cualquier colectivo, pues traducen, dando una medida, la
conceniraci¢én de las rentas en tal colectivo. La distribucion de Pareto, sin embargo, al ser
éste un modelo probablhstloo puede darse el caso que resulte inaplicable en ciertos colecti-
vos, es decir, su ajuste puede no resultar adecuado.
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de L. Walras en la Catedra de Economia Politica de Lausanne, tras la
observacion de la distribucion de la renta en distintos paises, formuld
para éstas la siguiente ley:

P(x)=Pr(izx)=Ax"" [1]

en donde ¢ es una variable aleatoria asociada a la renta personal que
puede corresponder a un individuo cualquiera perteneciente a un cierto
colectivo. P(x) representa, pues, la probabilidad de encontrar rentas supe-
riores a x, que si el colectivo sigue la ley de Pareto es de la forma: 4x™~
A una variable ¢ distribuida segin el modelo de Pareto le corresponde
una funcion de distribucion:

Fx)=P((<x)=1—-Ax"" [2]
y una funcion de densidad
fix)=F'(x)=Aax~@*D [3]

Si el recorrido de x fuera (x,, + oc), es decir, si x, es el valor inferior de
las rentas que figuran en el colectivo que sigue la ley de Pareto, tendria-
mos:

P(lzxy)=1=Ax* = A=x3

Llevando este valor del parametro A4 a [2] y [3], resulta:

F(x)=l—-(£) Vxzx,
. X
—(e+1
f=axg-x o= X o
Xo\ Xg

, Luego, en el supuesto de que sea fijado el extremo inferior, x,, la distri-
¢ bucion truncada de Pareto depende solamente del parametro a

} Media y varianza de la distribucion de Pareto

a) Media:

'E(¢)=j xf(x)dx=f

X

o a

x-axgx @b dx=ax3f x %dx

X
3.

a o
__ %X PV AXg
i ox—1 a—1

X0

.expresion esta que solo tiene sentido econdémico para o> 1.
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b) Varianza.

Dz(@=j x2 'f(X)dx—(:f" )2 =

1
X,

= uth:""-co'.x“'Jc""""’a:a'x" LT
Xo ° a—l
© —a— o°x 2 axa - [+ 0
= [ xrevan(25) = 2| -
_{ axo 2=axf,‘x_(a_2,_ axo \? _
a—1 -2 "° a—1

_ a5 faxy )
. “a-2° (a—l)

Métodos de estimacion del parametro «

Dado que la distribucion truncada de Pareto solo depende del para-
metro o, pasamos a su estimacion.

a) Métodode lés momentos. Aplicando el método de los momentos
de K. Pearson y denotando por x a la media muestral, resulta:

- axo —_ —
X=——-r < XU—X=0X, - o=

X —Xg

logaritmos, resulta:

logL=} [loga+oc logx,—(ax+1) logx;]
1

‘de o que hace maximo L, aparece al exigir que sea

d logL
da =0
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dlogh Z|1
dag =;[a—£+logxo—logx,.:|=0 <

FEORN ; —Z]og_= ]j( )

o
o1 ()

Interpretacion econdomica del parametro o

H

NIH

o=

A efectos de llevar a cabo la interpretacion econémica del parimetro
o, hagamos:

log P(x)=log A—a log X [4]
Por tanto, la representacion de [4] en escalas logaritmicas es una recta de

coeficiente angular (— o).

Por otro lado, si denominamos m a la renta media del colectivo,
resulta:

®Xq m
< A=
oa—1 m—x,

m=

[5]

Entonces, se observa en [5] que al aumentar’ la diferencia m—x,, €s
decir, la diferencia entre la renta media (m) y la renta minima (x,), el
parametro a disminuye y viceversa. Por ello, se puede interpretar aa
como una medida de la distribucion de la renta, la que sera tanto mas
justa cuanto menor sea la diferencia m—x, y, por tanto, cuanto mayor
sea el valor del parametro o

Obsérvese, asimismo, que a es la elasticidad de la funcion de distribu-
cion de la renta. En efecto:

E="-Z=—g _ (6]
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en donde,
(x)=Ax"*
La [6] puede escribirse asi:
dy dx
?— - 0‘; [7]

La [7] indica que el decrecimiento relativo del nimero de personas (y)
con ingresos iguales o superiores a x, es proporcional al incremento relativo
de la renta. Ademds, si para rentas x, < x, tomamos variaciones iguales dx,
=dx,, las variaciones relativas seran:

dx, dx
i S i
Xy X3

Entonces, la ley de Pareto puede formularse asi:

El decrecimiento relativo del numero de personas (*) a medida que la
renta aumenta es cada vez mds pequeiio y la disminucion de aquél es
proporcional al nivel absoluto de la renta, o sea,

dy dx
—_—=g—
y x

o también, a medida que aumenta el nivel de la renta personal es relativa-
mente mds fdcil pasar a un nivel superior de renta.

Resulta, en consecuencia, que si fuera:

o sea, a variaciones relativas de la renta, constantes, le corresponden varia-
ciones relativas del numero de rentistas proporcionales a «. Por tanto, si el
valor de a es grande, a un porcentaje de incremento relativo de la renta
corresponde un decrecimiento porcentual grande de rentistas. Luego

(*) Oscar Lauge utiliza para este fendmeno la palabra tamizado y compara oportuna-
mente la situacién con la de los examenes en los varios afios de estudio. «El relativamente
mayor tamizado —dice Lauge— durante los examenes ocurre durante el primer afio de
estudio, es menor durante el segundo y asi sucesivamente.» (Véase Oscar Lauge «Introduc-
cion a !la Econometria». Fondo de Cultura Econdmica).
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cuanto mayor es o« mas e¢levado es el porcentaje de rentistas que quedan
eliminados al aumentar la renta.

La ley de Pareto puede decirse que fue la primera investigacion eco-
nométrica, hasta el extremo que la curva de Pareto puede ser considerada
como el valor medio del nimero de individuos que van adquiriendo
rentas personales mas elevadas y no representando un nimero exacto de
personas con ingresos no inferiores a x.

Interpretacion sociologica de la ley de Pareto

Varias son las interpretaciones sociologicas que, sobre todo en la
literatura econémica, fueron dadas a la ley de Pareto. Destacaremos,
siguiendo a Oscar Lauge, las siguientes:

1. La primera interpretacion que parece logica exponer es la dada
por el propio Wilfredo Pareto (*), quien creyé encontrar una lev socioldgica
general que consideré como la ley natural que tendria validez en todo
tiempo y en toda sociedad. Como consecuencia de esta interpretacion, las
diferentes reformas sociales encaminadas a eliminar la desigualdad en la
distribucion de la renta estarian destinadas al fracaso de antemano, ya
que la ley de la naturaleza sobre la distribucion de la renta actuaria en
cualesquiera condiciones | y dicha distribucion de la renta tomaria siempre
la forma indicada por la formula que él establecio».

La justificacion de esta postura rigida de Pareto estd, sin duda, en que
de las muchas observaciones para diferentes paises y épocas hechas por
€l, siempre habia encontrado valores para » muy proximos a 1,5. Vere-
mos, sin embargo, que la ley de Pareto no es una ley natural y, en
consecuencia, solo puede ser aplicable adecuadamente en ciertos grupos y
situaciones historicas.

‘II. En esta misma linea, Harold Davis (¥*), economista norteamerica-
no, sefiala que un valor =15 parece indicar un estado de equilibrio
deseable, de tal modo que, si el valor de « difiere mucho de 1,5, el
equilibrio se ha trastocado. «La sociedad —en opinion de Davis— esta
algo acostumbrada a la distribucién de la renta segin la curva de ecua-
cibn y=Ax*, donde es o=1,5. De forma que, si las desigualdades en la

- distribucion del ingreso se incrementan (o> 1,5), el pueblo empieza a
sublevarse y a promover la revolucion. Por otra parte, cuando la distribu-

. cion de la renta se vuelve mas equitativa (x<1,5), las clases altas luchan

. por sus propios intereses, por afianzar su dominio, y esto conduce al

- fascismo o alguna otra forma antidemocratica de gobierno de las clases
poseedoras (*¥*)

(*} Véase V. Pareto: «Cours d’économie politique» Lausanne, 1897
i ("™ H. T Davis: «Theory of Econometrics». Bloomington, 1941.
i (w= Véase Oscar Lange, obra citada pag. 155.

H
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III. En no pocas ocasiones, la ley de Pareto se interpretd como
significativa de la distribucién de la habilidad humana. Asi, se emplea
frecuentemente como modelo de ajuste para predicciones de resultados de
examenes y prucbas de habilidad en general. En este sentido, quiere decir
que el progreso ulterior en el desarrollo de la eficiencia educativa y fisica es
mds fdcil para aquellas personas que ya han alcanzado niveles altos.

Las mas modernas investigaciones suelen ser claras al respecto de que
el ajuste de la curva de Pareto es deficiente en los ingresos mas bajos y
superiores. ;Donde estd, pues, el error de observacion de Wilfredo Parete?
Todo parece indicar que el tipo de sociedad estudiado por €l se caracteri-
zaba porque sus rentas procedian principalmente de la tierra y del capital

Los estudios posteriores indican, sin ninguna duda, que el ajuste del
modelo paretiano no es adecuado cuando se consideran grupos homogé-
neos y con rentas del trabajo. En estos casos existe una renta modal y
desviaciones respecto de €sta que obedecen a multiples causas, casi siem-
pre sin apenas significacion. De aqui que tenga sentido ¢l ajuste del
modelo de distribucion normal o el logaritmico normal que pasamos a
estudiar.

IV. DISTRIBUCION LOGARITMICO-NORMAL. El modelo de distribu-
cion logaritmico-normal surge a partir de la distribuciéon normal, cuando
se considera como variable aleatoria el logaritmo de la variable aleatoria
normal, es decir:

Sea ¢ una vanable aleatoria N(y, o), al hacer el cambio

n=log¢

encontramos que las funciones de distribucion y densidad de #n son:

y 1 _liogx—p
F(y)=j f(y)dy=r el o _dx
Q o

2rno X

Luego

L(log x — u* 1
e-—i [ -
2no X

flx)=
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La representacidn grafica es:

fg

Momentos

a) Esperanza matematica
! 1
E(n)=e'*7"
b) Varianza.

DX () =€+ (e — 1) =m?(e — 1)

En efecto, el momento del orden n se calcula asi:

o« 1 {logx — M)?
= j X" — e~ 7 dx
0o Xx./2nc

Al hacer y=Ix=x=e*=>dx=e’dy, resulta:

(o0 n 1 _ 1 -k)?
o, = e ce Y-e i @dy
J -« 2no
*oc 1
! ty—k?
1 = N ey 'dy=
J-x/2no
» - :
= 1 [¥4no] +nu+ﬁ
= e 2t 2 - dy
J w20
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Haciendo el cambio;

y—H

—ne = d

z

1
—dy
o

y, €n consecuencia:

o< 1 1 nla?
—-z +np+—
anzj\ 2 2 g‘d =
-m\/Zna *

nlg? [ 1 " nta?
=€ﬂ.u+-2—'( e d ="t

Para n=1, 2, tenemos:

o, =E(=E""

o, = E(ﬂz) = eglu+2a®

Asi que:
o2
Dz(é) =0y _(al)z = plutla’ — ez(k +?) =

=2u+o?-[e’—1]=a?[e’—1]

Analisis de la distribucion de la renta en Espaiia

A continuacion procedamos a ajustar y discutir los diferentes modelos
analizados a los datos empiricos que ofrecia la distmbucion de la renta en

Espaiia en 1964, recogido en la tabla n.° L

El profesor Bernardo Pena (*), hace notar que «las declaraciones de
ingresos seleccionados en la muestra presentan un sesgo por defecto, que
se pone de manifiesto a! relacionar los ingresos declarados con los gastos
de consumo correspondientes». Asi —sigue diciendo B. Pena— mientras
los gastos anuales de consumo medio por hogar han sido de 79.055
pesetas, los ingresos anuales medios declarados resultan ser: 75.139 pese-

tas.

(*) Véase B. Pena Tampero: «Modelos Econométricos para el estudio de la distribucion

de la renta en Espafia». Estadistica Espafiola, n.° 27. 1965,
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Tabla 1
Porcentaje
Renta mensual Maél?s de de ’
se .
Intervalos . familias
‘ Yi
0-~ 1800........ 1.800 9
1.800— 2.000........ 1.900 2
2000~ 2500 ........ 2.250 6
2500— 3000 .. ... .. 2.750 7
3000— 3500........ 3.250 7
3500— 4.000........ 3.750 8
4000— 4.500........ 4.250 7
4.500— 5000........ 4.750 7
5000— 6.000........ 5.500 11
6000— 8000 ........ 7.000 15
8000—10000........ 9.000 8
10.000—12000........ 11.000 5
12000—-15000........ 13.500 4
15.000—-20000........ 17.500 2
20000 y mas......... 30.000 2

Fuente: Encuesta de Presupuestos familiares, 1964. L N.E.

Si por otra parte, se tiene en cuenta que, segiun los datos de la Conta-
bilidad Nacional, el ahorro famihiar representaba en 1964 el 10 por 100
_del consumo de las economias domeésticas, tendremos que los ingresos
: medios deberian ser 86.900 pesetas. Con ésta, podemos calcular un coefi-
ciente de ocultacion en los ingresos declarados y que ha sido del orden del
513 60 por 100.

Cuanto acabamos de decir, indica, que el grado de ocultacion —que
.naturalmente serd mayor para las familias de rentas mayores—, no estan
‘tan exagerados como para invalidar la distribucion empirica recogida en
la Tabla 1. En todo caso, queda el valor didactico de cuanto realicemos.

éAjuste del modelo de Pareto
~ Partiendo de y=Ax"" al aplicar logaritmos obtenecmos:
log y=log A —alog x (8]
Para simplificar haremos:
z=logy t=logx a=logA
La-[&], toma la forma:

z=a—at " [9]
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Los valores de a y a, los estimaremos por minimos cuadrados, toman-
do los logaritmos de los valores de la Tabla 1. Las operaciones a realizar
aparecen en la Tabla IL

Tabla 1I
x; i log x; log y; log x; - log y; (log x)*

1.800 100 3,2552 2,0000 6,5105 10,5968
1.900 91 3,2787 1,9590 6,4232 10,7502
2.250 29 33522 1,9494 6,5347 11,2371
2750 83 3,4393 1,9191 6,6003 11,8290
3.250 76 3,5119 1,8808 6,6052 12,3333
3.750 69 3,5740 1,8388 6,5721 12,7737
4.250 61 3,6284 1,7853 6,4779 13,1652
4.750 54 3,6770 1,7324 6,3695 13,5181
5.500 47 3,7404 1,6721 6,2543 13,9903
7.000 36 38454 1,5563 5,9841 14,7848
9.000 21 39542 1,3222 5,2284 15,6360
11.000 13 40414 1,1139 4,4685 16,3329
13.500 8 4,1303 0,9031 3,7301 17,0597
17.500 4 4,2430 0,6020 2,5546 18,0034
30.000 2 44711 0,3010 1,3477 20,0446
1.000 56,1481 22,5356 81,6611 2120551

Hemos de encontrar a y a para que sea minimo

Q(a, )= i [Z,—(a—at)]*

i=1

Tenemos:
0Qa, o &
—aa = zgtz.- (a—at)]=0
00 0 _ &
T_zg[zi (a—at)]t;=0

t,

]2

n
Yz=a n—u
1

n n n
sz'ti=azri_“2ti2
1 1 1
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En nuestro caso:

22,5356 =a- 15 —a - 56,1481
81.6611 =g - 56,1481 —a - 212,0551

'22,5356; — 56,1481 l

56,1481; —212,0551

81,6611; —212,0551
A T o vrry Rl
56,1481 —212,0551
= <
|15 ; 22,53561
56,1481 81,6611
= =14
* (15 - 56,1481‘ 43

La recta ajustada es:
z=6,8657 - 1,43 - toy=7341 - x~ 143

E La bondad del ajuste se puede estudiar empleando el contraste de la
175 esto es:
i.

; nof_p)?
; xz=z(fa p)
1 P

(10]

S S LR

{  fi=porcentaje empirico.
2 p;=porcentaje tedrico o ajustado.

:  Fijado un nivel de significacion «=0,05, las tablas de la 2, permiten
;obtener A, tal que

P(x*> 4) =005

y si el valor obtenido para [10], utilizando los datos contenidos en la
tabla IIH, pertenece al intervalo {4, oc) rechazamos el ajuste del modelo
por deficiente. En otro caso rechazamos la hipotesis.

Como basandonos en la muestra estimamos dos parametros A y «, x2
tiene 12 grados de libertad.
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Tabla 11T
Bondad del Ajuste

Porcentaje Porcentaje _p)?
Rentazs mensuales observadjo ajusladc: f-p, i—pd
Marcas de clase P
L Fi
1.800 100 158 58 2429
1.900 91 146 55 20,72
2,250 89 113 23 4,72
2.750 83 86 3 0,10
3.250 76 68 8 0,94
3.750 69 55 14 3,56
4.250 61 46 15 4,89
4.750 54 39 15 5,77
5.500 47 2 15 7,08
7000 36 22 13 7,34
9.000 21 16 5 1,56
11.000 13 13 0 0,00
13.500 8 9 l Q11
17.500 4 6 2 0,67
30.000 2 3 1 0,33
Total ...... ... ........... 79,08

Las tablas de y? proporcionan para n=12 y x=0,05, el valor 21,30.
Entonces

79,08 <(21,30, o)

asi que, debemos rechazar la bondad del ajuste.

Ajuste del modelo logaritmico-normal

Tomamos como estimadores de u v ¢?, los correspondientes momen-
tos muestrales, ¢ v d. Para estos, encontramos:

c=3,70
d=0,39

Por lo que respecta a la bondad del ajuste, podemos discutirlo, tam-
bién empleando la y* como hicimos con el maodelo de Pareto. Las opera-
ciones encaminadas a obtener el valor de [10], cuando el modelo
ajustado es logaritmico normal, aparecen en las tablas IV y V, si-
guientes. .
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Tabla 1V
x; log x; h S log x, fi-Qogx?
1.800 3,25 9 29,25 93.04
1.900 3,28 P 6,56 21,52
2.250 3,35 6 20,10 67,32
2750 3,44 7 24,08 82,81
3250 351 7 24,57 86,24
31750 3,57 8 28,56 101,92
4.250 3,63 7 2541 92,26
4.750 3,68 7 25,76 94,78
5.500 3,74 1 41,14 153,89
7.000 3,84 15 57,60 221,25
9.000 3,95 8 31,60 124,80
11.000 4,05 5 20,20 81,60
13.500 4,12 4 16,52 68,24
17.500 4,24 2 8.48 35,96
30.000 4,48 2 8,96 40,14
Total .......... 100 368,79 1367,97
368,79
= 3,70
100
136797
d?=-"1"372=136797—-3,72<d=0,37
100
Tabla Vv
Intervalos fi=frecuencias p,=porcentajes f—p, Vi-p)?
log x; observados ajustados pi
0-3725%5 12 9 3 0,7
325-330 2 2 0 0,0
3,30-340 7 6 1 0,1
340-348 6 7 ] 0,1
3,48-354 6 7 1 0,1
3,54-3,60 5 8 3 1,8
3,60-3,65 5 7 2 08
3,65-3,70 5 7 2 08
370378 8 11 3 i1
3,78—-390 16 15 ] 0,0
3190-4.00 8 8 0 00
4,00—4,08 5 5 0 00
408—4,18 5 4 1 0,2
4,18—-4,30 4 2 2 1,0
43y siguientes 6 2 4 26
Total......................... 8,13
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EUGENIO PRIETO PEREZ

El valor de x*=8,13 € (0, 4=21,30), asi que aceptamos la hipotesis.

En resumen, la distribucidn personal de la renta en Espaiia, podemos
suponer que sigue la ley logaritmica normal de parametros

u=3"7 y o=0,39
O sea

logy=—log0,39./2n x — 57 (logx—3.7)<

1
2x0,3

1 log y—3,7)
ey o og y 2)
x/270,39 2%0,39

10




