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Las relaciones fundamentales que produce el cálculo vectorial en el 
Espacio Euclídeo, aplicadas a determinada clase de funciones, otorga d 
concepto de Espacio de Hilbert. 

5 ,  

Sabemos que el producto escalar de dos vectores a y b cuyas com- 
ponentes cartesianas son, respectivamente, x,, y ,, z. y x b ,  y 6 i  

tiene por representación analítica 

> ,  

de donde da condición necesaria y suficiente para que los vectores a y b 
sean ortogonales, es  : 

Por otra parte, sabenios que en un espacio de a dimensiones sola- 
mente puede haber n rectores independientes, pues cualquier otro vector 
será una combinación lineal de aquéllos. 

> 

Así, si como clásicamente se hace, representamos por 1, J ,  K, 
tres vectores ortogonales dos a dos jr de valor absoluto igual a uno, es 44 



les del promedio aritmético, o valor ,probable, es la llamada de mínimos 
cuadrados, es decir, que de todos los valores de una variable casual o de 
los que determinan su distribución, es el promedio aritmético, el que 
hace que la suma de los cuadrados de las dif'erencias que de  todos l m  
valores de la variable casual y él, sea menor que si dichas diferencias 
se calculasen respecto a otro val'or distinto de dicho promedio. 

De aquí que se pueda decir que la función f(xj admite el desarrollo 
indicado, como una aproximación probable, es decir, la más probable 
dentro del sistema elegido. Por eso algunos autores dicen que este des- 
arrollo es  una aproximación en media de la función f(x). 

Se llama espacio de Hilbert al conjunto de funciones ortogonales 
y normalizadas que tienen la pmpiedad de que cualquier otra función 
no puede ser ortogonal a todas las del sistema. 

La  repre~entación de las funciones en Espacio de Hilbert no's dan 
para el espacio elegido, es decir, para el sistema de funciones que se 
haya determinado, el valor más probable de la función, operando en la 
forma ve.ctorial que hemos visto. 

Suponiendo que se trata de un espacio de infinitas dimensiones, 
tendríamos un desarrollo en serie, que suele llamarse de Fourier. 

Desde el punto de vista de la representación analítica de las iun- 
ciones, tiene gran importancia el desarrollo estudiado, ya que junta- 

mente oon dos desarrollos de Taylw para las funciones que admiten 
infinitas derivadas y los trigonométricos de Fourier para las funciones 
con discontinuidad de salto finito (según ,las condiciones estudiadas por 
Uirkhlet), aparecen estos desarroll'os más amplios y de incalculabk 
valor para Bs funci'ones empíricas. 

Entre las funciones ortogonales ,más clásicas, estin las trignuomC 
tricas 

I cosx cos 2 x sen x sen z x '  
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los polinomios de Legendre, 



los polinomios de Hermite 

H , ( x ) = I  H , ( x ) = 2 x , ,  H , ( x ) = 4 x z - 2  
"(u-1) H,, (x) = ( 2 ~ ) .  - - - (2~)"-= + .. . 

I !  

IJna de las cuestiones más importantes del estudio de los fenbmenos 
istadísticos es el de la representación anditica de las funciones de  dis- 
tribución. 

E l  probl&ma de la representación analítica de las relaciones esta- 
dhticas, como ya sabemos, se ha resuelto clásicamente, bien por la elec- 
ción de funciones que tomasen para los correspondientes valores del 
argumento o variable 10,s mism'os valores que aparecen en la serie es- 
tadística que se quiere representar, es decir, que la curva que geome- 
tricamente representa a la función elegi'da pasa por todos los puntos del 
iagrama estadístico (interpolación), bien eligiendo convenientemente una 
función cuya curva pase entre los puntos del diagrama, "ajustándos~e" 
lo más posible (ajuste). 

El ajuste es, por su naturaleza, mejor medio para la representaciím 
de las series estadisticas que la interpolación, ya qne los datos. por su 
carácter estadistico, estarán influenciados por errores. El ajuste preten- 
de eliminar dos errores y obtener d vaior más probablepara los de la 
distribución de la serie, tanto para los  consignados en la misma serie' 
como para los comprendidos entreodos de ellos. 

La opera& de ajuste ti'ene, pues, dos momentos: elección del sis- 
tema de representación, es decir, de las funciones analítiias, y el de 
cálculo del valor más probable de los parámetros que figuran en dichas 
funciones. 

El segundo momento ha sido resuelto con especial acierto, merced 
a la célebre teoría de Gaüs, por el procedimiento de mínimos cuadrados. 
Posteriormeate, por el de momentos de Pearson (que tratándose de poli- 
nomios coincide con el de minimos cuadrados), el de las áreas de  Can- 
telli, etc. 

Como ya hemos dicho, el procedimiento de mínimos cuadrados nos 
da el valor probable para los parámetros. 

Fué Tchebicheff el que, para obviar el inconveniente. que tenía el 



no poder aprovechar los cálculos efectuados en un ajuste por mínimos 
cuadrados cuando se trataba de elegir un polinomio de mayor grado 
que el del anteriormente utilizado, utilizó un sistema de pohnamios or- 

S togonalcs, que pueden ponerse en la forma siguiente: 

r=n 
siendo f(x) la mayoría de las veces de forma potencial y yi j=  S fi . f ,  

a=1 

Si bien Tchebicheff utilizó para determinación de sus poliknios las 
fracciones continuas, el uso de los determinantes da un procedimiento 
de elaboración de los polinomios más sencillo. 

Una vez constmídoc 'los palinomi~os, la función de ajuste será de la 
forma : 

TC = 

Como ya hemos indicado, T, suele ser un polinomio de grado r; 
de aquí que según se tomen más o menos términos en el desarrollo an- 
terior, obtendremos un polinomio de grado mayor o menor. 

Estos polinomios otorgan un espacio de funciones ortogonales y los 
valores que obtenemos para los parámetros a son los más probables. 

A esta ventaja doctrinal se une la de poder aprovechar los cálculos 
hechos cuando se ha efectuado el ajuste para un polinomio de grado 
inferior f se quiere aproximar más 

En efecto, 

Y,< Y12 . . . Y1 (,-1) f ,  

Yz, Y22 . . . Y2(r-1, f 2  

....,.......... ..... 
Yri I r z  . .. Trcr-r) f r  

'endo y, la frecuencia correspondiente a x, , 1'0 que indica que para ci 
culo de a, no es necesario calcular a, , a, ... a-i; luego sirve todo lo 
teriormente efectuado. 

iamos dicho que el. primer momento de da operación de ajuste 
ecdón del sistema repiesentativo. 



Debe ser un criterio puramente racional el que presida tan delicado 
momento. 

Para que la función de ajuste cumpla su fin representativo, debe 
nacer de un estudio previo del mundo en que tiene realidad el fenó- 
meno estadístico que se estudia. Este es el fundamento de las estadis- 
ticas concretas en las ci'encias de aplicación. Así, por ejemplo, en Bic- 
metria nos encontramos con las funciones de supervivencia de Gompertz 
y Makeham y las más amplias de Quiquet, que recoge a aquéllas. Las 
primeras, que nacen de suponer'las influencias del envejecimiento y del 
azar, y las segundas, de las relaciones que unen a los individuos de un 
grupo, relaciones que en términos de Me~áni~ca supondrían pérdida de 
grados de libertad, y por ello la ecuación de  Quiquet, origen de toda la 
fecunda teoría, supone que la probabilidad de si.multánea supervivencia 
es funcit>n de menor número de variables que de individuos integran el 
grupo que se supone. Todas estas fünciones presentan, por SU origen 
racional, parámetros no abstractos, sino de..significación concreta, es 
decir, de satisfactoria interpretación en el ambiente en que se realiza 
el fenómeno. 

Cuando el fenómeno es de caráaergeneral o no admite un estudio 
que lo encuadre en un marco definido, entonces ha de estudiarse con 
los recursos de la Estadística en su aspecto más genérico. 

Clásicamente, y merced a #a teoría de  errores de Gaüs, la función 
que se elegía con carácter más frecuente para la representación de las 
distribuciones, era la función normal. 

A Pearson se debe el interesantísimo estudio de m a s  de frecuen- 
cias, clasificadas en siete tipos, nacidos de: los diferenees d o r e s  de los 
molnent'os e&~tadísticos de la distribución. Los  diferentes tÍ,pos de cur- 
vas se obtienen de la ecuación diferencial 

los parámetros a ,  a, b y c vendrán dados en funcitni de los mmnentos 
de diversos órdenes. 

Racionalmente pensando, es natural que aparezca en el ajuste de la 
función estadística la curva nomal de  probabilidad, ya que en todo fe- 
nómeno de carácter colectivo interviene el azar con mayor o menor 
influencia. 



Sabemos que fenómeno estadístico es aquel en que intervienen una 
infinitud de causas, por lo que no se pueden discriminar y conocer to- 
das, y por ello es por lo que sus regularidades son tendcpciales. son 
probables. El teorema de Laplace, que es fundamental en el Cálculo de 
Probabilidades, enuncia la interesante proposición de que cuando una 
desviación es suma de infinitas desviaciones elementales de igual in- 
fluencia, sigue la ley normal. 

La demostración de este teorema por los semi-invariantes de Thiele, 
otorga una expresión de la forma 

.Siendo G(x) una serie en que intervienen las derivadas sucesivas de 
la función normal. Cuando el número de los sumandos desviaciones 
es infinito, G(x) tiende a la unidad y, por tanto, la ley que sigue $a des- 
viación suma es la ley de probabilidad. 

Estos razonamientos nos conducen a la mnclusión de que el sistema 
de representación que debe elegirse para una distribución estadística, 
debe surgir de la ley nomal. 

En esto consiste la teoría de series de Charlier y Brüns, principal- 
mente. 

Charlier propuso tres tipos de series. El tipo A, basado en la le:. 
normal de prosbabilidad, es de la forma: 

siendo 

y, por tanto, 

x* 1 
f. - 

n - e Hr 

nomio de grado r, llamado de Heryite. 
ios de Hermite f'orman un sistema ortogonal, por lo 



que da determinación de los parbetros a,, a,, ..., se hace de la forma 
conocida, y tendrán los siguientes valores: 

siendo ls. p,, ... los momentos de orden tres, cuatro, etc., tomando por 
origen el ,primer momento y por unidad el segundo. es decir, la des- 
viación "standard". 

El tipa B se basa en la ley de probabiiidad de los casos raros o de 
Poisson : 

e-%' fo ( x )  = 
15 

siendo m el valor medio de z : m = ir (x) 
El desarrollo es de la forma 

F i x )  = f ,  ( x )  + b, A' f, $ b, A? f, + . 
siendo 

e-mmx - e-mmx-< - A f, = f, ( x )  - f, ( X  - 1) = -- - 
X ( X 2  

- e-"' mx 
X 

a 4, 
- 

En general, 

A' fo = f, q, 
* 

los polinomios q son ortogonales y definen'un sistema de representa- 
ción, cuyos parámetros se calculan de la forma ordinaria, siendo 

u* m 
b, =- (o desviación cuadrática). 

2 

Este des&ollo es muy apropiado para casos de distribución dis- 
continua. 

E2 tercer tipo de series de Charlier, llamado C, es de la forma 



siendo H , polinomi'os de Hermite y t, de la ley normal, es decir, el 
tipo C es una exponencial, siendo el exponente el desarrollo según el 
tipo A. 

Este tipo tiene la ventaja de que jamás la función de distriSución 
se hará negativa, no haciendo preciso una normalización previa, oomg 
puede ser conveniente en los tipos anteri'ores. 

Brüns propuso un desarrollo de la forma 

siendo 

N es igual al total de las irecuencias. 
Se ve que se trata d'e frecuencias acumuladas, y por ello este d& 

arrollo será conveniente cuando los datos estadísticos vengan en esa 
torna dados. 

Romanovsky también ha estudiado desarrollos .en que aparecen po- 
linomios ortogouales, partiendo de las curvas de Pearson. 

Todos estos desarrollos cumplen las condiciones que imponíamos a 
un ajuste racional, pues el sistema representativo se basa en la ley de 
probabilidad, obteniendo en sucesivas aproximaciones las variaciones 
que producen causas especiales que imprimen carácter al colectivo y, 
.por otra parte, al deiinir las funciones obtenidas un Espacio de Hilbert, 
lcs parámetos se determinarán por el valor más probable. - 


