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RESUMEN

os métodos cuantitativos econémico-financiero-ac-

tuariales han experimentado un gran avance a lo lar-
go del tiempo. Los economistas se han visto obligados a
aplicar, de forma creciente, nuevos métodos para resolver
los distintos problemas que han ido apareciendoy la rela-
cion de tales problemas aumenta continuamente. La ha-
bilidad de los economistas para plantear los problemas,
refleja un cuerpo de teoria bien desarrollado, modos de
analisis que enfatizan la légica e instrumentos cuantita-
tivos sofisticados.

Las Matematicas y la Estadistica en el ambito econé-
mico-financiero-actuarial, han jugado un papel central
en el analisis econdmico, lo que ha proporcionado un
mayor avance en el campo, particularmente financiero,
al permitir a los economistas establecer rigurosamen-
te sus teoremas y contrastar la validez empirica de sus
teorfas.

Por lo que se refiere a la Teoria Financiera, hace mas
de 50 arios, esta se reducia en términos generales, a un
solo aspecto: Calculo de los valores financiero actuaria-
les. Ahora bien, los economistas financieros comenzaron
a utilizar una gran variedad de técnicas estadistico-
matematicas cada vez mas sofisticadas como: Teoria
de la Probabilidad, Optimizacion, Procesos Estocasticos,
Célculo Estocastico, Tiempo Continuo (It6), Martingalas,
Integracion Browniana, Ecuaciones Diferenciales Esto-
casticas, etc.

Pues bien, el trabajo que presentamos hace referencia
alaevolucion de las técnicas matematicas y a sus aplica-
ciones, anteriormente mencionadas.

espués de hacer algunas referencias a la evolucion de

la ciencia econdmico-financiero-actuarial a lo largo
del tiempo, consideramos que para modelar y analizar el
comportamiento de los fenémenos econémicos en am-
biente de incertidumbre, modernamente se vienen utili-
zando diversos métodos del calculo estocastico como son
la integral estocastica, el Lema de It6, las ecuaciones dife-
renciales estocasticas, la estabilidad estocastica y el control
optimo estocastico, algunos de tales aspectos considera-
mos a continuacion.

METODOS CUANTITATIVOS ECONOMICO FINANCIERO
ACTUARIALES

La Ciencia Financiero Actuarial en su nacimiento en el
siglo XVIl se dedicé fundamentalmente a las operacio-
nes del seguro de vida: Calculo de primas para las ope-
raciones de rentas, capitales diferidos de supervivencia
(,E,)y operaciones de los seguros de vida entera (P.d =A ).
Pronto se vio que eran necesarias las técnicas financiero
actuariales para calcular las reservas matematicas (V).
En este aspecto, la ciencia financiero actuarial mostro los
primeros rudimentos del calculo estocastico hace mas de
un siglo. Las ecuaciones diferenciales para las reservas de
una péliza del seguro de vida las obtuvo T. Nicolai Thiele
en 1875 (ver Hansen, 1946) y para la probabilidad de ruina
eventual de un seguro de vida, Filip Lundberg en 1903 (ver
Cramer, 1969), en momentos en los que la nocién de pro-
ceso estocastico no se habia definido de forma concreta.

A parte de su trabajo practico en el “seguro de vida”
y su tesis doctoral en 1903, Filip Lundberg (1876-1965)
fue pionero en el seguro de enfermedad, utilizo |a técni-
ca del seguro de vida para la obtencién de las reservas.
Asi mismo, fue pionero en el campo del reaseguro y de
la “Swedish Actuarial Society” en 1904. Cre6 su original
“Collective Risk Theory” publicada en sueco en 1906 y
1926 y en aleman en 1909 y 1930. En su tesis doctoral
considero ya la descripcion “estocastica” de la corriente
de pagos como un proceso de Poisson compuesto. Don-
de los momentos de los pagos constituian un “Proceso
de Poisson” en el tiempo; las cantidades sucesivas paga-
das eran independientemente obtenidas de una distri-
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bucion de la masa de riesgo. Probablemente este fue el
primer ejemplo en el cual se introdujo y, a parte de los
trabajos de Erlang en 1909 y de Louis Bachelier en 1900,
constituyen un ejemplo pionero importante de la defini-
cion y uso de los procesos estocasticos en tiempo-con-
tinuo. En la tesis, prueba el Teorema Central del Limite
para los procesos, utilizando de forma original la ecua-
cién de futuro para la funcién de distribucion del pro-

ceso, es decir, Lundberg introdujo el “proceso de riesgo”

que describia el superavit, donde los ingresos eran con-
tinuos al tanto dado por la prima y el desembolso era un
“proceso de Poisson compuesto”. Para este proceso, con-
siderd la “probabilidad de ruina”, probabilidad de que
el resultado fuera negativo, como funcién del resultado
inicial, el tanto de prima y la distribucion de la masa de
riesgo. Hay una ecuacion integral para la probabilidad de
ruina, que se utiliza para deducir la famosa “desigualdad
de Lundberg”: P(Ruina) < exp(—Ru), donde u es el supe-
ravit y R es el “coeficiente de ajuste”, una medida de la
dispersion de la distribucion de la masa de riesgo.

Por otra parte, Harald Cramer (1955) estudi6 la “Teo-
ria del riesgo” consistente en el analisis matematico de
las fluctuaciones aleatorias en las empresas de seguros
y discusion de los diversos medios de proteccion frente a
sus efectos adversos.

En la “Teoria del riesgo individual”, la ganancia o pér-
dida de la compafiia que surge durante un tiempo dado
sobre una poliza se considera una variable aleatoria y el
desarrollo matematico de |a teoria estaba basado en un
estudio de las distribuciones de probabilidad de varia-
bles de este tipo. Las ganancias o pérdidas totales de la
compafiia durante el mismo tiempo sera la suma de las
variables aleatorias asociadas a las pdlizas individuales
en vigor en la compania. De acuerdo con el Teorema

FIGURA 1. Funcién muestral del Proceso Y(t), montante de las
reclamaciones

Central del Limite, esta suma estara aproximadamente
normalmente distribuida si el nimero de pélizas es lo
suficientemente grande y se pudiera obtener los tipos de
las sumas aseguradas de todas las pélizas individuales,
seria posible obtener los valores aproximados de las di-
versas probabilidades ligadas a las ganancias o pérdidas
de la compariia bajo ciertas condiciones.

Respecto a la “Teoria del Riesgo Colectivo” fundada
y desarrollada por F. Lundberg en una serie de trabajos
(1903/48), el riesgo empresarial de una compafia de
seguros se consideraba como un total, como un juego
de azar continuo entre la compania y la totalidad de
los accionistas. En el curso de este juego, ciertos suce-
sos aleatorios: las “reclamaciones” acaecen durante un
intervalo de tiempo y tienen que considerarse por la
compafiia mientras que por parte de la compafia re-
cibe una corriente continua de primas de riesgo de los
accionistas. Mediante ciertas hipétesis simplificadoras,
es posible estudiar las distribuciones de probabilidad de
las variables aleatorias fundamentales asociadas a este
juego, tal como el montante total de las reclamaciones
que acaecen durante un intervalo de tiempo dado, la ga-
nancia total de la compafiia que surge durante el mismo
intervalo, etc.

La “Teoria del Riesgo Colectivo”, constituye una parte de
la teoria general de los procesos estocasticos, que poste-
riormente ha tenido un gran desarrollo y ha encontrado
un gran nimero de aplicaciones importantes. Se ha de-
mostrado que se puede presentar desde un punto de vis-
ta unificador el de la teoria de los procesos estocasticos. El
negocio del riesgo de una Compafiia de seguros constitu-
ye un caso particular de un proceso estocastico. El proce-
so de riesgo Y(t) es un proceso estocastico que pertenece
a la clase de los procesos estocasticos con incrementos

FIGURA 2. Funcién muestral del Proceso X(t), correspondiente
aY(t)
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estacionarios e independientes (Fig. 1 y Fig. 2). Para toda
funcion muestral Y(t) la transformacion X(t)= p1t — Y(t),
proporciona la funcion muestral correspondiente X(t) que
tiene los mismos saltos que Y(t), con signos invertidos y
crece linealmente a lo largo de cada intervalo entre dos
saltos, siendo el coeficiente angular p1.

En el siglo XX, la revista “Astin”, jugd un papel esencial
en lo relativo a los métodos financiero-actuariales que
se habian aplicado a las operaciones del seguro no-vi-
da (seguro del automdvil, incendios, etc.). Emergi6 una
nueva clase de actuarios: “Actuarios de segunda clase”,
donde se dio entrada a las técnicas del pensamiento
probabilista: Actuarios vida y Actuarios no-vida. Poste-
riormente, un nuevo desarrollo dio lugar a la emergencia
del Actuario de |a tercera clase, grupo de expertos mate-
maticos que extendieron sus técnicas a lo relativo a la
inversion del seguro y Banca.

Conviene observar que si los analistas matematico-
financieros, en el corazén de la tempestad, venian des-
de hacia tiempo participando en la eclosion tedrica, el
mundo de los “actuarios” ha permanecido, hasta recien-
temente, bastante rezagado con respecto a estos pro-
blemas financieros. Ahora bien, gracias a alguno de sus
pioneros, la comunidad actuarial ha tomado conciencia
de la importancia de estos riesgos financieros y sus im-
pactos sobre los modelos financiero-actuariales clasicos
y como consecuencia de este movimiento se cred en
1986, en el seno de la Asociacion Actuarial Internacio-
nal, la seccion financiera “Actuarial Approach for Finan-
cial Risks” (AFIR), dedicada a estudiar el desarrollo de los
métodos actuariales en el campo financiero-estocastico.

En 1914, se creo el Journal of Swedish Society of Actua-
ries, celebro el aniversario de cien afios en 2014. Hoy se
denomina Scandinavian Actuarial Journal (SAJ), un “jour-
nal” de las ciencias actuariales de gran prestigio interna-
cional donde han publicado muchos famosos actuarios y
matematicos sus trabajos analizadores y autores.

El SAJ es un “journal” dedicado a las ciencias actua-
riales donde se publica todo lo relativo a métodos para
el seguro y topicos de especifica relevancia relacionados
con las aplicaciones actuariales. El “journal” publica ar-
ticulos de matematicas del seguro con una base tedrica
en la teoria de la probabilidad, estadistica, investigacion
operativa, analisis numérico, ciencias del “computer”,
demografia, economia matematica y cualquier area de
las matematicas aplicadas.

La segunda revolucidn financiera esta relacionada con
la explicacién en el mercado de los “titulos derivados”.
El trabajo inicial fue realizado por Fisher Black y Scholes
en los afos 70, mediante la deduccion de una ecuacion
diferencial que debia satisfacer el precio de un titulo de-

rivado dependiente de un titulo subyacente que no paga
dividendos. Utilizaron la ecuacion para obtener los valo-
res de las opciones de compra (Call) y opciones de venta
(Put) europeas sobre el titulo. La idea basica para valorar
una opcion Call europea es construir una cartera com-
pensadora; es decir, una combinacién de acciones del
titulo sobre el cual se suscribe la Call de modo que la car-
tera resultante reproduzca la opcion. En cualquier mo-
mento, la opcion deberia valer exactamente lo mismo
que la cartera compensadora ya que en otro caso seria
posible el “arbitraje”. Basados en este principio llamado
“ausencia de arbitraje”, Black y Scholes (1973) obtuvie-
ron la férmula para determinar el valor de la opcién Call
europea, extendida por Merton (1973) en una variedad
de formas muy significativas. Por este trabajo original
Rober C. Merton y Miron S. Scholes fueron galardonados
con el Premio Nobel de Economia en 1997.

Tan pronto como pensamos respecto a la inversion
en términos estocasticos se presentd el gran problema
de que: los riesgos de inversion son tipicamente depen-
dientes, y por tanto, desequilibrados. La contestacion a
este problema: como no hay ninguna ley matematica
que automaticamente equilibre el riesgo de inversion
implicé crear nuevos instrumentos artificiales para este
fin: los mercados de las opciones call, put y futuros. Por
tal motivo se crearon técnicas avanzadas. La base esta-
distico matematica debia sustancialmente ampliarse
para los profesionales de |a tercera clase, economistas fi-
nanciero-actuariales, con nociones como la teoria de los
proceso estocasticos, integracion estocastica, Formula
de Itd, Formula de Black-Scholes, etc. En resumidas cuen-
tas, dar entrada al calculo estocastico. Nueva clase de es-
pecialistas en las aplicaciones del “calculo estocastico”.

El término “estocastico” significa “el arte de suponer”.
En primer lugar fue utilizado por Jacob Bernoulli en su
libro “Ars Conjuctandi” en 1773 en el que prob¢ la pri-
mera ley de los grandes nimeros. Stochastic modern day,
es un dominio de las matematicas aplicadas. Compren-
de, (entre otras, la Teoria de la Probabilidad, los Procesos
Estocastico y la Estadistica). Se utiliza para examinar los
sucesos aleatorios, desarrollos temporales, y estructuras
especiales tratando de encontrar las regularidades posi-
bles. Los métodos estocasticos son aplicables a todas las
disciplinas cientificas, obteniéndose ventajas del com-
portamiento mediante los computadores modernos. Lo
estocastico ha llegado a ser un instrumento inestimable
para las ciencias naturales, desarrollo tecnologico y par-
ticularmente para la economia.

El calculo que estudiamos en los primeros cursos de
matematicas nos proporciona los instrumentos analiticos
para las funciones deterministas. Ahora bien, cuando mo-
delamos la incertidumbre futura de un objeto, por ejemplo,
el precio de un titulo o los tantos de interés a lo largo del
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tiempo, estos son aleatorios en cualquier momento consi-
derado, por tanto, son llamados procesos estocasticos.

El calculo estocastico es el instrumento analitico ade-
cuado para los procesos estocasticos. Entonces, con tales
instrumentos, podemos predecir el comportamiento fu-
turo de estos aspectos y cuantificar los riesgos asociados
a ellos. Esto es por lo que tiene gran importancia.

La Teoria de los Procesos Estocasticos, estudia los
acontecimientos aleatorios asociados al tiempo regidos
por las leyes de probabilidad.

El calculo estocastico se refiere a una clase especifica
de procesos estocasticos que son estocasticamente inte-
grables y frecuentemente expresados como soluciones
de ecuaciones diferenciales estocasticas.

Las primeras aplicaciones financieras de los procesos
estocasticos, aparte de lo mencionado relativo a Lunberg
y Cramer, datan de 1900 cuando el matematico francés
Louis Bachelier aplicé un proceso estocastico especial
llamado movimiento Browniano o proceso de Wiener
para describir los precios de los titulos en su tesis doc-
toral.

En 1892 Louis Bachelier llegé a Paris para continuar su
educacion universitaria en la Universidad de la Sorbona.
Alli tuvo un insigne cuadro de profesores: Paul Apell,
Joseph Bousiness y Henri Poincaré. El desarrollo como
cientifico fue bastante rapido y escribié su interesante
tesis “Teoria de la Especulacion” sobre la aplicacion de la
Teoria de |a probabilidad a los mercados de titulos. Este
se considera ahora historicamente el primer intento de
utilizar las matematicas avanzadas en la matematica
financiero-actuarial y testimoniar la introduccion del
movimiento Browniano. De acuerdo con la tradicion
de la época, también defendi6 una segunda tesis sobre
una materia elegida por la universidad sobre la mecani-
ca de fluidos. Su titulo refleja el bagaje educativo de L.
Bachelier “La resistencia de una masa liquida indefinida
dotada de fricciones interiores regidas por las formulas
de Navier, a los pequefios movimientos variados de tras-
lacion de una esfera sélida, sumergida en una masa y
adherente a la capa fluida que la contacta”.

La primera parte de la tesis de Louis Bachelier, “Teoria
de la Especulacion”, contiene una descripcion detallada
de los productos disponibles en aquel momento en el
mercado de titulos en Francia, tales como los contratos a
plazo (forward) y las opciones. Sus especificaciones fue-
ron completamente diferentes de los productos corres-
pondientes en el mercado americano; por ejemplo, todos
los pagos estaban relacionados con una fecha dada y no
se tenia necesidad de pensar en el descuento o cambio de
numerario. Después de los preliminares financieros, Louis

Bachelier comenzd con la modelacion matematica de
los movimientos y formulas de los precios de los titulos,
el principio de que “La esperanza del especulador fuera
nula”. Obviamente, interpretaba mediante la esperanza
condicionada dada por la informacién pasada. Es decir,
implicitamente aceptaba como axioma que el mercado
valoraba los activos utilizando una medida, la “martin-
gala”. La hipétesis posterior era que el precio evolucio-
naba como un proceso de Markov continuo, homogéneo
en el espacio y el tiempo. Louis Bachelier demostrd que
la densidad de las distribuciones unidimensionales de
este proceso satisfacia la relacion, ahora conocida como
la ecuacion Chapman-Kolmogorov y observo que la den-
sidad Gaussiana con la varianza lineal creciente resolvia
esta ecuacion. La cuestion de la unicidad no se discutia
pero Louis Bachelier proporciond algunos argumentos
para confirmar esta conclusion. Llegd a la misma ley con-
siderando el proceso de los precios como limite de las tra-
yectorias aleatorias. Louis Bachelier también observo que
la familia de funciones de distribucién de los procesos
satisfacia la ecuacion del calor.

El modelo se aplico para calcular algunos precios de
las opciones. Teniendo en cuenta las opciones ameri-
canas y dependientes de la trayectoria, Louis Bachelier
calculé la probabilidad de que el movimiento Browniano
no excediera un nivel fijo y obtuvo la distribucién del su-
premum del movimiento Browniano.

La tesis de Louis Bachelier se puede considerar como
el origen de la “financiera matematica moderna” y de
varias ramas importantes del calculo estocastico tal
como la teoria del movimiento Browniano, procesos de
Markov (1856-1922), procesos de difusion e incluso de la
convergencia en los espacios funcionales. Evidentemen-
te, el razonamiento no fue riguroso pero a nivel intuitivo
basicamente correcto. Esto es realmente asombroso, ya
que a comienzos del siglo XX los fundamentos matema-
ticos de la probabilidad no existian. A. Markov comenzo
sus estudios sobre lo que ahora llamamos cadenas de
Markov en 1906 y el concepto de esperanzas condicio-
nadas con respecto a una variable arbitraria o o-algebra
fueron desarrollados en 1930.

El informe de Henri Poincare, firmado por P. Apell y J.
Bousssines, tribunal que juzgo |a tesis de Louis Bache-
lier, contiene un profundo analisis no solamente de los
resultados matematicos sino también una penetracion
en las leyes de mercado. En contraste con la leyenda de
que la nota de evaluacion “honorable” significaba algo
como que los examinadores fueron escépticos respecto
a latesis, esta parece que fue la nota mas alta que podia
habérsele reconocido a una tesis que estaba esencial-
mente fuera de las matematicas y que tenia algunos ar-
gumentos lejos de ser rigurosos. La nota de “excelente”
usualmente se asignaba a memorias que contenian la
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solucion al cambiante problema en una disciplina mate-
matica bien establecida.

Creemos que el informe mostraba que H. Poincare era
un lector atento y benévoloy su moderada critica fue po-
sitiva. La critica que expreso fue que Louis Bachelier no
estudiaba con detalle la relacion descubierta de los pro-
cesos estocasticos con las ecuaciones en derivadas par-
ciales, podia interpretarse que fue realmente intrigado,
viendo alli ulteriores perspectivas. El informe de Poin-
care y la conclusion fue publicar la tesis en las revistas
prestigiosas de aquel tiempo, contradecia lo que algu-
nos consideraron como la decepcion de “honorable”. Se
podia conjeturar que Louis Bachelier no fue galardonado
con la nota de “muy honorable” debido a una presenta-
ciéon mas débil de su segunda tesis (pero el correspon-
diente informe de P. Appell fue muy positivo).

No es necesario decir que las ideas innovadoras de
Louis Bachelier estuvieron por encima del nivel prevale-
ciente en la teoria financiera existente en aquella época,
lo cual fue ciertamente percibido.

Los notables resultados obtenidos por Louis Bachelier
en su tesis sobre la “Teoria de la Especulacién” en 1900
permanecieron en una especie de “limbo cientifico” du-
rante mas de 75 afos, hasta que el célebre economista,
premio Nobel Paul Samuelson influenciado por el insig-
ne profesor de estadistica William Feller, corrigi6 a Louis
Bachelier, en 1965, reemplazando el movimiento Brow-
niano (aritmético) por su exponencial (geométrico), evi-
tando asi obtener como resultados valores negativos del
modelo, luego comenzd a jugar un papel esencial en el
calculo de los precios de las opciones mediante la famo-
sa formula de Black-Scholes en 1973.

Desde 1980 se ha comprobado la explosion de los mo-
delos matematico financieros junto con los productos
financieros, todos a su vez llegados a ser mas complejos.

Toda esta tecnologia existe debido a que algunos
conceptos matematicos financieros simples y univer-
sales han permitido construir una “Teoria matematica
financiera de las leyes de los mercados” basada en prin-
cipios tales como que los precios de un activo a lo largo
del tiempo tienen la estructura probabilista de un juego
equitativo, es decir, una “martingala”. A partir de este
concepto, poco a poco, se ha ido construyendo toda la
teoria de los procesos estocasticos, pilar sobre el cual se
ha desarrollado la “Teoria Matematica del Arbitraje” por
Delbaen y Schahermayor en 1994.

Desde comienzos de 1990, la matematica y particu-
larmente la teoria de |a probabilidad han jugado un pa-
pel creciente, en general y particularmente, en el campo
econdmico financiero actuarial, influenciado por las in-

vestigaciones de A. Kolmogorov relativas a los procesos
temporales continuos.

A partir de la tesis de Louis Bachelier surgio el nuevo
nacimiento de los procesos estocasticos y, por otra par-
te, la estrategia de tiempo continuo para la cobertura de
riesgos financieros.

Aunque Louis Bachelier establecio en su tesis la co-
nexion entre el precio de los instrumentos financieros y
algunos calculos de probabilidad relativos a ciertos pro-
cesos estocasticos, el problema de la cobertura corres-
pondiente al riesgo fue resuelto mediante los trabajos
de Black/Scholes/Merton en 1973. En aquella época la
idea de diversificacion estaba vigente debido a los traba-
jos pioneros de Markowitz en 1952 (Nébel de Economia
en 1990) relativos a la optimizacion de la cartera.

La teorfa del clculo estocastico, desarrollada principal-
mente durante la pasada mitad del siglo XX, sittia la cuestion
para un tratamiento unificado de una amplia clase de proble-
mas relacionados con la prediccion del desarrollo futuro de
un tratado de seguros, cartera o empresa sobre la base de su
historia pasada. Variaciones adecuadas del teorema muestral
opcional de Doob y la regla de la cadena para semimartinga-
las (la formula de Itd generalizada) junto con la descomposi-
cion de Doob-Meyer y algunos otros aspectos basicos en la
teoria de las martingalas producen integrales, diferenciales
0 ecuaciones integro-diferenciales para distribuciones de
probabilidad y momentos de valores actuales, probabilidad
de ruina y otras funciones de interés practico. El enfoque
opera con modelos suficientemente elaborados como para
representar realidades complejas que se adapten al riesgo de
responsabilidad y al riesgo del activo. Su potencial se demues-
tra mediante ejemplos en el seguro de vida, seguro no-vida,
teoria del riesgo actuarial y economia financiera, la revelacion
es que los actuarios de todas las clases: primera, segunda y
tercera (vida, no-vida y financiera), se unificaron debido a la
revolucion que significo el “calculo estocastico” y quedaron
eliminadas la fronteras entre las distintas clases de actuarios.

La teoria del calculo estocastico,
desarrollada principalmente
durante la pasada mitad del

siglo XX, situa la cuestion para

un tratamiento unificado de

una amplia clase de problemas
relacionados con la prediccion del
desarrollo futuro de un tratado de
seguros, cartera o empresa sobre
la base de su historia pasada
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RELACIONES DEL CALCULO CLASICO CON EL CALCULO
ESTOCASTICO

especto a las relaciones del “Calculo Clasico” con el
“Calculo Estocastico” procede hacer la siguientes
consideraciones.

Si X:[0,2] = Res una funcion real X(t) = X.. Por ejemplo,
la funcion X, puede representar la velocidad de un cuer-
po solido dependiente del tiempo t. También X, puede
representar el precio de un titulo a lo largo del tiempo,
“diagrama” del titulo X. Ahora bien, hay una diferencia
fundamental entre las dos interpretaciones. En el primer
caso, X como funcion de t es una funcién “suave” no so-
lamente continua, sino también diferenciable. Para esta
clase de funciones se aplican los instrumentos conoci-
dos del calculo clasico. Utilizando la notacion

dX,
dt

para la derivada de X, con respecto al tiempo t, la re-
lacion basica entre la derivacion e integracion se puede
establecer como

X:=

t
Xt =X0 +.r0Xst'
0 bien,
dX, = Xdt.

Si Fe C3(R) es una funcion real continuamente diferen-
ciable dos veces sobre |a recta real R. Entonces la formula
de Taylor establece:

AFX) = FX, ) = FOX) = FIX)AX, + > FX)(AX)?

t+At t!

conAX,= X, — X,y cierto T € [tt+At]

Tomando limites cuando At — 0, obtenemos

puesto que para una funcion suave

X, AX, 53— dX, = Xdt
y los términos de orden superior (dt)? son desprecia-
bles.

Ahora bien, esta relacion clasica no es aplicable para
algunas de las funciones reales que se presentan en la
Matematica Financiera. Cuando el matematico aleman

Weierstrass construyd en el siglo XIX una funcién real
continua, pero no diferenciable en ninguna parte, esto
se considerd como una curiosidad matematica. Des-
graciadamente, esta “curiosidad” esta en el corazén de
la Matematica Financiera. Los graficos de los tantos de
cambio, de los tantos de interés y de los activos liquidos
son practicamente continuos, como los disponibles hoy
en dia que presentan datos de alta frecuencia, pero son
de variacion ilimitada en todo el intervalo de tiempo. En
particular, No son diferenciables en ninguna parte. Por
tanto, el Calculo Clasico necesita una extension a fun-
ciones de variacion no acotada, tema estudiado por los
matematicos durante mucho tiempo.

Este déficit se cubrié mediante el desarrollo del “Cal-
culo Estocastico” que se puede considerar como la teoria
de la diferenciacion e integracion de los procesos esto-
casticos.

Existen numerosos libros recientemente publicados
que desarrollan ampliamente el calculo estocastico con
énfasis sobre las aplicaciones a los mercados financie-
ros a diferentes niveles de sofisticacion matematica, por
ejemplo Follmer y Schied (2010).

{Qué extension del célculo clasico se necesita para
las funciones reales de variacion ilimitada? Simplemen-
te, cuando al desarrollar la diferencial dF(X)), el segundo
término de la formula de Taylor no se puede despreciar,
puesto que el término (AX,)?, la variacién cuadrética de X,
no desaparece para At — 0. Por tanto, para las funciones
de variacion no acotada, la diferencial es de la forma:

(1) drx) = FX)X, + 3 F)ax !

o bien, de forma explicita

(2) Fx) = Fix) + [oFX)aX, + = > [tex
donde (dX)* es la variacion cuadrética infinitésimal de X.

Esta no fue, la nuevamente aparicion del segundo tér-
mino, lo que cred la principal dificultad para desarrollar
el Calculo Estocastico. Para funciones de variacion cua-
dratica finita este término F” es una integral bien defini-
da Lebesgue-Stieltjes. El cambio real consistio en dar un
significado preciso a la primera integral donde tanto el
argumento del integrando y del integrador son de varia-
cion no-acotada sobre todo el intervalo de tiempo, arbi-
trariamente pequefo. Esta cuestion fue resuelta en pri-
mer lugar por It6, de ahi el nombre de la “férmula de It6”
para la relacion (1) y la integral de 1t para la primera in-
tegral de la (2). Kiyosi [t6 (1915-2008), es conocido como
el creador de la teoria matematica moderna del analisis
estocastico. El analisis de Itd es indispensable como ins-
trumento que permanecerd en el futuro ampliamente
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usado en campos tan diversos como la economia, la fi-
sica, ingenieria y biologia. Quiza el campo de aplicacion
mas espectacular actualmente es en economia y finan-
ciera. En realidad, el Premio Nobel en Economia de 1997
fue concedido a Black, Roberto Merton y Myron Scholes
por su deduccion de la célebre férmula de valoracién de
opciones utilizando el calculo estocastico.

Por otra parte, utilizando el enfoque a lo largo de una
trayectoria de Follmer, se puede deducir la formula de [to
y la integral de It6 sin recurrir a |a teoria de la probabili-
dad. Observando un proceso estocastico “paso a paso”,
se puede dar un significado preciso a las expresiones (1)
y (2) utilizando solamente instrumentos elementales del
analisis real clasico. Solamente se necesita la teoria de la
probabilidad posteriormente, cuando consideramos la
accion reciproca de todas las trayectorias de los procesos
estocasticos como difusiones y semimartingalas.

El Lema de Ito
Si X. es un proceso de Ito que satisface
(3) dX. = plt X)dt +a(t, X)dW,

Y f{t, x) es una funcion dos veces diferenciable, enton-
ces tenemos que f{t, X,) es un proceso de Itéy que

(4) d(f(x, t))——f (X, t)dt +F (X, X, +>- f” X, t)dx?
donde dX? esta definido por

(5) dt?=0

(6) dtaw=0

(7) dw?=dt

Observemos que la regla de la multiplicacion final es
|a crucial que da el término complementario.

Un argumento analogo, nos proporciona una regla
cuando tenemos varios procesos It6 basados en el mis-
mo movimiento Browniano. En efecto, sean X/ un pro-
ceso de It6 para cada j que satisface

(8) aX'=p(t X)dt +a,(t X)aW,

y seaf(t, X,,.., X ) una funcion doblemente diferencia-
ble, entonces tenemos que f{t, X, X2...., X[") es un pro-
ceso [toy que

PRI
0 xe)) =L 0
9) f(ftXﬁX d dt+j§=ldxt/ +
1N o v

=3 X0 gx®

2 o axx

donde dX¥ dX estan definidos por
(10) dt?=0

(11) dtdw,=0

(12) dw,=dt

Observemos que todos los procesos It6 aqui estan de-
finidos por el mismo movimiento Browniano.

Una consecuencia importante del Lema de It6 es una
regla producto para los procesos de It; si fx, y) = xy, en-
tonces tenemos:

Si X, e Y, son procesos Ito, entonces

(13) d(xy)=XdY.+YdX +dXdV,

Observemos que esto generaliza la regla de Leibniz del
calculo ordinario, introduciendo un tercer término.

Sobre este tema se podrian consultar: [t6 (1951), Gik-

man y Skorokhod (1969), Arnold (1974), o bien Malliaris
y Brock (1982).

CUESTIONES PRACTICAS

EJEMPLO 1

Sea una funcion del proceso de Wiener estandar W,
dada por

(14) AW, t)=Ww?
Se pide aplicar la formula de Itd a esta funcion.

Solucion: Teniendo en cuenta que W, tiene un para-
metro de tendencia 0 y un parametro de difusion 1.

Aplicamos la formula de 1t a la funcion:
1

(15) dF = > [2dt] +2W dW,

0 bien,

(16) dF,=dt+2Waw,

Entonces, en este caso, la formula de [t6 resulta una
ecuacion diferencial estocastica que tiene de coeficiente
de tendenciaa

(x7) (1, 1)=1

y coeficiente de difusion
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(18) o, t)=2W

t

Por tanto, la tendencia es constante y la difusion de-
pende del conjunto de informacion /,

EJEMPLO 2

Aplicar la férmula de It6 a la funcién
(19) AW, t)=3+t+e™

Solucion: Obtenemos

(20) dF, =dt+e"dW, + % et dt
Agrupando:

1
(21) dF, = [1+ 5 et

dt+e"dw,

En este caso, obtenemos una ecuacion diferencial es-
tocastica para con tendencia -dependiente y término de
difusion:

1
a(l,, ) = [1+? et

y
afl, t)=e"
EJEMPLO 3

Sea una variable aleatoria S que sigue el proceso
dS = pdt + odz. Durante los tres primeros afios p =
2y ¢ = 3; durante los tres afios siguientes p =3y o
= 4. Si el valor inicial de la variable es 5 ;Cual es |a
distribucién de probabilidad del valor de la variable
al final del afio 62

Solucion: El cambio en S durante los tres primeros
afos tiene la distribucion de probabilidad

0(2x3,9x3) = ¢(6,27)

El cambio durante los tres afios siguientes tiene |a dis-
tribucién de probabilidad

0(3%3,16 x 3) = ¢(9,48)

El cambio durante los 6 afos es la suma de una
variable con distribucion de probabilidad ¢(6,27)
y una variable con distribuciéon de probabilidad
©(9,48). La distribucion de probabilidad del cambio
es, por tanto

(6 +9,27 +48) = ¢(15,75)

Puesto que el valor inicial de |a variable es 5, la distri-
bucion de probabilidad del valor de la variable al final del
afo 62 seria ¢(20,75):

EJEMPLO 4

Sea G una funcion del precio de un titulo Sy del tiem-
po. Si o,y o, son las volatilidades de Sy G. Demostrar
que cuando el rendimiento esperado de S crece en Ao, el
tanto de crecimiento de G crece en Ao, donde \ es una
constante.

Solucion: Teniendo en cuenta el Lema de It6:

_ 99
O'QG—K 055

También la tendencia de G es

1 9g

G=aiu5+a—g+

2 C2
as it T2 e O3

donde . es el rendimiento esperado del titulo. Cuan-
do . crece en Ao, la tendencia de G crece en
G

S Ao S

Por tanto, el tanto de crecimiento de G, crece en Ao
EJEMPLO 5

Los titulos A y B siguen el movimiento Browniano
geométrico. Los cambios en cada intervalo de tiem-
po estan incorrelados entre si. ;Siguen el movimien-
to Browniano geométrico el valor de una cartera que
consta de un titulo Ay un titulo B? Justifica la contes-
tacion.

Solucion: Sean S, p, yo, el precio del titulo, el ren-
dimiento esperado y la volatilidad del titulo A. Sean S,
w, yo,, el precio del titulo, el rendimiento esperado y la
volatilidad del titulo B. Definimos por AS, y AS, como el
cambio en S, y S, en el momento At. Puesto que cada
uno de los titulos sigue un movimiento Browniano
geomeétrico

AS,=n,S,At+0,S,€, \/At

ATATA

AS, =, S,At +0,5,€, VAL

B”B "B

donde €, y €, son muestras aleatorias independientes
de una distribucion normal,

AS, +AS, =[(w,)]S,+ n,S)At + (0,5, €, +0,5,€) VAL

ATATA B”B "B

Esto no se puede escribir como

AS, +AS, = u(S,+ S At + o(S, +5,)e\/At
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Para cualesquiera constantes . (Ni el término tenden-
cia ni el término estocastico se corresponde). Por tanto,
el valor de la cartera no sigue el movimiento Browniano.

CONCLUSIONES

espués de haber realizado una revision de los méto-

dos cuantitativos a lo largo del tiempo, se hace refe-
rencia al “Calculo Estocastico versus Calculo Clasico”, ob-
servando que la relacion clasica ya no es aplicable para
las funciones reales que se presentan con frecuencia en
la Matematica Financiera. Cuando en el siglo XIX el ma-
tematico aleman Karl Weierstrass (1815-1897), a quien
se le solia citar como el padre del Analisis Matematico,
construyd la célebre “Funcion de Weierstrass”, real conti-
nua pero no diferenciable (nowhere differenttiable), esto
se considerd entonces como una “curiosidad matemati-
ca”. Ahora bien, esta curiosidad se encuentra en el cen-
tro de la Matematica Financiera. Las representaciones
de los tantos de cambio, de los tantos de interés, etc.,
son practicamente los datos de alta frecuencia dispo-
nibles hoy dia. Pero son de “variacion No acotada” en
todo el intervalo de tiempo considerado. En particular,
no son diferenciables, por tanto, la funcion de Weiers-
trass representa un posible grafico financiero. Debido a
tal circunstancia, el calculo financiero ha necesitado una
extension para las funciones de variacién no acotadas,
tarea estudiada durante mucho tiempo por los matema-
ticos. Esta laguna, se ha cubierto mediante la creacion
y el desarrollo practico del “Calculo Estocéstico (de Itd)”,
que se puede considerar como la “Teoria de la Diferen-
ciacion e Integracion de los Procesos Estocasticos”
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