3.1 Introduccién

Comenzaremos en este capitulo el estudio de uno de los temas fundamentales de
la matematica de los seguros de vida: la valoracién actual de capitales futuros
cuya cuantfa y/o vencimiento dependen del acaecimiento de un suceso aleatorio
(pensemos en el fallecimiento o supervivencia de una persona).

Caracterizaremos los citados valores actuales como variables aleatorias, de
las que tradicionalmente sélo se han considerado sus esperanzas mateméticas.

Para realizar dichas valoraciones son necesarias bases técnicas que infor-
men de la ley financiera y tipo de interés empleado y también de las probabilidades
de los sucesos de cuyo acaecimiento dependen la cuantia y vencimiento de los ca-
pitales. ' ' -
- En cuanto a la ley financiera, emplearemos la de capitalizacién com-.
puesta; ) el el tipo de interés utilizado en los célculos actuariales se denomina interés
técnico que no coincide necesariamente con el tipo de interés de mercado y és la
rentabilidad que el asegurador garantiza en sus operaciones de seguro; por ultlmo,
las leyes de supervivencia o las tablas de mortalidad a las que nos hemos referido
en el capitulo anterior nos proporcionardn las citadas probabilidades..

3.2 Factor de Actua_llzaclén Actuarial

e R

3.2.1 Definicion -

Introduciremos el factor de actualizacién actuarial a partir de la siguiente sencilla
operacién de seguro: una persona de edad x recibird un capital unitario si sobrevive
dentro de n anos, esto es, si alcanza con vida la edad z + n.

' Clerpamente al depender la prestacién de la supervivencia o no de (sc) a
la edad z + n, tomaremos como variable aleatoria fundamental a T3, tiempo de
vida hastaMucrte > vida residual de (z), cuya funcién de dlstrlbumén 1 Go(t ( )
sqpondremos conocida. -

En este caso nos interesan dos sucesos:
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46 MATEMATICA DE LOS SEGUROS DE VIDA

* (z) alcanza con vida la edad x+n, esto es, T, > n.

* (z) fallece antes de alcanzar la edad x+n, esto es, T, < n.

Ambos poseen probabilidades conocidas ,p, Y g, respectivamente.

Por otra parte el valor actual de los capitales de la prestacién, cuya cuantia
depende del valor que tome T, puede expresarse mediante la siguiente funcién de
Ty
01T, <m
vt siT, >n

z =1t = {

en la que v = (1+14) ! es el factor de actualizacién financiero para un periodo de un
ano y v" el correspondiente a n anos. El tanto anual i es el tipo de interés técnico
de la operacién. .

Ciertamente Z es una variable aleatoria. Obtengamos sus principales mo-
mentos:

a) Su esperanza matematica o valor actual actuarial, es igual a

E(Z) =0 nqs + V" nps

se representa por ,E, y se denomina factor de actualizacién actuarial. Por
tanto, dicho factor se define como

alls =" o P (3.1)
b) Varianza. Puesto que
E(Z%) = 0% nge + 0" upe = V™" 1,
resulta que

Var(Z) = E(Z?) — (E(Z))? = v® ,ps — V™ (nps)? =
=g npz(]- “n p:z:) =g nPz nqx (32)

El factor de actualizacién actuarial se define, pues, como la esperanza ma-
temdtica (o valor actual actuarial, en terminologfa actuarial) de una cierta variable
aleatoria. Una definicién equivalente, més sencilla aunque incorrecta, se basa en la
interpretacién determinista de la tabla de mortalidad que, como sabemos, supone
que las variables [, representan el nimero exacto de individuos del colectivo inicial
que han alcanzado con vida la edad x.
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Desde la perspectiva del modelo determinista podemos plantear la citada
operacién de seguro a partir del siguiente problema: jqué cantidad de dinero C ha
de pagar cada una de las [, personas vivas a la edad de x anos para que las que
sobrevivan dentro de n anos puedan recibir una unidad monetaria?.

Teniendo en cuenta que dentro de n anos habrd con seguridad [, ,,, personas
vivas (supuesto que el nimero de supervivientes a dicha edad coincide exactamente
con lo especificado por la ley de supervivencia o tabla de mortalidad empleada),
puede plantearse la siguiente equivalencia financiera:

C.lz =" lz+n

de donde

Asi, desde esta perspectiva,

C= nE::

y por tanto puede definirse ,F, como el valor actual de una unidad monetaria
disponible dentro de n anos (en caso de supervivencia). Este razonamiento, aunque
basado en una interpretacién incorrecta de la tabla, permite observar una evidente
semejanza entre los factores de actualizacién financiero y actuarial, lo que justifica
la denominacién de este iltimo. No debemos olvidar, sin embargo, la definicién
correcta del factor de actualizacién actuarial como una esperanza matemdtica: la
esperanza matemadtica del valor en x de una unidad monetaria disponible en x+n
(en caso de supervivencia de (z)).

Calculemos, finalmente, la expresién del factor de actualizacién actuarial
en tiempo continuo. Siendo § = Ln(1 + i) el tanto instantdneo de capitalizacién,
sabemos que

ot = e — e Jobdt _ o [T bdt

y que

nPxr = e f:*" pectt

por tanto
sl = W Py = € JITTsde o= [T pedt _ o= [T (B bme)dt (3.3)

3.3 Propiedades

Nos referiremos, en primer lugar, a la propiedad de escindibilidad del factor de
actualizacién actuarial:
s+rEz = sE:z rEm+s (34)
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s+rEa: 1
I {
z r+s+r7
sEz 'rEz+s rEz+s 1
| ; - —
T T+ s rT+s+r

Su demostracién es elemental:

6By +Eprs =€~ Jo@Etmg) db o= [T G mg) dt o [ZTT (S my) dt orrEx

La propiedad de escindibilidad puede enunciarse de la siguiente forma: el
valor en x de una unidad monetaria disponible en x+s+r en caso de supervivencia,
s+r Pz, es igual al valor en x+s de una unidad monetaria disponible en x+s+r en caso
de supervivencia, .F, ¢, por el valor en x de una unidad monetaria disponible en
x+s en caso de supervivencia, ;E,. De nuevo observamos un evidente paralelismo
en el comportamiento de los factores de actualizacién financiero y actuarial.

Estudiaremos a continuacién la variacién del factor de actualizacién actua-
rial respecto a variaciones de 6,z y n. Recurriremos para ello al cédlculo de las
correspondientes derivadas parciales. Siendo

z+n
- S+p,)dt
DBy, =e F@tn)

se obtiene con facilidad:

a)
6 E z+n 6 z+n
OnbBr _ —prrsrugae O | _
= ’66[ /z (6+ut)dt]

T+n
_ o ST [_ / dt] = Ey(—n)

y ya que ,FE, > 0, tenemos que
anEz
06
resultado intuitivamente claro: el factor de actualizacién actuarial disminuye al
incrementarse el tipo de interés de valoracién (como sucede también con el factor
de actualizacién financiero).

<0
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z+n
OB _ o pzmrua O [— / (6+ut)dt] =

ox o

=€ f:+"(6+ut)dt (p‘z - p‘a:+n) = nb; (/Lz - p’:H»n)
En este caso, el signo de la derivada depende del signo de la diferencia
(g — Hgyn)- Asi, en el tramo de edad en que el tanto instantdneo de mortalidad es
creciente tendremos
anEx
ox

es decir, el factor disminuye con la edad. Evidentemente, se obtiene el resultado
contrario en el tramo en el que p,, es decreciente. Finalmente, en el caso particular
de que el tanto instantdneo de mortalidad sea constante tendremos que el factor de
actualizacién actuarial se mantiene constante al variar la edad (siempre para ny 6
fijos).

)

<0

OnE; _ _(etn ) el
= e et 2 [_ / (6+ut)dt] -

on

e BT (5 V) = wB (5 Bayn))

por lo que al ser 6 y p, siempre positivos,

O.E,

on <0

Ejemplo 1 Para un tanto instantdneo de mortalidad segin la ley de Makeham
1, = 0.00065 + 0,00006 1.09%,

en la figura 3.1 se representa el factor de actualizacion actuarial 15FE, para
z entre 15 y 80 anos y para-un tipo de interés anual del 0.04 (linea de puntos) y del
0.06 (linea continua). Hagamos notar el efecto en el factor de las edades elevadas.

En la figura 3.2 representamos el factor de actualizacion actuarial , F3o para
n entre 1 y 20 anos y para un tipo de interés anual del 0.04 (linea de puntos) y
del 0.06 (linea continua). Notemos la importancia del tipo de interés segin se
mcrementa n.

Finalmente en la figura 3.3 se representan 15E3¢ (linea de puntos) y 15Eso
(linea continua) como funciones del tipo de interés (entre 0,01 y 0,1)
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Figura 3.3

3.4 Factor de capitalizacién actuarial

Para entender correctamente el factor de capitalizacién actuarial hemos de realizar
el siguiente razonamiento: suponiendo que una persona de edad x entrega un capital
unitario a cambio de recibir un capital C si alcanza con vida la edad x+n, parece
claro que C ha de ser aquel capital cuyo valor actual actuarial sea 1, esto es,

Cubz=1
o sea,
C — 1 == 1 = ef:+n(6+/"t)dt (3 5)
HEE vn TLpI .

que es el denominado factor de capitalizacién actuarial.

En términos del modelo determinista deberiamos plantearnos el siguiente
problema: si cada una de las I, personas vivas a la edad x entrega un capital
unitario, jqué capital C podra recibir cada uno de los [, ,, supervivientes a la edad
x+n (cuyo mimero es conocido exactamente)?.

La solucién es sencilla: dentro de n anos el capital a repartir entre los ly4n
supervivientes sera

I (14"
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por lo que a cada uno le correspondera

L (L4 1 1

C

lm+n B % (]. +i)An nEa:

En el siguiente apartado probaremos la igualdad

1 1 1
= t<n 3.6
nEz th n—tE:L‘+t ( ‘) ( )

cuya interpretacién dejamos al lector.

3.5 Funciones de conmutacién

Con la finalidad fundamental de facilitar los cdlculos actuariales se han empleado
tradicionalmente las denominadas funciones de conmutacién. Aunque su em-
pleo en la actualidad es escaso debido a la gran facilidad con que los ordenadores
realizan dichos célculos, conviene referirnos a ellas.

Asimismo, el empleo de dichas funciones de conmutacién permite en algunas
ocasiones realizar con mayor facilidad algunos desarrollos tedricos.

La primera de las funciones de conmutacién se representa con la letra D,
siendo

D = u* L

Es posible expresar el factor de actualizacién actuarial mediante esta fun-
cién, ya que
l ki D '
E - ,Un — ’Un z+n _ r+n _ z+n 37
e = U nbe ., v I, D, (37)
Por tanto, al encontrarse tabulados los valores de esta funcién para distintos
tipos de interés, es posible realizar con facilidad los correspondientes cdlculos. Asi,

por ejemplo, si en una tabla encontramos (para un cierto tipo de interés) los valores

D3y = 168375.488; Dyp = 92650.953

entonces tendremos que

Dy  92650.953

— = ———— = 0.55026
D3,  168375.488

10E30 =
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Probemos finalmente, usando la expresién anterior, la igualdad

11 1 (
nE:t tE:c n—tE:c+t

t<mn) (3.8)

En efecto,
1 1 _ Dy Dwyy _ Dy Doe _ Ds _ 1
tEa: n—tEm+t Dz—H Dz+t+n—t Dm+t D:H—n D:t+n 'nEz

En capitulos posteriores introduciremos las restantes funciones de conmutacién.

3.6 Intereses variables

Supongamos ahora que el tipo de interés de valoracién no se mantiene constante a
lo largo del tiempo que dura la operacién.
Consideremos, en primer lugar, que el tipo de interés varia anualmente. Sean
i1, %9 ..., in los tipos correspondientes a los anos 1,2, ..., n.
En este caso, el factor de actualizacién financiero asociado al intervalo de
tiempo [0, n] es
Vo = (L4+31) 71 (1 +d2) (1 +dn) 7!

n

Obviamente, cuando i, = i3 = ... = i, se tiene que Vg g = U™
El factor de actualizacién actuarial es en este caso
nEz = v, nPe (3.9)

Por otro lado, supongamos que el tanto instantédneo de capitalizacién varia
continuamente con el tiempo segiin una funcién

6:[0,n] > R

siendo 6(t) el valor del tanto instantaneo de capitalizacién a la edad = + t de la
cabeza considerada. Notemos que en el intervalo [0, n] la citada cabeza se encuentra
entre las edades z y = + n.

En tal caso, el factor de actualizacién financiero asociado al intervalo de
tiempo [0, n] serd

_ o Jora(t) at
Vo = €

Y el factor de actualizacién actuarial serd
nEm = v[o,n] nPz = € fD" () o e f; Haye 4t — C_f;(6(t)+“’+t) 5 (310)

El lector puede comprobar que con tipos variables sigue verificindose la
propiedad de escindibilidad

s+rEz = gl rEz+s (311)
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3.7 Ejercicios

.1. Demuestre las siguientes relaciones:
(a)
E. — z‘+nEO
(b)

d

—D,=-D 6
e z (kg + 0)
Solucién:

(a)

Recordemos que

Da:+n
nEz =
D,
Por tanto,
Dz+n
e+nbo =
+nt0 Do
D
zE ==
0 Dy
y en consecuencia,
DZ n
B = Da:+n — D:; - z+nE0
U D:c %"; zEO
(b)
En efecto,
d d d d
—D, = —((°l;) = l,—° F—l; = =l "6 — 0%, =
dx d:c(v ) dmv T dx ! ala
= _ll‘vm(é + iu‘x) = —Dm(/‘l‘w + 6)
puesto que
d
a—;vm = v” log(v) = —v%$

d
El, =los'(z) = —los(@)py = —lupt,

"2/'. Calcule las derivadas parciales del factor de capitalizacién ac-
tuarial respecto de §, x y n.
Solucién:
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Puesto que el factor de capitalizacién actuarial es igual a

1 1

= — ef:+n(6+l"t)dt
T T

(9 1 z+n T n
= - f: (6+n,)dt =
aé(nEz) ¢ (-/z: dt) "Em

o, 1
aﬂEE
a1
o E;

tendremos que

T+n
) = efz (6-+u)at (/‘Lz-frn —Hg) =

) = eI (54

z+'n) = ——n_E‘:t—

3. Suponga que una persona de edad x cobrar4 el valor capitaliza-
do durante n anos de una unidad monetaria al camplir la edad x+n, en
caso de llegar con vida a dicha edad. Calcule la esperanza matematica
de dicho valor y compruebe si coincide con el factor de capitalizacién
actuarial.

Solucién:

El valor buscado depende obviamente de T , vida residual de (z), por lo que
se trata de una variable aletoria que toma los siguientes valores y probabilidades:

- | 0siT; <n, con probabilidad g,
Z2=f(Tz) = { v~ "™ si Ty > n, con probabilidad ,p,

La esperanza de dicha variable es igual a

-n

UV " nPz

valor que obviamente no coincide con el factor de capitalizacién actuarial, ya que,
como sabemos, este tltimo es igual a

1 1

B V" Pz

Es més, por ser ,,p, una probabilidad se verificard obviamente que (,p;)> < 1y, en
consecuencia,

e v " 1
v nPz S D s E
nPz nlg




