5.1 Introduccién

En este capitulo comenzamos el estudio de las rentas vitalicias, que podemos
definir como un conjunto de capitales con vencimientos determinados cuya exigencia
o pago se produce si en ellos se encuentra con vida una cabeza determinada.

Pueden ser temporales, cuando ademds su duracién se encuentra limitada
a un determinado periodo de tiempo, o ilimitadas, cuando no existe tal limitacién.

También se distingue entre rentas inmediatas, cuando el primer capital
vence en el primer periodo, y rentas diferidas, cuando el primer vencimiento se
produce transcurridos varios periodos.

Distinguiremos asimismo entre rentas continuas y discretas, y en este
iltimo caso entre prepagables y postpagables segiin que los capitales venzan al
principio o al final de cada periodo.

Con el estudio de las rentas, a la vez que completamos el de los seguros para
el caso de vida, nos dotamos de un instrumento fundamental para afrontar en el
capitulo séptimo el estudio de las primas periédicas.

A lo largo de este capitulo trataremos tnicamente las rentas constantes,
considerando los casos continuo y discreto, y tomando en este tltimo caso como
unidad de tiempo el ano de tal forma que los capitales vencerdn al principio o fin
de cada ano.

En el capitulo siguiente completaremos el andlisis con las rentas fraccionadas
y las rentas variables.

5.2 Rentas Inmediatas e Ilimitadas

Como ya hemos indicado, las rentas vitalicias ilimitadas se caracterizan porque
los capitales que las constituyen son exigibles o pagaderos hasta el fallecimiento de
la cabeza considerada, sin limitacién temporal alguna. Asimismo, en las rentas
inmediatas el primer capital vence en el primer periodo.
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5.2.1 Caso discreto
Renta prepagable
Consideremos una cabeza de edad x que habrd de recibir o pagar una unidad

monetaria en el momento actual y en cada uno de los aniversarios mientras siga
con vida. Observemos el siguiente esquemas:

Ciertamente, el valor actual de esta renta es una variable aleatoria que
es funcién del nimero de anos completos de vida hasta la muerte de (z), esto es,
depende del valor que tome la variable aleatoria K. Asf,

*Si K, =0, esto es, la citada cabeza fallece a la edad x sin haber cumplido
la edad x + 1, el valor actual de los pagos es 1 (= dy).

* Si K, = 1, esto es, el fallecimiento se produce a la edad z + 1, el valor
actual es

141 (1+4) (= dg)
* En general, si K, = k, esto es, el fallecimiento se produce a la edad = + k,
el valor actual es

141 (144 "+ + 1 (1 +40)7* (= d5)

Por tanto, el valor actual de la renta estudiada es una variable aleatoria
discreta cuyos posibles valores son

Z=f(Ke) =dgm K:=0,1,2,...
con probabilidades

P(Z =dgg) = k8= k=0,1,2,..

La esperanza matemadtica de esta variable aleatoria, o valor actual ac-
tuarial de la renta, se representa por @, y asumiendo la existencia de la edad

limite w, es igual a
w—z—1

b= E(Z)= Y i 0/ (5:1)

k=0
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siendo la varianza,

w—z—1

Var(Z) = ) (dgrm)” #/% — (62)° (5.2)

De forma alternativa, el valor actual actuarial de la renta puede obtenerse
como la suma de los valores actuales actuariales de cada uno de los capitales unita-
rios con vencimiento al comienzo de cada ano en caso de supervivencia de la cabeza
considerada. Ya que el valor actual actuarial de cada uno de esos capitales es

vEBe k=0,12,...
tenemos
o= Y B (5.3)
La igualdad entre las dos expresiones (5.1) y (5.3) es sencilla de probar.

Teniendo en cuenta que

. g . k
k/Qz = k+19z — K9z Y Qpyq — A=V

tenemos:
w—z—1 w—z—1

ay = Z aﬁ—ﬂ k/9x = Z am ( k+19z — sz) =
k=0

k=0

= a,ﬂ ( 149z — OQm) + a‘fl ( 24z — IQa:) +F i b &m ( w-2qz — “’”m;lqz) -

= 19z (a’ﬂ - 072") toto-z-14s (aw—z—ll - G’w—zl) % a’u—zl w—zlz =

=(1—=ps) (—v) + (1 — 2p) (_,Uz) + .l = wz-1Pz) (_vu)7z71) Tl =

=W+ ..+ " Nt Wpe+.. 4+ ep) Fio— 1+ 1=

w—zl

w—z—1 w—z—1

= Z Ukkpa:= Z x By
k=0

k=0
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Notemos que este segundo procedimiento para la valoracién de rentas per-
mite el cdlculo de la esperanza matemadtica del valor actual pero no de momentos
de mayor orden.

Podemos dar una interpretacién de d, fundamentada en el modelo deter-
minista, planteando el siguiente problema: jqué cantidad C de dinero han de
pagar en este momento cada una de las [, personas vivas a la edad x, a cambio de
recibir en este momento una unidad monetaria cada una de ellas, de recibir tam-
bién otra unidad monetaria las l,;; personas que alcancen con vida la edad x+1,
otra unidad monetaria las l; 9 personas que alcancen con vida la edad x+42, y asi
sucesivamente?.

Ya que, dentro del modelo determinista, I, l;1, lz49,... se suponen co-
nocidos con exactitud de antemano, la equivalencia financiera de las cantidades
entregadas y recibidas se puede expresar como

Cle =T 49 Lo +9° Logn F oo+ T Lpni

y por tanto

w—z-1
Ly

o lz+1 2 lﬂ?+2 w—x—1 lW—-T—l o k
C—1+UT+U r‘}‘ ..... +v T—kz_; v

, G

+k
T

Obtengamos ahora la relacién entre el valor actual actuarial de esta
renta y el del seguro vida entera. Sabemos que

i o PP T, 8 o S R
drm=1+11+) "+ . +1 (144 *= P e

donde
d=1—(1+14)"

es el tipo de descuento equivalente al de capitalizacién 1.
Siendo los valores actuales de la renta prepagable y del seguro vida entera

1 A 'UK:x:+1
d bl

Z = dgqi= K,=0,1,2,....

Z, =v®=t K,=0,1,2,..

es claro que
1-2;
Z = .
d
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Por tanto,
B(Z) = 1- E(Z4)
d
esto es,
1-A,
e = A4
i g (5.4)
y también
da + A, =1 (5.5)
Asimismo, elementalmente,
Var(Z
Var(Z) = # (5.6)

Expresemos finalmente d, en simbolos de conmutacién:

w—z-1 w—z—1 w—z-1
o lz+k Uk+z lz+k Dz+k o Nx
W= ) V=) L D, D, B-7)

k=0 k=0 k=0

donde
N:z: = D:p <t Da:+1 - Dz+2 o b Dw‘l

es una nueva funcién de conmutacién.

Renta postpagable

Consideremos una cabeza de edad x que habrd de recibir o pagar una unidad
monetaria en cada uno de los aniversarios mientras siga con vida, esto es, al alcanzar
las edades z+ 1, x + 2, =+ 3.....

Ciertamente, el valor actual de esta renta es una variable aleatoria que
es funcién del nimero de anos completos de vida hasta la muerte de (x), esto es,
depende del valor que tome la variable aleatoria K,. Razonando andlogamente al
caso prepagable, el valor actual de la renta es una variable aleatoria cuyos valores
son

Z=f(K;) =az K.=0,1,2,..
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siendo las probabilidades

P(Z = am) = k/9x k= 0,1,2,...

1—v

ag =114 "4+1(Q4)2+..+101+i) "= :

La esperanza matematica de esta variable aleatoria, o valor actual ac-

tuarial de la renta, se representa por a, y es igual a

clara

w—z—1
ay, = B(Z) = Z a5 k/4z (5.8)
k=0
La varianza es, elementalmente,
w—z—1
Var(Z) = Y (ag)’ /8= — (a2)” (5.9)

k=0
Asimismo se demuestra con facilidad que también se verifica

w—z—1

a= Y ub (5.10)

k=1

La relacién con el valor actual actuarial de la renta prepagable es

g = iy — 1 (5.11)

Analicemos ahora la relacién con el seguro vida entera. Siendo

1 — ke
7 = ag= i” . K, =0,1,2, ...

Z, =v%% K, =0,1,2,.

es claro que

_1-(1+413) Z
1

Z
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Por tanto,
B(Z) = 1-(1 +:) E(Z)
esto es,
Qg = M (5.12)
y también
ia;+(1+4) A, =1 (5.13)
Asimismo se tiene
Var(z) = &% “:X““ZI) (5.14)
Expresemos finalmente a, en simbolos de conmutacién:
= l S okt B N,
o Z oF etk _ Z V' btk _ otk _ Va4 (5.15)

/8 v 1,

D, D,

k=1 k=1 k=1

5.2.2 C(Caso continuo

Supondremos ahora que (z) recibe o paga de forma continua y uniforme una unidad
monetaria anual mientras viva.

El valor actual de la renta es una variable aleatoria que depende de Ty,
esto es,

Z= f(Tz) =C_Lﬁ

x

. 1ot
aﬁz/ e %dz = Y
o )

es el valor actual de una renta financiera unitaria y continua, siendo como siempre
§=1log(l+1)yvt=e%.

donde

Supuesta conocida la funcién de densidad de T, el cdlculo de los principales
momentos de Z es sencillo.

Su esperanza matemadtica o valor actual actuarial, que se representa
mediante a,, es

a,= E(Z) = /OWLoo az; gz (t) dt (5.16)
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y ya. que oo
E(2?) = /0 (a5)? g (t) dt

la varianza de Z resulta ser

Var(Z) = E(Z2?) - (a,)? (5.17)

Integrando por partes en (5.16), tomando

u=az; y v=—(1-Gg(t))
se tiene

du=v'dt y dv=g,(t)dt
y por tanto

o= [ g dt= a3 1- GO+ [ (- Gal0) vt =

+o0 +oc0
=/ tPa:’Ut dt:/ 1By dt *
0 0

Asi obtenemos una nueva expresién para el valor actual actuarial estudiado:

+oc0
- / E, dt (5.18)
0

Finalmente, la relacién entre el valor actual de esta renta continua

y el del seguro vida entera con pago del capital asegurado en el momento del
fallecimiento es sencilla de obtener:

Siendo de nuevo el valor actual del seguro vida entera

Z1=UTI TzZO

*De nuevo asumiendo la existencia de la edad limite w, es claro que

—ag (1-G:@)]> =0

.

y que se produce la convergencia de las integrales impropias. Recordemos que el limite superior
en ellas puede sustituirse por w — z.




es claro que

esto es,

y también

Asimismo,
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Var(z) = 2321

Distribucién de probabilidad del valor actual
Siendo conocida la distribucién de probabilidad de T}, hemos de estudiar la de la

transformacién Z =

llamando

sabemos que

Asft pues,

¥

1— oT=

1
é

. Ya que la funcién z =

log(1 — 62)

h(z) = — 5

P(Z < z2) = P(T, < h2))

f(2) = gz(h(2)) W ()

por lo que la funcién de distribucién del valor actual es

0 st 2<0
F(z) = wz)qz St 0< 2z <%
1 si z>3

y la funcién de densidad

Hagamos notar que aunque

f@={, ==

Pa. .
h(z) "”z+h!z! si 0 S 7 < %
en el resto

a 1

ool — §?

111

(5.19)

(5.20)

(5.21)

t . . .
Y- es creciente e invertible,

en la préctica asumiendo la existencia
de la edad limite w el mayor de los valores actuales con densidad positiva serd

e
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Ejemplo 6 Para un tanto instantineo de mortalidad

p = 0.00065 + 0.00006 1.09”

en la siguiente grdfica representamos las funciones de densidad del valor
actual de una renta continua inmediata e ilimitada para una persona de 30 anos
y un tipo de interés de valoracion i = 0.04 (linea de puntos) e i = 0.06 (linea
continua):

08
06
0.4
02 3;%,
&
g 5 10 15 ./20—§

Figura 5.1

En la siguiente grdfica representamos las correspondientes funciones de
distribucion:
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b
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+
4
+
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+
+
+
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+

0.2
30

15

5 10

Figura 5.2

Asimismo, en las dos siguientes figuras se representan las funciones de densidad y
distribucion del valor actual para un tipo de interés de valoracién ¢ = 0.04 y dos
cabezas, una de 40 anos (linea continua) y otra de 50 anos (linea de puntos):

0.6

0.3+

0.2

b4 bEEEEEEEE +E 2

gt
&

Figura 5.3
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Figura 5.4

Ejemplo 7 Disponer de las funciones de densidad y distribucion del valor actual
de la renta nos permite resolver problemas como el del cdlculo de la probabilidad de
que el valor actual de la renta supere a su esperanza matemdtica o a cualquier otro
valor. Hagdmoslo tomando la ley de mortalidad del ejemplo anterior y para x = 30
e1=0.04.

Hemos de disponer de la funcion de densidad de la vida residual:

30+t

930(t) = P30 Pagye = € Jao  0-00065+0.00006 1.09%s () 065 4 0.00006 1.09°0+)

Para el cdlculo de la esperanza matemdtica del valor actual basta calcular la
siguiente integral (hemos tomado como edad limite w = 115) :

. /85 1—(1+40.04)°"
Ll log(1.04)

gso(t) dt = 20.7255

La funcion de distribucion del valor actual es

In(1-In(1.04) =2
30-"aod :
f . 0.00065+0.00006 1.09°ds

F(z) = 1—e Jao st 0<2z2< 755

) i In(1.04)
1 st 2 2 m

1

y la probabilidad buscada es
1 — F(20.7255) = 0.6799
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Notemos que la distribucion de probabilidad del valor actual de la renta posee
una notable asimetria negativa (observe la figura 5.1, grdfica de puntos) ya que
su coeficiente de asimetria es —2.5754, siendo su media inferior a su mediana

(21.86835).

5.3 Rentas Temporales.

Las rentas temporales se caracterizan porque los capitales que las constituyen
son exigibles o pagaderos hasta el fallecimiento de la cabeza considerada pero como
mucho hasta que se alcance cierto momento del tiempo.

5.3.1 Caso discreto
Renta prepagable
Consideremos una cabeza de edad x que habrd de recibir o pagar una unidad

monetaria en el momento actual y en cada uno de los aniversarios mientras siga
con vida y como méximo hasta alcanzar la edad = + n.

Ciertamente, el valor actual de esta renta es una variable aleatoria Z que
es funcién del mimero de anos completos de vida hasta la muerte de (z). Con un
razonamiento anédlogo al realizado en el estudio de la renta ilimitada, estd claro que

dg7m cuando K;=0,1,..n—1
Gy cuando Ky =mn,n+1,....

7= (k) = {

siendo, ademés
P(Z =tgzq) = w8 k=0,1,2,...,n—1.

w—z-1

P(Z=am)= nPx = Z k/4z

k=n

La esperanza matemadtica de esta variable aleatoria, o valor actual ac-

tuarial de la renta, se representa por d,; y es igual a
n—1
by = B(Z) =) gy £/9e + i nPe (5.22)
k=0
La varianza es, elementalmente,
n—1
Var(2) =) (igzm)® #/8s + 62 nbo — (G5)° (5.23)

k=0
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Asimismo, es fécil probar que

7
L

T S o (5.24)

>
Il
(=]

Obtengamos ahora la relacién entre el valor actual actuarial de la
renta temporal y el del seguro mixto simple.

Sabemos que los valores que toma el valor actual del seguro mixto simple
vienen dados por

VKt K, =0,1,2..m— 1
n=fk)={ o e

¥ ya que
. 1 -k
T = T4
tenemos
1-2
Z = l K,=0,1,2,...
d
Por tanto,
1-E(Z
esto es,
1=A
n — — rn .2
gl d (5 5)
Asimismo,
Var(Z,)
Var(2) = —; 2 (5.26)
A continuacién expresaremos i, en simbolos de conmutacién:
) n—1 . lz+k n—1 pkte l:l:+k n—-1 D:c+k, N:z: _ Nz-}-n
Gm=) " S==3 =y =3 et (5.27)
k=0 % k=0 z =0 z T
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Valor final de la renta. El valor final de la renta temporal y prepagable,

que representaremos mediante S, €s
3 LI (5.28)
z:nl nEz z:nl £
Notemos asimismo que
=1 n—1 -1

B 1 ¥ P
8, pEr = (5.29
znl nEz k—0 ‘ k—0 nEa: 2; kE:c+k )

(donde ,.;E, es el factor de capitalizacién actuarial.).

Asumiendo el modelo determinista, es posible justificar el valor final de
la renta partiendo de la siguiente pregunta: jqué cantidad C podr4 recibir cada uno
de los I, individuos que alcanzan con vida la edad = + n, supuesto que cada uno
de los I, individuos vivos a la edad = entrega una unidad monetaria, que asimismo
la entregan los l;1 que alcanzan la edad £+ 1, y asi sucesivamente hasta los ;4,1
que alcanzan con vida la edad x +n — 17.

Ciertamente, planteando la equivalencia financiera al final de la operacién
obtendremos

Clyn=00+) L+Q+)"  pu+...+ 1+ Lyna

de donde 1 1 i
C = i == ; + ...+ =
un ztn Un—l T+n n_tlz+n
e let1 lgtn-1

il l (. 1 .
= (1+vz+1+ ..... g1 1)= a_ =
n

ynlztn L, lx E, =
x

Asi pues, el valor buscado es precisamente el valor final:

C=s,5

Renta postpagable

Consideremos una cabeza de edad x que habrd de recibir o pagar una unidad
monetaria en cada uno de los aniversarios mientras siga con vida y como méximo
hasta alcanzar la edad z + n.
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Ciertamente, el valor actual de esta renta es una variable aleatoria Z que
es funcién del nimero anos completos de vida hasta la muerte de (z). Razonando
de forma andloga al caso de las rentas ilimitadas, obtenemos que

- _ J aggq cuando K,=0,1,..,n—1
Z_f(Km)_{a— cuando K, =mn,n+1,...

nl

siendo ademés
P(Z=ag)= ipigs k=0,1,2,..;n—1.

w—z—1

P(Z=am)= nPzx = Z k/9z

k=n

La esperanza matemadtica de esta variable aleatoria, o valor'actual ac-
tuarial de la renta, se representa por a.s) y es igual a

n-1

Ayl = E(Z) = Z agy k/9x + Oy nPx (530)
k=0
La varianza es, elementalmente,

n-—1

Var(Z) =Y (ag)’ 1@ + 0% nPe — (a,71)° (5.31)

bl

Asimismo, es facil probar que

a,==Y B (5.32)

e
Il
=

También es clara la siguiente relacién entre las rentas temporales pre-
pagables y postpagables:

Expresemos ahora a_ . en simbolos de conmutacién:

= l 2 o ] . D Ngi1— N,
- k Yz+k _ z+k e x+k — z+1 z+n+1
a7 ot Sy o b3 B, T (5.33)
k=1 k=1 k=1
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Al igual que para el caso discreto, el valor final de la renta postpagable
viene dado por

Sz:—| = 2 aI:m (534)
siendo asimismo
- 1
- 5.35
sz: | n—kEz+k ( )

5.8.2 C(Caso continuo

Supondremos ahora que (z) recibe o paga de forma continua y uniforme una unidad
monetaria anual mientras viva pero como méximo hasta la edad x + n.

El valor actual de la renta es una variable aleatoria que depende de Ty,

(}ﬁ st 0<T,<n
a st Ty >n

2= 1) = {

Su esperanza matemadtica o valor actual actuarial, que se representa

mediante a_ , es igual a

== E(Z) = / 37 95(t) dt+ g npn (5.36)
0
y por ser
E(Z?) = / (@) ga(t) dt + (a1 )? npn
la. varianza de Z resulta ser

Var(Z) = E(Z?) — (a,;)°

Es posible probar con facilidad que

- / E, dt (5.37)
0

Asimismo, su relacién con el seguro mixto simple es la siguiente:

4, =—en (5.38)
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Finalmente, el valor final de la renta es

1
HEZ

= Sl (5.39)

Distribucién de probabilidad del valor actual

Conocida la distribucién de probabilidad de T}, y siendo

In(1-46 2)

h(z) = —
(2) 5
se demuestra facilmente que la funcién de densidad-probabilidad del valor actual
es

1-6.2

f(Z) = nPx stz =ag (540)

nl
0 en el resto

h(z)pﬂ—'-l":+h!z! S'I: 0 S 2 <&m

y la funcién de distribucién

0 st 2<0
Flz) = W)z St 0 S_z <0
1 8t z 207

5.4 Rentas Diferidas

Las rentas diferidas ilimitadas se caracterizan porque los capitales que las cons-
tituyen son exigibles o pagaderos hasta el fallecimiento de la cabeza considerada,
pero a partir de una determinada edad .

5.4.1 Caso discreto

Renta prepagable
Consideremos una cabeza de edad z que habra de recibir o pagar una unidad

monetaria en el momento de alcanzar la edad x+n y en cada uno de los aniversarios
mientras siga con vida.

Estudiemos la variable aleatoria valor actual Z. Es claro que

0 cugndeo K,=10,1;...0—1
n/0k i cuando Ky =n,n+1,..,w—-z—1

z= 1) = {
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siendo
n—1

P(Z:O): nQa:=Z k/9x

P(Z: n/am)z k/qx k:n,n+1, ..... ,LU—.’L'—].

La esperanza matematica de esta variable aleatoria, o valor actual ac-
tuarial de la renta, se representa por ,/d, y es igual a

w—z—1 w—xz—1

n/dz:E(Z)ZOan+ Z n/dmk/qwz Z n/dm k/qx (541)

k=n k=n

Asimismo, es facil probar que

w—z—1

wly= Y b (5.42)

k=n
Finalmente, en funcién de los simbolos de conmutacién,

w—z—1
Ly

w—a—1
k=n .

D, Dy

k=n

Dos importantes propiedades del valor actual actuarial de esta renta son:

1.- El valor actual actuarial de la renta diferida n anos y prepagable para
una cabeza de edad x es igual al producto del factor de actualizacion actuarial
para una cabeza de edad z diferido n anos y del valor actual actuarial de una renta
inmediata y prepagable para una cabeza de edad x + n; esto es

n/az = nlby Gz yn (544)

2.- El valor actual actuarial de la renta diferida n anos y prepagable para
una cabeza de edad z es igual a la diferencia del valor actual actuarial de una
renta inmediata ilimitada y prepagable y de una renta inmediata temporal n anos
y prepagable, ambas para una cabeza de edad x; esto es,

Tn|

Las demostraciones de ambas se realizan en el ejercicio 2.
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Renta postpagable

Consideremos una cabeza de edad x que habrd de recibir o pagar una unidad
monetaria en el momento de alcanzar la edad z +n + 1 y en cada uno de los
aniversarios mientras siga con vida.

Estudiemos la variable aleatoria valor actual Z. Es claro que

0 cuando K, =0,1,..,n—1
Z_f(Kx)—{ n/0g—i cuando K,=nn+1,.,.w—z—1

siendo

n-1
P(Z=0)= anz=Z k/x
k=0

P(Z: n/am): k/Qz k=n,n+1, ..... ,w—$~1

La esperanza matemadtica de esta variable aleatoria, o valor actual ac-
tuarial de la renta, se representa mediante ,,a;, siendo igual a

w—z-1 w—z—1

n0e=E(Z)=0ngc+ Y, nOmit/@e= Y n/Gike (5.46)

k=n k=n

Asimismo, es fécil probar que

w—z—1

nfle= Y 1B (5.47)

k=n+1

Finalmente, en simbolos de conmutacién,

w—z—1 w—z-1 ;
l D N,
k ‘z+k z+k z4n+1
n/Qg = E v = = (548)
k=n+1 Lz k=n+1 D, D

Al igual que en el caso prepagable, se verifican las igualdades

n/Qg = nili Az4n (549)

n/Gz = Gz — Qg (5.50)
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5.4.2 Caso continuo

Supondremos ahora que (z) recibe o paga de forma continua y uniforme una unidad
monetaria anual mientras viva, pero a partir de la edad = + n.

El valor actual de la renta es una variable aleatoria que depende de T,

0 si 0<T, <n
n/a,m st TIZ'I’L

7= 1) = {

Su esperanza matematica o valor actual actuarial, que se representa
mediante /@, es igual a

+o0 +oo

n/Qgz = E(Z) =0 ngs +/ n/ &m gz(t) dt = / n/ a’?—_nl gx(t) dt (551)

n n

y por ser
+o0
BZ) =0nget [ (orlim) 0a(t) at
n
la varianza de Z resulta ser

Var(Z) = E(Z%) — (»/a:)?

Es posible probar con facilidad que

+o00
o / E, dt (5.52)

Al igual que en el caso discreto, se verifican las igualdades
n/Oz = nEy Gzyn (5.53)

y
(5.54)

n/Gz =0z — Qgqj

cuya demostracién se realiza en el ejercicio 2.

Observacién 4 El lector no debe tener dificultad en realizar el estudio de las ren-
tas temporales y diferidas y obtener la siguientes expresiones:
m+n—1

minis = ) m/lE=myi k/da + m/lri minPa (5.55)

k=m
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m+n—1
= ]VQ ﬂl—_A& m+n
m/nle = Z bz = ! D o (556)
k=m a
mynle = mB b, (5.57)
m+n—1
m/nlx = Z m/ A —mi k/4z + m/ ] m+4nPx (558)
k=m
m+n DJ _
m/naz _ Z kEg; _ z+m+1 i z+m+n+1 (559)
k=m+1 e
m/nQz = mbEz Qo il (560)
m+n ~
wijnis = B{Z) = / o) Cmi Gull) Qb+ /) mtnDie (5.61)
m+n
T = / B, dt (5.62)
m/naz = mbEq &z+m:;| (563)

5.5 Expresiones recursivas

Al igual que en el caso de los seguros, es posible calcular los valores actuales actua-
riales de las rentas como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales o en diferen-
cias.

5.5.1 Rentas discretas

Consideremos, en primer lugar, la renta inmediata e ilimitada en el caso pre-
pagable. En efecto,

w—z—1 w—z—1
dg = Z 1w By = Z V* kpz = 140 pe+0?% ops +0° ;;p,,+....+v“’_’_l Gi—g—iDs =
k=0 k=0
w—z—2
=1+v 2 (1 +V Pri1 +'U2 9Pz esse +vw—z——2 w—z—2pz+1) =1+4v y 2" Z vF kPz+1
k=0
esto es,

dy = 1+ v pp gy (5.64)
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Y recordando que d, = a; + 1, se obtiene con facilidad la correspondiente
férmula recursiva para el caso postpagable:

Ay =V Py + VU Py Qzyy (5.65)

Asimismo, para la renta temporal se obtiene

a‘:z::;I =1+v Pz a’z-{-l:nTll (566)

Hemos obtenido dos expresiones recursivas que nos permiten obtener, a par-
tir del valor actual actuarial de la renta para una determinada edad, el correspon-
diente a la edad anterior (o posterior si despejamos dy1).

5.5.2 Rentas continuas

Obtendremos ahora algunas ecuaciones diferenciales cuyas soluciones proporcionan
el valor actual actuarial de una renta continua como funcién de la edad z.

Consideremos en primer lugar la renta inmediata e ilimitada. Su deri-
vada es igual a

d d [ [+, teo g
dz ** ~ dz (/0 ik dt) /0 vz tPe)

+o0 +o00 +o0
= /0 V' iPe (Mg — Hoye) At = iy /0 v'ips dt — /0 V'iPs Poye At =

=Mmaz—zz=ﬂz az_(l_‘saz)
Por tanto, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:
d _ -
Eaz=(‘s+,“'z) az — 1

Nos encontramos ahora en disposicién de probar con facilidad la expresién
(4.93):
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En efecto,

A= 62 a =5 (64 m) (CE) 6= (6 ss) (1 - Ad) 46 =

L]
dx
=(6+p'm)zﬂ>_p’a:

con lo que queda demostrada la ecuacién diferencial para el seguro vida
entera comentada en el capitulo anterior.

Asimismo, derivando el valor actual actuarial de la renta temporal tene-

s d d " ® osd
— B — e dt ) = *—(ps) dt =
dz len g (/0 V'tPe 4 v d(li(tp )
= / V'iPr (e — Bote) At = iy / v'pe dt — / V'4Pe fpye dt
0 () 0
= Hg amnl_A}t:mzlJ'z‘ a’a:nl_ A ;|+A l|=
= Hg Qpqi _(1 -6 da:nl)+ A le
= (6 + l‘l‘.’c) a'z:nl _(1_ A i[)
Obtenemos, por tanto, la siguiente ecuacién diferencial:
d _ -
7 Gpni— (6 £ p’z) Ay _(1_ A _1_) (567)
dzx z:nl
Podemos ahora probar con facilidad (4.95) y (4.94). Sabemos que
A:z::;lz 1=4 &’zzm
y por tanto,
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6 ({5 + ) -2l

Asimismo,

y por tanto,

= (6 + /‘l’a:) A = “Hzt A 1 Hgin

5.6 Tipos de interés variables

Abandonemos ahora la hipétesis de que el tipo de interés de valoracién es constante.

Supongamos que el tipo de interés varia anualmente. Sean i, iy ,..., in,...
los correspondientes a los anos 1,2,...,n,... (siendo i, es el tipo de interés del ano
en el que el asegurado posee la edad z +r — 1).

Sea

Y 1= +4)T r=1,2,.m,.

el factor de actualizacién del ano r-ésimo, y sea

k
Vo = Hvlr—m
r=I1

el correspondiente a los k primeros anos. Ciertamente, cuando i, = % para todo r,
entonces
Vio, k) (1 + Z)

Para el caso de una renta vitalicia inmediata, ilimitada y prepagable,
el valor actual es una variable aleatoria

Zv[m] =012 ..., w—xz—1
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con v, , =1, siendo

k
P(Z=va])= k/9z para k=0,1,2...,w—z—1

t=0

La esperanza matematica de su valor actual es

be = B(Z) = _Z_ (va,,) K/ (5.68)

k=0 \t=0
pudiendo calcularse sin dificultad el resto de sus momentos.
Asimismo, se verifica también que

w—z—1

az = E U[O,k] kpa:
k=0

donde v, ,, kps es el correspondiente factor de actualizacién actuarial.

En el caso de las rentas continuas, consideremos la funcién
60:0,w—xz] =R

donde 6(z) representa el tanto instantdneo de capitalizacién cuando el asegurado
posee la edad = + 2. Sea también la funcién

At) = /0 "6(2) dz

El valor actual de la renta continua, inmediata e ilimitada es una
variable aleatoria

Tz
Z = f(T,) = /0 e A gz (T, > 0)

y su valor actual actuarial es

i, = E(Z) = /0 "~ ( /0 t e AG) dz) gz(t)dt (5.69)

Asimismo, se demuestra que
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donde
tby = Vo tPz Y Vpyg= gin

De forma totalmente anédloga se introducen los tipos de interés variables en
el resto de las rentas vitalicias estudiadas anteriormente.

Finalmente, es posible demostrar que con tipos de interés variables se siguen
cumpliendo las propiedades tipicas de las rentas diferidas

nfis = nBy gpin (5.71)

tanto en el caso prepagable como en el postpagable y el continuo.

5.7 Ejercicios

1.- Interprete las relaciones
diz+ A =1

6a; + A,=1

Solucién:

Una unidad monetaria en el momento actual (en el que el asegurado tiene
la edad ) es igual, en términos de esperanza matemética, a una renta vitalicia
prepagable de cuantia anual d = #l més el pago de una unidad monetaria al final
del ano de fallecimiento.

En el caso continuo, la renta es uniforme y continua de cuantia anual é.

2.- Pruebe las siguientes igualdades:
a)
n/ a:t: nEa: CwL:H—n

b)

n/ Op=0g — a’a::_l

c)
n/a’z = nE:t afz~|—n
d)

n/Qz = Gz — Qg4

Solucién:
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a) + +
nBe a'a:+n= nEq / th+n dt = / . nttbe dt =
0 0

(realizando el cambio de variable n +t = z)

+o0
/ Br dz = n/ az

b)

n/am

+o0 +o0 n
/ (B, dt = / ¢ By dt — / By dt =a, — @
n 0 0

w—z-n—1 w—z—n—1 w—z—1
nEa: &a:+n = nE:x: Z tE'm+n = Z n+tEa: = Z tEa:
t=0 t=0 t=n
d)
w—-z—1 w—-z—1 n—1
n/dz= Z lcEz= Z kEm—'Z kE:z:aa: a,. i
k=n k=0 k=0
3.- Pruebe las siguientes igualdades:
a)
Apmi= 1+ a5
b)
A, =va; —a,
c)
A:};:_| =V Agpi — gl
Solucién:
a)
n—1 n—1
Gpmi = Bz =1+ ) wbx=1+a,57m
k=0 k=1

b)
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Por (5.5), sabemos que
da,+A; =1
Asimismo, es bien conocido que
a; =14 a,
En consecuencia,
A,=1-di,=1—(1—-v)iy =1- d; +vi, = vi, — a,

c)

Por (5.25), sabemos que
d G+ Agmi=1
Asimismo sabemos que
Az:;;l o Aém e Aznll
A a = nE:z
z:nl
a’z:ﬁl =1 E a’a::nTll =1 + az:m - "Em
En consecuencia,

Al—:A

z:nl z:nl

—nEr=1-(1-0) i,z

nl_"E‘E:]‘_ az:ﬁl‘*‘““m:ﬁi_nEx:

v a’m:m + (1 n E@‘) - (1 T Azl —n Ez) =v aa:;ﬂ — Az

4.- Demuestre las siguientes igualdades:
a)

e 1+wv Do am+1:n—l|

b)
dz: az;ﬂ +V Pr a‘:H—l
Solucién:
a)
n—1 n—1
d o = kEBz =) v ipe =140 ps+02 ope + 02 aps + oo + 0™ 1ps =
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n—2

=14vp, 14+vpea+ V2 9Pri1 + e + 02 oper) =14V D ka kPz+1 =
k=0

=1 +v Pz a’z+1:n———_1—|

b)

+oo +oc0 1 +o0
&xz / th dt = / 'Ut tPx dt = / Ut tPz dt + / vt tPz dt =
0 0 0 1

(hacemos el cambio s =t — 1)

+o0
a 3 = _ =
=a, 7 +v p-’v/ U Pzi1 A8 =7 +V Pr Az
0

5/ Calcule los valores de a, y A, bajo la hipétesis de la fuerza de
mortalidad constante.

Solucién:

Si la fuerza de mortalidad es constante e igual a p, entonces

tEx = De = e—&t e—pt A e—(6+p)t

Por tanto,

+o0 +oco 1
&x: / th dt= / e‘(‘”")tdt = =
0 0 0+ p

. . p
=1—-6a,=——
Aq e

?./— Calcule los valores de a4 y Ay bajo la hipétesis de la fuerza
de mortalidad de De Moivre, tomando como edad limite w = 100 y un
tipo de interés técnico 7 = 0.06.

Solucién:

En el capitulo segundo estudiamos que la hipétesis de De Moivre implica

que
t

w—x

tPz = 1 —

y, por tanto,
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En el caso que nos ocupa tenemos que § = log(1 + 0.06) = 0.058, luego

+o00
= ~0.058t (1 _ t _
ago= /0 e (1 100 = 40)dt = 12. 287

Por otro lado,

Ag=1—6a,=1-0.058 x 12.287 = 0.28735

7.- Calcule el limite del valor actual actuarial de una renta conti-
nua, inmediata e ilimitada, cuando el tipo de interés tiende a cero.

Solucién:

Sabemos que

+o0
e / Gz ga(t) dt
0

siendo dz] el valor actual de una renta financiera continua,

_ ¢ 1—1t
-6z
a;= e %dz=
" A ]

Tomando limites, obtenemos

lim e 11—t _% 1—-e® 0
5o B 5h0 & sh0 60
y aplicando L’Hépital,
ot
=1

lim agz= lim te”
§—0 50

En consecuencia,
+o0 +oo ‘
b= [ ama@d= [ a0 d-BT) =
0 0

Es decir, el limite de a, es €,, la esperanza de vida completa de (%)
El lector puede demostrar fécilmente un resultado anélogo en el caso discre-
to:

lir% a,= E(K,)=¢,
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8.- Interprete y demuestre la siguiente desigualdad:

Solucién:
Por d,,—l entendemos, evidentemente, el valor actual de una renta financiera

€x

continua cuya duracién es, precisamente, la esperanza de vida completa de (x). El
resultado anterior implica que no podemos calcular el ”valor” de una renta continua
para (x) como el valor actual de una renta financiera cuya duracién sea la esperanza
de vida de (x), ya que de hacerlo asf estarfamos sobrevalordndola.

La desigualdad que queremos demostrar se deduce inmediatamente de la
desigualdad de Jensen, cuyo enunciado recordamos a continuacién:

Desigualdad de Jensen: Si X es una variable aleatoria y f es una funcién
convexa, entonces se verifica que

E[f(X)] = fE(X)]

siendo la desigualdad estricta si f es estrictamente convexa (es decir, si f” > 0).
Andlogamente, si f es una funcién céncava, entonces

E[f(X)] < fIEX)]

siendo la desigualdad estricta si f es estrictamente céncava (es decir, si f” < 0).
En nuestro caso, T, es una variable aleatoria y la funcién

f(t) =aan
es estrictamente céncava, ya que
f"(t) = —6e~% < 0,Vt

En consecuencia, se tiene que

a,= FE [&E] < &E(Tz)= d;é;

El lector puede demostrar de forma andloga que

Qg <ELO—

ezl

9.- Demuestre las siguientes igualdades:

a)
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n/mam = nEz _m+nzm
b)
n/mQc Qrntml z:nl
c)
= Az:_l — A:z':n+m|
n/mQz = &

Solucién:

a)
n+m n+m m
n/mam a / tBy dt =, Ez/ t—nEz+n dt =, Ez/ zEz+ﬂ dz =, b az+n;m
n n 0

b)

n+m n+m n
n/mﬁz == / tE;,; dt = / tE:,; dt - / th- dt = _:t:n+'m| - Ez;l
n 0 0

c)

A 1A AgA
n/mQg = Qo — Ay = 6"""““’”' = ; zml _ Tzl -

zn+ml

10.-/ Una cabeza de edad x, que ha recibido de una entidad banca-
ria un préstamo de cuantia C y que ha de devolver mediante al pago de
n anualidades postpagables de cuantia a, contrata un seguro de anuali-
dades mediante el cual si fallece antes de la completa amortizacién del
préstamo la entidad aseguradora se hard cargo del pago de las anualida-
des pendientes de pago.

Calcule la prima tnica pura de este seguro.

Solucién:

De acuerdo al siguiente esquema,
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si el asegurado fallece a la edad z, al final de ese ano y de los restantes el
asegurador ha de pagar a, por tanto, la cuantia de la indemnizacién es

a 4
si fallece a la edad = + 1 serd
a G=—x;
si fallece a la edad x +n — 1
a agj

Por tanto nos encontramos ante un seguro temporal variable (decreciente)
en el conjunto de los capitales asegurados es

C = {a =38 G—;, -+, @ G5}

El valor actual actuarial es

n-1

(VAC)‘%—I = Z'Uk+l a G,m k/4x

k=0

que puede, despues de sencillos calculos expresararse en funcién de rentas.
En efecto

n—1 n—1 n-1
k 1 . k . k
(VAC)é:;I=Zv 8 e bl = aZv V G5 ¥/ = aZ’u =R k/9z =
k=0 k=0 k=0
- 1—onk = vF—on =, 1-v" 1—2F
=a) v —— = a) M=) (=) e =
k=0 k=0 k=0

n—1 n-—1
= a( a5 ) &/% — Y 05 k%) = a( g nde — (a0 — 057 nPs)) =
k=0 k=0

= a (agi— a,;1)






