6.1 Introduccién

Con este capitulo finalizamos el estudio de las rentas, tratando las fraccionadas
y las variables.

En el capitulo anterior hemos estudiado rentas de cuantia constante, tanto
continuas como discretas, suponiendo en este ltimo caso que los capitales vencen al
principio o al final de cada afio, siempre que (x) siga con vida. La valoracién de estas
rentas no presenta grandes dificultades, al disponer de las probabilidades anuales
de muerte y supervivencia que son proporcionadas por las tablas de mortalidad.

Cuando el vencimiento de los capitales que componen la renta se produce
con mayor frecuencia que una vez al ano, al no disponer de las probabilidades exac-
tas de muerte y supervivencia para las correspondientes fracciones de ano se ha
de recurrir a diferentes hipétesis que conducen a diversas expresiones aproximadas
para los valores actuales actuariales de las correspondientes rentas (nosotros consi-
deraremos tinicamente la hipétesis de distribucién uniforme de los fallecimientos y
la de linealidad de los D). Dedicamos al estudio de tales rentas fraccionadas el
epigrafe 6.3.

Posteriormente, en el epigrafe 6.4 tratamos las rentas variables, en las que
abandonamos la hipétesis de la cuantia constante de los capitales.

Finalmente, en el epigrafe 6.5 estudiamos las rentas variables fracciona-
das.

6.2 Rentas Fraccionadas Constantes

Dada la cabeza (x), supondremos ahora que en cada fraccién m-ésima de afio vence
un capital de cuantia i, mientras la citada cabeza esté con vida. En el siguiente
esquema se representan los vencimientos de una renta prepagable.
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El estudio del valor actual de este tipo de rentas precisa disponer de las pro-
babilidades de muerte y supervivencia de (z) para las correspondientes fracciones
de ano. Pero como las tablas de mortalidad inicamente nos proporcionan probabili-
dades anuales, deberemos recurrir a diversas férmulas aproximadas fundamentadas
en distintas hipdétesis.

6.2.1 Hipdtesis de distribucion uniforme de los fallecimientos

Consideremos una renta fraccionada, inmediata, ilimitada y prepagable
para una cabeza de edad z, la cual cobrard o pagard un capital de cuantia # al
comienzo de cada fraccién m-ésima de ano, siempre que siga con vida.

Razonando como en el capitulo anterior y considerando las variables aleato-
rias K, y S(™ (véase el apartado 4.7), el valor actual de la renta fraccionada
resulta ser una variable aleatoria

o 1 — pKetst™ { K, =0,1,2 ...

d(m) Sm) — 1 2 ,E

en la que )
dm) =m(1— (1 —d)=) =m(l — (1 +i)"=)

es el tanto nominal anual de descuento de frecuencia m.
Recordando que

A:(Em) = E('UK’ +8(m) )

y llamando
a™ = E(2)
tenemos
oy 1— A
a e —
’ d(m)

Ahora bien, bajo la hip6tesis de distribucién uniforme de los falleci-
mientos sabemos que

A = L A, = L
i(m)

5(m) it fe)
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y por tanto, ) )
4m 1 _ 7 + i d i,
* d(m) j(m)d(m)  j(m)d(m)
esto es,
&(m) _ id - - 1= ](m)
T j(m)d(m) " j(m)d(m)
Siendo 3 — i(m)
B 7 m) — 1—g(m) ,
o) = Sy demy Y 5w dom)

suele escribirse
a™ = a(m) a, — B(m)

A partir del valor actual actuarial de la renta prepagable e ilimitada es
posible obtener f4cilmente el correspondiente a otros tipos de rentas. Asi:
a) Renta diferida y prepagable:

n/dim) = nky &:(;-731 = nE: (a(m) Go4n — B(m)) = a(m) n/s — B(m) nEy (6.1)

b) Renta temporal prepagable:

i =&l — ™ = a(m) G — B(m) — (&(m) n/ds — B(m) nEz) =

znl

= a(m) &z:m - ﬂ(m)(l - nEz) (62)
c) Renta diferida y temporal prepagable:

™ = By & Ey(a(m) iy — Bm)(1 — nEBoyr)) =

z+r:nl

= a(m) r/nls — B(m)( rEz — n+rEx) (6.3)
d) Renta ilimitada y postpagable:
1 1
o) =i — L — a(m) (e 1)~ fm) — - =

*Por ejemplo:

Para i = 0.06,

a(12) = 1.000281 y B(12) = 0.468119

y para 1 = 0.04,

a(12) = 1.000127 y B(12) = 0.464888
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= a(m) a; — y(m) (6.4)
donde
y(m) = a(m) — B(m) —

e) Renta diferida y postpagable:

L G0
m  j(m) d(m)

n/0{™ = B al}) = a(m) n/az — (m) nE; (6.5)
f) Renta temporal y postpagable:
2

:tnl

=a{™ — ,/a{™ = a(m) a, m)(1 — (6.6)

g) Renta diferida y temporal postpagable:

gl = By o™ = By(a(m) ayym— ()1~ nBer) =  (67)

= a(m) r/nae — Y(M)( +Ez — nirEa) (6.8)
6.2.2 Hipdtesis de linealidad de D,

Aceptando la hipétesis de linealidad de la funcién D, es posible obtener expresiones
aproximadas, muy utilizadas en la practica, para los valores actuales actuariales de
las rentas fraccionadas. Es importante hacer notar que la hipétesis de linealidad
de las D, es diferente de la hipétesis de linealidad de las I, que, como ya sabemos,
equivale a la de la distribucién uniforme de la mortalidad.

Consideremos, en primer lugar, la renta inmediata, ilimitada, postpa-
gable y fraccionada. Planteemos el valor actual actuarial de la renta como la
suma de los valores actuales de cada uno de los capitales de cuantia # que vencen
al final de cada fraccién m-ésima de ano, esto es,

m_ 11 2 l m . 24
Ay ZE’U"‘ #Pz*‘gv"‘ %pm+..+5v"*£px+—v m g4 d1Pe+ ... =
il 1 1
i LEQ:+— lE;t+---+_ —"iEla;"' 1+LE3-+ =
m m m ™ m ™
_ 1 (Dw+ﬁ 2 Dz+% 4ot Dyym + Dz+1+% 4.y =
- m " D, o, D, D, -
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La hipdtesis de linealidad de las D, nos permite escribir

k
Dpypyk = Dayp + ;l(DHpH — D yp)

y por tanto,

Z Dz+p ﬁ Z ( m+p x+p+1 Dm+p)) =

= Z Dm+p + +p+1,n = Z k=m Dm+p + —2—(Dw+p+l - Dw+p)
k=1

Asi pues,

w—zx—1
. 1 m+1
o™=y = (m Dosp + —5—(Daipi1 = Dw+P)) =

p=o
—z-1 —z-1
= ‘S~ Dats + m+1 wzm: (Dotp+1 = Dayp) =
= D, 2m — D,
m+1 m+ 1
=a$_—%-=am+1—2—
luego obtenemos
m) _ g M1 6.9
a, agz + - (6.9)
Asimismo el caso prepagable es sencillo partiendo de este resultado
e » 1 m—1 1 . m+1 m—1
B e Tt Ty T TR g —he S (610)

Y de forma elemental (procediendo como en 6.2.1) el valor actual actuarial
de las restantes rentas diferidas y temporales resulta ser igual a:

— 1

™= ——— B, 6.11
n/Qg n/Qx + om ( )
il = e~ T B, (6.12)
n/"x n/ %z 2m
m—1
a:(z":z_)l =0pmt —m (1 - nEm) (613)
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amzm - azi‘"l 2m (1 nEx) (614)
= Ml (B~ s4nE 6.15
r/nlg r/nOg = - ( rLig r+n 1:) ( A )
. (m) _ .o m—1 E _ E 6 16
r/nlz r/n0z = ( rlg r+n z) ( : )

6.3 Rentas Variables

6.3.1 Rentas variables continuas

Consideremos una cabeza de edad . y una funcién de densidad de capital (ahora
no necesariamente constante) que representaremos mediante la letra C.

C:0,w—z]—> R

Notemos que C(t) nos da el valor de dicha funcién a la edad = + t.

Supondremos, en primer lugar, que mientras () vive, recibe o paga de forma
continua una renta cuya cuantia viene dada por la funcién de densidad de capital
C.

Si consideramos una renta variable continua, inmediata e ilimitada,
el valor actual de la misma es una variable aleatoria que depende de la vida residual

de (z), esto es,
Tz

2= f(T)= C(z)e®*dz 1

0

La esperanza matemadtica de su valor actual, o valor actual actuarial
de la renta, es

(Vac). = B(Z) = /0 ) gu(t) dt (6.17)

Es fécil probar, integrando por partes como en el epigrafe 5.2.2, que
(Vac), = / C(t) B, dt (6.18)
0
Asimismo, la varianza de su valor actual es igual a

Var(Z) = / T () dt - (E(2))?

tNotemos que cuando C(z) = 1 nos encontramos con una renta constante y unitaria (véase
5.2.2).
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No posee especial dificultad el tratamiento de los casos temporal y diferido,
siendo el valor actual actuarial de la correspondiente renta temporal

(VaC), = = / C(t) (. dt (6.19)
0
y el de la renta diferida
o (VEC)s = / C(t) B, dt (6.20)

verificdndose la igualdad

cuya prueba es elemental. También se verifica que
siVa)e = nBe (VGO)pin (6.22)

Para probarla basta tener en cuenta que
By (VGC)asn = nEs /0 " Olnt 8] oBaan dt fo Cn+1) myEy dt
y después de hacer el cambio de variable n + ¢ = s se obtiene, elementalmente,
DBy (VEC)ain = / " C(s) oBa ds = n/(VaC)a

Asmismo, el valor actual actuarial de la renta diferida y temporal es
igual a

n+m
m(VGC)s = / C(t) B, dt (6.23)

y se verifica que
nm(VaC): = nE; (Val),, .. (6.24)

El procedimiento que hemos empleado para calcular el valor actual actua-
rial de las rentas temporal, diferida y diferida y temporal no permite el cédlculo
de momentos de mayor orden para su valor actual. Invitamos al lector a definir
la variable aleatoria del valor actual de estas rentas y a calcular sus principales
momentos.

Como casos cldsicos de rentas continuas variables cabe citar:
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a) Cuando C(t) = [t + 1], la esperanza matematica del valor actual es

([a). = /0 Tl +1] (B dt (6.25)
b} Cuando O£} = t tenemos
(Fif), = /0 "t B, dt (6.26)
&) Cusnido
o370 % 13
tenemos

(Da), = /0 "(n— [t]) B, dt (6.27)

6.3.2 Rentas variables discretas

Consideremos una cabeza de edad = y sea C = {Cp, C}, Oy, ...} €l conjunto cuyos
elementos son los términos de la renta .

Supondremos, en primer lugar, que (z) recibe o paga Cp en el presente
instante, C} si alcanza con vida la edad  + 1, (5 si alcanza con vida la edad x + 2
y asi sucesivamente:

Co Ci (P [ S
= t f t
& rz+1 7R S [ ——— T+ N

Si consideramos una renta variable, discreta, inmediata, ilimitada y
prepagable, el valor actual de la misma es una variable aleatoria que depende del
nimero de anos completos de vida hasta la muerte de (z), esto es,

Z=f(K;)=)» Cv" K;=0,12,..

t=0

siendo ademads,
k
P(Z = th Ut) = k/9
=0

La esperanza matemadtica de Z, o valor actual actuarial de la renta,

es igual a
w—z—1

(ViaC)e = BE(Z) = Y f(k) 1/g (6.28)
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probéndose con facilidad que

w—=z—1

(VaC), Z Cx 1 (6.29)

Asimismo, la varianza de Z es igual a

w—z—1

Var(Z) = Z Flk)? x/qz — ((VdO)s 2

Observacién

Procediendo como en el epigrafe 5.5.1 para el caso de las rentas constantes,
es posible obtener una 1itil expresién recursiva. Pero para ello debemos cambiar
ligeramente la notacién:

En general, para una renta cuyos términos (asociados a cada edad) son

C; z=0,1,2,.....w—1,w
se obtiene con facilidad
(VaC)g = Cyp +v pr (VAC)gt1 (6.30)

donde ahora es
w—z—1

VGC);,;— E C:c+k 'U kPx

Retomando de nuevo el hilo principal de nuestra discusién, no posee especial
dificultad el planteamiento de los casos temporal y diferido, siendo el valor actual
actuarial de la correspondiente renta temporal

n—=1
(VaC),m = Z Ck xEz (6.31)
k=0
y el de la renta diferida
w—z~1
/(Va0), Z O n b (6.32)

verificdndose asimismo las igualdades

o (VC), = (VaC), — (VaC) (6.33)

z:nl
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n/(VaC)g = nEy (ViC)zin (6.34)
Para las rentas diferidas y temporales se tiene
n+m—1
n/m(VaC), Z Cy E; (6.35)

verificAndose
n/m(VdC')z = .E; (VaC)

Por las mismas razones aducidas en el caso continuo, invitamos al lector a

z+n:ml

definir la variable aleatoria valor actual de las rentas temporal, diferida y diferida
y temporal y a calcular sus principales momentos.

El lector tampoco ha de tener problema alguno para estudiar las correspon-
dientes rentas postpagables (ahora los términos vencen al final de cada ano, en caso
de supervivencia)

Co (. & N T—
f t + 1
@ r+1 B F D ininsnirmsnsmssinais T Wsonmnsas

Sus valores actuales actuariales son

w—z—1
VaC' Z Ck 1]¢;EI (636)
(VaC)pmi= > Ck1 vEs (6.37)
k=1
w—z—1
n/(VaC)e = > Ci1 Bz (6.38)
k=n+1
verificdndose que
n/(VaC), = (VaC), — (VaC), i (6.39)
wilVal)e= nlle (Val)ein (6.40)
Asimismo,
n+m
n/m(VaC)q Z Cr-1 kB (6.41)

k=n+1
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verificAndose
n/m(VaC)y = oBy (VaC)

z+n:ml

Rentas unitarias

Un tipo de rentas variables que tradicionalmente han merecido una especial aten-
cién en los textos de matemdtica actuarial son las denominadas rentas unitarias,
o siguiendo la terminologia anglosajona, ”increasing”. Una renta unitaria es una
renta variable en progresién aritmética en la que su primer término y su diferencia
son la unidad.

Estudiaremos a continuacién algunas de estas rentas unitarias, centrdndonos
unicamente en su valor actual actuarial.

a) Renta ilimitada y prepagable:
Cuando Cy = k+1, parak = 0,1, 2,..., el valor actual actuarial se representa

mediante (1d), , siendo igual a

w—z—1
(d)e = Y (k+1)E, (6.42)
k=0
Ciertamente, se verifica que
w—z-=1
(d)e = Y kiia (6.43)
k=0
En efecto,
w—gz—1
Z (k+1)1E,=14+21E,+33E; + ... ¥ (W—2%) 1Bz =
k=0

=14 1Ez+ 2Bz + oo+ woaBe)+(1EBz+ oot wzaBEe)+ oot wzaBr=
=a; + l/az+-~--+ w—:l:—l/aa:

b) Renta temporal y prepagable:
Su valor actual actuarial es

(18] = = i:(k +1) 4B, (6.44)

verificindose

n-1
Ua)ym= Y t/nre (6.45)
k=0
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c) Renta diferida e ilimitada:

w—z—1
nl8)s= ) (k—n+1) B, (6.46)
k=n
verificAndose :
nl8)e = Y iis (6.47)
k=n
d) Renta diferida y temporal:
m+n—1
mm(d)e = Y (k—m+1) 4B, (6.48)
k=m
y también
m+n—1
m/ﬂ(Ia)fE = Z k/m+n—kdz (649)
k=m

e) Consideremos ahora una renta unitaria con la caracteristica de que el
primer término es la unidad y los sucesivos se incrementan en una unidad hasta el
n-ésimo, a partir del cual todos los restantes son de cuantia n.

El valor actual actuarial es, elementalmente,

n-—1
(Ii)e =Y iz (6.50)
k=0
y también
(Imd)e = (18) 1 + 7 nyda (6.51)

En general, si la renta estd ademds diferida m periodos tenemos

m4n—1
m/(Igd)e = Z k/Qz (6.52)
k=m
y también
m/(Ima)x = m/ﬂ(I&)z‘ +n m+n/da: (653)

Concluyamos refiriéndonos a las rentas decrecientes con diferencias
entre sus términos unitarias. Sea el primer término de cuantia n, el segundo
de cuantia n-1...., y el n-ésimo de cuantia 1.
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El valor actual actuarial de esta renta se representa, supuesta prepagable,

mediante (Da),m) ,siendo

n—1
(Da)x;l = Z(n - k) Bz =n a’x:;l = 1/.,,_1(16)1
k=0
y también

Anélogamente, para las rentas unitarias postpagables tenemos

w—z—1 w—z—2

(Ia)z = Z k yE; = Z k/ Qg
k=1 k=0
n n—1
(Ia’)z;m = Zk r By = Z k/n—kQz
k=1 k=0
w—z—-1 w—z—2
wda)e= Y (k=n) B = Y o,
k=n+1 k=n
m+n m+n—1
m/n(-la)z = Z (k - m) Bz = Z k/m+n—ka'a:
k=m+1 k=m

n

(Iﬁa)z = Z k/a’iE = (Ia‘):z::;l +n 77'/0’z

k=1
m+n .
m/(Ima)m = Z k/Qz = m/n(la), + N min/Gs
k=m+1
(Da)"”_l - Z(’I’L —k+ 1) kE'-"' =Ny — l/n—l(la)z = A%l

k=1 k=

—

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)
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Variacién en progresién aritmética y geométrica. Funciones de Conmu-

tacién

Ciertamente, las rentas variables en progresién aritmética mds sencillas son las
unitarias. Su expresién mediante funciones de conmutacién es fécil, definiendo
previamente una nueva funcién de conmutacién que se representa mediante la letra

S:
Sz =Nz + Nzgy1+ Nega+ ... + Ny
Asi,
w—z-1 w—z—-1
- o5 N:z:+k Sz
I r = z = = —,
(la)e = Y & D, ~ D,
k=0 k=0
n—1 n—1
5 v Nz-Hc - N1:+n Sz - S:c+n —n Na:+n
(Ia’)z;_l == k/n—kQx = Z =
k=0 k=0 D, D:
m+n—1 m+n—1
e %8 ﬁ] _'A& m+n
m/n(Ia):z: == Z k/m+4n—kQz = Z i D tmt =
k=m k=m &
— S;+m'_£h+m+n'_7lAh+m+n
D,
n—1 n—1
e o jv S;'_Eh n
(Id)z = ) ks = 5“ =7 *
k=0 k=0 % =
m4n—1 m4n—1
- - Na:+k S:z:+m - Sz+m+n
m/(Ima)z = Z k/Qz = =
k=m k=m D, D,
y finalmente,
(D=3 iy = 3 Ne=Netk _ 1 Ne = Sera + Seinis
x: T

D D,
Asimismo, para las rentas postpagables tenemos

w—z—2 w—x—2
(Hafe= Y sae= Y lott Sen

k=0 k=0

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)
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n—1 n—1
_ . Naz+k+1 i Nx+n+1 o S:z:+1 - Sz+n+1 L Nz+n+l
(Ia')m:m - Z k/n—kOe = Z D, - 7,
k=0 k=0
(6.70)
m+n—1 m+n—1 N.
z+k+1 — {Vz4+min+1
m/n(Ia)m = Z k/m4n—kQz = Z R D. rmant =
k=m k=m
_ Sztm+1 — Sx+m+5+l =N Nepmint (6.71)
n—1 n
Nx+k+1 Sz+1 - Sz+n+1
I=a): = Q= = 6.72
( nl ) ; k/ £y Dz D:p ( )
m+n—1 m4n—1
Nz Sz m S S:l: m+n
oo = Y wae= 3 Dottt Semn Spmimn g
k=m k=m o z
n n ‘
Nzi1 — Nzykyr 1 Nzyr — Szi2 + Szing2

Da), == a, == — 6.74
( )w | . z:k| ,‘Z:; Dz Dz ( )

Consideremos ahora rentas variables en progresién aritmética més genera-
les. Sea una renta, inmediata, ilimitada y prepagable cuyos términos varian en
progresién aritmética, siendo el primer ano de cuantia c, el segundo afno ¢ + h, el
tercero ¢ + 2h...; esto es, C = {c,c + h,c + 2h,....}.

Su valor actual actuarial es

w—z—1
(VaC)e = Y (c+k h) 1B, (6.75)
k=0
Ciertamente,
w—z—1 w—z—1
(VaC)e=c Y kEz+h Y kiBr=cic+h b (6.76)
k=0 k=0

por lo que, en simbolos de conmutacién,

. o Na: S:c+l
(VaC), =c D, +h D,

(6.77)
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Procediendo andlogamente, tenemos

- Nx+n Sa:+n+1
- = %o
/(ViQ), = ¢ AR ) (6.78)
¢~ 4{Vz4n T :r n - 1 N:L‘ n
(ViC),m=c L DN 4n |, Ser1 = Ses 5 ={n - (6.79)

m/n(VaC) - Nm+m _l)Na:+m+n +h, Sz+m+1 - Sm+m+7b_ (n - 1) Nw+m+n (680)

Asimismo, en el caso postpagable tenemos

(VaC)z =c¢ % +h %"L—? (6.81)
NT n Tr+n
w/(VaC), = ¢ 5 g hS;) i (6.82)
(VGC)m:'j g Nx+1 —l)Nz+n+l +h Sa:+2 - Sa:+n+ll’; (n — 1) Na:+n+l (683)

m/n(vac)z —n Neint1 = Nosmintt +h S:c+m+2 = Sz+m+n+1 - (n - 1) Neiminsr
D, D,
(6.84)
Consideremos ahora una renta inmediata, ilimitada y prepagable cuyos tér-
minos varfan en progresién geomética, siendo el primer ano de cuantia c, el
segundo afio ¢ g, el tercero ¢ ¢? ...; esto es, C = {c, cq,cg?,....}.
Su valor actual actuarial es

w—-z—1

(VaC), Z (cq¥) vEx (6.85)

Para ¢ = 1, se representa mediante %3, , siendo

w-—z—1 w—z—1 w—z-1

=D B= ) = Y (q)n (6.86)
k=0 k=0

k=0
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y llamando v’ = q v,
w—z—1 /

N,
> e =5 (6.87)
k=0 z
donde D/, y N, son los correspondientes simbolos de conmutacién para un tipo de
interés )
i’ — 1 + t— q
q

donde i es el tipo de interés técnico e 7' es el resultado de despejar en v/ = q v, esto
es,
I q
(I+4) (1+49)

Procediendo anédlogamente se obtienen la siguientes expresiones:

n—1 n=1 / ’
i N,—N_,.
qam;—| = qk kEz = (qv)kkpx = —T+ (6-88)
k=0 k=0 T
w—z—1 w—z—1 1 N/
Z/dz = Z " By = — Z (qu) E o = q_" 5‘;” (6.89)
k=n x
nt+m—1 n+m— ' /
1 1 N:c n__ Nz n+m
= 50 a8 = 2SS (= Mn e o
k=n T

Asimismo, los valores actuales actuariales de las correspondientes rentas
postpagables son

w—z-1 ].N’
ap= Y (V)xps = le (6.91)
k=1 &
n n / !
1N_.;— N,
qaz:n—l — qk kEz - ((I’U)kkpm o z+1 5 r+n+1 (692)
k=1 k=1 z
w—z—1 w—z—1 /
-n 1 1 N.’l: n
Taz= Y ¢ iE= — Y (qu)fip, = — —2iH (6.93)
k=n-+1 it q D,
n+m n+m ! !
1 1 N, — N,
q P k—n—1 - k . +n+1 z+n+m+1
Dt = Y B = o Y (@fan = o e
k=n+1 k=n+1 o

(6.94)
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6.4 Rentas Variables Fraccionadas

Las rentas variables fraccionadas pueden estudiarse sin excesiva dificultad em-
pleando los desarrollos anteriores. Basta considerarlas como rentas variables no
fraccionadas en las que la cuantia del término anual es una renta fraccionada cons-
tante y temporal un ano y aplicar la expresién correspondiente de la renta variable.

Consideremos una renta variable fraccionada por m-ésimos, inmedia-
ta, ilimitada y prepagable para una cabeza de edad z, tal que durante el primer
ano y al principio de cada m-ésimo de ano vence un capital de cuantia %ﬂ, durante

el segundo ano y al principio de cada m-ésimo de afno vence un capital de cuantia
B

L, y asf sucesivamente.

Siendo
B — {Bo, B],Bz, .}

C.=B, ™ _ k=0,1,2..

z+k:11
el valor actual actuarial de la renta resulta ser

w—z—1 w=x=1

(VaB)™ = 3" CikBa= Y Bpd{™ o 4Ee

k=0 k=0

Empleando las férmulas aproximadas desarrolladas en el epigrafe 6.2 es po-
sible obtener una expresién aproximada para nuestra renta.

Considerando en primer lugar las férmulas aproximadas obtenidas bajo la
hipétesis de distribucién uniforme de los fallecimientos, y recordando que

0™ _ = a(m) d,,0qi— Bm)A — 1Ez1x) = a(m) — B(m)(1 — 1Epsx)

Ay ki
por ser
Gy pmi=1

tenemos

w—g—1 w—z—1
(VaB){™ = Y By &™) o v E Z By (a(m) — B(m)(1 — 1Epix)) xEs =
k=0
w—z—1 w—z—1 w—z-1

Z By kB, — f(m (Z By v E; — Z By k11Ex)

= &(m)(ViB)e — B(m)((VaB): — (VaB).) = (6.95)
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Anélogamente, para la correspondiente renta postpagable tenemos

C& —-13k a( )

e h=0,10..

y el valor actual actuarial de la renta es, por tanto,

w—z—1 w—z—1

(VaB)a(zm) = Z Ci kE: = Z By a::lzl—, kB

k=0 k=0
Teniendo en cuenta que

"™ o= a(m) gy — Y(M)(A = 1Eeix) = a(m) 1Eops — Y(m)(1 — 1Bas)

por ser
Qi1 = 1Ez4k
tenemos
w—x—1
(VaB)™ = Z By “i’ilzu kEs =
k=0
w—z—1
= Y Bi (M) 1Besx — Y(m)(1 = 1Es4)) «E.
k=0
w—z—1 w—z-1 w—z-1

= a(m) Z By k1B — y(m)( Z By vEy — Z By k11 Ez) =
k=0 k=0 k=0

= a(m)(VaB); — v(m)((VaB), — (VaB),) (6.96)
En general, para una renta diferida y temporal tenemos
n+s—1
VA = 3 By &k, =
k=n

nt+s—1

= Y By (a(m) = Bm)(1 — 1Ezis)) 1Be =

n+s—1 n+s—1 nts—1

Z By kB, — B(m ZBHE - ZBHHE)—
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\

Y

= a(m) n/s(VaB)z — B(m)( n/s(ViB)z — nss(VaB)a) (6.97)
b §
n+s—1
njs(VaB){™ = Z By a z+k i ke =
k=n

- 2 By (a(m) 1Bz — ¥(m)(1 — 1Ez4x)) 5Bz =

n+s—1 n48—1 n+s—1

m) Z By y41E; — ’Y(m)( Z By gl — Z By k+lEm) =
k=n k=n k=n

= a(m) n/s(VaB)e — 7(m)( n/s(ViB)e — n/s(VaB)a) (6.98)

Usando la hip6tesis de linealidad de los D,, se obtienen expresiones més
sencillas.

Recordemos que bajo esta hipdtesis,
(m) . m—1 m—1

Gy i = Goedt = o (1= 1Ben) = 1= ———= (1= 1Ezx)

m—1 m—1
S:Lu = QT T o (1= 1Eo4k) = 1Bok + o (1= 1Bz+k)

por lo que

n+s—1
n/s(ViB); (m) - Z By "} +k qikbe =
k=n
n+s—1 |
= ; By (1 - o (1— 1Ez4x)) kEz =
n+s—1 n+s—1 n+s—1

ZBHE ——(Z By +E; — ZBMHE

m—1

= "/s(VaB)a: - W( n/a(Va'B)z - n/s(VaB)z) (6'99)

n+s—1

ns(VaB)™ = 3" By o™ - B, =

k=n
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n+s—1 e
= B [ 1B+ [l = 3B E, =
; % ( 1 Bprk + = ( k) &l
n+s—1 n+s—1 nts—1

= Z By 1Bz + m2—7—nl( Z By By — z By k11Ez) =
k=n k=n —

m—1

= n/,(VaB)z + —m( n/s(V&B)I — n/s(VaB)x) (6100)

6.5 Ejercicios

1.- Demuéstrese que el valor actual de una renta fraccionada, inmediata,
ilimitada y prepagable es la variable aleatoria

o, L pKats™ K, =0,1,2
d(m) gm=12 m
Solucién:
Supongamos que las variables aleatorias K, y S™ toman los valores
s

K,=k; 8™ ==
m

Entonces el valor actual de la renta financiera fraccionada resultante seria

1 .
= [1+v$ +v%+...+v+v1+#+...+v’°+v’°+#+...+v’°+71] =

-1 ;
11—v*t5om  1—oftm

m 1—vm  d(m)

Por tanto, el valor actual de la renta actuarial fraccionada, dependiente de
las variables aleatorias K, y S(™), resulta ser

oo 1— ,UK=+S'("‘)
d(m)

2.- Demuéstrese la expresién recurrente (6.30):
(VaC)g = Cx + v py (VaC)pi1

Solucién:
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w—z—1

(Va’C)w = Z C:c—Hc oF kPz = Ca: ° 0Pz + C':::«H ! 1Pz + Cz+2 v? 2Pz + ... =
k=0
=C; + V.Px [Cz+1 + Cx+2 ! Pzy1 + Cz+3 v? 2Pz+1 + } =
w—(z+1)-1

=Cz+ V.Pz Z C(a:+l)+k v* kPz+1 = Cz+v Pz (Vdc)m+1
k=0

3.- Encuentre las expresiones de la esperanza y de la varianza del
valor actual de una renta continua temporal, y demuestre que la primera
coincide con la expresién (6.18).

Solucién:

Es claro que la variable aleatoria valor actual de una renta continua temporal

es igual a

= fo "”dz I<mn
Z_f(T) { j‘o 6zdz TzZn

Por tanto, la esperanza de la variable aleatorla anterior, o valor actual actuarial de
la renta, es igual a

(V&C)am = E(Z) = /0 ' ( /0 tC'(z)e“szdz) Ge(£)dt +n P /0 " Cle)e %z

Haciendo una integracién por partes, en donde

u—/ C(z)e~%dz

—(1=Ga(t)) = —ep=

se obtiene que

[ ([ et s = [ . [[otreea] "+ [ cwe -

= — pz/ C(z)e"szdz—i-/ C(t) (E; dt
0 0

En consecuencia, obtenemos que el valor actual actuarial cioncide con la expresién

(6.18):
(VGC) sy = / C(t) (E. dt
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Finalmente, la varianza resulta ser
n t 2 n 2
Var(Z) :/ (/ C(z)e'azdz) 9z(t)dt + nps (/ C’(z)e_&dz> - (VaC)2
0 0 0

4.- Demuestre la equivalencia entre las expresiones (6.28) y (6.29)
del valor actual actuarial de una renta variable, discreta, inmediata,
ilimitada y prepagable.

Solucién:

w-z-1 [ k
Z (Z Cy 'Ut> k/%: = (Co ’UO) 0/9z + (Co v+ C1v') gt
k=0 \t=0
+ (Co v° + CL v + Co v2)2/ Ly b sk
+(Co®+Civ' + ..+ Coz1 v yg1/e = (Co %) 192+
(Co 0 + Cy Ul) ( 29z — 19z) + (Co v + Cy v + Gy ’02) ( 39z — 24¢z) + ...+
- (Co O T R X g ’Uu_z_l) (1- w-2-182) =

= CO vo(l — w-z—-19z St w—z—19z — -+ — 29z -+ 29z — 14z 5t lqz)+
+Cl Ul(l — w-z-19z a2 w—z—19z — --- — 2Q¢ ¥ 29z — lqz)+
+C2 1)2(1 - w-z—14z Sk w—z—19z — -+ — 2q.z) o
w—z—1

= ) CiiEs
k=0



