11.1 Introduccién

Completamos con este capitulo el estudio de los seguros sobre varias cabezas tratan-
do las rentas y seguros asi como las primas y reservas matemadticas. Formalmente su
estudio es andlogo al realizado para los seguros sobre una cabeza, aunque da lugar
a una numerosa casuistica debido a lo cual trataremos sélo los casos mds relevantes
siendo natural la generalizacién a capitales y tipos de interés variables. Mencién
especial merecen las rentas de supervivencia de aplicacién para las prestaciones de
viudedad y orfandad.

11.2 Seguros sobre varias cabezas

Consideremos un grupo u que se considera extinguido al producirse un suceso en
relacién con la muerte y supervivencia de las cabezas que lo componen lo que implica
el pago del capital asegurado. En aquellos grupos para los que se dispone de la
distribucién de probabilidad de su vida residual o del nimero de anos completos de
vida hasta la muerte es posible estudiar el valor actual del seguro de forma anéloga
a como se hizo en aquellos sobre una cabeza.

Refirdmonos, en primer lugar, al factor de actualizacién actuarial. Plan-
teemos el seguro a capital diferido, esto es, si el grupo u sigue con vida dentro de

t anos, recibird una unidad monetaria, no recibiéndo nada en caso contrario. El
valor actual es una variable aleatoria

7 _ vtosi Ty >t
10 st T,<t
con ‘

P(Tu>t)= pu y P(Tu<t)= 1qu
Su esperanza matemadtica es el correspondiente factor de actualizacién
actuarial (prima unica pura del seguro a capital diferido)

By = E(Z) = v* i, (11.1)
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Ejemplo 20 Sea u = x4, €l capital unitario se paga en caso de que el grupo
siga con vida dentro de t anos, o sea, que vivan ambas cabezas dentro de t anos.
Euvidentemente

R,
tE-'Blmz =V tPzix,

Para los grupos que se extinguen al primer fallecimiento, el factor de actua-
lizacién actuarial sigue verificando la propiedad de escindibilidad, esto es,

s+rEa:la:2 s By SE.'L']:E2 i (D rE:z:1+3 xz2+8 ... Tn+8
cuya prueba es elemental teniendo en cuenta (10.6). Esta propiedad no es cierta
en general para el resto de los grupos.

El factor de actualizacién actuarial para otros grupos se puede expresar en
funcién de los factores de actualizacién actuarial de grupos que se extinguen al
primer fallecimiento. Analicemos algunos casos:

Ejemplo 21 Sea u = Ty T, 3, el grupo se extingue al ultimo fallecimiento, por
tanto, dentro de t arios se considera con vida si al menos una de las tres cabezas se
encuentra con vida.

tErrzrms = B(Z) = 0" 1Primyes =
vt( tPz, + tPzo + tPz3 — tPxizo — tPrizz — tPzoxs )3 tp:z:lmzza) =
= tEm1 Iz tE:zg + tE:zrg R tEmlmz = thlmg = tE:zzms + tE‘IlmQI;;

Ejemplo 22 Seau = x, : T3 z3. Fl grupo se considera vivo dentro de t anos cuanto
esta viva (x1) y al menos una de las cabezas (z3) y (x3). Ahora

s — it — A —
tEﬂ:l:-’Ez-’ba - E(Z) = tpwl:mzza = tpzl tFMTy 23 —

P -
=" P2y ( tPzy + tPes — tPey w5) =
— tE:cl:z:g -+ thlza - thlxgma

Centrandonos en los seguros para el caso de fallecimiento, en el su-
puesto de que el capital asegurado se paga al final del ano de extincién de u y
representando mediante K, la variable aleatoria nimero de anos completos de vida
hasta la extincién del grupo, el valor actual, para el caso de un seguro vida entera
es una variable aleatoria

Z=v5*1 K,=01,2,..



RENTAS Y SEGUROS SOBRE VARIAS CABEZAS 285

Supuesto conocida la distribucién de probabilidad de K, que en general se
obtiene a partir de las probabilidades de muerte y supervivencia de cada cabeza del
grupo, es posible obtener la esperanza matemadtica de Z, prima iinica pura,

Ay=E(Z) = iv’c“ P(Ky=k) (11.2)

Asimismo para el seguro temporal, el valor actual actuarial es, elemental-
mente

n—-1
A=Y o P(K, = k)
k=0

y para el seguro vida entera diferido

nAy =Y v* P(K, = k)

k=n
El lector puede obtener sin dificultad los correspondientes momentos de

orden superior.

Ejemplo 23 Sea u = x7 x5, un grupo de dos cabezas que se extingue al primer
fallecimiento. Consideremos un seguro sobre este grupo que implica el pago de un
capital unitario al final del ano de extincién del mismo. Sabemos que

P(Ku = k) = k/9z120 = kDzizo Qzi+k x0+K

oo
— E k+1
A:Elzg - v kp:tlzg qm1+k zo+k

k=0

Ejemplo 24 De nuevo parau = x, £y podemos plantear un seguro mizto stmple tal
que st u se extingue antes de n anos al final del ano de fallecimiento se produce el
pago de un capital unitario y st el citado grupo vive n anos mds se pagard asimismo
un capital unitario. El valor actual actuarial es

SN k+1 n
Azlwzml - U k/9z1x2 + V" nPeizy

En la anterior expresion

F1xo:nl

n—1
— E k+1
A 1 = v k/Qa:lzg
k=0
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es el valor actual actuarial del correspondiente seguro temporal para el grupo u =
T X9 que se extingue al primer fallectmiento y

A 1 =V" 1 Prigy = ( nExlza)

z1x9:nl

el capital diferido.

Ejemplo 25 Sea u = T1Z5%3, un grupo de tres cabezas que se extingue al ultimo
fallecimiento. Consideremos un seguro sobre este grupo que implica el pago de un
capital unitario al final del ano de extincidn del mismo.

Sabemos que

P(Ku = k) = k/Qz13373 = k/9x: + k/ 4z, + k/9z3 — k/9z1ze — k/9zi23—

- k/qxgza + k/lezgma
Por tanto
oo
= E k+1 —
Azlmzma — v k/ T1T2T3 —
k=0

= ka+l( k/9x, =+ k/9xs 4 k/9z3 — k/9zix0 — k/9ziz3 — k/9zo23 =+ k/qmlmgma) =
k=0

= Azl =t A¢2 + Ams - Azlmz - Azws - Azazs s Amlzzzs

con lo que la prima unica pura de este sequro queda en funcidn de las primas unicas
de seguros para grupos que se extinguen al primer fallecimiento.

Notemos que para los seguros sobre grupos que se extinguen al dltimo fa-
llecimiento es facil establecer la siguiente férmula general (anédloga a la establecida
en el capitulo anterior para la probabilidad de supervivencia),

Armr = = Sf — 554 + Sg‘ 4.+ (_1)71—15;4

con
SA=3%" Au i

Notemos que
k/9Qu = kPu — k+1Pu

por lo que la estructura de la expresién de las probabilidades de supervivencia en

funcién de las correspondientes a un grupo que se extingue el primer fallecimiento,
se trasmite a las probabilidades de fallecimiento.
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Ejemplo 26 Sea u = T1Zy un grupo que se extingue al iltimo fallecimiento, el
valor actual actuarial de un sequro temporal es

n—1

A.'El nl - ka+ k/9z137 = ka+1 k/9z, + k/9zy — k/qmla:z) =
k= k=0
=A:—_+A, - —-A, _
T7: nl m2 F1Eg:ml

2
Ejemplo 27 Sea u =T1ZT,T3T4 un grupo de cuatro cabezas que se extingue al tercer

(4-2+1) fallecimiento, pagdndose el capital asegurado al final del ario de fallecimien-
to.

Siguiendo el mismo razonamiento del ejemplo y observacién anteriores el
valor actual actuarial del correspondiente sequro es

o0

=% it _Z( 1)! 8 =8-28+35 =
mlmgma:u zlmgms:u =2 2 = 1

k=0
= Azl:tz it A:t1:273 + A:clz4 + A-.’tzz;; + Aﬂ:2$4 + A¢3:t4 - 2 Azlmzxa —~2 Am1£2m4_

-2 Ax1x3z4 -2 Aﬁ2$3$4 =} 3 Azm:gz;;z,;
2]
Hagamos notar que no tendria sentido un sequro sobre el grupo TiTsT37y4.

Asimismo es posible establecer seguros sobre grupos compuestos.

Ejemplo 28 Sea u = 7w con v = x1 y w = xax3. El capital asegurado se paga a
la extincion de u, esto es, una vez extinguidos v y w. Por tanto el capital se paga
cuando hayan fallecido la cabeza de edad x1 y una o ambas de edad x5 y 3.

El valor actual actuarial es

Az—m = ZUk_H k/Qzrz233 = ka+l ( k/4zq + k/9xoxs — k/q:tlzzzs) =
k=0 k=0

= Awl + Aﬂ«'z-’ta - Awwzwa

Notemos que

k/QzTT2w3 — kPzi@szs — k+1Pzimezs —

= ( kP, e kPzoz3 — kpwrﬂ:zza) - ( k+1Pz; + k+1Pzozs — k+1pz1m21'3) =

= k/qz, + k/Qzozs — k/Qz13078
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Cuando el capital asegurado se paga en el momento de la extincién de u, el
valor actual para el caso de un seguro vida entera es una variable aleatoria

Z=0v™ T,>0

conocida la funcién de densidad g,(t) de T, (vida residual de u), la esperanza
matemadtica del valor actual es,

A= /OO v' gu(t) dt (11.3)

pudiéndose obtener facilmente las expresiones de momentos de orden superior.
De igual forma el valor actual actuarial del seguro temporal es

Aﬁ.m:/ v* gu(t) dt
’ 0

y del seguro vida entera diferido

o Aum / ot gult) dt

Ejemplo 29 Considerando u = x1x9x3, es claro que la esperanza matemdtica del
valor actual del sequro vida entera con pago de un capital unitario en el momento
del primer fallecimiento es

(e o] {e o)
Azyzo0s= / vt 912075 (t) dt = / v tPzy tPzy tPz, (/‘l‘xl+t += figpag T l‘l‘22+t) dt
0 0
recordemos que

9zyizo ... wn(t) = ( tDzy --e-- thn) (/"’ml—i—t +...+ :u‘zn+t)

Ejemplo 30 Seau = T17373. Fl capital asequrado se paga en el instante del ultimo
fallecimiento y la esperanza matemdtica del valor actual es

Azizrm= / V' oo (t) dt
0
Ahora bien, sabemos que

/

gemzma(t) = Y (-1 (=)

[
0
A
S
+
&
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siendo
la suma de las funciones de densidad de la vida residual de los (';) grupos de j

cabezas que se extinguen al primer fallecimiento y que se pueden formar con las n
cabezas del grupo inicial, por tanto,

Asrzrz= / V' grmas(t) dt =
0

N / o' (9z, (t) + Gy (t) + Gzs (t) — G125 (t) — Gryag (t) - gzzma(t) o gﬂ?ﬂzwa(t)) dt =
0
:A:tl + Az‘g + Aza - Aa:]xg - Azlzs - Ang:; + A.’l:l.’ltgza
Ejemplo 31 Consideremos un sequro temporal sobre el grupo u = T1Z3 cuando el

capital asequrado se paga en el momento del ultimo fallecimiento siempre que éste
suceda antes de n anos.

Ay _= /Onvt Gz (t) dt == / "0 (G (8) + Gral) — Garea () =

T1T2: 0

ZAI'_I+A1~_I_A 1
r1: To:n m:l

donde .
A i = / v’ gmxwz(t) dat
¢ 0

es el valor actual actuarial de un sequro temporal de n anos sobre el grupo que se
extingue al primer fallecimiento u = x1T2.

También existen seguros en los que para el cobro del capital asegurado se
exige el fallecimiento en un determinado orden. En estos casos la valoracién es mds
compleja debiendo seguirse un razonamiento diferente. Analicemos dos ejemplos:

Ejemplo 32 Sea un sequro vida entera sobre dos cabezas de edades x, y T, tal
que el capital asequrado se paga en el instante de fallecer (z1) pero sdlo si (x2)
sigue con vida. Representemos mediante Z a la variable aleatoria valor actual de
la indemnizacion y calculemos la prima unica pura

A: =E(2)

T1T2
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para ello necesitamos definir la variable aleatoria condicionada

0 (si z9 ha fallecido)
(Z/T,, =t) = con probabilidad (1 — ps,)
" ot (si (z2) no ha fallecido)
con probabilidad ps,

Se trata, obviamente, de una variable aleatoria discreta cuya esperanza Te-
sulta ser

E(Z/T-Tl e t) =g’ tPxy

Ya estamos en condiciones de calcular la prima inica pura apoydndonos en
una conocida propiedad de las esperanzas condicionadas,

Ax111:2= E(Z) = Et(E(Z/Twl = t)) = Et(vt tpm2) = / vt tPxo gzx(t) dt =
0

=/ vt tPxy tPx1 Mai4t dt
0

Ejemplo 33 Sean ahora tres cabezas de edades xy,x y x3. Supongamos que el
capital asequrado se paga al fallecer (z1) pero sdlo si es la sequnda cabeza en fallecer.
Al igual que en el ejemplo anterior, llamamos Z a la variable aleatoria valor actual
de la indemnizacion y calculamos la prima dnica pura

= E(Z)

para ello definamos la variable aleatoria condicionada

2
12273

(si (z1) no es el segundo en morir

con probabilidad (1 — ¢p 1) )
(Z/Ts, =1t) = (si (x1) es el segundo en mzérair)

con probabilidad p 1)

T:T3
Su esperanza matemdtica es
E(Z|Ty, =t)=v" p
T2:73

y la prima dnica pura,

A rey= B(2) = BUB(2/Tey =) = B(* ) = [ 0y 0:,(t) dt =
0

T2T3 r2T3
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=/ vt tP 1) tPxy Mz 4t dt =/ vt [ s+ 1Py — 2 tPeys,) 2P Hay+t dt =
0 0

IaT3
=A + A, —2 A
T1T2 T1x3 T1T2T3

Recordemos que

P =y (-1 <i)sj =851=25 = tPo; + tPes — 2 tPasas

11.3 Rentas sobre varias cabezas

Para el estudio de las rentas sobre varias cabezas el planteamiento es similar al de
los seguros. Limitdndonos inicamente a la renta unitaria e ilimitada para los casos
discreto prepagable y continuo, €l lector no ha de tener dificultad en desarrollar las
rentas temporales y diferidas asi como el caso discreto postpagable.

Dado un grupo u, los capitales vencen mientras dicho grupo no se extinga.
El valor actual de la renta es una variable aleatoria cuyos valores son

Z = f(Kz) = iz Ku=0,1,2,...

y ademds
P(Z =tgq) = #/qu k=0,1,2,...

La esperanza matematica de esta variable aleatoria, valor actual actuarial
de la renta que se representa por d,, es

by =E(Z) = b5 £/9u (11.4)
k=0

Al igual que en las rentas sobre una cabeza, el valor actual actuarial de la
renta puede obtenerse como la suma de los valores actuales actuariales de cada
uno de los capitales unitarios con vencimiento al comienzo de cada ano en caso de
supervivencia de u. Se prueba con facilidad que

iy =Y v* ipy (11.5)
k=0

ya que xp, puede expresarse en funcién de las probabilidades de supervivencia para
grupos que se extinguen al primer fallecimiento, es claro que de forma natural a,
quedard expresado como funcién de rentas sobre grupos que se extinguen al primer
fallecimiento.
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En el caso de la renta continua, el valor actual de la renta es una variable
aleatoria cuyos valores son

Z=f(K;)=idp; Tu>0

La esperanza matemadtica de esta variable aleatoria, valor actual actuarial
de la renta que se representa por a,, es

Gu= E(Z) = /0 g gu(t) dt (11.6)

y también
a’u:/ tEu dt (11.7)
0

Espresdndose a, en funcién de rentas de grupos que se extinguen al primer falleci-
miento.

Ejemplo 34 Sea u = T1x3x3. Los capitales de la renta vencen al principio de cada

ano mientras esté viva al menos una de las tres cabezas. Tenemos

o0
o . k _
azlzzzg - E v kpm1$213 -
k=0

Uk( kP, + kDPz, + kPr3 — kPxizo — kPrizs — kPxy:xs + kpa:la:gmg) =
0

0o
k=

= Qqg, + Az, += Qpy — aa:lzm - a’x1:l:3 - amzm;; ~+ azlmzmg

En general, representando mediante

@ Z a
Sm - a.’l:,'l e Ty

podemos escribir
am—m" — S;‘ - Sg + Sg + + (_1)11—ng

o también, en caso de una renta que se paga mientras en un grupo de n cabezas
vivan al menos m,

. R m (T=1Y o
a/a:lzgn.... Tn - Z(_l)J " (m — 1) S;l
j=m

lo que puede generalizarse a las rentas temporales y a las diferidas.
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2
Ejemplo 35 Siendo u =T1Z523, €l valor actual actuarial de una renta unitaria
diferida n anos y postpagable es

o0

k
n/@__2__ = E V' kP_2 =
T1T2T3 Tr1x2x3
k=n+1
(o o}
_ k -,
- E : v ( kPzizy + kPzizs + kPzazs — 2 kpz‘lmﬂa) -
k=n+1

= n/Ozyzy t n/Gziz3 T n/Ozozz — 2 n/Qz zoz3

Asimismo es posible establecer rentas sobre grupos compuestos.

Ejemplo 36 Sea u =vw conv =7T1T3 y w = I3,

(oo} 00
o o k o k —
Ay = Qz1a53:03, — E V" kPzigz:as, — E V" kPzizz kPz3, =

k=0 k=0
[o o] o0
k _ k _
= E V" ( kPzy + kPzy — kPzy2s) kPz3, = E v (kpmlzs, + kPryzs, — kp:nwzws,) =
k=0 k=0
= Qgy33, T Qaozs, — Aayasas

Ejemplo 37 Considerando u = T1Z3Z3 , €l valor actual actuarial de una renta
continua y unitaria para este grupo €s

E%W:/O g Gwiwaas(t) dt

= Aoo ag (g:n (t) + Gz, (t) + Gas (t) — Gzq29 (t) - gmﬂ:a(t) - g$2$3(t) + Gz12923 (t)) dt =

=0y, + Ay, + Ay — Q

z1zy — Azyzg — Qaozg e Az 2924
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11.4 Rentas de supervivencia

Dadas dos cabezas de edades z; y x5 (o en dos grupos de varias cabezas u y
v), podemos pensar en una renta a cobrar mientras viva =, (v) pero a partir del
fallecimiento de z; (u). Tal renta se denomina de supervivencia.

Para un tratamiento elemental de estas rentas estudiaremos en primer lugar
el valor actual de un capital unitario que vence dentro de t anos si vive x5 habiendo
fallecido z;. Ciertamente el valor actual es una variable aleatoria

g _ vt st Ty >ty Ty, <t
0 st enotrocaso
Ya que
P(Z . vt) = 9z, tPx,
la esperanza matemaética de este valor actual, que representaremos mediante Fy, /z,
es

tEIl/zz = E(Z) = o tdz, tPz, = vt (1 - tpml) tPz, (11'8)

Notemos ademas que
tE11/272 = (]- - tpml) tPx, = vt tPey — vt tPzq tPzy = tExz - tExlzz
En general, para dos grupos u y v
tEu/v = By — tEu (119)

Representando mediante a,,/, €l valor actual actuarial de una renta anual
unitaria a cobrar mientras viva (z2) pero a partir del fallecimiento de z; (notemos
que el primer término de la renta vence al final del ano de fallecimiento de z;
siempre que esté viva z,), tenemos

oo (o]

Oz /20 = E tEg /2y = Z( tEz, — tEsi2,) = oy — Gaya, (11.10)

=1 t=1

En general para dos grupos u y v,
Qyfy = Gy — Gyy (11.11)
Ejemplo 38 Sean u= 71T y v = x3
Qy/y = QF735/23 = Az — OF(F3:03 = Oz3 — Qizy — Qzyz3 + Azi2074

los términos de la renta vencen mientras viva (z3), pero una vez que hayan fallecido
(1) y (22).
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En el caso de la renta continua

a’xl/xz:/o tEEl/mz dt :A v* (1 - tp:tl) tPz, dt =a‘w2 - a’:hmz (11'12)

En general para dos grupos u y v, se tiene

Ay =0y — Qyy

Las rentas de supervivencia pueden se interpretadas como seguros cuyo ca-
pital asegurado se paga si fallece en primer lugar una de las cabezas.
En efecto, tomemos (11.12)

awl/wzz / v* (1 - tpzl) tPx, dl :/ vt tPzy tqx; Al =
0 0

00 i3 0o t
= /0 o' tPxy (/0 2Pz Hgyt2 dz) dt = /0 (/0 v tPzy 2zPx1 Mgtz dz) dt

tenemos una integral doble cuyo recinto de integracién es
A={(t,2) ER’/0<t<o0, 0<2<t}
conjunto que puede expresarse también como
A={(t,z2) ER*/0<2< 0, 2<t <0}

por lo que

6@1/1:2:/0 (/ vt tPzs 2Pxy :u’zl-l-z dt) dz = /0 (/ vt tPx, dt) 2Pxq iu‘z1+z dt =
z z

:/ z/azz zp:tl ll‘z1+z dt :/ ,UZ szz d$2+z Zp-'tl p’a:;-{»z dt =
0 0

(o o]
_ Z =
—/ V™ Qgotz 2Pzy zPxi Mgz dt
0

que coincide con el valor actual actuarial de un seguro sobre el grupo de dos cabezas
de edades z; y x4, cuyo capital asegurado se paga si fallece la primera cabeza antes
que la segunda, siendo el capital asegurado una renta vitalicia para la segunda
cabeza, a recibir a partir del fallecimiento de la primera.
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11.5 Primas y reservas matemadticas

En cuanto a las primas periédicas en el momento de establecer la equivalencia
actuarial, se ha de tener cierto cuidado respecto a la finalizacién de su pago con
el fin de evitar el supuesto de pago de primas cuando ya no existe posibilidad de
indemnizacién alguna.

Ejemplo 39 Sea u = z129x3. Consideremos un seguro vida entera con pago del
capital asegurado (unitario) al final del ario de extincion de u.

Ya que el grupo se extingue al primer fallecimiento, es razonable pensar que
las primas se han de pagar como mazimo mientras las tres cabezas se encuentren
con vida. Repesentando la prima anual constante mediante Py, 4,q,, la equivalencia
acturial conduce a

Pmlzzma Az 903 — Azlzgz:;

En caso de que se estableciese una temporalidad para el pago de primas de
n anos, escribtriamos
anxl'ﬂa d.’nzgzs:;ﬂ = Az1121'3
donde @, ,, ... representa el valor actual actuarial de una renta temporal n anos
sobre el grupo u.

Ejemplo 40 Sea u = T1Z; , y un sequro vida entera con pago del capital asequrado
al final del ano de extincion de u.

Ahora el pago de primas se realizard como mdximo hasta el ultimo falleci-
miento. Si esto es ast, la equivalencia actuarial quedard

Prizz Gzm; = Azmy

Ejemplo 41 Consideremos una renta de supervivencia a cobrar mientras viva T
pero a partir del fallecimiento de x,. Es logico que el pago de primas se realice
como maximo hasta el primer fallecimiento. En este caso la equivalencia actuarial
es

P(awx/it'z) dwxzz = Qg /zy

En relacién con la reserva matemética hemos de indicar que, en general,
cuando el grupo y la pdliza se extinguen al primer fallecimiento, la valoracién
prospectiva no se diferencia de la corrrespondiente a seguros sobre una cabeza.
Cuando esto no sucede el cdlculo de la reserva puede hacerse mas complejo debido
a la necesidad de contemplar las diferentes situaciones en que pueden encontrarse
las cabezas del grupo h anos después de suscrita la poliza. Analicemos algunos
ejemplos.
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Ejemplo 42 Para el sequro vida entera del ejemplo 39, en el que el grupo se ez-

tingue al primer fallectmiento es claro que la reserva matematica h anos después
de suscrita la pdliza es

h‘/zla:g:ra = A:n+h ro+h z3+h — Pa:l:zzzg Qg +h zo+h T3+h

Ejemplo 43 En el sequro vida entera del ejemplo 40, el grupo no se extingue al
primer fallecimiento por lo que puede "estar vivo” h anos despues de suscrita la

poliza con diversas situaciones que condicionan la cuantia de la reserva matemdtica.
Ast:
a) Si viven 1 y Ty

h‘/xlzg = A P_1112 a

z1+h T2+h z1+h T2+h

b) Si sélo vive x,

wVamg = Avvin— Poms Qi

¢) Si sélo vive xy
hv.:l:lzz = A12+h _ lezg Azyt+h

Ejemplo 44 FEn el caso de la renta de suprvivencia del ejemplo 41, la pdliza se

extingue al fallecer x9. La reserva matemdtica h anos después de suscrita la poliza
es

a) Si viven T, y T

hV(amn/zz) = Qg +h/zo+h — P(axl/xz) Oy 4 hizg+h

b) Si sdlo vive xo

hV(aml/zz) = a'w2+h

11.6 Funciones de conmutacién

Al igual que para el caso de los seguros para una cabeza, en los de varias cabezas
también se han empleado las funciones de conmutacién para facilitar los célculos
actuariales.

Asi, se define la funcién

DIIEZ oo iy, — U i ll’]lg e T (1113)
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y a partir de ella, mediante suma

Nwlmz e Wy — Z Dz1+t T+t ... Tptt (1114)

t=0

y (o o]
Szyzy ... 70 = ZNz1+t Tott ... Tott (11.15)

t=0

Asimismo, la funcién

SIIEY b S T (11.16)
y también mediante suma
Mz .. 20 = Z 4 T —— (11.17)
t=0
i o0
Rzyzy .. 20 = Z Mz, tt agtt ... antt (11.18)
t=0

El célculo mediante estas funciones de los valores actuales actuariales de
rentas y seguros para grupos que se extinguen al primer fallecimiento, es sencillo.
Veamos algunos ejemplos:

1.- Para el factor de actualizacién actuarial

z)txo+ ... +xn

v 1+t T2+t ... T T
thlzz 0 s = v’ tPzizs ... zn = z)tagt .. tzn : : ===
v b l:n:l:cg ve Ty
z)Httzgttt. . tTntt
v 3 T14t Ta+t ... Tatt Dy iyt zast ... watt
Za z1Ty ... Tn = (11'19)
v ? lmlrrz e T D:nzz 35 Tin

2.- Seguro vida entera

(o o] (o o] d
A, - k+1 == k+1Y%T1+k 224k ... otk
; Fo T v k/Qziz2 ... € = v 1 =
—0 E—0 T1T ... Tn

z)t+ktzot+k+ ... tzntk
n

20 +1
o v d1'1+k T2+k ... Tntk
- z1+kt+zo+k+ ... +zntk -
n

k=0 v lz1$2 e T
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Z a:1+k T2tk ... Tpntk Mmlzz v Ky

mlmz e B D.'l:i:l:g wue: XEH

3.- Renta prepagable

> N,
. _ E m1+k T2tk ... Tntk BI2S s T
awlzz N S klz1x9 ... Tpn — ==

.1:19:2 e By Dz1z2 s Ty

4.- Renta temporal prepagable

3

m—
zl+k T2tk ... Tntk
k T1Z9 ... Tn =

E—0 zlzg oer B

a’:na:g voo Tniml

E

o N:z:lmz oo Ty Na:1+m To+m ... Tp+m

Da:lmz e (BT

11.7 Ejercicios

1.- Pruebe las siguientes igualdades.

a)
A._Zl—dam

122
b)
Agiri= 1 =& Baygs
c) .
A 2 =1—-6a ,

r1T2x3 T1T2x3
Solucién:

a)

[ o] o @]

k+1 _ k+1 —

$1w2 2 :U k/QziEs — E v ( kPzizs — k+1p$1zz) =
k=0 k=0

o0
_ E k+1 § k+1 _ pi _
- v kPzizs — v k+1pmla:2) =Y a’m - a‘m -
k=0 k=0

=V a0 —

ETED) (xlzz_l)zl_(v—l)d—zl—da_

TIT2 1%

b) Ahora basta tener en cuenta

_ ] — 9t 1 .
Agiz,= / 3 9z129 (t) dt = 3(1_ A1112)
0
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(11.20)

(11.21)

(11.22)
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c) Igual que para b)

_ 11—t 1
T1757s /0 6 M 6 Sl W
2.- Interprete la expresién

(z122):(z374)

y exprésela en funcién de los valores actuales actuariales de seguros
sobre grupos que se extinguen al primer fallecimiento.

Solucién:
La expresién dada representa el valor actual actuarial de un seguro vida

entera con pago del capital asegurado al final del ano de la extincién del grupo que
se produce al extinguirse los grupos u = 129 y w = x3x4. Para que se produzca
ese hecho basta con que fallezca una o dos de las cabezas de un grupo y se produzca
el primer fallecimiento en el otro grupo.

(o ¢}

e k+1 —
A(mlxz):(msu) - ZU k/q(zlmg)z(msm4) =
k=

— k+1(

v
0

k+1l‘r(zlmg):(zaz4) - kp(zlzz):(xam)) =

0o
k=

= ka+l( k/Qz1z; + k/Qz3zs — k/qxlmaxsu) = Aftﬂz =+ Amam - Azl-’czzau
k=0

3.-Interprete y calcule las expresiones:

a)

A 1
T1T2T3
b)
A2
T1Trx3
b)
A
Tr1T2x3
Solucién:

a) Es el valor actual actuarial de un seguro vida entera cuyo capital asegura-
do se paga en el momento de la extincién del grupo z;xs, siempre que esta acaezca



RENTAS Y SEGUROS SOBRE VARIAS CABEZAS 301

antes del fallecimiento de (z3); esto es el capital asegurado se paga al fallecimiento
de (z1) o (z2) pero siempre que no haya fallecido previamente (x3).

A 1 - / vt tPz1zy23 Mgy tt:za+t de= / o tPr1z223 ('u'ﬂ=1+t + p-‘52+t) dt =
0 0

r1T2xr3

=4 +A .
T1Tox3 T1T2T3

b) Es el valor actual actuarial de un seguro vida entera cuyo capital asegu-
rado se paga en el momento de la extincién del grupo z; : z,, siempre que (z3)
haya fallecido previamente, esto es, el capital asegurado se paga al fallecimiento de

(1) 0 (z2) una vez fallecido (z3)..

123

A 2 - / v tdzs tPzizo Moyt +t dt = / Ut(]'_ tpx3) tPz1z2 (ﬂ11+t+ﬂ'$2+t) dt =
0 0

=Avymy — Az — A

1
Ir1T2T3 T1T2x3

c) Es el valor actual actuarial de un seguro vida entera cuyo capital asegura-
do se paga en el momento de la extincién del grupo s, siempre que esta acaezca
antes del fallecimiento de x3; esto es el capital asegurado se paga al fallecimiento
de (z1) y (z2) pero siempre que no haya fallecido previamente (z3)..

Ak / vt tPzs gm(t) dt = / vt tPz4 (gzl(t) + 9a, (t) — 9ziz, (t)) dt =
0 0

T1T223

:ZI +Zl —Zl

T1T3 ToT3 F1TaT3

4.-Interprete y calcule las expresiones:

a)

Q177503

b) )

Qzi29/23

Solucién:
a) Az7z:25 €S €l valor actual actuarial de una renta unitaria y continua pa-
gadera hasta que o bien fallezca (z3) o bien fallezcan (z1) y (z5).

00 00

— t t

AF1z5:203 — / V' tPi1z5:23 dt = / U tPzizs tPzs dt =
0 0
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cO
" s _ _
/ v (tpml +t Pz, — tpmlxz) tPzs dt =024 T Ogzizy, — Qzyzoag
0

b) @;,4,/2, €s €l valor actual actuarial de una renta unitaria y continua
pagadera mientras viva (z3) a partir del fallecimiento de (z;) o (z3)

Ug129 /23 =023 — Qzyz923

5.- Establezca una aproximacién para

Solucién:
Estamos ante el valor actual actuarial de una renta fraccionada. Ciertamente

(m)
a‘:zl:::g ..... Ty
(m) L =
Or122 .. za = 1Bz, 2t 2Bgzy 2+t
1 1
+— nBya .t 1+lEm112 @p T =
m
1 Dz1+—,1; o Tat ke Da:1+—,% e Tpt 2 Dz1+l+# e Tp 1L -
=— ( + .. 5 s} =
m D:t]:tg e Ty D:El:cg e T Dmlzz e Ty
00 m o0 m
Z 1 Da:1+p+£ z"+p+ﬁ z 1 ZD
— — = e k k
T1+p+ - ... Tntpt;
o6 Nk=i m Dzlzmg:...:zn = m D:m:.’z:g:...:z:,l - ™ i m

Asumiendo la hipotesis de linealidad de los D, esto es,

k

Dz1+p+,—f‘— zn+p+§ = D11+p o Zntp T E(DII+P+1 v Tptptl T Drz1+p mn+p)

y procediendo como en el apartado 6.2.2, se obtiene elementalmente

m—1

(m)
@ 2m

12 ... Tn = a:::la:g e Ty +

De igual forma es posible obtener el valor aproximado de las rentas tempo-
rales y diferidas, asi como para las prepagables.
6.- Pruebe que -

Az, foy & Qar /2s
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Solucién:

Aceptando la aproximacién para las rentas fraccionadas del ejercicio ante-
rior, y teniendo en cuenta que

es claro que

(m)

a’:n/a:z

=a22+

(m)
Oz, /x2

m —

2m

= a(mfzn) =

1

(m)
a’zlzz

m—1

o /e

7.- De las tablas GKMB80 y GKF80 se obtienen los siguientes datos

T
40
41
42
43
44
45
46
47
48

I, (GKM
967843.22
965692.86
963325.27
960712.63
957826.14
954636.15
951112.19
947223.18
942937.51

80) =z
35
36
37
38
39
40
41
42
43

I, (GKF80)
978042.28
976831.86
975611.02
974379.79
973136.60
971872.23
970570.36
969213.25
967781.84

Para un varén de 40 anos y una mujer de 35, calcule:

A40:35:5_|

si se emplea un tipo de interés técnico del 0.03.

Solucién:
Sabemos que

4

Ayo35:51 = Z(l +0.03)"%* 4 quoss + 5Fa03s

donde

k=0

sE035 = (1 +0.05)° 5ps0.35 = (1 + 0.05)° 0.98013163 = 0.84547016

k/4940:35 = kP40:35 40+k:35+k — kP40:35 (1 o p40+k:35+k)
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obteniéndose, después de sencillos célculos,
qa0:35 = 0.00345666

1/440:35 = 0.00368565
2/940:35 = 0.00394233
3/q40:35 = 0.00422917
4/940:35 = 0.00455456

por lo que

Ayo.3551 = 0.86359436

8.- Un padre de 40 anos de edad contrata un seguro mediante el
cual su hijo que actualmente posee 16 anos cobrara si alcanza con vida
los 21 un capital de 10000000 de pesetas.

Calciilese la prima pura anual y constante a pagar mientras vivan
ambos pero como maximo durante 5 anos, si se emplea un tipo de interés
técnico del 0.03 y la tabla de mortalidad es la GKMB80.

z I, (GKM80) z I, (GKMS0)
15 1000000 40 967843.22
16 998921.00 41 965692.86
17 997830.97 42 963325.27
18 996729.97 43 960712.63
19 995618.01 44 957826.14
20 994495.16 45 954636.15
21 993361.43 46 951112.19
22 992216.88 47 947223.18
23 991061.54 48 942937.51

Solucién:

Estamos en presencia del denominado seguro dotal. Representando men-
diante P la prima anual constante, la equivalencia actuarial es

donde

4
I Z 1+0.03)" * kD150
k=0
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A = (1 + 003)_5 5P15

15:51

siendo
Listr laotk

kP15:40 = kP15 kP40 = 1 ]
15 40

Una vez realizados los correspondientes célculos se tiene

0P15:40 = 1

1P15:40 = 0.9967015973
9P15:40 = 0.9931730440
3P15:40 = 0.9893865548
aP15:.40 = 0.9853134779
5p15 = 0.994495160

por lo que

5,405 = 4.68469941889149
A, = 0.8578602616883

15:51
y la prima anual constante es

A 1
P = 10000000 —5L — 1831195.952

a'15:40:§l
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