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PRESENTACION

FUNDACION MAPFRE desarrolla actividades de interés general para
la sociedad en distintos ambitos profesionales y culturales, asi como
acciones destinadas a la mejora de las condiciones economicas y so-
ciales de las personas y sectores menos favorecidos de la sociedad.
En este marco, el Instituto de Ciencias del Seguro de FUNDACION
MAPFRE promueve y desarrolla actividades educativas y de investi-
gacién en los campos del seguro y de la gerencia de riesgos.

En el area educativa, su actuacién abarca la formacion académica de
postgrado y especializacion, desarrollada en colaboracién con la Uni-
versidad Pontificia de Salamanca, asi como cursos y seminarios para
profesionales, impartidos en Espana e Iberoamérica. Estas tareas se
extienden hacia otros ambitos geograficos mediante la colaboracion
con instituciones espanolas y de otros paises, asi como a través de
un programa de formacion a través de Internet.

El Instituto promueve ayudas a la investigacion en las areas cientifi-
cas del riesgo y del seguro y mantiene un Centro de Documentacion
especializado en seguros y gerencia de riesgos, que da soporte a sus
actividades.

Asimismo, el Instituto también promueve y elabora informes periddi-
cos y monografias sobre el seguro y la gerencia de riesgos, con objeto
de contribuir a un mejor conocimiento de dichas materias. En algunos
casos estas obras sirven como referencia para quienes se inician en
el estudio o la practica del seguro, y en otros como fuentes de infor-
macion para profundizar en materias especificas.

Dentro de estas actividades se encuadra la publicacion de este cua-
derno que recoge los textos presentados en la Ill Reunion de Inves-
tigacion en Seguros y Gestion de Riesgos, RIESGO 2009, celebrada
en Madrid los dias 18 y 19 de junio.
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PROLOGO

La importancia de los métodos cuantitativos en la medicion y gestiéon
del riesgo esta creciendo de forma espectacular en todo el mundo, y
por supuesto también en Espafia. Cualquier observador puede ates-
tiguar el aumento en el numero de articulos en revistas cientificas de-
dicados en exclusiva a estos temas. Las especiales caracteristicas de
la recesion econdmica que estamos padeciendo tanto a nivel mundial
como nacional, y entre cuyas causas se incluye en opinién de muchos
una deficiente gestidn del riesgo, hacen que estos temas tan especia-
lizados hayan llegado incluso a ser objeto de conversacion a nivel de
calle. Términos como “cobertura” y “volatilidad” se vuelven habituales
en muchos articulos periodisticos. La importancia del analisis cuanti-
tativo riguroso frente a la mera descripcion u opinién se hace cada vez
mas evidente.

Aunque la universidad espanola tiene un gran numero de investiga-
dores dedicados al estudio del riesgo tanto financiero como actuarial,
no hay demasiados congresos a nivel nacional donde puedan discutir
sus ideas, particularmente en el ultimo campo. En el aio 2005, un gru-
po de profesores de la Universidad de Barcelona pensoé en paliar esta
carencia organizando un congreso dedicado en exclusiva al estudio
cuantitativo del riesgo, especialmente (aunque no exclusivamente) en
el negocio asegurador. El congreso, denominado “Primera Reunion
de Investigacion en Seguros y Gestion de Riesgos (RIESGO 2005)”,
tuvo muy buena acogida y reunié a investigadores de un buen numero
de universidades en un fructifero intercambio de ideas. Dos afios des-
pués, un grupo de profesores de la Universidad de Cantabria organizé
en Castro-Urdiales la “Segunda Reunién de Investigacién en Seguros
y Gestion de Riesgos (RIESGO 2007), en donde se mantuvo la buena
acogida y el alto nivel de los trabajos discutidos.

El presente libro recoge las ponencias presentadas en la tercera con-
vocatoria del congreso (RIESGO 2009), celebrada en las instalaciones



de la FUNDACION MAPFRE en El Plantio (Madrid) en el mes de junio
de 2009. Se trata de treinta y cuatro trabajos que dan una idea preci-
sa del interés que despierta actualmente en Espana el estudio de los
problemas relacionados con los seguros y la gestion del riesgo, y del
rigor con el que se estan abordando estas investigaciones. Los setenta
autores de los trabajos proceden en su mayor parte de universidades
espafolas, aunque existen también entre ellos investigadores proce-
dentes del mundo empresarial, lo que facilita el necesario y fructifero
didlogo entre la universidad y la empresa. Los articulos recogidos en
el presente volumen exponen los resultados de investigaciones origi-
nales sobre un gran numero de temas, que hemos clasificado en cua-
tro grandes apartados: Metodologia, Seguros Generales y Reaseguro,
Gestion de Riesgos y Dependencia y Envejecimiento. Se trata de una
clasificacion que hemos empleado en ediciones anteriores del congre-
SO Yy que recoge bastante bien el espiritu de los trabajos presentados,
aunque, como toda particién, a veces resulte algo caprichosa, ya que
algunos de los trabajos podrian clasificarse en mas de una categoria.

Queremos agradecer el apoyo recibido de numerosas personas e ins-
tituciones que han hecho posible la realizacion de este proyecto. La
Universidad Complutense de Madrid y el Ministerio de Ciencia y Tecno-
logia nos han proporcionado una inestimable ayuda técnica y financie-
ra. Asimismo hemos recibido un gran apoyo del Instituto de Actuarios
Espafoles y en especial de su presidente, Don Julian Oliver. Y, por
supuesto, queremos agradecer especialmente la colaboracién desin-
teresada de la FUNDACION MAPFRE, cediéndonos sus instalaciones
y financiando la edicién de este libro, asi como un premio al mejor
articulo presentado en el congreso. Queremos expresar un recono-
cimiento especial a Don Filomeno Mira, vicepresidente primero de la
FUNDACION MAPFRE y presidente del Instituto de Ciencias del Se-
guro; AD? Mercedes Sanz, directora general de dicho Instituto; a Dona
Maria José Albert, decana de la Facultad de Ciencias del Seguro de la
Universidad Pontificia de Salamanca; y a Dofia Ana Sojo y al resto de
los miembros del Departamento de Publicaciones del Instituto.

Queremos agradecer también el trabajo desinteresado de los miem-
bros de los comités cientifico y organizador del congreso. Creemos
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que el esfuerzo realizado ha merecido la pena. Y estamos seguros de
que este esfuerzo tendra continuidad en futuras ediciones de congre-
sos RIESGO que seguiran contribuyendo al desarrollo cientifico de
las disciplinas dedicadas al estudio cuantitativo del riesgo.

Antonio Heras
José Luis Vilar
Montserrat Guillén
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Ponencia 1

CREDIT SCORING BASADO EN DISTANCIAS:
COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LOS PREDICTORES

Eva Boj del Val, M Merce Claramunt Bielsa,
Anna Esteve Gomez y Josep Fortiana Gregori

RESUMEN

La prediccion basada en distancias es especialmente adecuada para el
problema del credit scoring. Se trata de métodos no paramétricos que
permiten de modo natural una mezcla de variables numéricas y cate-
goricas como predictores y dan lugar a una relacion indirecta, esencial-
mente no lineal, entre estos predictores y la respuesta. En este trabajo
definimos coeficientes de influencia de los factores potenciales de ries-
go que permiten interpretar y cuantificar la importancia de éstos.

Palabras Clave: Prediccion basada en distancias; Coeficientes de in-
fluencia; Importancia relativa de los factores de riesgo; Credit scoring.

1. INTRODUCCION

El credit scoring constituye un problema de clasificacion, pues dado
un conjunto de observaciones cuya pertenencia a una determinada
clase es conocida a priori, se busca una regla que permita clasificar
nuevas observaciones en dos grupos: los que con alta probabilidad
podran hacer frente a sus obligaciones crediticias, y los que, por el
contrario, resultaran fallidos. Para ello se debe realizar un analisis de
las caracteristicas del solicitante y de las caracteristicas de la opera-
cion, que permitira inducir las reglas que posteriormente se aplicaran
a nuevas solicitudes, determinando asi su clasificacion.
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En este trabajo proponemos como herramienta alternativa en el pro-
blema del credit scoring la utilizacion de la prediccion basada en dis-
tancias. Cabe notar, que ésta es especialmente adecuada para dicho
problema, ya que se trata de una metodologia no paramétrica que
permite de modo natural una mezcla de variables numéricas y catego-
ricas. Por otro lado, da lugar a una relacion indirecta, esencialmente
no lineal, entre los predictores y la respuesta. La metodologia multi-
variante de prediccién basada en distancias detallada en el apartado
2 es de analisis discriminante. Algunas referencias en las se utiliza
analisis discriminante en el problema del credit scoring son Artis et al.
(1994), Bonilla et al. (2003), Hand y Henley (1997), Trias et al. (2005
y 2008)

El apartado 3, lo dedicamos a la construccion adaptativa de métri-
cas. Las familias de métricas nos permiten construir una matriz de
distancias para un grupo (de pagados o de impagados) de forma
paramétrica, en funcién de conjuntos de variables. En el riesgo de
crédito es natural agrupar los predictores en conjuntos de caracteris-
ticas provenientes de la misma fuente. Por ejemplo: Conjunto 1. Ca-
racteristicas del crédito (duracion, importe, propésito,...); Conjunto
2. Caracteristicas sociales del creditor (antiguedad en la residencia
actual, edad, situacion marital/sexo, si es o no trabajador extranje-
ro,...); Conjunto 3. Caracteristicas econdmicas del creditor (situacion
actual de la cuenta corriente, cuenta de ahorros, antigiedad en el
puesto laboral, cuota del crédito en porcentaje de la renta disponible,
numero de personas mantenidas, propiedades, otros planes perio-
dicos, vivienda, tipo de trabajo,...); Conjunto 4. Relacion del credi-
tor con el banco (numero de créditos activos en el banco, historial
crediticio, si hay o no otras personas en el crédito,...). Observamos
como las caracteristicas son una mezcla de variables cuantitativas,
categodricas y binarias.

En el apartado 4, proponemos un estadistico de bondad de ajuste y
unos coeficientes de influencia que nos permitiran interpretar y cuan-
tificar la importancia relativa de todos estos factores potenciales de
riesgo. Con ello conseguimos una herramienta de decision para incluir
0 no un predictor en el modelo final.
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2. PREDICCION BASADA EN DISTANCIAS

Los métodos de analisis discriminante funcionan bien con variables
cuantitativas o cuando se conoce la densidad de los datos, pero a
menudo las variables son binarias, categéricas o mixtas, como es el
caso del riesgo de crédito. Puesto que siempre es posible definir una
distancia entre observaciones, es posible dar una version del analisis
discriminante utilizando sélo distancias, al que denominamos Analisis
Discriminante Basado en Distancias. Nos referimos a Cuadras (1989,
1992), Cuadras et al. (1997) y Boj et al. (2009) para un detalle tedrico
y practico.

Supongamos que disponemos de un conjunto de » individuos, per-
tenecientes a g grupos conocidos Q= U uQ, de tamanos
ny,...,Ng siendo el total de individuos n=np+tng. Sean 61,...,6g,
g funciones de distancia con la propiedad euclidea en el sentido del
Escalado Métrico Multidimensional (ver Borg y Groenen (2005)). Es-
tas funciones pueden o no coincidir para cada poblacion. A partir de
los predictores observados Z:(Zl,...,Zp calculamos las matrices
de distancias euclideas entre las muestras de cada poblacién:

A&Z) = (65 (oc)) de tamaiio n, xn, para a=1,...,g.
Las estimaciones de las variabilidades geométricas son:

28 (o) para a=1,...,g.

2”(11 =1

Sea m(.:g‘u nuevo individuo a clasificar en una de las g poblaciones, y
sean o; ((x para i=L...,n, ypara a=1,...,g las distancias al cua-
drado de este nuevo |nd|V|duo alos n, individuos de la poblacion Q ,
calculadas a partir de los predictores originales Z . Las estimaciones de
las funciones de proximidad son:

o (@)=— 252((1) V, para a=1,...,g.

0Lzl
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La regla basada en distancias consiste en asignar al nuevo individuo
o a la poblacion Q tal que

fa (w)z min {/;B (oo)}

1<B<g

Esta regla solo depende de distancias entre observaciones y clasifica
a o en la poblacién mas proxima.

Finalmente, las probabilidades de los individuos las estimamos como:

3. CONSTRUCCION ADAPTATIVA DE METRICAS

Nos centramos ahora en el calculo de una matriz de distancias de un
grupo concreto, Aaz de tamafo ny xn, (siendo a=1,...,g). Supon-
gamos que tenemos 4 conjuntos de variables como en el ejemplo de
la introduccion. Para cada conjunto de variables calculamos la matriz
de distancias euclidea asociada Aaz 4] con s=1,2,3,4 de tamano
ny, XNy, . Si construimos la matriz del grupo como la suma pitagorica
de las matrices de los conjuntos,

4
Agz) = z Agz)[s] ,

s=1

asumimos implicitamente el supuesto de independencia entre pre-
dictores, posiblemente inadecuado para este tipo de datos. Una ma-
nera de incluir la dependencia, es utilizar familias de métricas adap-
tativas dependientes de parametros (ver Esteve (2003) para mayor
detalle).
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Un tipo de familias son las que se obtienen como combinacién lineal
convexa de las diferentes matrices:

4
AP ()= EMA&Z)[S] :

4
A =1

cumpliendo los parametros ;= . Mediante esta familia somos ca-
paces de ponderar a priori cada uno de los conjuntos de variables.
Adicionalmente, podemos estudiar la importancia de los predictores
dentro de los conjuntos y sus interacciones (intra-grupos), todo ello
dependiendo de la definicion de distancia utilizada.

En el caso de querer modelar la no independencia de un conjunto
con otro (inter-grupos) debemos afadir mas parametros. Con este fin,
podemos utilizar el repertorio de distancias:

!
)
o]’

4 1
G, (C)= Z_IIGOL[SFZIGa/[zs]ClSG/

siendo Ga[s] la matriz de productos escalares de la métrica asociada a

la distancia A&z)[s] y C;' matrices de parametros de tamafio n, xn,, .

4. IMPORTANCIA RELATIVA DE LOS FACTORES DE RIESGO

Definimos un estadistico que nos permite estudiar la importancia re-
lativa de los factores de riesgo de manera individual. El estadistico,
a diferencia de la simple probabilidad de mala clasificacion, nos es-
tima una bondad de ajuste fina, es decir, sin saltos bruscos frente a
variaciones en los predictores. Finalmente, definimos los coeficientes
de influencia basados en el estadistico anterior, que constituiran un
criterio para decidir si incluir o no los predictores Zy,...,Z, uno a uno
en el modelo.
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Estadistico de Bondad de Ajuste:

g
w=> W,
o=l

siendo WQ=L% IBninfs (i) /o (l)}

fo =

n, B
o bien W, :Lz ftg, (i)—max ftg (z)}

Ny -1 B=a

Coeficientes de Influencia:

Para predictores cuantitativos: B j a_W

= ara j=1,....p.
aZj P J p

ZO

Para predictores categoricos o binarios: Bj =%
J

para j=1,...,p.

Z{)
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Ponencia 2

ESTIMACION NUCLEO TRANSFORMADA
PARA APROXIMAR EL RIESGO DE PERDIDA

Catalina Bolancé y Montserrat Guillén

RESUMEN

Las medidas de riesgo permiten aproximar la probabilidad de ocurren-
cia de grandes pérdidas, asi como su propia magnitud. La definicion y
propiedades de medidas de riesgo han sido ampliamente estudiadas
en la literatura existente, en general suponiendo que la pérdida es
una variable aleatoria cuya distribucion se supone paramétrica (por
ejemplo, Normal o t de Student).

En la practica también se suele utilizar la funcion de distribucion
empirica de la pérdida a partir de la observacion de datos, pero se
tendran algunos inconveniente: i) la distribucion no tiene una forma
alisada y por tanto, no se podra calcular de forma directa el riesgo
para cualquier valor de la pérdida; ii) depende muy directamente de
la informacién muestral, por tanto, cuando las pérdidas analizadas
posean fuerte asimetria a la derecha o positiva, el calculo del riesgo
se realiza a partir de muy pocos datos, reduciéndose la precision de
dicha estimacion.

La ventaja de la estimacion paramétrica frente a la no paramétrica,
es que la primera proporciona una expresion generalmente simple
para algunas medidas de riesgo. Sin embargo, no se sabe si las
grandes pérdidas se distribuyen de forma analoga a la cola de una
Normal o una t de Student. Ante ello, la aproximacién no paramétri-
ca y, concretamente, la estimacion nucleo puede ser una alternativa
muy valida.
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La estimacion nucleo clasica de la funcion de distribucion es un sim-
ple alisamiento de la distribucidn empirica, por este motivo, la falta de
precision de la estimacién en las grandes pérdidas a causa de la falta
de informacion muestral, vuelve a presentarse. La estimacién nucleo
transformada es una alternativa que mejora los resultados obtenidos
con la estimacion nucleo clasica. Esta aproximacion consiste en trans-
formar la variable con una funcién concava que simetrice los datos ori-
ginales y en obtener la estimacion nucleo clasica de la variable trans-
formada. En este trabajo proponemos una nueva estimacion nucleo
transformada, basada en una doble transformacién, que permite mejo-
rar la estimacion de medidas de riesgo tales como el VaR y el TVaR.

Palabras clave: estadistica no paramétrica, medidas de riesgo, asi-
metria, estimacion nucleo.

1. INTRODUCCION

En una aproximacion parametrica, se supone una distribuciéon conoci-
da para la variable aleatoria que mide la pérdida y se obtiene expre-
siones relativamente sencillas para los estadisticos de cuantificacion
del riesgo.

Si no se realizan supuestos paramétricos, suele utilizarse la funcion
de distribucion empirica a partir de la observacion de datos sobre pér-
didas para el calculo del valor en riesgo (VaR) o el valor en riesgo con-
dicional (TVaR). Esta aproximacion presenta numerosas desventajas,
en especial cuando el interés se situa en los valores mas extremos.
La distribucién empirica tiene forma escalonada vy, por tanto, no pro-
porciona valor de la pérdida unico para cualquier nivel de probabili-
dad. En la mayoria de casos, cuando las pérdidas analizadas poseen
fuerte asimetria a la derecha o positiva, el calculo de las cuantilas mas
elevadas se realiza a partir de un numero de datos reducido, lo que se
traduce en una importante pérdida de precision de la estimacion.

La ventaja de la estimacion paramétrica frente a la no paramétrica es
que la primera proporciona una expresion generalmente simple para
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algunas medidas de riesgo. Sin embargo, en la mayoria de situacio-
nes puede plantearse la duda de si las grandes pérdidas se distribu-
yen de forma analoga a la cola de una Normal o una t de Student. La
utilizacion de la teoria de los valores extremos, que se justifica por su
adecuacion a este problema, adolece también de un gran inconve-
niente. No existe un criterio objetivo para decidir el inicio de la cola, o
para delimitar de forma robusta el conjunto de datos que se emplea-
ran para aplicar las distribuciones de valores extremos. Es decir, la
eleccion del umbral a partir del cual se consideran extremas las ob-
servaciones es altamente subjetivo y posee excesiva influencia en la
obtencion de los resultados. Ante ello, la aproximacién no paramétrica
y, concretamente, la estimacion nucleo puede ser una alternativa muy
valida.

La estimacion nucleo clasica de la funcion de distribucion es un simple
alisamiento de la distribucion empirica y por este motivo, la pérdida
de precisidén de la estimacion en las grandes pérdidas a causa de
la falta de informacién muestral, vuelve a producirse. La estimacion
nucleo transformada es una alternativa que mejora los resultados ob-
tenidos con la estimaciéon nucleo clasica. Esta aproximacion consiste
en transformar la variable con una funcién céncava que simetrice los
datos originales y, posteriormente, obtener la estimacion nucleo cla-
sica de la variable transformada. En este trabajo proponemos una
nueva estimacion nucleo transformada, basada en una doble trans-
formacion, que permite mejorar la estimacion de medidas de riesgo
como veremos en el estudio de simulacion.

Sea X una variable aleatoria que toma valores positivos y cuya fun-
cion de distribucion es Fy (*)." Asumimos que X;, i=1,..,n son las
pérdidas observadas, que se suponen independientes e igualmente
distribuidas. Sea H la medida de riesgo definida por Hardy (2006):

H = g(1-Fy (x)dx,

' Definimos las variable alatoria positiva aunque en algunos de los métodos que describimos
esta condicidn no es necesaria.
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donde g (") es una funcién creciente, de modo que g(0)=0y g(1)=1.
Para el caso particular del valor en riesgo (VaR), g(-) se toma como:

C[0if0<(1-Fy(x)<(1-a)
g(l_F(x))_{l if 1—a)<(1-Fy(x) <1’

El valor de H refleja el papel fundamental que posee la estimacién
de la funcién de distribucion de la pérdida, en genera, para calcular
cualquier medida de riesgo y, en particular, para el calculo del VaR. Es
conocido que, si F, es continua, el resultado de la funcién A4 cuando
g se corresponde con la definicién anterior, equivale a:

VaR (x,0)=inf {x, Fy (x)> oc}: F)}l (o).

La funcion de distribucion empirica asociada a la pérdida equivale a:
N 1&
F(x)==>1(X;<x), (1)
iz
donde /(-) es una funcién que toma valor uno si se cumple la condi-
cion entre paréntesis.
Para obtener la funcion de distribucion basada en la normal hemos de

estimar, a partir de los datos, los parametros de posicion y de escala
(ﬁt,&). En consecuencia, la funcion de distribucion estimada es:

~A N2

x 1 (u—u)
D~ (x)= - 2
ne ()=, 7= exp[ vead U (2)

De forma similar, sustituyendo la densidad de la Normal por la de la t
de Student, puede estimarse la funcion de distribucion basada en la
t, aunque en este caso también tendremos que determinar los grados
de libertad de la distribucion.
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Cuando la distribucion de las pérdidas es muy asimétrica y posee
una larga cola a la derecha, como alternativa a la distribucion normal,
es preferible el ajuste de una Log-Normal. Si X es una variable alea-
toria con distribucion Log-Normal, LN(X) es una variable aleatoria
con distribucién normal, por tanto, para obtener la funciéon de distri-
buciéon de una Log-Normal estimamos los parametros de posicion y
escala (ﬁ,é), a partir de los datos transformados en logaritmos, y
calculamos.

Fry (x)= 5.5 (Ln(X))= jL”(x) 1 —exp (LN(; ) LN (1) (3)

La funcion de distribucion Log-Normal puede ser una buena alternati-
va cuando las pérdidas poseen mucha asimetria, sin embargo, la for-
ma de su funcién de densidad, con una cola larga pero muy estrecha,
provoca que en muchas ocasiones se subestime el riesgo.

La aproximacion paramétrica también pasaria por intentar ajustar a
nuestros datos distribuciones mas complicadas o, incluso, alguna
mixtura de dos distribuciones. La dificultad que ello conlleva es que
tanto la estimacién de los parametros como el calculo de las medidas
de riesgo podria complicarse mucho. Una mixtura muy comun cuando
la distribucion de la pérdida es muy asimétrica y, sin embargo, su cola
es muy gruesa, es la mixtura de la distribucion Log-Normal con la
distribucion de Pareto. La dificultad surge cuando hay que decidir la
forma de la mixtura o el punto de inicio de la cola Pareto .

La estimacién nucleo de la funcion de distribucion equivale a la inte-
gral de la estimacion nucleo de la funcion de densidad. Sea:

X,-j

la estimacion nucleo de la funcidon de densidad, donde k() es el nu-
cleo, que normalmente coincide con una funcion de densidad simé-

fX (x)=$2k(x
i=1
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trica, centrada en el cero y acotada o asintéticamente acotada. Ejem-
plos de nucleos son el de Epanechnikov:

3(_ 2) .
k()= 4(1 ) sift]<1
0 sift|>1

y el nucleo Gausiano:

2
k(t)z \/;fnexp{—%} —0<t<+0.

El parametro b es la ventana o parametro de alisamiento, que sirve
para controlar el grado de alisamiento de la estimacion, es decir, cuan-
to mayor es el valor de este parametro mas alisada sera la estimacion
de la densidad obtenida.

Integrando la estimacion nucleo de la funcion de densidad y utilizando
el cambio de variable 7= (u—X; )/b se obtiene la estimacion nucleo
de la funcion de distribucion:

e[ (5 o L -

©nbig

Ut 18 (x—X;
- --SY'K i
n;‘]—«? k()dt n; ( p j

En la expresion anterior K (-) es la funcién de distribucién asociada a
la funcién de densidad que actua como nucleo k() Las propiedades
de la estimacion nucleo de la funcion de distribucion fueron analizadas
por Reiss (1981) y Azzalini (1981). Ambos autores apuntan que cuan-
do n — o el error cuadratico medio de £y (x) se aproxima como:

P ()(-Fe () ¥ (=K )

b G fx ()] tzk(t)dtj2 . (5)
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Los dos primeros términos de la expresion anterior corresponden a
la varianza asintotica y el tercer término es el sesgo asintotico al cua-
drado.

La estimacion nucleo de la funcion de distribucion tiene una expre-
sion similar a la de la funcion de distribucion empirica, sustituyendo el
indicador 7(X; <x) por K ((x—X;)/b). La diferencia entre una y otra
es que la estimacion empirica unicamente tiene en cuenta las obser-
vaciones muestrales que se situan por debajo de x, sin embargo, la
estimacion nucleo da mas peso a las observaciones que se situan por
debajo de x y menos a las que se situan por encima. El resultado es
que la estimacion nucleo de la funcién de distribucion equivale a la
empirica alisada y el grado de alisamiento viene controlado por el va-
lor que asignemos a b. Sin embargo, las variables que miden la pérdi-
da ante una situacion de riesgo suelen poseen una fuerte asimetria a
la derecha y, también, una cola derecha muy gruesa. Por este motivo,
al igual que la distribucion empirica, la estimacién nucleo definida en
(4) no aproxima bien los valores de la funcion de distribucion para las
grandes pérdidas.

La estimacion nucleo transformada es una alternativa que mejora los
resultados obtenidos con la estimacién nucleo clasica cuando la va-
riable es muy asimétrica. En el contexto de la estimacién nucleo de
la funcién de densidad, se han propuesto diversos métodos de esti-
macion nucleo transformada, trabajos como los de Wand, Marron y
Ruppert (1991), Bolancé, Guillén y Nielsen (2003), Clements, Hurn y
Lindsay (2003), Buch-Larsen et al. (2005) y Bolancé, Guillén y Niel-
sen (2008) analizan distintas transformaciones paramétricas. Sin em-
bargo, no son muchos los trabajos que han analizado la estimacion
nucleo transformada de la funcion de distribucidén, un ejemplo es el
articulo de Swanepoel y Van Graan (2005).

En nuestro trabajo, partiendo de la idea de que las buenas propieda-
des de la estimacion nucleo transformada de la funcién de densidad
se trasladan a la estimacién nucleo de la funcion de distribucién, pro-
ponemos una estimacién basada en una doble transformacién. En la
siguiente seccion describimos las estimaciones nucleo transformadas
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que vamos a comparar con nuestra propuesta, la cual desarrollamos
en la seccidn tercera. En la cuarta seccion presentamos los resultados
de un ejercicio de simulacion. En la seccion quinta mostramos una
aplicacion con datos reales sobre costes de reclamaciones en segu-
ros de automoviles y finalizamos con un apartado de conclusiones.

2. ESTIMACION NUCLEO TRANSFORMADA

Sea T'(-) una transformacion concava, siendo y=T(x)y ¥; =T (X;),
i=1,...,n las pérdidas observadas transformadas, la estimacion nucleo
de la variable transformada es:

Fy (y):%gl((%ylj =1§/{MJ = ﬁT(X)(T(x))' (6)

i1
Se demuestra que la estimacion nucleo transformada de Fy (x) equi-

vale a: X X
Fy (x)=Fr ) (T (x))- (7)

Para obtener la estimacion anterior es necesario determinar qué trans-
formacion utilizar, cual es la funcién nucleo y, por ultimo, calcular el
valor del parametro de alisamiento. Sobre la transformacién, en este
trabajo se analizan algunas alternativas. La seleccion de una funcion
nucleo u otra afecta muy poco a los resultados, como ya es conoci-
do. Por contra, el valor del parametro de alisamiento tiene una gran
influencia en los resultados. Se han propuesto muchos métodos de
calculo del parametro de alisamiento en el contexto de la estimacion
nucleo de la funcién de densidad (para un amplio resumen de todos
ellos véase Wand and Jones, 1995), pero no son muchas las alterna-
tivas analizadas en el contexto de la estimacidn nucleo de la funcion
de distribucion.

Un modo sencillo de calcular el parametro de alisamiento en la esti-

macion nucleo de la funcion de distribucidn consiste en adaptar el mé-
todo basado en la distribucién normal descrito en Silverman (1986).
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Este método parte de minimizacion asintética del error al cuadrado
medio integrado (MISE, Mean Integrated Squared Error):

Mise (Fy ()= (] (5 ()~ () )

El valor asintético de MISE es ampliamente conocido por A-MISE
(Asymptotic Mean Integrated Squared Error). Integrando el error al
cuadrado medio asintotico dado en la expresion (5) y teniendo en
cuenta que la funcion de distribucion a estimar es F,, se obtiene que
A-MISE es:

n By (0)(1= Fy (v))dy—n”'b[K (1)(1- K (0))de +%kzb4 [ (7 (y))2 dy, (8)
donde k, = [ k() [(Fy () dv=[ (13 ("))

La expresion anterigr también puede deducirse sustituyendo el desa-
rrollo de Taylor de Fy () en MISE. Minimizando (8) respecto a b, ob-
tenemos que el parametro de alisamiento asintéticamente 6ptimo es:

1

| KO-k @) [ -1
L] (5 (1) @

9)

Silverman (1986) propone aproximar b sustituyendo los términos
que dependen de la funcion de densidad tedrica por el valor que ob-
tendriamos suponiendo que f, es la densidad de una Normal(u,o).
Utilizando el nucleo de Epanechnikov definido en la introduccion, se

obtiene que: !
=1
b20(900ﬁ45 j3 n 3 =35720m7", (10)

en la practica sustituimos o por un estimador consistente. Silverman
(1986) también propone sustituir sigma por R/1.349 si los datos po-
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seen fuerte asimetria, siendo R el rango intercuartilico. Finalmente, la
solucion general es calcular el parametro de alisamiento como:

b=Mind3.5726n ¢ 3572—8 L (11)
1.349

De todos modos, si trabajamos con la variable transformada, la asi-
metria casi se elimina, por lo que la propuesta de la expresion (10)
sera suficiente.

Sarda (1993) y Bowman, Hall y Pryan (1998) también han analiza-
do métodos de seleccion de ventana basados en la minimizacion de
una funcion de validacién cruzada, con la que suelen aproximarse los
valores de MISE en funcion de b. Todos estos métodos son largos
de implementar y con ninguno de ellos hemos obtenido resultados

satisfactorios para nuestros datos. Por ultimo, cabe citar a los méto-
dos plug-in que consisten en estimar b sustituyendo j(fy (y))Z dy

por una estimacion de este funcional, Hall y Marron (1987) y Jones
y Seather (1991) analizan la estimaciéon nucleo de funcionales del

tipo J'(fy(p)(y)j dy , donde (p) es la p-ésima derivada. Altman y Lé-

ger (1995) analizan un método plug-in basado en una expresion de
A-MISE que incorpora un término mas en el desarrollo de Taylor de
ﬁ’y (y) ello provoca la necesidad de estimar mas de un término en la
expresion del parametro de alisamiento 6ptimo, lo que dificulta enor-
memente la obtencion de los resultados.

Los cambios de variable son la base para la estimacion nucleo trans-
formada y es conocido que mejoran la estimacion no paramétrica de
densidades con fuerte asimetria. Aunque la mayoria de transforma-
ciones se han propuesto en el contexto de la estimacion nucleo trans-
formada de la funcién de densidad, los mecanismos de seleccion del
parametro de alisamiento tal y como se ha descrito anteriormente,
pueden utilizarse en la estimacion nucleo transformada de la funcién
de distribucién. Las transformaciones que analizamos a continuacion
se clasifican en paramétricas y no paramétricas y, a su vez, distin-
guiendo si son funcién de distribucion o no.
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En general, el objetivo de la estimacién nucleo transformada es que
la distribucidn de la nueva variable sea facil de estimar mediante la
estimacion nucleo clasica. Cuanto mayor es el grado de alisamiento
de la funcidon mejor puede aproximarse ésta mediante la estimacion
nucleo clasica. Si m es la funcidén a estimar, su grado de alisamiento

viene dado por _[(m (u)) du, cuanto menor es el valor de dicha inte-
gral mayor es el grado de alisamiento de la funcion a estimar.

Wand, Marron y Ruppert (1991) sugieren utilizar una familia de trans-
formaciones de potencias con una traslacion:

T;\‘ (x): (x+7»1)k2 si }\.2 e 0’ (12)
LN(X-I-}\,l) Si?\,z =0

con A >-Min(Xy,...,X,) y A,<1. Posteriormente, Bolancé, Guillén
y Nielsen (2003) proponen un método de estimacién de i =(1;,4,)
para seleccionar la transformacion éptima en la estimacién nucleo
transformada de la funciéon de densidad que consiste en encon-
trar la transformacion con la cual los nuevos valores en la muestra
T (X;)=Y.....T; (X, )=Y, posean asimetria cero y minimicen una
estimacion del funcional j fy (y))Z dy . Como ahora en este trabajo
el objetivo es estimar la funciéon de distribucion, los parametros de
transformacion se seleccionaran minimizando {g’lfy (ygj)2 dy . Siguien-
do el mismo razonamiento que Bolancé, Guillén y Nielsen (2003),
que propusierion utilizar el parametro de alisamiento que supone que
I(fy (y))2 dy es el de la normal (Silverman, 1986), en este trabajo

utilizamos su equivalente cuando el objetivo es estimar la funcién de
distribucion, y por lo tanto el definido en la expresion (10).

Buch-Larsen et al. (2005) plantean transformar los datos con la fun-
cion de distribucidn de una generalizacion de la distribucion de Cham-
pernowne (1958):

(x+c)q —c*

(x+c)a +(M +c)a —2c%

Ty . (x)= VxeR,, (13)
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cuyos parametros o, My ¢ se estiman por maxima verosimilitud. Para
calcular el parametro de alisamiento, de nuevo, el método que plan-
tean los autores es el basado en la normal. Ademas del parametro de
alisamiento expresado en (10) en este trabajo también utilizamos un
método plug-in, que consiste en sustituir en la expresion (9) la estima-

cion de j(fy (»)) dy propuesta por Jones y Seather (1991).

Finalmente, con el objetivo de estimar la funcion de distribucion,
Swanepoel y Van Graan (2005) indican la posibilidad de utilizar una
transformacién no paramétrica:

ﬁx,d(x)Z%gK(x_dXij, (14)

resultando la estimacion nucleo transformada:

ﬁy(y)ziiK(%YijzliK[ﬁx,d(x)_ﬁx,d (Xi)}, (15)

ni; b

donde dy b son dos parametros de alisamiento que pueden ser igua-
les 0 no. Swanepoel y Van Graan (2005) calculan un mismo valor para
ambos parametros de alisamiento. Sin embargo, hemos comprobado
en el ejercicio de simulacion que dicho principio no proporciona bue-
nos resultados cuando los datos poseen fuerte asimetria. Nosotros
proponemos utilizar la expresién (11) para calcular d y el método plug-
in para calcular b.

3. ESTIMACION NUCLEO DOBLE TRANSFORMADA

La estimacion que describimos en esta seccion fue estudiada en Bo-
lancé, Guillén y Nielsen (2008) en el contexto de la funcion de den-
sidad. Aqui el objetivo es estimar la funcidon de distribucién y el mé-
todo se simplifica y permite mejorar los resultados obtenidos con las
aproximaciones descritas en la seccion anterior.
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En la expresion de A-MISE, dada en (8), observamos que para obte-
ner el parametro de alisamiento asintéticamente 6ptimo es suficiente
con minimizar:

%kzbﬂ (v & ))Z dy—n"'b[K (0)(1-K ()t

que se minimiza cuando el funcional '[ fy (y))2 dy es minimo. En este
sentido, el método que proponemos se basa’en transformar la varia-
ble de modo que consigamos que su distribucion minimice el funcional
anterior.

Terrell (1990) demuestra que la depsidad de la Beta(3,3) definida en
el dominio (-1,1) minimiza _[ fy (»)) dy, entre el conjunto de densida-
des con varianza conocida. Las fuhciones de densidad y distribucion
de la Beta(3,3) son:

h(x)zi—é(l—xz)z,—lﬁxﬁl,

(16)

La estimacion nucleo doble transformada consiste en realizar una pri-
mera transformacioén de los datos, utilizando para ello la funcion de dis-
tribucién de la Champernowne generalizada con tres parémetros esti-
mados por méxima verosimilitud, 7, - . (X;)=Z;,....T; 1 - (X,)=2,,
la variable transformada posee una dlstrlbu0|on que se S|tua alrededor
de una Umforme(o 1) Posteriormente, volvemos a transformar los da-
tos utlllzando lai mversa de la funcién de distribucién de la Beta (3 3)
H ' (2)=1,....,H '(2,)=Y,. El resultado de esta doble transforma-
cion tendra una distribucion préxima a la distribucion de la Beta(3,3).
La estimacion nucleo transformada resultante es:

Fr )=y k(2 fK " T“M‘(’“)}H faie D)) 17

i=l
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El parametro de alisamiento b lo podemos calcular a partir de la
expresion (9) sabiendo que para la Beta(3,3) definida en (16)

H(;{Y (») ¢ dv=15/7, utilizando el nucleo de Epanechnikov, se obtiene
ue:

11
b =/n=3%n 3. (18)
Dado que, por la falta de informacion muestral, es en los extremos
donde peor es el ajuste de la estimacidon nucleo, proponemos utilizar
un parametro de alisamiento alternativo basado en la minimizacion
asintética de WMISE:

nise (Fy )= [ (7 () F 0)) »2ay |

Puede calcularse un A-WMISE como:
n_ljFY (») (1 - Fy (y))yzdy - n_le.fY (y)yzdyJK (t)(l —K(t))dt
1 ' :
+Zkzb4j(fy (J’))2 y2dy
El parametro de alisamiento que minimiza la expresion anterior es:

b= IfY(Y)yzdyIK(t)(l—K(t))dt 3 _% (2J;n;
] (7 () Ve

(19)

Una diferencia fundamental con el estimador propuesto en Bolancé,
Guillén y Nielsen (2008) para la estimacion nucleo de la funcion de
densidad es que para la funcioén de distribucion no es necesario el cal-
culo de un parametro de corte para evitar la ineficiencia del estimador
nucleo transformado en los valores proximos a la frontera del dominio
compacto.
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4. ESTUDIO DE SIMULACION

El estudio de simulacién que realizamos compara el funcionamiento
de los diferentes métodos de estimacién nucleo transformada de la
funcidn de distribucién en la aproximacion del VaR. También calcula-
mos los valores del VaR bajo tres supuestos paramétricos: Normal, t
de Student y Log-Normal. Utilizamos 2000 muestras simuladas de ta-
mafio 1000 procedentes de dos distribuciones cuya forma viene dada
por la mixtura entre Log-Normal y Pareto. La funcion de distribucion
de esta mixtura es:

Fy(x)= pj%m exp _W u+(lp)[1( A ij

X—C

Los parametros de la Log-Normal son: u=0y =1y los de la Pareto:
A=1, p=1y c=-1. Se simulan dos mixturas, en la primera p=0.7 y en
la segunda p=0.3.

Se comparan las distintas estimaciones del VaR(x,a)= F)}l (a).para
distintos valores de a.: 0.95, 0.99 y 0.995. Para cada simulacién se cal-
cula el valor exacto VaR (x,cx) y se compara con el estimado mediante
el calculo de la ratio:

ki ) VaR(v.0) Fi'(a)

VaR (x, OL) B F)}l (a)

Los resultados de la simulacion con p=0.7 se muestran en las Tablas
1,2y 3 para =0.95, =0.99 y 0=0.995, respectivamente. El parame-
tro de alisamiento utilizado se identifica haciendo referencia al numero
de la expresion correspondiente.

En los resultados de la simulacion observamos que en la estima-
cion del VaR (x,0.95) los resultados de las distintas estimaciones nu-
cleo (EN) son similares. En la estimacidén de riesgos mas extremos:
VaR(x,0.99) y VaR(x,0.995) los resultados de la estimacion nucleo
doble transformada (ENDT) son los mas eficientes, ya que tienen me-
nor dispersion. Hay que tener en cuenta que el tamafno de la muestra
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es 1000, por tanto, por tanto el numero de datos que la estimacion
de la distribuciéon empirica utiliza para el calculo de VaR(x,0.99) y
VaR (x,0.995) es bastante reducido.

Tabla 1* R
Resultados de la simulacion de la mixtura con p=0.7. Estadisticos descriptivos para Rt (FX )
con 0.=0.95, calculados con las 2000 muestras simuladas de tamario 1000.

CDF Ventana | Media DeSViaCiON wuiiivo Cuartil1 Cuartil2 Cuartil3  Méximo

Tipica

Empirica 10125 01051 07154 09380 10048 10782 15786
Normal 245692 2247236 1.0086 25059 4.0019 8.6559 5910.9449
t de Student 31.6063 290.0010 1.2255 3.1456 5.0666 11.0747 7627.8895
Log-Normal 11195 00902 08916 10557 11131 11769  1.5118
ENC (11) | 1.0058 01025 07159 09350 09985 1.0683  1.5633
ENTCH (10) | 10669 00953 07869 1.0019 1.0623 11266  1.4591

F;':g(g';‘ 10062 00968 07241 09407 09995 1.0655  1.4707
ENTNP F;':ig';‘ 10046 01027 07138 09338 09969 1.0674  1.5623
ENDT (17) | 10563 00986 07753 09884 10494 11179  1.5058

(19) 1.0337 0.9812 0.7548 0.9667 1.0268  1.0940 1.4945

* ENC: estimaciéon nucleo clasica; ENTCH: estimacion nucleo transformada a partir de
la funcién de distribucion Champernowne generalizada; ENTNP: estimaciéon nucleo
transformada a partir de la transformacién no paramétrica y ENDT: es la estimacién nucleo
doble transformada.
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con a=0.99, calculados con las 2000 muestras simuladas de tamafio 1000.

Tabla 2 .
Resultados de la simulacién de la mixtura con p=0.7. Estadisticos descriptivos para Rt (FX )

CDF | Ventana| Media De?}’;fc‘:;"’" Minimo Cuartil1 Cuartil2 Cuartil3 Méaximo
Empirica 10964 03674 04789 08370 1.0180 12732  3.2907
Normal 8.7641  80.4863 03341 0.8660 1.3985 3.0661 2117.0253
t de Student 13.9914 1289757 04952 1.3408 21915 4.8584 3392.4088
Log-Normal 0.6918 00736 05094 06393 06853 07378  1.0117
ENC (11) | 1.083 03662 04637 08258 1.0048 12597  3.2739
ENTCH (10) —>+o0 —+o0 —+0 —+o0 —+0 —+0 —+0

Z'::ig';‘ 11860 05192 05343 08895 10676 1.3423  10.4347
ENTNP '::9(9';‘ 12256 04399 05105 09134 11263 14295  3.5081
ENDT (17) | 11905 03193 06013 09656 1.1348 13687  2.7681
(19) | 14115 03078 05612 08950 1.0569 1.2851 27224

Tabla 3:

Resultados de la simulacién de la mixtura con p=0.7. Estadisticos descriptivos para Rf (FX )

con a=0.995, calculados con las 2000 muestras simuladas de tamario 1000.

CDF Ventana | Media De.ﬁg?:;én Minimo Cuartil1 Cuartil2 Cuartil3 Maximo
Empirica 1.2414 0.7643 0.3659 0.7779  1.0358  1.4550 12.0560
Normal 4.8656 447269  0.1821 0.4770 0.7730 1.6994 1176.4467
t de Student 8.6162 79.5182 0.2977 0.8173 1.3415  2.9847 2091.5372
Log—Normal 0.4810 0.0559 0.3437 0.4411 0.4758 0.5163 0.7298
ENC (11) 1.2315 0.7606 0.3586 0.7699 1.0276  1.4442 12.0115
ENOCH (10) —+o0 —+o0 —+0 —+o0 —+0 —>+0 —+0

Plug-in
—>+o0 —>+o0 —+oo —>+o0 —+00 —+o0 —+o0

en (9)

Plug-in
ENTNP en (9) 38.8738 343.6850 0.5168 2.6385 4.8407 11.2908 8842.0378
ENDT 17) 1.3891 0.6163 0.4905 0.9658 1.2434 1.6476 5.9679
(19) 1.2182 0.5279 0.4429 0.8480 1.0963  1.4481 4.5502
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5. ANALISIS DE DATOS

La variable sobre la que deseamos calcular el VaR mide el coste de
los siniestros asociados a un seguro del automovil?. Los datos proce-
den de una compaiiia de seguros espafola y estan referidos a sinies-
tros que ocurrieron en 1997.

Los datos se dividen en dos grupos de edad con distintos niveles de
riesgo, los menores de 30 afos y los mayores. Los menores de 30
afios son 1061 observaciones situadas en el intervalo [1;126.000], el
coste medio en este grupo es 402,70. Los mayores de 30 afios son
4061, que toman valores en el intervalo [1;17.000] y tienen un coste
medio igual a 243,09. Observamos que los datos asociados a los con-
ductores mas jovenes tienen una cola mas pornunciada.

Los VaR estimados con los distintos métodos analizados en este tra-
bajo se presentan en las tablas 4, 5y 6 ,respectivamente, para a=0.95,
a=0.99 y 0=0.995.

Los resultados corroboran los obtenidos en la simulacion. Las figuras
1y 2 muestran claramente como los resultados obtenidos con nues-
tra propuesta (ENDT) son los que mejor alisan el comportamiento de
la empirica, extrapolando de forma coherente los valores del VaR en
aquellos tramos donde no hay informacién muestral.

Tabla 4:

Resultados de la estimacion del VaR (x,0.95).
CDF Ventana Edad < 30 Edad > 30
Empirica 1104.1609 1000.0778
Normal 6900.5360 1401.9410
t de Student 8824.3550 1745.0440
Log—Normal 938.75627 842.1377
ENC (11) 1116.0850 1002.6023
ENTPT (10) 1310.2501 1012.5151
ENTCH (10) 1476.5246 999.8040
Plug-in en (9) 1186.4622 999.6900
ENTNP Plug-in en (9) 1114.8393 1002.5635
ENDT A7) 1315.9718 1011.6847
(19) 1260.7625 1005.9213

2Se expresan en miles de pesetas.
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Tabla 5:
Resultados de la estimacion del VaR (x,0.99).

CDF Ventana Edad < 30 Edad > 30
Empirica 4596.4856 3000.5715
Normal 9592.7130 1882.0770
t de Student 15204.6500 2882.9370
Log—Normal 2745.5069 2374.7903
ENC (11) 4594.3258 3006.1758
ENTPT (10) 5255.2074 3082.4623
ENTCH (10) —+o0 —>+0

Plug-in en (9) 5749.7722 3035.8465
ENTNP Plug-in en (9) 4610.8210 3006.1549
ENDT 17) 6005.9526 3256.1349
(19) 5241.3221 3107.5668
Tabla 6:
Resultados de la estimacion del VaR (x, 0.999) )
CDF Ventana Edad < 30 Edad > 30
Empirica 16421.5741 8376.0242
Normal 12610.3600 2420.2590
t de Student 28739.6600 5296.8350
Log—Normal 4066.6925 3470.9626
ENC (11) 16401.0659 8394.7112
ENTPT (10) 36135.0805 10247.3775
ENTCH (10) St —>+o0
Plug-in en (9) —+0 33768.7377
ENTNP Plug-in en (9) —+0 —>+0
ENDT 17) 63594.4775 13373.3916
(19) 37375.4977 11182.1758

6. Conclusiones

En este trabajo hemos aportado un nuevo método de estimacion nu-
cleo de la funcién de distribucion mas eficiente que el resto segun un
estudio de simulacién para estimar medidas de riesgo en distribucio-
nes de pérdida con presencia de valores extremos. También hemos
observado que el método basado en la transformacién de potencias
con una traslacion, propuesto por Bolance, Guillén y Nielsen (2003)
para estimar la funcion de densidad, adaptado a la estimacion nucleo
de la funcién de distribucion proporciona buenos resultados. El resto
de aproximaciones no parameétricas analizadas revisten notables in-
convenientes para aproximar el valor en riesgo. Por ultimo, las aproxi-
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maciones parameétricas utilizadas, que se corresponden con las mas
comunmente utilizadas en textos regulatorios sobre solvencia, propor-

cionan resultados manifiestamente sesgados.

Estimaciones del VaR (x,a) para los mayores de 30 afnos.

Figura 1
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*Parametro de alisamiento calculado minimizando A-WISE.
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Figura 2
Estimaciones del VaR (x,oc) para los menores de 30 afios.
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*Parametro de alisamiento calculado minimizando A-WISE.
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Ponencia 3

REVISION DE METODOS DE INTELIGENCIA ARTIFICIAL
APLICADOS A LA PREDICCION DE QUIEBRAS
EN EMPRESAS ESPANOLAS DE SEGUROS?

Z. Diaz, E. del Pozo, M.J. Segovia

RESUMEN

El presente articulo recopila métodos de Inteligencia Artificial aplica-
dos en distintas investigaciones a un problema financiero real, detec-
cion de insolvencias en el sector asegurador. Se trata de una cuestion
de gran actualidad. De hecho, la Unién Europea a través del proyecto
Solvencia Il, ha tomado un papel muy activo liderando la reforma de
las normas existentes en relacién con la solvencia y redefiniendo la
informacion que las compafias de seguros han de suministrar para
poder evaluarla.

Por otro lado, las propias companias de seguros, sobre todo las mas
grandes, han desarrollado modelos internos para diversos propésitos.
En Espafia, aunque no es un requisito formal, muchas aseguradoras
utilizan modelos internos de gestion de riesgo que estan en mayor o
menor grado desarrollados. Se trata, en general, de modelos parcia-
les y que no cubren todos los riesgos completamente. Ademas, nues-
tra autoridad supervisora también esta trabajando en el desarrollo de
un sistema de deteccion precoz de riesgos basado en los modelos in-
ternos que utilizan los aseguradores. Por lo tanto, desarrollar nuevos
modelos en relacion con la deteccion del posible riesgo de insolven-
cias en seguros es una cuestidén de gran actualidad.

3 Este trabajo ha sido financiado con el proyecto SANTANDER-UCM PR34/07-15788
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Las investigaciones realizadas en este sector en Espafa para ana-
lizar este tipo de riesgo utilizan con frecuencia métodos estadisticos
que emplean como variables explicativas ratios financieros que no
suelen cumplir las hipdtesis estadisticas que tales métodos requie-
ren. Hemos aplicado y recopilado varios métodos provenientes de la
Inteligencia Atrtificial [Rough Set (conjuntos imprecisos), algoritmos
genéticos, Support Vector Machines (Maquinas de vectores soporte),
el Templado Simulado (Simulated Annealing), Redes Neuronales, Ar-
boles de decisidn] para la predicciéon de insolvencias. Los resultados
obtenidos son muy satisfactorios y muestran que las metodologias
propuestas pueden ser utiles para evaluar la insolvencia de una enti-
dad aseguradora.

Palabras clave: inteligencia artificial, insolvencia, seguros, modelos
internos

1. INTRODUCCION

A diferencia de otros problemas financieros, el gran numero de agen-
tes e intereses afectados cuando se produce una insolvencia, hacen
que el estudio de la misma se mantenga siempre actual. Es mas, la
viabilidad y, en consecuencia, el riesgo de fracaso empresarial ha sido
reconocido como un factor importante en el area de la macroeconomia
o en los analisis industriales. Al mismo tiempo, tanto el numero de em-
presas quebradas como la tendencia relativa, son considerados indi-
cadores de la solidez de las industrias y del conjunto de la economia.

Ademas la actividad aseguradora, bancaria y de inversion constituyen,
conjuntamente, una proporcion muy significativa de las transacciones
financieras. Por tanto, el sector asegurador tiene una gran importan-
cia social y econoémica, luego, la deteccion precoz de insolvencias o
de las condiciones que pueden llevar a que éstas acaezcan en una
aseguradora, es una cuestion clave para las autoridades reguladoras,
inversores, gestores, analistas financieros, bancos, auditores y ase-
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gurados. Se hace necesario minimizar los costes asociados al proble-
ma que estamos considerando como pueden ser los efectos sobre los
fondos de garantia existentes en algunos paises o las responsabilida-
des de gestores y auditores.

En definitiva, dada la importancia de este problema, la actividad ase-
guradora ha sido objeto desde hace tiempo de supervisidon a través
de la articulacién de diversos sistemas de control: obligacion de infor-
mar sobre su situacién econémico-financiera mediante la publicidad
de las cuentas anuales y obligandolas a ser auditadas, imposicion de
normas encaminadas a garantizar su solvencia como pueden ser el
cumplimiento de los coeficientes de garantia y de solvencia, provisio-
nes obligatorias, inversion de las mismas, capital minimo, regulacion
de los precios, remision a la autoridad supervisora de los estados con-
fidenciales, o, finalmente, realizacién de inspecciones in situ.

La solvencia en las entidades aseguradoras es una cuestién de inte-
rés mundial, como lo constata la actual crisis financiera en la que es-
tamos inmersos. De hecho, en la actualidad a nivel europeo, el marco
legislativo en materia de solvencia para entidades aseguradoras esta
siendo objeto de un profundo estudio. El proyecto Solvencia Il preten-
de marcar las directrices que reformen las normas existentes en la
Unién Europea en relacién con la solvencia. Ademas, muchas asegu-
radoras utilizan modelos internos de gestion de riesgo que estan en
mayor o menor grado desarrollados. Se trata, en general, de modelos
parciales y que no cubren todos los riesgos completamente.

En consecuencia, desarrollar y aplicar nuevos métodos en relaciéon
con la supervision de compaiias aseguradoras o para analizar la in-
formacion, tanto cuantitativa como cualitativa, que suministren las en-
tidades aseguradoras relativa a su gestion de riesgos es una cuestion
de gran actualidad e importancia.

En Espana para este sector muchas de las metodologias aplicadas
para acometer este problema son de tipo estadistico (Martin et al.
1999, Mora, 1994; Sanchis et al., 2003) y suelen emplear como va-
riables explicativas ratios financieros. Este tipo de variables no suelen
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satisfacer las hipotesis estadisticas que requieren dichos métodos lo
que dificulta su aplicacién o cuestiona los resultados obtenidos. A ve-
ces en este tipo de técnicas la presencia de observaciones atipicas
(outliers) afecta en gran medida a los resultados finales y éstos son
dificiles de interpretar.

En la actualidad se ha dado un nuevo enfoque al problema aplican-
do al sector asegurador metodologias del ambito de la Inteligencia
Artificial (IA). Siguiendo a O’ Leary (1995), los sistemas inteligentes
pueden construirse a partir de dos enfoques.

El primer enfoque lo constituyen los denominados Sistemas Expertos:
Consiste en introducir en el ordenador el conocimiento que los exper-
tos humanos han ido acumulando a lo largo de su vida profesional; la
mayor limitacion de este enfoque radica en el proceso de captacion de
la informacion, que ha de hacerse mediante una serie de entrevistas
a los expertos.

El segundo enfoque lo constituye el Aprendizaje Automatico (Machine
Learning). Este enfoque consiste en la elaboracion de programas de
ordenador que sean capaces de generar conocimiento a través del
analisis de los datos y posteriormente utilizar dicho conocimiento para
realizar inferencias sobre nuevos datos. Dentro de las técnicas apli-
cables de este enfoque encontramos: Redes Neuronales Atrtificiales,
Algoritmos de Induccién de Reglas y Arboles de Decision. Algunas de
ellas tienen un caracter explicativo (induccion de reglas y arboles de
decisién), otras se caracterizan por un enfoque de caja negra- black
box, como las redes neuronales. Pero todas ellas, en general, no re-
quieren que los datos satisfagan ningun tipo de requisito o hipétesis,
no se ven afectadas por la presencia de observaciones atipicas.

El presente trabajo revisa un conjunto de investigaciones de caracter
empirico consistente basicamente en la aplicacién a empresas espa-
nolas de seguros no-vida de diversas metodologias de la IA que se
encuadran dentro de este segundo enfoque de aprendizaje automa-
tico. Nuestro objetivo es comprobar su efectividad en la deteccion de
insolvencias como problema de clasificacién entre empresas sanas y
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fracasadas y utilizando como variables explicativas ratios financieros
y otros tipos de variables.

Tal y como veremos, las herramientas de la IA son de gran utilidad y
un complemento y, en algunos casos, una alternativa a los métodos
estadisticos ya que mejoran en algunos aspectos algunos de sus pro-
blemas.

El resto del trabajo se estructura en las siguientes secciones: en la
seccion 2 presentamos los algoritmos de induccion de reglas, concre-
tamente la metodologia Rough Set. En la seccién 3 describimos las
redes neuronales y diversas técnicas de algoritmia heuristica hibrida.
La seccion 4 presenta diversos procedimientos de construccion de
arboles de decisién y sus aplicaciones. Finalmente en la seccién 5
exponemos las conclusiones.

2. ALGORITMOS DE INDUCCION DE REGLAS. METODOLOGIA
ROUGH SET

En el ambito de la prediccion de insolvencias la teoria Rough Set ya
ha sido aplicada a sectores distintos del asegurador (Slowinski y Zo-
pounidis, 1995, Dimitras, et al 1999, y Ahn, et al., 2000). Sin embargo,
la aplicacidn de esta teoria al sector asegurador no se limita al proble-
ma que nos ocupa sino que también se ha aplicado a otros problemas
(Shyng, Jhieh-Yu et al. 2007).

Fue originalmente desarrollada en los aflos ochenta por Z. Pawlak
(Pawlak, 1991, 2002, 2007), entre otros, como herramienta formal
para tratar con la incertidumbre inherente a un proceso de decision.
Aunque existen en la actualidad extensiones de esta teoria (Greco et
al., 1998) nos referiremos al enfoque clasico.

La filosofia del método se basa en la suposicion de que con cada ob-
jeto del universo que estamos considerando se puede asociar alguna
informacion (datos, conocimiento). Los objetos caracterizados por la
misma informacion no son discernibles en vista de la informacion dis-
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ponible. Esta “no diferenciacién” de objetos gener6 de este modo la
base matematica para esta teoria.

La informacién imprecisa es la que provoca la “no diferenciacion” de
los objetos en términos de datos disponibles y evita, en consecuen-
cia, su asignacion precisa a un conjunto. “Rough” podria traducirse
por “impreciso”; de aqui en adelante hablaremos de rough set. Por
tanto, y de manera intuitiva, un rough set es un conjunto de objetos
que, en general, no pueden ser caracterizados de manera precisa en
términos de la informacion disponible. Si esta informacién consiste en
un conjunto de objetos descrito por otro conjunto, en este caso, de
atributos, diremos que un rough set es un conjunto de objetos que, en
general, no pueden ser caracterizados de manera precisa en términos
de valores de un conjunto de atributos, y por lo tanto no los podemos
clasificar en las diferentes categorias de manera precisa. Es decir “la
evidencia”, los datos, entran en conflicto y causan esa imprecision.

Por ejemplo, en el problema que nos ocupa, nuestros objetos son las
empresas de seguros, la informacion disponible (atributos) son ratios fi-
nancieros y las clases en que las vamos a clasificar son dos en funcién
de si son insolventes o no. Tendriamos informacion imprecisa siempre
y cuando con los ratios financieros disponibles no pudiéramos clasificar
una empresa en una de las dos categorias (solvente/insolvente) dado
que tenemos empresas caracterizadas con valores similares de los ra-
tios y una es insolvente y la otra no lo es. Es decir, en la realidad nos
encontramos muchas veces con informacién de este tipo, por ejemplo
por qué pacientes con los mismos sintomas desarrollan una enferme-
dad y otros no; o, nuestro caso por qué empresas con los mismos va-
lores para determinadas variables financieras unas estan intervenidas
por ser incapaces de superar la crisis y otras no llegan a quebrar.

Por otro lado, la teoria del rough set asume la representacion del cono-
cimiento de los objetos en forma de una tabla de informacion, que es
un caso especial de un sistema de informacién. En las filas de la tabla
se indican los objetos (acciones, alternativas, candidatos, pacientes,
empresas, etc.), mientras que las columnas se corresponden con los
atributos (sintomas de una enfermedad, ratios financieros, etc.). Las
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entradas en la tabla son los valores del atributo. Es decir, la entrada
en columna q y en fila x tiene el valor f(x, q).

La relacién de no diferenciacién se expresaria de la siguiente forma
dados dos objetos, x, y, decimos que x e y no son discernibles en base
a un conjunto de atributos si, y solo si, f(x,q) = f(y, q) para todos los
atributos de la tabla. En nuestro caso, dadas dos empresas, ambas
no se pueden diferenciar si sus variables financieras (ratios) toman los
mismos valores o varian muy ligeramente.

Dado que el problema sera clasificar empresas entre solventes e in-
solventes, hemos de tener en cuenta que la clasificacion de los obje-
tos se basa en la informacion que hay accesible sobre ellos y no en
los objetos en si mismos. Por tanto, si los objetos no se pueden distin-
guir mediante atributos, no podemos asignarlos de manera precisa a
un conjunto con lo que se plantea la necesidad de una aproximacion
de las distintas clases en las que se asignarian los objetos.

Un rough set es una coleccién de objetos que, en general, no pueden ser
clasificados de manera precisa en términos de los valores del conjunto de
atributos. En consecuencia, cada rough set tiene casos fronterizos, esto
es objetos que no pueden clasificarse con certeza como miembros del
conjunto o de su complementario y, por tanto, puede ser reemplazado o
representado por un par de conjuntos precisos, llamados la aproximacion
por encima y por debajo. La aproximacion por debajo consiste en todos
los objetos que con seguridad pertenecen a la clase o categoria, y la
aproximacion por encima contiene los objetos que posiblemente perte-
necen a la misma. La frontera (o regién de duda) es el conjunto de ele-
mentos que no pueden clasificarse con certeza utilizando los atributos del
sistema de informacién y es la diferencia entre ambas aproximaciones.

Al cociente entre la aproximacion por debajo y la aproximacién por
encima se le denomina precision de la aproximacion. Este ratio indica
los casos fronterizos o “dudosos” a la hora de clasificarlos que existen
para una clase o categoria determinada. Este ratio toma el valor 1
para aquellas clases en los que no hay casos fronterizos (no hay por
tanto informacion inconsistente).
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Por otro lado, si en una tabla de informacién no sélo existe una cla-
se o categoria sino que existen varias (por ejemplo, en nuestro caso
existen dos clases de empresas, la clase de las sanas y la de las fra-
casadas), para cada una de ellas se puede calcular la aproximacion
por arriba y por abajo. El cociente entre la suma de todas las aproxi-
maciones por abajo y el niumero total de objetos del sistema, se deno-
mina calidad de la clasificacion. Expresa el ratio de todos los objetos
correctamente clasificados respecto a todos los objetos del sistema
(Slowinski y Stefanowski, 1994). Si toma el valor 1 significa que no
hay objetos “dudosos” a la hora de ser clasificados.

Una de las funciones mas importantes de la metodologia rough set
es descubrir las dependencias entre atributos al analizar una tabla de
informacion. Descubrir dichas dependencias permite que el conjunto
de atributos se pueda reducir (eliminar aquellos atributos que sean
redundantes o innecesarios), apareciendo el concepto de reducto o
conjunto minimo, que se define como el menor conjunto de atributos
gue mantiene la misma calidad de clasificacion que el conjunto de to-
dos los atributos. En una tabla de informacioén puede haber mas de un
reducto. La interseccion de todos los reductos nos da el denominado
nucleo, que es la coleccion de los atributos mas relevantes en la tabla
y que no pueden ser eliminados sin que disminuya la calidad de la
clasificacion.

A partir de un sistema de informacion reducido (ya sin redundancias)
se pueden obtener las reglas de decisidon. Estas reglas seran las que
determinen si un objeto pertenece a una determinada clase. Una regla
de decision puede expresarse como una sentencia légica que relacio-
na la descripcién mediante atributos de un objeto (condiciones) y las
clases de decision.

Toma la siguiente forma:
Sl
<se cumplen condiciones>

ENTONCES
<el objeto pertenece a una clase de decision dada>
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Cada regla de decision se caracteriza por su fuerza, esto es el nUmero
de objetos que satisfacen la parte de la condicion de la regla (en el
argot se dice cubiertos por la regla) y que pertenecen a la clase de
decisidn sugerida.

El conjunto de las reglas de decision y la informacion sobre los atribu-
tos mas significativos para la clasificacion de los objetos puede consi-
derarse como una representacion del conocimiento adquirido por un
especialista sobre todos los casos/objetos contenidos en un sistema
de informacion, sin las redundancias, tan tipicas en las bases de datos
reales. Es mas, los resultados obtenidos por el enfoque rough set se
expresan de forma similar al lenguaje natural humano. Asi, las reglas
son muy faciles de comprender por el usuario/analista y permiten jus-
tificar y explicar las conclusiones derivadas de analisis de los datos.
Ademas, da la posibilidad para el analista de controlar dicho analisis
de manera simple. Tal posibilidad no es normalmente ofrecida por las
técnicas tradicionales de analisis de datos.

El conjunto de reglas para todas las clases de decision se denomina
algoritmo de decision. Las reglas derivadas de una tabla con esta me-
todologia se pueden utilizar para clasificar nuevos objetos (en nuestro
caso empresas nuevas). La clasificacion de cualquier nuevo objeto
puede hacerse comparando su descripcion con las condiciones de
cada una de las reglas de decision.

En Sanchis et al. (2007) se describe una aplicacién a la prediccién de
insolvencias en empresas espafolas de seguros no-vida. Utiliza una
muestra (Sanchis et al., 2003) de 36 empresas fracasadas y 36 em-
presas sanas descritas en base a 21 ratios financieros.
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R1

Fondo de Maniobra / Activo Total

R2 Beneficio antes de Impuestos(BAl)/ Capitales propios
R3 Ingresos Financieros/ Total Inversiones
R4 BAI*/ Pasivo Total
BAI* = BAl+ Amortizaciones + Provisiones + Resultados Extraordinarios
R5 Total Primas adquiridas de seguro directo / Capitales propios
R6 Total Primas adquiridas de negocio neto / Capitales propios
R7 Total Primas adquiridas de seguro directo / Capitales propios + Provisiones Técnicas
R8 Total Primas adquiridas de negocio neto /Capitales propios + Provisiones Técnicas
R9 Capitales Propios / Pasivo Total
R10 | Provisiones Técnicas / Capitales Propios
R11 | Gastos Técnicos de seguro directo / Capitales propios
R12 | Gastos Técnicos de negocio neto / Capitales propios
R13 | Gastos Técnicos de seguro directo / Capitales propios + Prov. Técnicas
R14 | Gastos Técnicos de negocio neto / Capitales propios + Provisiones Técnicas
Ratio Combinado 1 = Ratio Siniestralidad de seguro directo (RSD)
R15 + Ratio de Gastos (RG)
RSD = Gastos Técnicos de seguro directo/ Total Primas adquiridas de seguro directo
RG = Comisiones y otros gastos de explotacion/ Otros ingresos explotacion
Ratio Combinado 2 = Ratio Siniestralidad de negocio neto (RSN)
R16 + Ratio de Gastos (RG)
RSN = Gastos Técnicos de negocio neto/ Total Primas adquiridas de negocio neto
RG = Comisiones y otros gastos de explotacion/ Otros ingresos explotacion
R17 (Gastos Técnicos de seguro directo + Comisiones y otros gastos de Explotacion)/ Total
Primas adquiridas de seguro directo
R18 (Gastos Técnicos de negocio neto + Comisiones y otros gastos de Explotacion)/ Total
Primas adquiridas de negocio neto
R19 | Provisiones Técnicas de reaseguro cedido / Provisiones Técnicas
R20 | RSD = Gastos Técnicos de seguro directo/ Total Primas adquiridas de seguro directo
R21 | RSN = Gastos Técnicos de negocio neto/ Total Primas adquiridas de negocio neto
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Con estos datos se ha construido una tabla de informacién que se ha in-
troducido en programa ROSE (web www-idss.cs.put.poznan.pl/rose).

El analisis rough set de la tabla mostré que la precision fue perfecta,
esto es, igual a uno y /a calidad de la clasificacion fue también igual a
uno. Esto significa que las empresas estan muy bien discriminadas
entre ellas y no hay casos “dudosos”. Se obtuvieron 452 reductos de
la tabla de informacion codificada, cada uno de los cuales contiene
entre 4 y 6 atributos, lo que respecto a los 21 originales supone una
reduccion importante.

Este resultado da una idea de la ayuda que supone la aplicacién de
este método en la eliminacion de variables redundantes ya que, en
cualquier caso, al menos 15 atributos pueden ser eliminados sin nin-
guna consecuencia. Los ratios que aparecen con mas frecuencia en
los reductos son: R1, R3, R4, R9, R17, R18 y R19 lo cual indica que
son variables muy discriminatorias en la muestra entre empresas sol-
ventes y no solventes

Por otro lado, el ndcleo de atributos esta vacio luego ningun unico
atributo es absolutamente necesario. A partir del reducto elegido se
obtuvieron 30 reglas de decision. Dichas reglas son una representa-
cion sin redundancias del conocimiento. En el algoritmo obtenido sélo
se han utilizado 74 descriptores, lo que supone un 5% de los que apa-
recian en el sistema de informacion inicial (1.368). En general, cuanto
mas corta es una regla mas general es.

Para validar el algoritmo obtenido y ver la precision predictiva se efec-
tud la clasificacion de los datos de las 72 empresas para 2, 3,4y 5
afos previos a la declaracién de la quiebra (Dimitras et al., 1999).
Los porcentajes de clasificaciones correctas obtenidas con la aplica-
cion del método rough set fueron respectivamente 78.57%, 66.67%,
64,71% y 70.

Ademas para el afo previo a la quiebra se hizo otro experimento en el

que la muestra se dividié en dos. Una de las submuestras se utilizo para
estimar las reglas de decision y la otra para validar las reglas obtenidas.
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De esta manera al ser dos muestras totalmente independientes los
resultados son mas fiables. En este segundo experimento se obtuvo
una tasa de aciertos del 77.77%. Como se puede comprobar, en ge-
neral los resultados obtenidos son bastante satisfactorios.

3. REDES NEURONALES Y ALGORITMIA HEURISTICA HiBRIDA

Dentro de las herramientas de la Inteligencia Artificial y, en concreto,
dentro de las técnicas de Aprendizaje Maquina las que ahora presen-
tamos se caracterizan por ser buenos clasificadores (y, por lo tanto,
ser buenos predictores). Sin embargo, sirven en menor medida para
analizar el conocimiento (las relaciones) existente en los datos por lo
que se encuadran dentro del llamado enfoque denominado de “caja
negra”.

3.1 Redes Neuronales

La aplicacidn de redes neuronales al problema de la insolvencia en
empresas no es nueva (O,leary, 1998). De hecho en el ramo de se-
guros de vida se han hecho algunos trabajos (Brocket, et al. 1994 y
2006).

Basicamente, una Red Neuronal consiste en una serie de unidades
de proceso, también conocidas como “neuronas artificiales”, relacio-
nadas mediante unas conexiones ponderadas. Cada una de estas
unidades recibe sefiales a través de una serie de vias de entrada y
responde a ese estimulo enviando una senal a todas aquéllas con las
que a su vez tenga una conexion de salida. Esto ultimo esta inspirado
en las neuronas de los seres vivos que reciben sefiales eléctricas a
través de las dendritas y proporcionan una sefial de salida a las neu-
ronas conectadas con ellas a través del axon.

Las Redes Neuronales aprenden por medio de ejemplos, es decir, ge-

neralizan de experiencias previas a las nuevas para asi poder llevar a
cabo un proceso decisional.
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Las neuronas artificiales asi definidas se conectaran unas con otras,
formando diversas estructuras conocidas como topologias de red.
La estructura de cada topologia de red depende de la respuesta que
se pretende que el sistema proporcione. Asi podemos distinguir dos
grandes grupos: Redes Clasificadoras y Redes Optimizadoras.

Las primeras son las que ante un conjunto de patrones de entrada
responderan con una clasificacién de situacion que presente esos pa-
trones con arreglo a un conjunto finito de categorias. Las segundas
trataran de optimizar una funcion objetivo.

Dentro del marco de las redes de neuronas, el Perceptron multicapa
es en la actualidad una de las arquitecturas mas utilizadas en la re-
solucion de problemas en una gran variedad de areas, debido, funda-
mentalmente, a su capacidad como aproximador universal de relacio-
nes no lineales entre datos de entrada y salida asi como a su facil uso
y aplicabilidad.

El Perceptron multicapa es una generalizacion del Perceptron simple
(Rosenblatt, 1957) que surgié como consecuencia de las limitaciones
de dicha arquitectura en lo referente al problema de la separabilidad
lineal, ya que este tipo de modelo sélo permite resolver problemas
en los que los ejemplos son linealmente separables en términos de
clasificacion, o en los que las salidas son funciones lineales de las
entradas.

En 1986, Rumelhart, Hinton y Williams (Rumelhart et al., 1986) forma-
lizaron un método para que una red neuronal aprendiera la asociacion
que existe entre los patrones de entrada a la misma y las salidas
correspondientes, utilizando mas niveles de neuronas que los que
utilizé Rosenblatt para desarrollar el Perceptron. Este método, cono-
cido como backpropagation (propagacion del error hacia atras) esta
basado en la generalizacion de la regla Delta propuesta por Widrow y
Hoff (1960) para tener en cuenta el error producido en las salidas de la
red, a diferencia de la regla de aprendizaje del Perceptron, en la que
se potencian las salidas correctas y no se tienen en cuenta las inco-
rrectas, no existiendo ninguna graduacion en la regla que indique en
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qué medida resulta errénea la salida producida y refuerce proporcio-
nalmente a dicha medida de error. El algoritmo de retropropagacion
es una extension de la regla Delta para redes con capas intermedias
(redes multicapa) y funciones de activacion no lineales.

La importancia de la red backpropagation radica en la representacién
interna del conocimiento que es capaz de organizar en la capa inter-
media de las células para conseguir cualquier correspondencia entre
la entrada y la salida de la red autoadaptando los pesos de las neuro-
nas de las capas intermedias.

Muy brevemente, el funcionamiento de una red backpropagation con-
siste en un aprendizaje de un conjunto de pares de entradas-salidas
dados como ejemplo a través del siguiente proceso: primero se aplica
un patron de entrada como estimulo para la primera capa de neuro-
nas de la red, se va propagando a través de todas las capas siguien-
tes hasta generar una salida, se compara el resultado obtenido en las
neuronas de salida con la salida que se desea obtener y se calcula
un valor del error para cada neurona de salida. A continuacién, es-
tos errores se transmiten hacia atras, partiendo de la capa de salida,
hacia todas las neuronas de la capa intermedia que contribuyan di-
rectamente a la salida, recibiendo el porcentaje de error aproximado
a la participacion de la neurona intermedia en la salida original. Este
proceso se repite, capa por capa, hasta que todas las neuronas de la
red hayan recibido un error que describe su aportacién relativa al error
total. Basandose en el valor del error recibido, se reajustan los pesos
de conexién de cada neurona, de manera que la siguiente vez que se
presente el mismo patron la salida esté mas cercana a la deseada, es
decir, el error disminuya. El proceso se repite para todos los ejemplos
o patrones de entrenamiento, completando asi una iteracién o ciclo de
aprendizaje. De esta manera, en ciclos sucesivos se van ajustando
los parametros de la red hasta alcanzar un minimo del error cometido
por la misma.

La habilidad del Perceptron multicapa para aproximar relaciones no

lineales, filtrar ruido en los datos, etc., hace que sea un modelo ade-
cuado para abordar problemas reales. No obstante, aunque sea una
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de las redes mas conocidas y utilizadas, esto no implica que sea una
de las mas potentes y con mejores resultados en las diferentes areas
de aplicacion.

A pesar de la enorme eficacia predictiva que han mostrado las re-
des neuronales en numerosos estudios empiricos, debemos incidir
en que son modelos de “caja negra” y conllevan serias dificultades de
interpretacion tedrica, por lo que su utilizacién solo seria acertada en
aquellas situaciones donde la explicacion pierda importancia frente a
la prediccion.

En cuanto a la aplicacién de las redes al sector asegurador espanol,
en el trabajo de Martinez de Lejarza (1999) se utiliza una muestra
(Lépez et al, 1994) de 70 empresas aseguradoras (35 sanas y 35
quebradas) con datos de cinco afios antes de la quiebra. Se entrena
un Perceptron multicapa con dos neuronas en la capa oculta para
cada uno de los cinco afos considerados, obteniéndose el 100% de
clasificaciones correctas en el ano 1, 97.96% en el ano 2, 96% en el
ano 3, 100% en el afo 4 y 97.43% en el afio 5. Aunque los resultados
parecen muy satisfactorios, hemos de matizar que no se efectua nin-
gun tipo de validacion externa de los mismos y, por tanto, la eficacia
predictiva del método seria muy discutible.

En Diaz et al. (2005), se utilizan 19 ratios financieros calculados a par-
tir de las cuentas anuales de 3 afios consecutivos previos a la quiebra
tomadas de la misma muestra de empresas espafolas de seguros no
vida que en Sanchis et al. (2003), formada por 36 empresas fracasa-
das y 36 empresas sanas. En este trabajo, para cada uno de los tres
anos considerados se procede a entrenar una red backpropagation.
La topologia de las redes utilizadas es: 19 neuronas en la capa de
entrada, correspondientes a los 19 ratios, una capa intermedia cuyo
numero de neuronas varia de una red a otra y 2 neuronas en la capa
de salida, correspondientes a las clases. En cuanto a los resultados
obtenidos, los porcentajes de empresas correctamente clasificadas
en el entrenamiento de las redes para cada uno de los horizontes son,
respectivamente, 98.15%, 94.23%, 97.5%, siendo del 77.78%, 87.5%
y 85.71% en la validacion externa.
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3.2 Algoritmia Heuristica Hibrida: Maquinas de Vectores Soporte,
Algoritmos Genéticos, Enfriamiento Simulado

Una parte muy importante de las herramientas de inteligencia artificial
esta formada por los llamados algoritmos heuristicos, para la resolu-
cion de problemas en los que aproximaciones de tipo tradicional no
son adecuadas. La gran mayoria de estos algoritmos tienen una com-
ponente de aleatoriedad importante, pero, al mismo tiempo, poseen
una estructura de busqueda que les hace ser muy potentes, y que ha
contribuido a su popularidad en los ultimos afos.

Sin duda, el paradigma de algoritmo heuristico esta formado por los
algoritmos basados en la teoria de la evolucion, mas conocidos como
algoritmos evolutivos, y entre éstos, los mas populares y estudiados,
los algoritmos genéticos. Los algoritmos genéticos son heuristicos uti-
lizados para optimizacion y busqueda, basados en la aplicacion de
las leyes de la evolucién en la naturaleza (basicamente la supervi-
vencia del mas fuerte). A su popularidad han contribuido, en parte, la
elegancia de las ideas que hay detras, y sin duda también su senci-
llez, flexibilidad y aplicabilidad a una enorme variedad de problemas
distintos en campos muy diferentes entre si. Otro tipo de algoritmos
como el enfriamiento simulado (Kirpatrick, 1983, 1984), basado en el
proceso fisico de enfriamiento de la materia, o la programacion gené-
tica (Koza, 1992), en la que se evolucionan arboles de decisién, son
menos populares.

La aplicacion de algoritmos heuristicos en Economia ha sido tradi-
cionalmente menor que en otras disciplinas, posiblemente porque
en Economia la mayoria de los problemas en los que se han aplica-
do técnicas de Inteligencia Artificial son problemas de decision, mas
apropiados para redes neuronales y distintos tipos de clasificadores,
y no tanto para algoritmos de optimizacion (O’leary, 1998). Esta ten-
dencia se matiza, sin embargo, en los ultimos afos, con la aparicion
de multiples problemas de optimizacién relacionados con el estudio
del mercado de valores, y la prevision de insolvencias empresariales
donde a la bateria de herramientas anteriores se le afiade la de los
algoritmos evolutivos.
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En este apartado se presenta la aplicacion de técnicas heuristicas
en problemas de optimizacion que surgen en la prevision de insol-
vencias en compafias de seguros, concretamente en seguros no-
vida, siguiendo los trabajos de Salcedo-Sanz et al. (2004, 2005) y
Segovia et al. (2004). Especificamente se presenta la aplicacion de
algoritmos genéticos y enfriamiento simulado como algoritmos basi-
cos que permiten mejorar la decisién (compafia solvente o insolven-
te) de un clasificador dado, en concreto una Maquina de Vectores
Soporte.

En un problema de clasificacion es muy comun que no todas las ca-
racteristicas que definen las muestras sean completamente necesa-
rias.

En general, por el contrario, es frecuente encontrarse con determina-
das caracteristicas completamente superfluas para un problema de
clasificacion dado. Este tipo de caracteristicas son en general perju-
diciales, porque afnaden ruido al sistema, sin aportar absolutamente
ninguna informacion que ayude al clasificador a clasificar correcta-
mente las muestras. La inclusién de este tipo de caracteristicas di-
gamos “daninas” es en la practica inevitable, puesto que cuando se
generan los datos no se conoce cuales son las caracteristicas impor-
tantes para un determinado problema, de manera que en principio
las muestras son descritas con el mayor numero de caracteristicas
posibles. La seleccion de caracteristicas se puede definir y resolver,
en general, como un problema de optimizacion combinatoria. Nor-
malmente este tipo de problemas son dificiles de resolver con mé-
todos tradicionales, y para ellos, los algoritmos heuristicos son una
alternativa muy interesante.

Las metodologias que vamos ahora brevemente a comentar han de-
mostrado ser tanto excelentes clasificadores [las Maquinas de Vecto-
res Soporte (SVM- en inglés, Support Vector Machines] y/o excelentes
“selectores de caracteristicas [Algoritmos Genéticos-AG; Arboles de
Decisién-AD y el Templado Simulado- SA (en inglés, Simulated An-
nealing)], y se han aplicado con éxito en multitud de tareas en el am-
bito de la Ingenieria, de la Medicina y de la Economia, entre otras.
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Estas metodologias se han aplicado utilizando las mismas empresas
y ratios que en el trabajo de Sanchis et al. (2007), descritos en la sec-
cion 2, y para el afio anterior a la quiebra.

El objetivo de los experimentos desarrollados ha sido intentar con-
seguir un conjunto de caracteristicas que describan las 72 empresas
consideradas, que sea menor que el inicial (19 ratios), y que propor-
cione un error medio de clasificacién en test menor o igual que el
proporcionado por el conjunto inicial de caracteristicas. Para ello, en
primer lugar es necesario evaluar la probabilidad de error en test ob-
tenida con el clasificador, es decir, la SVM utilizando los 19 ratios del
conjunto inicial de caracteristicas. La probabilidad de error obtenida
con estos 19 ratios utilizando el proceso de validacion cruzada fue
P, =0.33. Esto significa que la SVM, utilizando los 19 ratios acertaria
en media dos tercios de las veces que evaluara la solvencia o insol-
vencia de una determinada empresa.

Una vez tomada esta referencia del conjunto inicial de ratios, realizan
la seleccion de caracteristicas mediante el algoritmo genético y el en-
friamiento simulado.

Describiremos brevemente estas técnicas asi como los resultados ob-
tenidos con ellas para el problema que estamos tratando.

La SVM (Burges, 1998) es una maquina de aprendizaje que se basa
en la siguiente idea: cuando no sea posible separar los datos en el
espacio de entrada con un hiperplano lineal, trasladar, mediante
aplicacién no lineal, los vectores de entrada a un espacio de dimen-
sion muy alta. En este nuevo espacio se construira una superficie
de decision lineal. Esta idea se puede aplicar tanto en el caso en
que los datos sean separables sin errores como para el caso de
no separables. En los trabajos citados, la SVM ha sido utilizada
para clasificar los datos primero sin seleccionar las caracteristicas
y después efectuando una eliminacién de las variables (ratios) re-
dundantes (“seleccion de caracteristicas”) mediante la utilizacién de
AG y del SA. De esta forma se mejora la tasa de clasificacion de la
SVM.
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Los AG son un logro mas de la Inteligencia Artificial en su intento
de replicar comportamientos bioldgicos mediante la computacién. Los
algoritmos genéticos (Goldberg, 1989) son una clase de técnicas de
busqueda y resoluciéon de problemas basados en la generacion de
una poblacion de posibles soluciones (normalmente codificadas como
cadenas de numeros binarios), llamados individuos. La poblacion es
en principio generada al azar, y evolucionada mediante la aplicacion
de operadores evolutivos (basicamente seleccion, cruce y mutacion),
que producen la aparicién de nuevos individuos (nuevas soluciones al
problema) a la vez que so6lo las mejores soluciones (con respecto a al-
guna funcion objetivo o fitness) sobreviven, eliminandose con mucha
mayor probabilidad aquellos individuos con peor fitness. La novedad
que introducen los Algoritmos Genéticos es que explotan eficiente-
mente la informacidn histérica para especular sobre nuevos puntos de
busqueda, esperando un funcionamiento mejorado.

A diferencia del anterior el enfriamiento simulado (Kirpatrick, 1983,
1984) es un heuristico de busqueda y optimizacion basado en el pro-
ceso natural conocido como temple. El proceso de temple consiste en
calentar una sustancia y posteriormente enfriarla poco a poco, hasta
que una estructura cristalina fuerte sea obtenida. Este proceso puede
ser simulado en un ordenador y aplicado a la obtencion de soluciones
Optimas de un problema de optimizacion combinatoria. El proceso se-
ria el siguiente: Se parte de una unica solucién al problema, generada
aleatoriamente. Se define entonces una temperatura del sistema que
ird siendo disminuida poco a poco a lo largo del algoritmo. Mediante
un operador de mutacion se van obteniendo distintas soluciones a
partir de la solucion actual. Si la nueva solucidon encontrada es mejor
que la actual, ésta ultima es tomada como nueva solucion actual. Si
la nueva solucidn encontrada es peor, ésta puede ser tomada como
solucion actual probabilisticamente, y la probabilidad de aceptacion
de esta solucion peor como la actual depende de la temperatura del
sistema en ese momento. La temperatura del sistema, que controla la
probabilidad de aceptacion de soluciones peores que la actual, debe
ser tal que al principio la probabilidad de aceptacion sea grande, mien-
tras que al final del algoritmo sélo las soluciones que sean mejores
que la actual puedan ser aceptadas (probabilidad de aceptacién de
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soluciones peores nula). El procedimiento de enfriamiento simulado
es mejor que otros heuristicos escapando de soluciones suboptimas,
sin embargo, la solucién que aporta no tiene por qué ser el éptimo glo-
bal, sino que sera una solucién “suficientemente buena” que podemos
considerar la solucidén a nuestro problema. La estructura general de
un algoritmo de enfriamiento simulado esta formada por la seleccion
de la codificacion de las soluciones, la funcion objetivo a ser optimiza-
da y el operador de mutacion aplicado.

Por tanto, en los trabajos mencionados se emplea un hibrido: los AG
y el SA se utilizan para seleccionar los ratios mas significativos vy, la
SVM se utiliza como clasificador, es decir, para clasificar las empresas
de seguros en sanas o fracasadas.

Los mejores resultados obtenidos con el AG es el conjunto formado
por los ratios {R1, R9, R13} con una tasa de error Pe = 0.23. Los
ratios mas relevantes seleccionados por el SA son dos conjuntos
{R1, R9, R13} y {R3, R9, R19}, ambos con una probabilidad de
error Pe = 0.23. Debemos destacar que los ratios {R1, R9, R13}
son comunes a ambos algoritmos y que los resultados de clasifica-
cion (logrados utilizando la SVM) son para ambos algoritmos igua-
les, esto es, Pe = 0.23. Estos resultados, en cuanto a clasificacion,
son similares a los obtenidos con la metodologia Rough Set (RS)
para el experimento que utiliza dos muestras independientes ya
que la tasa de acierto es aproximadamente del 77%, lo que implica
una tasa de error de Pe = 0.23.

Sin embargo, los reductos obtenidos utilizando la teoria RS contenian
de 4 a 6 ratios. Los ratios mas significativos en los reductos son R1,
R3, R4, R9, R17, R18 y R19. Si observamos, hay varias coincidencias
con los seleccionados tanto por el AG como con el SA. Esto indicaria
cuales son en la muestra las variables mas discriminatorias entre em-
presas solventes e insolventes.

Hay ademas que destacar que para la misma tasa de clasificaciéon

tanto el SA como el AG utilizan sélo 3 ratios (menos que la metodo-
logia RS), lo cual muestra que son herramientas mas poderosas en
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cuanto a seleccion de las variables mas significativas. Sin embargo,
estos resultados, a diferencia de los obtenidos por el método RS (re-
glas de decisién), son dificiles de justificar y no se pueden analizar
claramente debido a su caracter de “caja negra”.

Por otro lado, en Salcedo-Sanz et al. (2005) se comparan los ratios
obtenidos tanto por el método Rough Set como por el AG y el SA con
los ratios obtenidos mediante la generacion de arboles de decision
basados en la programacion genética. Aunque en la préxima seccion
se explicaran con mas detalle los arboles de decision, cabe mencio-
nar que un arbol de decision basicamente consiste en una estructura
compuesta de una secuencia de preguntas sencillas, cuyas respues-
tas trazan un camino que conduce hacia abajo en el arbol. El punto
final alcanzado (hojas) determina la clasificacion o prediccién hecha
por el modelo, que puede constituir tanto una respuesta cualitativa
como cuantitativa.

Existen varios procedimientos para construir arboles de decision.
Uno de ellos consiste en generar arboles de decisién basados en la
programacién genética. En el trabajo citado, los ratios seleccionados
como mas relevantes por los arboles de decision son R1, R4, R5, R7,
R10, R11, R18, R20, R21.

Cabe destacar que los trabajos comentados sefalan que el ratio R1,
para la muestra utilizada, seria la variable mas discriminatoria entre
empresas solventes e insolventes, ya que aparece en todos los mé-
todos aplicados.

4. ARBOLES DE DECISION. ALGORITMO See5

Quizéas de entre todos los métodos de aprendizaje automatico sean
los sistemas de aprendizaje basados en arboles de decision los mas
faciles de utilizar y de entender. Ademas, la estructura de condicion
y ramificacion de un arbol de decision es idonea para el problema
gue nos ocupa, el de clasificacién de empresas como sanas o fra-
casadas.
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La construccion automatica de arboles de decision se origina con los tra-
bajos en el campo de las ciencias sociales de Morgan y Sonquist (1963)
y Morgan y Messenger (1973). En estadistica, resulta fundamental la
aportacion de Breiman et al. (1984), que proponen el algoritmo para
construir arboles denominado CART (Classification and Regression
Trees). Mas o menos al mismo tiempo los sistemas de induccion de
arboles de decision comienzan a usarse en el campo del aprendiza-
je automatico, donde alcanzan una notable repercusion los algoritmos
desarrollados por Quinlan (1979, 1983, 1986, 1988, 1993 y 1997), y en
ingenieria (Henrichon y Fu, 1969; Sethi y Sarvarayudu, 1982).

Las sucesivas ramas de un arbol de decision van realizando una serie
de divisiones excluyentes y exhaustivas en el conjunto de elemen-
tos que se quieren clasificar. La diferencia basica entre los distintos
algoritmos empleados radica en el criterio utilizado para realizar las
particiones mencionadas. Comentaremos a continuacion el probable-
mente mas popular de entre todos los algoritmos de aprendizaje de
arboles de clasificacion a partir de un conjunto de datos de ejemplo.

El algoritmo See5 (Quinlan, 1997) es la versidbn mas moderna del ID3
y C4.5 desarrollados por este autor a lo largo de las dos ultimas déca-
das. En él, el criterio utilizado para hacer las particiones se apoya en
una serie de conceptos procedentes de la Teoria de la Informacion y
ha experimentado a lo largo del tiempo una serie de notables mejoras.
La idea central que comparte con otros algoritmos similares es la de
tomar en cada rama del arbol para hacer la correspondiente particion
aquella variable que proporciona mas informacion de cara a clasificar
los elementos que constituyen el conjunto de entrenamiento (el con-
junto de datos usados para construir el arbol).

La informacion que proporciona un mensaje o la realizacion de una
variable aleatoria x es inversamente proporcional a su probabilidad
(Reza, 1994). Resulta habitual en Ingenieria de Comunicaciones o
en Estadistica medir esta cantidad en bits, que se obtienen como

1
log, —.

Px
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El promedio de esta magnitud para todas las posibles ocurrencias de
la variable aleatoria x recibe el nombre de entropia de x:

H(x)=Y p(x)logzﬁ.

La entropia es una medida de la aleatoriedad o incertidumbre de x o
de la cantidad de informacion que, en promedio, nos proporciona el
conocimiento de x.

Analogamente, se puede definir la entropia conjunta de dos variables
aleatorias x e y:

H 1

()= Zp(x »)loga — S ( ) que es la cantidad de informacion
que, en promedlo nos proporciona el conocimiento de x e y. La en-
tropia condicional de x dada y, H (x/ y), se define como

H(x/v)= Zy:p(x )loga oS (x/y) y es una medida de la incertidumbre
respecto a x cuando se conoce y. Es decir, es la cantidad de informa-
cién que necesitamos para conocer plenamente x cuando ya tenemos
la informacion suministrada por y. Se cumplira siempre, Iégicamente,
que H (x/y)< H (x), pues al conocer y tenemos mas informacion que
nos puede ayudar a reducir la incertidumbre sobre x. A esa reduc-
cion de incertidumbre se la denomina informaciéon mutua entre x e y:
I(x;y)=H (x)-H (x/y), que eslainformacién que una de las variables
nos transmite sobre la otra. Se cumple ademas que 7 (x ;y)=1(y ;x).
La informacion mutua es una magnitud similar a la covarianza pero tie-
ne algunas propiedades que la hacen superior a ella.

Podemos considerar que x es una variable aleatoria que nos muestra
la clase a la que pertenece un elemento, mientras que y;, i=1,2,..

son los atributos o variables que caracterizan a los elementos que
queremos clasificar. Asi, en el problema que nos ocupa, x indicaria
si la empresa pertenece al grupo de las sanas o al grupo de las fra-
casadas, mientras que las variables y; serian los ratios financieros
utilizados para la clasificacion.
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Inicialmente Quinlan seleccionaba para hacer cada particion aquella
variable y; que proporcionaba la maxima informacion sobre x, es de-
cir, maximizaba /(x ;y;) (magnitud que denominaba gain). Aunque
esto proporciona buenos resultados, introduce un sesgo en favor de
las y; con muchos valores distintos. Para corregirlo, las sucesivas
versiones del algoritmo seleccionan aquella y; que maximiza la mag-

: I(x 3y : : . e .
nitud M a la que Quinlan denomina gain ratio. Esta sera el
porcentaje de la informacion proporcionada por y; que es util para
conocer X.

Adicionalmente, para evitar seleccionar un atributo simplemente por-
que su entropia H(y,-) sea pequena, lo que aumentaria el valor del
cociente anterior, se exige ademas que I(x ;y,-) sea razonablemente
grande.

El proceso de construccion del arbol de decision mediante la aplica-
cion reiterada del procedimiento descrito finaliza cuando se alcanza
la pureza del nodo, entendiendo por “nodo puro” aquél al que soélo
corresponden casos pertenecientes a una de las clases del pro-
blema, o cuando la ramificacion del arbol ya no suponga ninguna
mejora.

Generalmente, este método recursivo de construccién de arboles de
decisién conducira a la generacion de arboles muy complejos y ex-
cesivamente ajustados a los datos del conjunto utilizado para dicha
construccion. En consecuencia, haran una clasificacion cuasi-perfec-
ta. Esto, que en principio puede parecer 6ptimo, en realidad no lo es,
ya que ajustarse demasiado a los datos de entrenamiento suele tener
como consecuencia que el modelo sea muy especifico y se comporte
mal para nuevos elementos, especialmente si tenemos en cuenta que
el conjunto de entrenamiento puede contener ruido, lo que hara que
el modelo intente ajustarse a los errores, perjudicando su comporta-
miento global. Este es un problema que en general presentan todas
las técnicas de aprendizaje de un modelo a partir de un conjunto de
datos de entrenamiento (Aprendizaje Automatico), al que se conoce
como “sobreajuste” (overfitting).
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El modo mas frecuente de limitar dicho problema en el contexto de
los arboles de decision consiste en eliminar condiciones de las ra-
mas del arbol, consiguiendo con estas modificaciones la obtencién
de modelos mas generales. Este procedimiento puede verse como
un proceso de “poda” del arbol. Esto aumentara el error de clasifica-
cion sobre el conjunto de casos de entrenamiento, pero cabe esperar
que lo disminuya sobre nuevos casos no usados en la construccion
del arbol.

El algoritmo See5 permite combinar dos tipos de poda: prepoda y pos-
tpoda. El proceso de prepoda se realiza durante la construccion del
arbol impidiendo la ramificacion de nodos que contengan un niumero
de ejemplos inferior a una cierta constante. Ademas, se implementa
también un método de postpoda del arbol ajustado inicialmente que
consiste en sustituir una rama del arbol por una hoja, en funcion de
una tasa de error prevista o estimada. Consideremos que existe una
hoja que cubre N casos clasificando incorrectamente E de ellos, lo
que se puede interpretar suponiendo que existe una variable aleatoria
que sigue una distribucion binomial en la que el experimento se repite
N veces obteniendo E errores.

A partir de esto se estima la probabilidad de error p,, que sera la tasa
de error prevista o estimada. Para ello se realiza una estimacion de
un intervalo de confianza para la probabilidad de error de la variable
binomial y se toma como p, el limite superior de ese intervalo (sera
una estimacion pesimista). Entonces, para una hoja que cubra N ca-
sos, el numero de errores previstos sera N-P,. Si en lugar de una
hoja tenemos una rama el numero de errores previstos sera la suma
de los de cada una de sus hojas. De este modo, una rama sera sus-
tituida por una hoja (es decir, la rama sera podada) cuando el niumero
de errores previstos de ésta sea menor que el de aquélla.

Este tipo de sistemas clasificadores presentan indudables ventajas
para su aplicacion al ambito financiero, tales como su caracter estric-
tamente no paramétrico - lo cual es importante teniendo en cuenta
que la informacion manejada habitualmente, ratios contables, no sue-
le cumplir las hipétesis requeridas por las técnicas estadisticas -, que
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no necesitan de la intervenciéon del experto humano para la inferencia
de los modelos clasificadores - ya que éstos se elaboran automati-
camente - y que, ademas, frente a las redes neuronales y métodos
similares, de indiscutible poder predictivo, sus resultados son mucho
mas facilmente interpretables que los modelos de “caja negra” sumi-
nistrados por aquéllos.

En cuanto a la utilizacion de estas técnicas para la prediccion de
insolvencias en el sector de seguros espafol, Diaz-Martinez et al.
(2004) obtienen muy buenos resultados en su aplicacion del algoritmo
Seeb, utilizando la muestra de empresas y los ratios detallados en la
seccion 2.

Considerando 3 afios consecutivos previos a la quiebra, obtienen los
siguientes porcentajes de clasificaciones correctas con el conjunto de
entrenamiento: 94,44% en el afio 1, 90,39% enel 2y 85% enel 3,y
los siguientes en la validacion: 72,22%, 81,25% y 78,57%. Las varia-
bles que componen los arboles (y, por tanto, las seleccionadas por el
algoritmo como mas discriminantes) son los ratios R13, R9, R17, R1,
R2 y R6 para el afio 1; R1, R13, R20, R7 y R3 para el afio 2 y R4,
R19y R1 para el afio 3. Ademas, aunque los resultados obtenidos son
satisfactorios, los autores recurren para mejorarlos a la opcion que
incorpora Seeb de adaptive boosting, basado en el trabajo de Freund
y Schapire (1997).

Muy brevemente, la idea consiste en generar varios clasificadores en
vez de solo uno. Como primer paso, se construye un unico arbol, que
cometera algunos errores en la clasificacion. Estos errores seran el
foco de atencion al construir el segundo clasificador en aras de corre-
girlos. En consecuencia, el segundo clasificador generalmente sera
diferente al primero y también cometera errores que seran el foco de
atencion durante la construccion del tercer clasificador. Este proce-
so continda para un numero predeterminado de iteraciones o frials.
Finalmente, cada caso sera clasificado ponderando las categorias a
las que haya sido asignado por los distintos clasificadores construi-
dos. Los resultados obtenidos con este método son con frecuencia
excepcionalmente buenos. Asi, en este trabajo, partiendo del arbol

72



de decision obtenido para el primer aino y realizando 18 iteraciones,
se obtiene el 100% de clasificaciones correctas con el conjunto de
entrenamiento y el 83,33% en el test.

5. CONCLUSIONES

A lo largo de la exposicién se han ido enumerando algunas ventajas
de la aplicacion de técnicas de la Inteligencia Artificial a un problema
financiero real como es el que nos ocupa. Podemos concluir que su
utilizacién en el tratamiento de la informacién contable las convierte
en herramientas muy valiosas a la hora de analizar la situacion eco-
nomico-financiera de las empresas. Recapitulando dichas ventajas
tendriamos, entre otras:

—analizan los hechos escondidos en los datos, sin necesitar infor-
macion adicional o preliminar sobre los datos. No necesitan que los
datos verifiquen algun tipo de hipdtesis,

— permiten utilizar variables cualitativas y cuantitativas,

— obtienen la minima representacion del conocimiento mediante la
seleccion de variables,

— eliminan, con gran eficacia, aquellos atributos que son redundantes
en el sistema de informacion.

Fruto de estas ventajas son las numerosas aplicaciones de estas me-
todologias a campos tan diversos como son la medicina, farmacolo-
gia, industria, ingenieria, finanzas, geologia, etc.

En este trabajo se ha contrastado dicha idoneidad mediante su aplica-
cion a un problema real en el sector de seguros no-vida, obteniendo
resultados muy satisfactorios y revelando algunas variables que, entre
otras, deberian tenerse en cuenta para la evaluacion de la solvencia
en dicho sector.

En términos practicos, estas técnicas pueden usarse como sistemas de

diagnostico automatico para preseleccionar por ejemplo aquellas em-
presas que necesiten una atencion especial, de una manera rapida y
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a un coste bajo, y de este modo habria una gestion mas eficiente del
tiempo dedicado por el analista financiero o la autoridad supervisora
dando, ademas, uniformidad a los juicios emitidos sobre una empresa.

Con la revision realizada en este trabajo de distintas aplicaciones de
técnicas de |IA a un problema financiero real, hemos pretendido sefa-
lar la idoneidad de los métodos de la Inteligencia Artificial como herra-
mientas de ayuda a la hora de justificar o contrastar una decision.
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Ponencia 4

MODELO COLECTIVO DE RIESGO POISSON-LINDLEY
Y EXPONENCIAL PARA RIESGO OPERACIONAL

M.P. Fernandez-Sanchez, E. Gbmez-Deniz y A. Hernandez-Bastida

RESUMEN

En este trabajo se desarrolla un analisis bayesiano del modelo co-
lectivo de riesgo con distribucion primaria la distribucion de Poisson-
Lindley y con distribucion secundaria la distribucion exponencial. Se
analiza su utilizacion para la determinacion del capital regulatorio en
analisis del riesgo operacional.

Palabras Claves: Modelo de Riesgo Colectivo; Distribucion Poisson-
Lindley; Riesgo Operacional

1 INTRODUCCION

Siguiendo las recomendaciones de Basilea Il, BIS (2005) los bancos
necesitan cuantificar el capital regulatorio para el riesgo operacional.
Diversos aspectos de la modelizacion del riesgo operacional pueden
verse en Chavez-Demoulin, Embrechts y Neslehova (2006) y Cruz
(2002). Una de las alternativas para esta determinacion es adoptar
el denominado enfoque de Loss Distribution Approach (LDA) en la
Advanced Measurement Approach (AMA), donde la frecuencia y la
severidad de las pérdidas operacionales para cada una de las 56 cel-
das (en la matriz de 8 lineas de negocio por siete tipos de sucesos)
deben estimarse para el periodo de un afo. A continuacion se estima
el capital usando el cuantil 0.999 de la distribucion de la pérdida total
anual. Por tanto, bajo la aproximacion LDA para AMA, las entidades
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deben determinar las distribuciones para la frecuencia y severidad de
las pérdidas operacionales de cada celda de riesgo.

Un modelo comunmente utilizado para la pérdida anual, en cada una
de las celdas, es el denominado modelo colectivo de riesgo (en ade-
lante crm), que cor}<siste en considerar que la pérdida S se modela

de acuerdo a S=)_X;, donde K es el nimero anual de sucesos

modelado como uﬁell variable aleatoria de alguna distribucion dis-
cretay X;;i=1,..K son las severidades del suceso modelado como
variables aleatorias independientes de una distribucidon continua de
probabilidad. Se supone que la frecuencia K y severidad X; son
independientes, estando la independencia condicionada a los para-
metros. Se ha publicado una amplia literatura sobre la modelizaciéon
de los procesos de riesgo. Véase, por ejemplo, McNeil, Frey y Em-
brechts (2005).

La estimacién de la distribucion de la pérdida anual a través de la mo-
delizacién de las frecuencias y severidades es una técnica actuarial
bien conocida; por ejemplo, se usa para modelar las necesidades de
solvencia en la industria de seguros, ver por ejemplo, Sandstrom, A.
(2006) and Wauthrich, M.V. (2006).

Una modelizacion del crm, muy desarrollada en la literatura es la que
consiste en considerar que la distribucion primaria, es decir la distribu-
cion de K, es una distribucidén de Poisson y la distribucion secundaria,
es decir la distribucién de la severidad, es una distribucion exponen-
cial. No obstante lo anterior también es conocido desde hace tiempo
una dificultad apreciable que se presenta en numerosos conjuntos de
datos en los que la varianza del numero de reclamaciones es apre-
ciablemente mayor que la media (fenémeno conocido como sobredis-
persion). Esto ha llevado a la consideracién de diversas distribuciones
alternativas a la distribucion de Poisson, para modelar la distribucion
de la variable aleatoria K; en especial las distribuciones mixturas de
Poisson en las que se produce siempre el fendmeno de la sobredis-
persién. Véase, por ejemplo, Grandell (1997) o Nikoloulopoulos y Kar-
lis (2008); entre otros.

80



Para el proposito del calculo del capital regulatorio del riesgo operacio-
nal, debe calcularse la distribucion de la pérdida anual (en particular su
cuantil 0,999 como una medida de riesgo) para cada celda de riesgo
(tipo de suceso frente a linea de negocio) en el banco. La estimacion
de la distribucion de la frecuencia y de la severidad es una tarea com-
plicada y es dificil estimar las distribuciones usando solo los datos.
Esta claro que esta estimacion tiene una capacidad limitada para pre-
decir el futuro debido a los constantes cambios que se producen en el
ambiente bancario. Por ejemplo, supongamos que una nueva politica
ha sido introducida en el banco con la idea de reducir las pérdidas de
riesgo operacional. Esta no puede ser recogida en el modelo basado
sélo en los datos. Por ello es muy importante poder incorporar un ana-
lisis del escenario en el modelo. Por si mismo el escenario de analisis
es muy subjetivo y deberia ser combinado con el analisis de datos de
pérdidas actual.

La inferencia bayesiana es una técnica estadistica que permite in-
corporar las opiniones de los expertos al analisis de datos. En este
problema, en nuestro conocimiento, poco se ha publicado sobre la
aproximacion bayesiana al tema. Excepciones a lo anterior son los
excelentes trabajos de Shevchenko y Wiuthrich (2006); Lambrigger,
Shevchenko y Wuthrich, (2007) y Shevchenko (2008).

En Shevchenko y Withrich (2006) se propone como procedimiento
de calculo para el capital regulatorio determinar las distribuciones a
posteriori del numero de reclamaciones y de la severidad de las recla-
maciones. A continuacion simular un valor del parametro del numero
de reclamaciones, a partir de su distribucion a posteriori; simular un
valor del parametro de la severidad de las reclamaciones, a partir de
su distribucion a posteriori, y con los valores anteriores de los parame-
tros simular valores de la pérdida agregada y a partir de estos valores
determinar su cuantil 99,9%. En Lambrigger, Shevchenko y Wathrich,
(2007, p.24) se propone una metodologia similar. Observemos que
en el procedimiento descrito o cuando el capital es estimado usando
estimadores puntuales de los parametros (por ejemplo estimadores
de maxima verosimilitud) se procede, tal y como apunta muy lucida-
mente, en nuestra opinion, Shevchenko (2008) de la siguiente mane-
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ra: aunque la estimacion de los parametros es incierta, en la practica,
esta incertidumbre es generalmente ignorada en la estimacion del
capital regulatorio (ver trabajo citado para argumentaciones adiciona-
les). Por esta razon en el trabajo indicado se propone la utilizacion de
la distribucion predictiva y la determinacion del cuantil de orden 0,999
en dicha distribucion predictiva. Esta es la linea que seguiremos en
este trabajo

Nos planteamos el analisis estadistico bayesiano del modelo crm con-
siderando como distribucion primaria la distribucion Poisson-Lindley
(Sankaran, 1971) y como distribucion secundaria una distribucion ex-
ponencial, en definitiva el modelo que notamos crmPLE y siguiendo
la linea indicada en el parrafo anterior, el objetivo es determinar la
distribucion predictiva del modelo crmPLE.

En lo que sigue notamos, ﬁ(aj)k
o0 2 Zk
pFa| o arsay fbibyi fiz) = X4 ——" a la funcion
SOTTe%
j=1

hipergeométrica de Gauss, donde (a); = a(a+1)...(a+j—1) para j=1
y (a)p =1 es el simbolo de Pochahammer (véase a Yakubovich y Lu-
chko (1994); Mathai (1993) o http://functions.wolfram.com).

2 EI MODELO

Sea K la variable aleatoria niumero de reclamaciones que suponemos
sigue una distribucién Poisson-Lindle 2/ de parametro k >0 con fun-
cion de probabilidad Pr[K =k/A]= (k+2+k)/(7»+1) ; k =0,1,..
La distribucidén Poisson-Lindley es una distribucion de tlpo dlscreto,
con funcién de probabilidad propuesta en Sankaran (1971) y obte-
nida como mezcla de la distribucion de Poisson con una distribucion
Lindley de tipo continuo (Lindley (1958)). Algunos trabajos que tratan
sobre el uso de esta distribucion uniparamétrica son Karlis and Xeka-
laki (2005) y recientemente Ghitany and Al-Mutairi (2008), y Ghitany
et al. (2009).
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Reparametrizando la distribucion Poisson-Lindley, tomando
0, =2/ (h+1), se obtiene fp; [k/0]= 0> (1-0,) [2-0,+(1-0y)k];
k=0,1,2,...6, €(0,1), la funcién generatriz de momentos es:
ML (1:0)) = 0,2 (2—91 e +elef)(1—ef +ele’)2,
la esperanza es Ep; [K] = (2-6;)(1-6;)/6;,
el momento no central de segundo orden es
Epy [Kﬂ = (1—91)(3912 ~ 80, +6)ei’-,
la varianza es Varp; [K ] = (1—91)(913 ~207 +2) 07;
y ademas es conocido que la distribucion es sobredispersa, es decir,
Varpy [K ]/ Epy [K]>1.

La Tabla 1 recoge la comparacion, para distintos valores de k, entre las
probabilidades de una Poisson Lindley y de una Poisson de igual media.

Tabla 1
Comparacion entre la distribucién de Poisson Lindley (PL)
y una Poisson (P) de igual media.

VALOR DE LA MEDIA k 0 2 3
2 PL 0.3 0.163 0.11
P 0.135 0.271 0.18

25 PL 0.246 0.16 0.118

) P 0.082 0.256 0.214

3 PL 0.206 0.154 0.121

P 0.049 0.224 0.224

PL 0.151 0.136 0.117

4 P 0.018 0.146 0.195

Sea X, la variable aleatoria tamario, o severidad, de las reclamacio-
nes que suponemos sigue una distribucion exponencial de parametro
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6, >0, con funcion de densidad, [z (x/6,)= 0,¢ %% para x>0. La fun-
cién generatriz de momentos es M% (1:05) = 6,/(8,—1); con espe-

ranza y varianza Eg[X]=1/0, y Varg[X]=1/6,%, respectivamente.

Proposicion 1 La funcién de densidad de la variable aleatoria pérdida
agregada S, en el crmPLE viene dada por,

612 (1—91 )92 [3—291 + (1—91 )2 Ozs}e_e'ezs; s>0
fpre (5701,07)= :
912(2—91); s=0

Demostracion. Se obtiene por calculo directo teniendo en cuenta
que la convolucién de n distribuciones exponenciales viene dada por
0,"x" 170 /(n—1)! y observando que,

nS

o0 e _592
forp (s/01,6,) = 2—2( le)' 0,2[2-0,+(1-6,)n] =
n=l )

207 (1-0,)0, ~6;” (1-01)0, +56;> (1-0; )’ 0,2 +6, (1-0, 0, | &~

n-1
n_

.i[s(l—el)ezj”

|
n=0 n: [ |

Para realizar un analisis bayesiano consideremos para los parame-
tros, denominados perfiles de riesgo, 6; y 6, las siguientes distri-
buciones a priori, o funcion estructura, marginales:

m0(0)=[1/B(a,5)]0, 71 (1-6, " 0, € (0,1); a,b e R*;
es una distribucion beta y

mo1(0,) = [dc /1"(c)}€)2c_le_de2 ; 0, eR"; c,deR" es una distribu-
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cion gamma. Si suponemos que 91 y 92 son independientes entonces
la distribucion a priori bidimensional es w (6;,6,) = w1 (61 )71 (65 ).
Observemos que una forma atractiva de modelar la dependencia es
a través de la dependencia entre perfiles de riesgo 6; y 6,, ver
Shevchenko y Withrich (2006; p.21). En este trabajo consideramos
independencia entre dichos perfiles.

En lo que sigue sera util y muy comodo utilizar el lema siguiente. En
€l observamos que todas las funciones que aparecen son calculables
de manera directa e inmediata utilizando el software Mathematica.

Lema 1 Se satisface lo siguiente:
1
(i) Se verifica la siguiente igualdad, [¢/%0“~ (1-0)""' 40

0
= B(a,b) 1F (a;a+b;t).

1 0

(ii) Si notamos 7; (a,B,8)= [ | 0, (1-0, ) 0,57 (6,,0, )d0,d0, ,
6,=00,=0

B(a+a,b+B)(c+8)

entonces se verifica que, /; (a,p,,g) = ( ) ( ) -
B(a,b)(c)d

(iii) La funcion
1 0
12 (a , b ,d ,f , X) = J- I ela (1 — 91 )'3 6258—(])9211’6—)69192 T (Gl, 62 )d91d92 ,
0,=00,=0

es una funcion hipergeométrica de Gauss, en concreto:
12 (O(,B,S,d),x)

_ B(a+a,b+B)(c+3)
B(a,b)(c)d® (p+1)+°

]2171 ({a+a;c+8};{a+b+a+[3};d(;il)] ,
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que puede escribirse como
Iy (a,B,8)
((|)+ 1)C+5

I (o,B.8,¢,x)= 2F1[{a+(x;c+8};{a+b+oc+[3}; - J

d(p+1)

(iv) La funcion 75 (ouB;s)= [ [ 0,%0,° fpr (570105 ) (61,0,)d01d0,
e] e2

es una combinacion lineal de funciones hipergeométricas, en concre-

to, para s>0,

I3 (OL,B;S)= 31, (0L+2,1,B+1,0,S)-2]2 (oc+3,1,B+1,0,s) +
sl (oc+2,3,[3+2,0,s),

y para s=0, I3(a,B;0) = 2/; (a+2,0,) = [; (o +3,0,p).

Demostracion Ver Anexo.

|
La siguiente Proposicion desarrolla los elementos basicos para el
analisis bayesiano del modelo crmPLE. Ademas, en el apartado (v)
se expone una forma razonablemente sencilla (en el modelo que nos
ocupa) para determinar los momentos no centrales de la distribucion
marginal, suministrando un camino valido para especificar los para-
metros a, b, ¢, d, (ver Berger (1985)).

Proposicion 2. En el crmPLE se verifica lo siguiente:

(i) La distribucion marginal de s dado rviene dada por,

15(0,0;5); s>0
= 2b+2
m(s/my) ]3(0,0;0):(a)2(a+ + ); =0
(a—i—b)3
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(ii) La distribucion a posteriori de (6,6, ) viene dada por,

a0 (1-0,) [3 20, +(1-6; )’ 92S]ezce_elezs_62d
0 5>0
70 (01,0, /)= Bz(a’b)F(c)m(S/ﬂo)
07 (2-01)mo (01.0,) . s=0
m(O/Tto) ,

(iii) La moda de la distribucion a posteriori (81,6, /s) puede obte-
nerse de la siguiente manera.

Para s > 0, se obtiene como una solucion del sistema de ecuaciones,

a+l__b o 2+2s5(1-6,)6,

2 _s0,- =0

2
9l 1_91 3—261+S(l—61)292

¢ s(-0)
0, 3-20,+s(1-6; ) 0,

~ PLE ~ PLE i
Para s=0 la modaes 6, = (c—l)/d, y 01 es una raiz positiva
de la ecuacion (a+b+1)8,% - (3a+2b+2)0; + 2a+2.

(iv) Los momentos no centrales de orden r de las variables 6, y 6,
en la distribucion a posteriori vienen dados por

_I3(r,0;5) _13(0,r;5)

% r
T

(v) La funcion generatriz de momentos de la distribucién marginal de
S viene dada por,

M4 (f): J. J-M?, (f;el,ez)ﬂo (61,62)d61d62 .
0,0,
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Por tanto, el momento respecto al origen de orden r se puede obtener
con la expresion

0" M3 (1:61,0,)
il

ot"

} o (61,62 )d91d62 .
t=0

172

En particular, £,/ 1(5) = I'] -
0,0

172

2_
; 39 012 (01,0, )d0,d0,.
1V2

Demostracion La afirmacion (i) se obtiene utilizando el Lema 1 en las
siguientes expresiones:

Para s>0,

m(s/n0)= J- I fPLE (S/el,ez)ﬂ?o (61,62)d91d62 =I3 (0,0;S)=3]2 (2,1,150,6')
0,0,
-21,(3,1,1,0,s) +s/,(2,3,2,0,s),

mientras que para s=0,

m(0/mo)= | [ forp (0761,0;)m0 (61,0, )d0;d6,
0,6,

=15(0,0,0)= 21; (2,0,0)- £, (3,0,0).

Operando se obtiene el resultado. La afirmacion (ii) es directa, la
afirmacion (iii) se obtiene con calculos sencillos, la afirmacion (iv) es
directa usando el Lema 1 y la afirmacion (v) se obtiene de,

My ()= e m(s/mo)ds=[e"| [ [ forg(s/01.05)m (010, )d01d0, s
s s 0,06,

- II@eStfPLE (S/elaez)dS]“o(el’ez)deldez =
6,06,Ls

M3 (£,01,0, )mo (01,0, )d0,d0, .
0 |

2

0

1
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La siguiente tabla recoge los valores de la distribucion marginal para
algunas cuaternas de hiperparametros.

Tabla 2
Valores de la distribucién marginal de s, m (s /)
s 0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.9

a=1.5:b=4,c=6,d=3 0.161 | 0231 | 0220 | 0210 | 0191 | 0.161
a=1.5b=6;c=1.5:d=.5 0.096 | 0245 | 0231 | 0218 | 0195 | 0.159
a=2; b=7;c=2:0=1 0.109 | 0191 | 0184 | 0177 | 0165 | 0.142
a=3; b=2,0=9,d=7 0514 | 0239 | 0223 | 0209 | 0183 | 0.142
a=5; b=5,c=1.5=2 0.386 | 0.156 | 0149 | 0142 | 0.130 | 0.109
a=8; b=0.5,c=4;d=6 0934 | 0033 | 0031 | 0029 | 0025 | 0019

3 ELcrmPLE Y EL RIESGO OPERACIONAL

El objetivo, en el contexto del riesgo operacional, es estimar la distri-
bucién predictiva de una observacion futura condicionada a la infor-
macion disponible. En el siguiente resultado se aborda el problema
completo. Como se puede observar la funcion de densidad de la dis-
tribucién predictiva en el modelo crmPLE se obtiene como una com-
binacién lineal de funciones hipergeométricas con coeficientes dados
por funciones Beta.

Proposicion 3. En el crmPLE, dada la observacion s;, la funcion de
densidad predictiva, pp; (s/s) viene dada por las siguientes expre-
siones:

Para s, >0:
1
oy 70) P1,(4,2,2,0,5+5) - 1215 (5,2,2,0,5+5) +

415(6,2,2,0,5+s1) + 3(s+s1 )15 (4,4,3,0,5+51) -

ppre(s/s) =

2(s+s1 )12 (5,4,3,O,s+s1) + 5.51.05 (4,6,4,0,S+S1 )}
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1
PPLE (O/Sl)zm {612 (4.1,1,0,5)_ 71, (5,1,1,0,51)

25115 (4,3,2,0,5)) + 215 (6,1,1,0,57) - 515 (5,3,2,0,51)}.

Para s, =0:
1

PPLE (S/O)zm

215 (6,1,1,0,5) - s, (5,3,2,0,5)}.

1
ppre(0/0) = 07m0) {41, (4,0,0) + 1;(6,0,0) - 41,(5,0,0)}.

{615 (4,1,1,0,5)-715 (5.1,1,0,5)+ 215 (4,3,2,0,5) +

Demostracion. Se obtiene por calculo directo a partir de definicion:

ppre(sis) = | [ forp (s/01,02)mo (61,0, /51 )d61d0;
0,0,

1
[ [ 7p1E(s761,02) fpre (s1/ 61,05 )mq (61,0, )d61d0,
0,0,

- m(Sl/TC())

determinando el producto fp;z (s/61,6,)/prE (51 /61,8, ) paralos cua-

tro casos posibles para el par (s,s), que son (s; # 0,5 #0), (s; # 0,0),
(0,s#0)y (0,0), y utilizando el Lema 1.

|
Corolario 1. La funcién de distribucién de la distribucion predictiva
en el crmPLE viene dada por

S
Ppre (s/51)= ppre(0/s1)* [ pprg (s/s1)ds .
0

Demostracion. Es directa. n

Utilizando el Corolario 1 se puede determinar un cuantil de orden cual-
quiera de la distribucidn predictiva haciendo evaluaciones sucesivas
de la funcion de distribucion.
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Anexo
Demostracion del Lema 1

(i): Si 6, se distribuye seguin una distribucién Be(a,b),
F(a+r)r(a+b)_

F(a+b+r)l"(a),

dado que existen los momentos de todos los érdenes y EDelH <1, vr.

entonces E [9{} =

0

F(a+j)l"(a+b)

Portanto, £, ¢ JEZ_[ /- Zor(;+1)r(a+b+j)r(a);

y Como consecuencia, I e'%9,%” 1(1—91)b_1 d0; = B(a,b)F (a;a+b;t).
0

1 ©
ela+(x—1 (1 _ el )b+B_1 del ezc+6—le—d92 dez
PO, L

B(a+a b+B)F(c+8) 2
B(a, I))F(c)a’8

(ii): 1, (a,B,8)=

(iii): 75 (o, B,5,0,x) =

d* —d($+1)0 pB-l -
0, c+6-1, (9+1)0, :d0, 0, a+o— 1(1 0 ) B-1 —x0 62d9 —
B(a, b)F(c) I eio

d°B(a+a,b+p) °j3 926+5_1e_d(¢+1)92 iF(a+oc+j)1"(aJTb+a+B)(—xe.2)/’ 0. =
B(a,b)l"(c) 0.0 jzol"(a+b+ot+[3+])l"(a+oc) j!

d°B(a+a,b+P) & F(a+oc+j)l"(a+b+on+[3)(—x)' ® exds 1 —d(B+1)p,
B(a+b)r(c Z:1"(a+b+0L+[3+])l"(a+oc) Jj! jez € do,

0,=0
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C(a+oa+j)T(c+d+)) .

_ d°Batob+P)(c+8) & T(a+a) r(c+8)( —x J’

dC+SB(a,b)F(c)((I)+1)C+8j=0 F(a+b+a+[3+j) | d(¢+1)
F(a+b+a+B) ~

= B(a+ab+p)l(c+d) a+oc+8b{a+bh+o+pli—r —
d®B(a.b)C (c)(9+1)" 2Fl£{ orbltart B}’d(<1>+1)]'

(iv): Para s >0

I3 (0 B;s)= [ [ 0058 fpy (/01,0 )mq (61,02 )d0,d6,
0, 6,
= [ [0,%*2(1-0,)0,"! [3—2@1 +s(1-0; ) ezJe‘Selez 70 (61,0, )d6,d0, =
0,6,

1

30, (a+2,1,B+1,0,5)=215 (a+3,1L,B+1,0,5)+s/5 (00 +2,3,+2,0,5);
ypara s=0 I3(a,p;0)= [ [ 0,05 fpr (0/01,05 )mo (81,0, )d0,d0, .

6] 62
Operando se obtiene el resultado.
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Ponencia 5

UNA GENERALIZACION DE LA DISTRIBUCION NORMAL
CON APLICACIONES EN LA TEORIA DEL RIESGO COLECTIVO

V.J. Garcia, E. Gbmez Déniz y F.J. Vazquez Polo

RESUMEN

En los ultimos anos hemos asistido a una gran proliferacion de traba-
jos relativos a diversos procedimientos de generalizacién de la distri-
bucion normal (Azzalini, 1985; Azzalini y Chiogna, 2004; entre otros).
Destaca la distribucién normal sesgada (skew-normal distribution), en
un intento de obtener una familia de distribuciones no necesariamen-
te simétricas, como es el caso de la normal, pero construyendo una
familia que contenga a ésta como caso particular.

En este trabajo proponemos una nueva generalizacion de la distri-
bucién normal utilizando un método alternativo propuesto por Mars-
hall y Olkin (1997). Este mecanismo permite afiadir un parametro a
la distribucién normal y obtener una familia de distribuciones no ne-
cesariamente simétricas que contiene a la distribucion normal como
caso particular. Estudiaremos por un lado, el comportamiento de esta
distribucion respecto de la simetria de la distribucidn normal al aplicar-
le esta transformacién, mientras que por otro obtendremos algunas
medidas de interés de la distribucion, entre los que incluimos de ma-
nera destacada la expresion de la mediana. Finalmente presentare-
mos algunas aplicaciones de estos modelos, con especial énfasis al
campo actuarial en un escenario donde la asimetria aparece de ma-
nera natural. En particular se aproximara la cantidad total reclamada
comparandola con el valor exacto de la misma en el modelo Poisson
compuesto de la teoria del riesgo colectivo.
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Estas situaciones son especialmente utiles para datos de pérdidas en
companias de seguro donde la asimetria aparece de manera natural.

Palabras Clave: Cantidad Total Reclamada; Distribucién Normal; Mo-
delo Compuesto; Simetria

1. INTRODUCCION

En este trabajo proponemos una nueva generalizacién de la distri-
bucién normal utilizando un método alternativo propuesto por Mars-
hall y Olkin (1997). Este mecanismo permite afadir un parametro a
la distribucidn normal clasica (distribucion gaussiana) y obtener una
familia de distribuciones no necesariamente simétricas que contiene
a la distribucién normal como caso particular. La nueva distribucion
obtenida es diferente de la propuesta en Azzalini (1985) en Gupta y
Gupta (2004) y en Nadarajah (2005) y presenta una expresion cerra-
da para la funcion de densidad de probabilidad, expresada en térmi-
nos de la funcién confluente hipergeométrica (funcién de Kummer).
Este hecho es resaltable pues permitira estimar los parametros del
modelo mediante el método de maxima verosimilitud de forma rela-
tivamente sencilla, utilizando para ello cualquier software informatico
que incluya a dicha funcién expresamente en sus aplicaciones, como
Mathematica y Matlab. Estudiaremos por un lado, el comportamiento
de esta distribucién respecto de la simetria de la distribucion normal al
aplicarle esta transformacioén, mientras que por otro lado obtendremos
algunas medidas de interés de la distribucion, entre los que incluimos
de manera destacada la expresion de la mediana.

La nueva distribucion puede considerarse a su vez como alternativa a
la distribucion normal para aproximar la cantidad total reclamada en el
modelo de riesgo colectivo (Gerber, 1979; Rolski et al., 1997; Sarabia
et al., 2006; entre otros). En estos modelos la asimetria aparece de
manera natural. En particular, en estadistica actuarial resulta intere-
sante calcular las probabilidades de cola a la derecha de la distribu-
cion correspondiente a la cantidad total reclamada en un modelo de
riesgo colectivo. Estas probabilidades daran alguna informacion sobre
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la posibilidad de ocurrencia de valores extremos correspondientes al
suceso que se estudia. La distribucién de la cantidad total reclamada,
que se obtiene conjugando los modelos del numero de reclamaciones
y la cantidad correspondiente a cada una de las reclamaciones, resul-
ta dificil, y a veces imposible de calcular. De ahi que en la literatura se
hayan propuestos algunos procedimientos de aproximacion, entre los
que figura el que esta basado en el uso de la distribucion normal.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. La seccion 2 incluye
la nueva distribucion de densidad de probabilidad propuesta asi como
algunas propiedades de la misma. La seccion 3 presenta algunos mé-
todos de estimacion de los parametros del nuevo modelo. Se hara
especial hincapié en el método de maxima verosimilitud. La seccion 4
incluye dos aplicaciones de caracter numeérico En primer lugar, aproxi-
maremos la cantidad total reclamada bajo el modelo Poisson com-
puesto en el escenario del riesgo colectivo. Esta aproximacion puede
compararse con el verdadero valor que se conoce cuando se asume
que la cantidad del i-ésimo siniestro sigue una distribucion exponencial
y el numero de siniestros sigue una distribucion de Poisson. En segun-
do lugar se estimara el numero de reclamaciones en una cartera de
seguros cuando es conocida la cantidad reclamada individualmente.
El trabajo finaliza exponiendo las conclusiones en la ultima seccion.

2. EL NUEVO MODELO

Nuestro propdsito es generalizar la distribucion gaussiana mediante el
esquema de Marshall y Olkin (1997).

Sea | (x_u)z
f(xausc)_ G\/ﬂexp - 262 5

para —o<x<ow, —o<pu<ow, ¢>0. Es decir, la funcidon de densidad
(fdd) de una distribucion gaussiana. Sea

F(x;p,0)= J:Of (t:p,0)dt,
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la correspondiente funcion de distribucion (FdD). La generalizacion de
esta distribucion segun el esquema de Marshall y Olkin queda como
sigue: siendo F la funcion de supervivencia de la distribucion F, y
siendo a=1-a, la funciéon de supervivencia de la distribucion gene-
ralizada, G (x; u, o,a), que depende de un nuevo parametro o >0, se
obtiene como (.

5(x;u,0,a)= OLF()C, M,G)

l—a_F(x;u,G)’

donde o > 0. Como consecuencia, resultan la FdD G ylafdd g, de-
pendientes de los mismos parametros.

F(x1,0)
1-aF (x; TR G)

G(x;p,0,0)=

N _d e of (x;p,0)
g() de() [l—af(x;p,cﬂz

De esta forma, hemos obtenido una FdD G, dependiente de tres pa-
rametros.

Simples célculos proporcionan una expresion cerrada para la funcion
de densidad de probabilidad, que resulta:
4aceV®\2n
g(xap0)= >
[(1 +o)on2m — 20 (x — ) (Fi(1/2,3/ 2,\|J(x))]

siendo

\p(x):—(x—u)2 /(2(52), —o<x<o,a>0,a=1-0,-0<pu<o0,c>0,
y en la que donde | Fj(a;c;x) representa la funcion confluente hiper-
geométrica (también conocida como funcién de Kummer) definida

como

1 ,_ g
Oza l(l—z)c a 1exzafz,c;tO,—l,—Z,...

2 @ 1 I

Flase;x) =
e ;0((:)]1! (@)l(c—a)
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donde c>a>0y (a);=a(a+1)...(a—j+1) representa el simbolo de
Pochhammer. Véase Johnson et al. (2005), por ejemplo.

Para el caso o =1, se obtiene, obviamente la distribucion gaussiana.
Esto es,

G(x;p,0,0)= 1—[F(x; u,c)} = F (x;11,0).

La Figura 1 muestra algunos ejemplos de la funcion de densidad de
probabilidad de la distribucion normal generalizada propuesta, asi
como de la distribucion normal clasica.

5 7 06 20p T
4 o5 5]
04 t
3 i |
03 10
2
/ \ 0z \ A
1 / 73 / 0s ;
/ N : /) / A RN
o /r/ o f?'g—w—.—.—.—- 00kt \4\—\;—.—.—.—.—.—.— nuE.——.—zr‘/H . | o ‘S.—.—.—.—
00 02 04 06 08 10 4 2 o 2 4 2 1 o 1 2
aF AN 3 05 AN 08 T
y 04 { o
1 63 |
2 1 | o4 |
1 02 |
1 ! e 02
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00 0z 04 06 08 10 a 2 o 2 4 3 2 1 0 1 2z 3
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4 05
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4
3 a
03 04
2
0z
02
1 (1] %
o - o 00 S LS 00 | N
00 02 04 06 08 10 4 2 [) 2 4 3 2 1 T2 3

Ejemplos de fdd en el esquema de Marshall y Olkin para a =0 (arriba),
o =2 (centro) y a =10 (abajo).
De izquierda a derecha, ©n=0.5,6 =0.1,pu=-1,6 =0.8 y =0.5.
En azul, f(x;u,0)y en rojo, g(x;u,c,).

A continuacién estudiaremos el comportamiento de ciertas medidas
de interés a variaciones en estos parametros.
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3. PROPIEDADES

Estudiaremos en esta seccidn algunas propiedades mas interesantes
de la nueva distribucion de densidad de probabilidad. En particular
nos centraremos en el estudio de la mediana, simetria y los momen-
tos alrededor del origen.

3.1 Mediana y simetria

Sea F unvalor de F(x) tal que 5[F_1 (F);oc} :%‘
Entonces, _o-al l
a—-oF+F 2
Tras algunos calculos, obtenemos  F ZIL’
+a

siendo o.>0.

‘. ~1l «
En conclusién, Me=F [—} (1)

1+ a

Para a =1, Me=0, como corresponde a la normal. Por otro lado, se
observa que Me crece con o: Cuando o —> o, Me—>o0. (= F ! (1))
Cuando o —0, Me— -0 (= F! (0)).

3.2. Momentos

Denotemos por p; = EX* los momentos centrales de la distribucion.
Por comodidad, omitimos los parametros u,c, abreviando F(x) como

F(x;p,c) y f(x)=f(x;u,c).
wi = J.OO Xk —af (x) dx.

~ [1-aF ()]
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En esta expresion, sustituyamos F(x)=¢ y obtenemos
=i O] o a@ 7
o] ——

(a+2- at)
De nuevo, sustituyendo o — ot
— = u’
o+t—ot
odt
_—2 = du,
(a+t—at)
o —ou
_ = t,
o+u—ou

e intercambiando los limites de integracion, queda

“k_jo{F_ ngaul)}} @

Aqui hacemos uso de la funcion error erf (z) que permite escribir la

FdD normal como
F(x)= —{l+erf(6\/,ﬂ

de modo que la funcién cuantil se puede entonces escribir como

F! {M} = p+c«/5erf‘{ M—l}

u+o(l-u) u+o(l-u)

con lo que la expresion de p;, queda como sigue:
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u+o(l-u)
- j;{wﬁeff‘ { uu:aa(? uu))}}

:(}){Wrcﬁerf_{l u+oc(1 u)}}

= Caso k=1 (valor esperado)

k
Mk=,[;{u+c\/§erf_{2 o(l-u) 1}} du

Observemos que la funcién erf() puede ser aproximada por la expresion

erf ! ()= z+0( ) (3)

en tal caso, podemos obtener la siguiente aproximacion:

donde P =[a+(1- oc)u} : (4)

expresion que sera usada mas adelante. En el caso a=1 queda

Uy = H,
de manera que el error acumulado se anula en este caso. ldéntico re-
sultado se obtiene para una aproximacién con un término cuadratico
adicional.

Para el caso k =1, la integral anterior puede ser aproximada de la si-
guiente forma.

o { 2, 1}} == 3 55 (e +2i0p)
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m Caso k=2

En tal situacién, obtenemos que:

2
1 2u
Ha %IO{M‘FG\/Q{I—?I}} du =

_J “"2 {1—?1} +u0\/ﬁ{l—?}

1

Para el calculo de esta integral procedemos a aproximar la funcién
erf” (z) de la siguiente forma:

\/E( nz3 775225]

12 480

erf_l(z)zT z+

De esta forma, para el caso a. =1, queda

229 13 24 7 3 49 4

uzzu2+0 — - T+ v +l zu2—2.70502.
2 630 40 25920 2534400 3

La Tabla 1 muestra el valor exacto (calculado numéricamente con Ma-
thematica) y el valor aproximado para distintos valores del parametro
o. Se aprecia que la aproximacion se mejora conforme aumenta el
valor de a.

103



Valores exactos y aproximados de la media obtenida con diferentes o, y ©.

Tabla 1

Aprox. Aprox. Aprox.

a || Exacto | p=0.5 Exacto pw=-1 Exacto pn=10.25
=101 o=0.8 o=0.5

0.1 ] 0.37555 | 0.41807 | —1.99556 | —1.66542 || —0.54772 | —0.15963

0.2) 041116 | 0.43807 | —1.71070 | —1.49541 || —0.22860 | —0.05963
0.3 0.43291 | 0.45201 | —1.53668 | —1.38391 || —0.07498 | 0.01000
0.4 | 0.44868 [ 0.4627 —1.41056 | —1.29792 | 0.01988 0.06380
0.5 046105 | 047149 | —1.31154 | —1.22801 || 0.08571 0.10749
0.6 || 047124 | 047884 | —1.23003 | —1.16926 || 0.13466 0.14421
0.7 047989 | 0.48516 | —1.16081 | —1.11870 || 0.17277 0.17581
0.8 | 0.48741 | 0.49069 | —1.10067 | —1.07445 || 0.20343 0.20346
0.9 | 0.49405 [ 0.49560 | —1.04755 | —1.03520 || 0.22873 0.22800
1.0 || 0.50000 [ 0.50000 | —1.00000 | —1.00000 | 0.25000 0.25000
2.0 | 0.53894 | 0.52850 | —0.68845 | —0.77198 || 0.36063 0.39250
3.0 || 0.56134 | 0.54412 || —0.50928 | —0.64698 || 0.40465 0.47063
4.0 || 0.57694 | 0.55444 || —0.38447 | —0.56444 || 0.42812 0.52222
5.0 | 0.58883 [ 0.56192 | —0.28930 | —0.50458 || 0.44245 0.55963
6.0 || 0.59841 | 0.56767 | —0.21272 | —0.45861 || 0.45192 0.58836
7.0 | 0.60639 [ 0.57226 | —0.14886 | —0.42188 || 0.45848 0.61132
8.0 | 0.61322 | 0.57604 | —0.09423 | —0.39167 || 0.46320 0.63020
0.0 | 061917 | 0.57921 | —0.04659 | —0.36629 || 0.46666 0.64606
10 || 0.62444 | 0.58192 | —0.00443 | —0.34458 | 0.469247 0.65963

3. ESTIMACION

En esta seccion desarrollamos algunos métodos de estimacion. En
particular, el método de los momentos y el de maxima verosimilitud.

3.1. Método de los momentos

Es sencillo obtener de manera numérica (utilizando el software Mathe-
matica) el valor exacto de la media de la distribucién para distintos valo-
res de los tres parametros como aparece por ejemplo en la Tabla 1. De
este modo podemos construirnos una tabla de doble entrada con a y
p porunladoy o por otro. Ahora, si suponemos que o y pson conoci-
dos, el valor del parametro c puede estimarse a la luz de la tabla cons-
truida y conocida la media muestral, mediante interpolacion numérica.
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En cualquier otro caso, es posible obtener aproximaciones de los tres
primeros momentos alrededor del origen con un procedimiento similar
al elaborado en la seccién anterior y resolver el sistema que resulta de
igualar los momentos poblacionales a los momentos muestrales.

3.2. Método de maxima verosimilitud

Centrémonos ahora en el método mas eficiente de estimaciéon por
méaxima verosimilitud. Observemos que los parametros (i, c,a) no tie-
nen una interpretacion, asi por ejemplo, u no es la media poblacional,
ni o> la varianza. La estimacion maximo verosimil parece por tanto
como un método mas directo de estimacion de estos parametros. Para
ello calculamos las ecuaciones normales del modelo de muestreo.

Dada una muestra aleatoria simple de la variable X, x;,...,x, . La fun-
cion de logaritmo-verosimilitud viene dada por

v (no,0)= lnﬁ of (3314,
i= 1[1 oF (x; u,c)]

=nlna+zn:1nfi—2iln[l—afi],

i-1 i=1
siendo f; = f (x;;1,0), Fi = F(x;1,0) y, en adelante, F; = F (x;;11,6).

Las ecuaciones normales son: 5 5 —
Sy 5 n afi o aFi
—=—<nlna+) Inf;-2) In|1- oF; + 20 — =
o du Z ZZ% [ ] ; fi ;1—(1&

{21 fi- 22111[1 aFl]} i“

oG

a i=1

Sy 8 n & Fi
a—s—{nlna 221n[1 ocF,]} —E—ZZ l_.—O.
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Hoy en dia resulta relativamente sencillo obtener los estimadores de
maxima verosimilitud utilizando algun software informatico como Ma-
thematica. De hecho, puesto que el sistema que resulta incluye tres
parametros a estimar, el paquete anterior puede alcanzar con cierta
facilidad el valor maximo de la funcion de verosimilitud maximizando
esta funcién. Para facilitar el calculo podemos tomar como punto de
partida el estimador obtenido mediante el método de los momentos,
o bien incorporar estos como punto de partida para utilizar el método
scoring (ver Klugman et al., 2008) que elude utilizar las derivadas de
segundo orden al aplicar el Método de Newton-Raphson.

4. APLICACIONES

En esta seccién se presentan dos aplicaciones numéricas en el esce-
nario del modelo de riesgo colectivo compuesto, en el que la variable
aleatoria relevante es la cantidad total reclamada.

La distribucion de la cantidad total reclamada en un periodo dado (di-
gamos un afo) juega un papel destacado en Estadistica Actuarial.
Esta cantidad resulta fundamental en el calculo de primas de segu-
ros o en la modelizacion de problemas de teoria de la ruina. Resulta
bien conocido (ver Klugman et al., 2008 y Sarabia et al., 2006; entre
otros) que un modelo de riesgo colectivo representa la cantidad total
reclamada como la suma S de un numero aleatorio N de cantidades
X1,X5,+, Xy, luego

e 0]
S=X|+Xy+..+Xy=D X,

n=0
donde se supone que las X;son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas e independientes de N. Es usual denomi-
nar distribuciones primaria y secundaria a las distribuciones de Ny X;
, respectivamente. En este modelo la distribucion base sobre la que
se requeriran efectuar estimaciones es la distribucién de la cantidad
total reclamada, esto es la distribucion de S. La funcién de densidad
de probabilidad de la misma viene dada por

fs) = p,f (),

n=0
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enla que P, es ladistribucion primaria, f(x) la distribucion secunda-
riay f "(x) representa la convolucion n-ésima de la densidad f(x).
Son pocos los casos en que se obtiene una expresion cerrada para
la densidad de la cantidad total reclamada. De ahi que en la mayoria
de las ocasiones haya que acudir a calcularla de manera aproximada
utilizando los distintos métodos que se han propuesto en la literatura.
Destacamos el método de la gamma trasladada, la aproximacion de
Edgeworth, la aproximacion de Esscher y la aproximacion normal. El
lector interesado en estos métodos de aproximacion puede consultar
a Gerber (1979), Rolski et al., (1997) y Sarabia et al., (2006); entre
muchos otros.

Un caso particular para el que se obtiene una expresion cerrada para
la distribucién de la cantidad total reclamada es aquél en el que se
asume que la distribucién primaria es Poisson y la distribucion se-
cundaria es exponencial, que se utilizara en este trabajo. Por tanto,
asumiremos el siguiente modelo:

-0 6
Distribucion Primaria: Pr(N=n)=¢ | —1', n=0,1,..., 8, >0,
n:

Distribucion Secundaria: f(x)=0e¢ "', x>0
La funcidon de densidad de la cantidad total reclamada resulta en este

caso (ver Rolski et al., 1997; Sarabia et al., 2006 y Gémez-Déniz et
al., 2002,2009)

-(0,+0
fs(x[01,67) = 9% 7 2X)11(2x/9192x) x>0, (5)
X
-0
con fg(0)=e 1.

Aqui, 7, (z) representa la funcion modificada de Bessel de primera
especie, definida como

1,(z)= i (2/2)2k+\’ , zeR,velR,
=0 Fk+DHI(v+k+1)
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La representacion de la funcién de verosimilitud mediante la funcién
de Bessel garantiza que las series que aparecen en los calculos sub-
siguientes seran convergentes, ademas de facilitar las tareas compu-
tacionales, mediante el empleo de software como Matlab o Mathema-
tica, que las incluye expresamente en sus aplicaciones.

Es sencillo comprobar que el valor esperado de la cantidad total re-
clamada S es el producto de las esperanzas de las distribuciones pri-
marias y secundarias, esto es E(S)=0;/6,. Por otro lado, la varianza
puede calcularse utilizando la expresion

Var(S) = E(NWar(X) +E>(X)Var(X).

Estos dos resultados podran emplearse para obtener estimadores de
los parametros por el método de los momentos asumiendo, sin pérdi-
da de generalidad, por ejemplo que 6, =0, =1.

Luego bajo este supuesto, hemos utilizado (5) para calcular en primer
lugar, y de manera exacta, las probabilidades de la cola a la dere-
cha de la cantidad total reclamada para distintos valores de x. Los
resultados obtenidos se muestran en la primera columna de la Tabla
2. A continuacion hemos aproximado mediante la distribucion normal
clasica dichas probabilidades, que aparecen ahora en la segunda co-
lumna de la misma Tabla. Finalmente se ha efectuado la misma ope-
racion pero ahora utilizando la distribucion normal generalizada que
se propone en este trabajo. Comentar que los valores del parametro
a se han fijado con antelacion, asignandole los valores de 0.1 y 0.2.
Posteriormente se estimaron los restantes parametros mediante el
método de los momentos, utilizando para ello la media y la varianza.
Los resultados aparecen en las columnas 3 y 4 de la Tabla 2. Como
se aprecia se consigue una mejor aproximacion a las probabilidades
de cola a la derecha con la distribucién normal generalizada que con
la distribucidn normal clasica.
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Tabla 2
Valores exactos y aproximados de probabilidades de cola a la derecha en
el modelo de riesgo compuesto.

o A Aprox. Aprox.

. g?f{’ ‘zl’:”l" 1 =3.74126 | = 2.7536

' bo_1 | 4_ 3 0 —331508 | 528317
a—=0.1 a=02
02| 056214 | 0.67701 0.37103 0.47072
0.4 | 049001 | 0.63548 0.34595 0.43992
0.6 | 0.44224 | 059131 0.32203 0.41001
0.8 | 039131 | 0.54596 0.20031 0.38114
1.0 | 034574 | 0.5000 0.27781 0.35343
2.0 | 0.18258 | 0.28185 0.18817 0.23444
40| 004722 | 0.04163 0.08121 0.08964
6.0 | 0.01137 | 0.00104 0.03222 0.02797
8.0 || 0.00260 | 0.00002 0.01117 0.00656
10 | 0.00057 | 1.01E—7 0.00315 0.00105

Finalmente, en la Figura 2 aparecen representadas la funcion de den-
sidad de la cantidad total reclamada (5) y las aproximaciones a la
misma mediante la funcion de densidad normal clasica y la distribu-
cion normal generalizada propuesta en este trabajo. Se aprecia que
en términos generales esta ultima aproxima la densidad exacta mejor
que la distribucidon normal clasica.

Figura 2
Funcion de densidad de probabilidad (en azul) de la cantidad total

reclamada (exacta) y aproximacion: f(x;u,c)en verdey g(x;u,c,a) €n rojo.

El segundo ejemplo se situa también en el escenario del modelo de
riesgo colectivo compuesto, aunque tratando de forma separada la
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cantidad reclamada y el numero de reclamaciones. Los datos, que
aparecen en Hossack et al. (1983), se muestran en la primera y se-
gunda columnas de la Tabla 3.

El objetivo ahora consiste en estimar el numero medio de reclama-
ciones atendiendo a que la cantidad reclamada sigue determinada
distribucion de probabilidad. El lector podria pensar que no resulta
plausible trabajar con la distribucion normal toda vez que los datos
son positivos. Pareceria mas légico utilizar la distribucion log-normal,
la exponencial o la Weibull.

Sin embargo esto es viable siempre que la distribucién normal que
se considere tenga la varianza muchisimo mayor que la media. Con
ello se logra que casi toda su masa de probabilidad esté concentrada

(0,0).

Hemos utilizado el método de maxima verosimilitud, utilizando el soft-
ware Mathematica, para obtener los estimadores de los parametros
para la distribucion normal clasica y la distribucion normal generali-
zada propuesta aqui. Los estimadores obtenidos se muestran en las
columnas 3 y 4 de la Tabla 3.

Resumiendo, en la Tabla 3 se muestra el estimador de maxima ve-
rosimilitud de los parametros, el valor del test Xz y el logaritmo de la
funcién de verosimilitud, asi como el p-valor y los grados de libertad.
Como se aprecia, el modelo generalizado ajusta bastante bien los da-
tos, superando a la distribuciéon normal clasica, tanto si utilizamos el
criterio de la Xz como el logaritmo de la funcién de verosimilitud.
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Tabla 3
Numero de reclamaciones que producen pérdidas. Valor exacto y esperado
(Hossack et al., 1983, p. 82). Distribuciéon normal y normal generalizada.

Estimadas Estimadas
Cantidad Niumero de i — 1216 jL=2238.7
reclamada reclamaciones &’t: 605 448 o =670.18
’ & = 19.958
200 2 6.60 4.92
600 24 15.71 18.69
1000 32 24.44 31.87
1400 21 24.86 24.06
1800 10 16.53 11.46
2200 6 7.18 4.85
2600 3 2.04 2.05
3000 1 0.38 0.83
3400 1 0.04 0.30
Total 100 100 100
\2 13.97 5.13
Lo —781.994 —773.724
gl 4 3
p-valor 0.0074 0.1625

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto una distribucion alternativa a la distri-
bucién normal (gaussiana) clasica que es diferente de la distribucion
normal sesgada (skew-normal distribution) en Azzalini (1985), asi como
a otras propuestas en la literatura estadistica. La nueva distribucion tie-
ne la ventaja de poseer una expresion cerrada para la funcion de den-
sidad de probabilidad, lo que facilita el procedimiento de estimacion de
parametros mediante el método de maxima verosimilitud. Se han pre-
sentado dos ejemplos practicos en el escenario del modelo de riesgo
colectivo, concluyendo que la nueva distribucion proporciona mejores
ajustes que los obtenidos, al menos, con la distribucidon normal clasica.
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Ponencia 6

LA CLASE DE DISTRIBUCIONES CONTINUAS
GAMMA-GENERALIZADA INVERSA GAUSSIANA
Y SU APLICACION EN PROBLEMAS DE TARIFICACION

Emilio Gomez-Déniz, Enrique Calderin-Ojeda y José Maria Sarabia

RESUMEN

En este trabajo presentamos una clase amplia de distribuciones de
probabilidad con soporte en (0,x) . La nueva clase se construye mez-
clando la distribucién gamma con la distribucidén generalizada inversa
Gaussiana. Para la misma, damos las expresiones de la funcion de
densidad de probabilidad, su funcién de distribucion, momentos, etc.
Esta familia se aplica en seguro de responsabilidad. A partir la misma
se obtienen ademas como caso particular dos distribuciones de pro-
babilidad que pueden emplearse para realizar ajustes de credibilidad
asi como para obtener determinadas medidas de riesgo.

Palabras Clave: Credibilidad, Distribucion Gamma, Distribucion Ge-
neralizada Inversa Gaussiana, Distribucion a posteriori, Medidas de
Riesgo

1 INTRODUCCION

En este trabajo obtenemos una clase amplia de distribuciones con-
tinuas de probabilidad con soporte en (0,.0) que puede considerar-
se como alternativa a las distribuciones log-normal, gamma, inversa
Gaussiana y Weibull, entre otras. La nueva clase se obtiene mezclando
la distribucion gamma clasica con la distribucion inversa Gaussiana,
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y puede considerarse una generalizacion de la distribucion exponen-
cial-inversa Gaussiana en Bhattacharya y Kumar (1986) y en Frangos
y Karlis (2004). Se obtiene la funcién de densidad de probabilidad, la
funcion de distribucidon, momentos, funcién de azar, etc.

Para algunos casos particulares se realizan ajustes de datos empi-
ricos de seguro de responsabilidad. Con el Unico objetivo de hacer
este trabajo autosuficiente, mostramos a continuacién la funcién de
densidad de probabilidad de la distribucidn gamma y de la distribucion
inversa Gaussiana.

Una variable aleatoria X se dice que sigue una distribucion gamma
clasica si su funcién de densidad de probabilidad es

a
fG(x)Ze—xa_le_ex,x>0,a>0,9>0. (1)
['(a)
Representaremos a esta distribucion mediante X ~ G(a,9).

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X
que sigue la distribucion generalizada inversa Gaussiana es

v Vv
Y 2X+
__ K A1 Z(M x]
foig(x)=———=x"""e ,x>0,u>0,y>0,LeR, (2)

2K, ("’
u

1

en la que K(-) representa la funcion modificada de Bessel de tercera
clase (Jorgensen, 1982). Se representara en este caso, x ~ GIG(L,p, ) -
La distribucidn inversa Gaussiana es un caso particular de (2) que
se obtiene al hacer A =-1/2. Representaremos en este ultimo caso

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente forma. En la sec-
cion 2 se mostraran los principales resultados, mostrando la nueva
familia de distribuciones continuas, con algunas propiedades de la
misma. Para algunos casos particulares se obtendran expresiones de
credibilidad y ciertas medidas de riesgo, como el VaR y el TVaR, que
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se presentan en la seccion 3. La seccion 4 incluye una aplicacion en
el escenario de seguro de responsabilidad civil. El trabajo finalizara
con una seccioén en la que se comentaran las conclusiones mas rele-
vantes del mismo.

2 PRINCIPALES RESULTADOS

En esta seccion se presenta la funcion de densidad de probabilidad
de la distribucion que resulta de mezclar la distribucion gamma (1) con
la distribucién inversa Gaussiana. Se obtienen también expresiones
cerradas para la funcion de distribucién y la funcion de azar.

Definiciéon 1 Se dice que la variable aleatoria X sigue una distribu-
cién gamma-inversa Gaussiana si admite la siguiente representacion

estocastica: X|0,a ~ G(a,0)
6~ IG(ny), 0e0=(0,),

siendo p, y > 0. De aqui en adelante denotaremos a esta distribucion
mediante X ~ GAIG(u, V).

El siguiente resultado proporciona una expresion cerrada para la fun-
cion de densidad de probabilidad de esta nueva distribucion, asi como
de su funcion de distribucion, para el caso en que se asuma que el
parametro a es un numero entero.

Teorema 1 Suponiendo que a es entero, si X ~ GAIG(u,vy), enton-
ces su funcion de densidad, asi como su funcion de distribucion vie-
nen dadas por

x¢1 e\v[l/ n=1/p (X)]
I'(a)

\v[l/ n-1/py (X)}"‘1 X ;
I-e ;)T!EIG(MI (),y)(©):

JGa16 (%) EIG(ul(x),\u)(®a)’ (3)
FGaig(x) =
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v
\/w+2p2x

Demostracion: La funcion de densidad de probabilidad se obtiene di-
rectamente mediante

respectivamente, donde p,(x) =

foai6 () = [ f6(x10) fi(0)do.
La funcién de distribucion se obtiene de una forma similar a partir de
X (00
Fgaic() = [ ], f6(x10) fi(0)drd0,

aplicando el Teorema de Fubini y teniendo en cuenta que para valores
enteros de a se tiene que

J‘ 094~ 1 tht Z (ex)J

I'(a)”0

Pueden obtenerse algunos casos particulares de (3) para valores es-
pecificos de a. En este sentido, y para la distribucién inversa Gaus-
siana, usando el resultado (ver Chhikara y Folks, 1988)

r (r—1+10)! !
EZ)= Zl'(l” 1—1)'[2\|}J re

se tiene que la distribucion (3) puede escribirse como

1 1
Y i
_ L u&o}“‘l Fa+i) [w@) 4
JGaiG(x) T@ ¢ Z(:)F(iJrl)F(a—i) La>2. (4)

En particular, para a =1 se tiene que la funciéon de densidad de pro-

babilidad (4) resulta D
v m P2y
fGAIG(x):—Hﬁz el W\ , ®)
v +2u°x
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qgue se corresponde con la distribucion exponencial-inversa Gaussia-
na en Bhattacharya y Kumar (1986) y en Frangos y Karlis (2004).
Por otro lado, para a =2 se obtiene

2
) ‘::(1— HMJ
Hyx (H B J v (6)

2
Y+2ptx \/\|/2+2\|1p2x

JGaic(x) =

Proposiciéon 1 E/ momento de orden r alrededor del origen de la va-
riable aleatoria X con funcion de densidad de probabilidad (3) viene
dado por

AT+ & Te+itl)  ((pY .
E(X ): W) E)F(i+1)l"(r—i+l)(2\|/j’ rzl ")

Demostracion: La demostracion se obtiene utilizando esperanza con-
dicionada y (ver Chhikara y Folks, 1988) el hecho de que

—-r 1 r+1
ErGop (X ):WEIG(\V,H) )

En particular, la media y la varianza de la variable aleatoria que sigue
la distribucién (3) son

E(X) = a(l+Lj, (8)

noy
Var(X) - {l[hi}i(Lijﬁ_ﬂ, ©
il w) wip v) y

respectivamente, que pueden obtenerse directamente de (7).

Si reemplazamos en el esquema anterior la distribucion inversa Gaus-
siana por la generalizada inversa Gaussiana, se obtiene una familia
de distribuciones continuas mas flexible. Denotaremos a esta nueva
familia mediante X ~ GGIG(A,p, V).
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El siguiente resultado proporciona expresiones cerradas para la fun-
cion de densidad de probabilidad y la funcion de distribucion de la
misma.

Teorema 2 Suponiendo que a es entero, la funcion de densidad de
probabilidad de la variable aleatoria X ~ GGIG(\,n,y) viene dada por

K v
feei6(x)= 47y (T Lll (x)}
GGIG T@) o (Wj :
K, | ¥
1)

(10)

La funcion de distribucién es

A a-1 :
FoGiG (%) ﬂ{”“”} 1 > [xul.(x)]' K i [L} a>l.
A
u

Demostracion: La demostracion es similar a la del teorema 1.

La media y la varianza de la distribucion GGIG (10) vienen dadas por

Ky (Wj
a_  \K
“alr)
u
2
2 K5 (Wj K1 [w)
Var(X) a o

sl 1G] s

Obsérvese que la mezcla de la distribucion gamma con la generaliza-
da inversa Gaussiana también puede escribirse como

I S TR S G YT €9 a+h+1/2
(];(1;();IG(X)_ T(a) 2K, (w/ )\ v - Fow () (® )

E(X)
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Finalmente, igualando (10) con (11) resulta, después de unos pocos
calculos, el conocido resultado

-
r WK1 (\V/M)
Bigy) (® } Kip(w/p

2.1 Estimacién

Estudiaremos el caso correspondiente a la distribucion gamma-inver-
sa Gaussuana Dada la observacion muestral X =(X;,...,X,), si X
y s% son la media y la varianza muestral, utilizando (8) y (9) se pue-
den obtener expresiones cerradas para los estimadores de pu y vy

mediante el método de los momentos y asumiendo a conocido. En
particular para a =1, y escribiendo m=1/u, f=1/y es facil obtener

los estimadores
o= l(3f—./2s2—)72),
2
f o= l(,/zsz—fz—f)
2 b

mientras que asumiendo a =2 se obtiene

Wmo= 1(7;?—./21#—&92),
4
f o= %(./21}%83—5;? )

de donde, obviamente fi=1/m y ¢ =1/ 1.

No se obtienen ecuaciones sencillas que permitan estimar los para-
metros por el método de maxima verosimilitud. Sin embargo es posi-
ble obtener dichos estimadores por este método maximizando direc-
tamente la funcién logaritmo de la verosimilitud y utilizando para ello
el software informatico adecuado, como Mathematica.
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Por otro lado, la distribucion generalizada inversa Gaussiana es con-
jugada con respecto a la verosimilitud gamma como mostramos en el
siguiente resultado.

Teorema 3 Sea X, |6~ G(a,0), i=1,2,...,n variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. Supongamos que la distribu-
cion a priori del parametro 6 es la distribucion generalizada inversa
Gaussiana, esto es, 0 ~ GIG(\,u, ). Entonces la distribucion a poste-
riori del parametro 6 dada la muestra X =(X,...,X,)) es

0| X ~ GIG(L, i, ),

donde L = A+an,

mly

n b
/ 2
V207X,
i=1

Vo=

1§

Demostracion: Se obtiene después de unos pocos calculos haciendo
uso del teorema de Bayes.

En tarificacion de seguros la cantidad Eg(, ¢ (X16) se le conoce

como la prima neta de riesgo (ver Gomez-Déniz y Sarabia, 2008, Fur-
man y Zitikis, 2008a y Klugman et al., 1998; entre otros), mientras que
a Ky 1(y/p) , ,
Ecico a/0)=———————— es la prima neta colectiva. Ahora,
on (4/8) =) Ky (w /)

haciendo uso del teorema 3 se puede obtener la prima neta Bayes,
K5 /

que viene dada por Eg i 1 g (a/0)= a ki,

iKs(y/p)
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3 CREDIBILIDAD Y MEDIDAS DE RIESGO

Algunos casos particulares de la distribucion inversa Gaussiana se
obtienen al tomar (ver Balakrishnan y Nevzorov, 2003, p. 238) (i)
u— ooy (ii) u =\ que permite introducir funciones de probabilidad
mas sencillas.

En este sentido, dos distribuciones de probabilidad dependientes de
un solo parametro pueden obtenerse a partir de (5) y (6). llustraremos
aqui sélo el caso elaborado a partir de (5). En primer lugar, considere-
mos p — . Se obtiene la distribucion

Fry) = \F 2 (12)

Obsérvese que (12) puede obtenerse también a partir de la distribucion
exponencial f(y)o«ce” Ay ,A >0, mediante el cambio de variable y = Jx.

La funcion de distribucién y de azar de una variable aleatoria que si-
gue la distribucion (12) vienen dadas por

F(x) = 1-e V2%, (13)
) =\

respectivamente. Por otro lado, de (5), haciendo Mz =\, se obtiene
la distribucion

f(1—\/1+2x)

Sxlw) = (14)

1+2x 2

con funciones de distribucién y de azar

Fx) = l—eﬁ(l_ 1+2x), (15)

U}
r(x) = .
() 1+2x
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Es facil, en este caso, obtener una expresion cerrada para el estima-
dor maximo verosimil de las distribuciones (12) y (14). Asi, para (12)
se obtiene 5

n2 n

5 ,mientras que para (14) resulta \y = -
n
1+2X; —
] g
i=1

Consideremos ahora la distribucion (12) con N =7y e(0,0), entonces
se verifica el siguiente resultado.

Proposicion 2 Sea X; |0, i=1,2,...,n, n variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con funcion de densidad de
probabilidad f(x|y)=1y/ (\/ﬂ Ye ! 2x , Yy asumamos que la distribucion
a priori del parametro y es gamma con parametros ¢>0y d >0, en-
tonces, la distribucion a posteriori de y dada la informaciéon muestral
X es de nuevo gamma con parametros n+c, d +Z?=1 2X; .

Demostraciéon: Se obtiene de forma inmediata haciendo uso del teo-
rema de Bayes.

La distribucién marginal de X es f(x)=cd® /(\2x(d +2x)1).

Resulta interesante sefialar que la prima neta de riesgo (Gomez-Déniz
y Sarabia, 2008, Furman y Zitikis, 2008a y Klugman et al., 1998; entre
otros) es P(y)ZEf(X)Zl/yz, mientras que la prima neta colectiva
es Fp = En(l/yz) =d? /((c=1)(c-2)),c>2, en la que la distribucidén a
priori m(y) es la distribucion gamma con parametros ¢>0y d >0. En-
tonces la prima neta Bayes, la media a posteriori de la prima neta de
riesgo, resulta Pp =(d +y 1 \2X;)* /(n+c—1)(n+c-2)),n+c>2. El
siguiente resultado muestra que la prima neta Bayes es una formula
de credibilidad.
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Corolario 1 La prima neta Bayes anterior es una férmula de credibi-
lidad que admite escribirse como

ZyFe +(1=2,)g(X),

donde Z, =(c—-1)(c-2)/((n+c-1)(n+c—2)) es el factor de credibili-
dady g(X)=@dY. " J2X; + (O \2X;)*)/ (n* +2nc—3n).

Demostracion: Se obtiene después de no muchas operaciones.

Un resultado similar puede obtenerse, bajo el mismo desarro-
llo, para la distribucion (14). En este caso, la prima neta de riesgo
es P(y)=1/y2+1/y, mientras que la prima neta colectiva resulta
FPo=d(d+c—-2)/((c-1)(c—-2)),c>2. La prima neta Bayes se escribe
también como una formula de credibilidad de la forma

ZpFe+(1-2,)g(X),

donde el factor de credibilidad es igual al del corolario 1y g(X) es

n n
nd+(n—ZJ1+2Xi)(2d+n+c—2+n—z./l+2Xi))
i=1 i=1

gX)= 3
n“+2nc-3n

Por otro lado, es notorio que en los ultimos afos se ha producido un
interés creciente en la practica financiera y actuarial por la obtencién
de los cuantiles (o percentiles) de probabilidad de la distribucién de un
riesgo. Dos medidas (medidas de riesgo) que sefalan en este senti-
do son el valor en riesgo (VaR) y el valor en riesgo en la cola (TVar).
Véase Furman y Zitikis (2008b) y Gomez-Déniz y Sarabia (2008) para
obtener detalles de estas medidas de riesgo.

La importancia de estas medidas se pone de manifiesto en la teoria
de riesgos operacionales, debido por encima de todo a las indicacio-
nes regulatorias conocidas como Basilea Il (BIS, 2005). En particular
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se recomienda en estas bases regulatorias obtener el 0.999 cuantil
(VaR) como medida de riesgo.

Es posible obtener de (13), calculando la funcién inversa, el valor en
riesgo, asi como el valor en riesgo en la cola para la distribucion (12),
que vienen dados por

VaR[X;q] = ilogz(l—q), 0<g<l,

TVaR[X;q] = l[1+(10g,/1—q —l)log(l—q)}, 0<g<l,
v
Igualmente, a partir de (15) se obtienen el valor en riesgo y el valor en
riesgo en la cola de la funcion de densidad de probabilidad (14), que
vienen dados por
2
VaR[X:q] = + {kilog(l—q)} “1h, 0<g<1,
W

TVaR[ X;q] = lJrT\V{l—log(l—q)+ log2(1—q)}, 0<g<lI.

2(1+vy)

4 APLICACIONES

Presentamos en esta seccion una aplicacion referente a un conjunto
de datos reales que aparecen en Klugman et al. (1998), p.72, relacio-
nados con seguro de responsabilidad. Para ello se utilizé la funcion de
densidad de probabilidad (3), estimandose los parametros mediante
el método de maxima verosimilitud.

El conjunto de datos, que se muestra en la Tabla 1, representan 217

pagos por seguro de responsabilidad referentes a pdlizas con un limi-
te superior de 300000 unidades monetarias.
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Tabla 1.
Pagos medios y frecuencias observadas (Klugman et al., 1998)

Intervalos de pagos Pagos observados | Frecuencia observada
0-2500 2290 41
2500-7500 3427 48
7500-12500 2672 24
12500-17500 2229 18
17500-22500 1825 15
22500-32500 2892 14
32500-47500 3408 16
47500-67500 3166 12
67500-87500 2327 6
87500-125000 3055 1
125000-225000 4602 5
250000- 1756 7

Se han calculado los pagos medios esperados usando el valor espe-
rado limite ( limited expected value) (ver Klugman et al., 1998, p.603)
y que viene dado por

E[X ax]= jng(t)dt+x[1—F(x)],
para la funcion de densidad de probabilidad (3) y para la que se ha

considerado los valores a=2, a=3 y a=4. Los resultados obtenidos
se muestran en la Tabla 2.
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Tabla 2.

Pagos medios y frecuencias estimadas

Pagos Frecuencia Pagos Frecuencia Pagos Frecuencia
esperados esperada esperados esperada esperados esperada
2259 39.88 2314 32.18 2315 31.96
3519 43.87 3750 40.22 3761 39.74
2751 25.90 3023 25.20 3041 25.14
2254 18.02 2532 18.23 2547 18.33
1895 13.48 2163 14.04 2176 14.21
3025 18.98 3513 20.41 3527 20.78
3267 17.59 3876 19.68 3867 20.12
2931 13.56 3544 15.74 3496 16.09
1967 7.990 2410 9.540 2338 9.690
2266 8.090 2799 9.870 2651 9.880
2383 7.020 2942 8.740 2632 8.380
598.0 2.520 8230 3.120 591.1 1.580
a=2 a=3 a=4
[l = 4.097926E-4 (L =5.697016E-4 [l =8.335E-4
\J = 8.06026E-5 \J = 1.03525E-4 \J = 1.3983E-4
Lax =—500.31 Lyax =—502.793 Lax =—711.163

2
XTotal = 4-52

2
XTotal = 9-06

2
XTotal =10.07
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Para a=1, que se corresponde con la mezcla exponencial-inversa
Gaussiana en Frangos y Karlis (2004), y que aparece en (5), el ajuste
que se obtiene no es del todo bueno, de ahi que la presentacion de
este caso se omita. El caso a =2 se corresponde con la funcion de
densidad de probabilidad (jError! No se encuentra el origen de la re-
ferencia.). Este conjunto de datos ya habia sido ajustado mediante la
distribucion log-normal, inversa Gaussiana, Pareto, etc. (ver Klugman
et al., 1998, p.128). Los resultados obtenidos con la nueva funcion de
densidad de probabilidad se muestran en la Tabla 2. Como se aprecia,




el ajuste es bueno para x <87500 y peor para x >87500, siendo real-
mente malo para a=3 y a=4. Se observa que el ajuste es similar al
que se obtiene con la distribucion log-normal, utilizando el logaritmo
de la verosimilitud como criterio de comparacion. Las conclusiones
son las mismas si atendemos al valor esperado de las frecuencias. En
este caso, se muestra el valor Xz como criterio de comparacion. El p
-valor que resulta es 0.8739. Destacar que el numero de observacio-
nes en cada grupo se calcul6é de acuerdo a la expresion

e; = nPr(X € grupo j).

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha introducido una nueva familia de distribucio-
nes continuas con soporte en (0,o). La nueva familia se ha obtenido
mezclando la distribucion gamma clasica con la distribucién inversa
Gaussiana, en primer lugar, y con la distribucién generalizada inversa
Gaussiana en segundo lugar.

Las nuevas funciones de densidad de probabilidad que se obtiene,
asi como la funcion de distribucién y la funcién de azar presentan ex-
presiones cerradas y los métodos de estimacion propuestos parecen
funcionar bien bajo el nuevo modelo.

Finalmente, se ha mostrado la utilidad de los modelos propuestos me-
diante una aplicacién en seguro de responsabilidad que sefala que la
nueva familia puede presentarse como alternativa a las distribuciones
clasicas log-normal, gamma, Pareto y Weibull, entre otras.
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Ponencia 7

CALCULO DE PRIMAS RECARGADAS
MEDIANTE VALOR EN RIESGO CONDICIONAL

Antonio Heras, Jose Luis Vilar, Jose Antonio Gil y Beatriz Balbas

RESUMEN

En este articulo se calculan primas recargadas en base a la mini-
mizacion del Valor en Riesgo Condicional de funciones de pérdida
absoluta. El Valor en Riesgo Condicional es una medida del riesgo
coherente con buenas propiedades tedricas, que se utiliza cada vez
mas para la resolucién de problemas actuariales y financieros. Su
aplicacion al calculo de primas es sencilla de obtener y facil de in-
terpretar.

Palabras Clave:

Prima Recargada, Funcidn de Pérdida Absoluta, Valor en Riesgo
Condicional.

1. INTRODUCCION.

Es bien conocido que las carteras de seguros son a menudo hetero-
géneas, debido a que algunos de los factores de riesgo mas impor-
tantes son dificiles de observar y/o medir. Las técnicas de tarificacion
basadas en la experiencia estan disefiadas para calcular primas para
polizas pertenecientes a carteras heterogéneas, tomando en conside-
racion la experiencia de siniestralidad de cada pdliza.
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Como es habitual en la literatura, asumiremos que las caracteristicas
de cada pdliza estan resumidas en el valor de un cierto parametro de
riesgo A, que se supone estacionario, y que a menudo se identifi-
ca con la frecuencia media de siniestros de la pdliza (véase Lemaire
(1985, 1995)). Debido a la heterogeneidad de la cartera, los valores
de tales parametros, que se suponen desconocidos, se identificaran
con los valores de una variable aleatoria. Supondremos por tanto que
A es una variable aleatoria, de la cual conocemos su funcién de dis-
tribucién U (1), a la que llamaremos Funcién de Estructura.

Si suponemos ademas que las cuantias individuales de los siniestros
son independientes del numero de siniestros y del valor del parametro
de riesgo, y tomamos el coste medio de los siniestros como unidad
monetaria, el objetivo del proceso de tarificacion sera calcular una
prima para cada pdliza lo mas proxima posible al valor (desconocido)
de su parametro de riesgo. Una de las técnicas mas comunes de ta-
rificacion basada en la experiencia, denominada Teoria de la Credibi-
lidad Bayesiana, lleva a cabo esta tarea en varias etapas. En primer
lugar, es necesario seleccionar una funcién de pérdida que mida la
importancia de los errores de tarificacion, para posteriormente calcu-
lar la prima 6ptima como aquella que minimiza la pérdida esperada.
En segundo lugar, cuando se recibe nueva informacion acerca del nu-
mero de siniestros de la pdliza, se aplican métodos bayesianos para
actualizar la funcidn de estructura y transformarla de “a priori” en “a
posteriori”. La nueva prima 6ptima sera ahora la que minimice la pér-
dida esperada “a posteriori”.

Por tanto, si denotamos la funcion de pérdida como L(P,x) (donde
P es la primay A=A\ el valor del parémetr*o de riesgo), entonces la
prima éptima se calcula como la cantidad P que minimiza la pérdida
esperada

E(L(P,)))= TL (P2 )u(r)dn
0

En la expresion anterior u es la derivada de la funcién de estructura U
(supondremos una distribucion continua para A, y no distinguiremos
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entre los casos a priori y a posteriori). En este articulo nos centrare-
mos en el problema de calcular tales primas éptimas, suponiendo que
conocemos la funcién de estructura (a priori 0 a posteriori).

La eleccion mas habitual de funcion de pérdida es la denominada pér-
dida cuadratica, que se define como el cuadrado de la diferencia entre
la prima P y el valor del parametro de riesgo A=A\:

L(P,\)=(P-1)

En este caso, es bien conocido (véase, por ejemplo, Lemaire (1985,
1995)) que la prima 6ptima es la esperanza matematica del parametro
de riesgo A:
%
P =E[A]

Es decir, la prima éptima es la prima pura. Otra eleccion razonable de
funcién de pérdida es la pérdida absoluta

L(P,))=|P-2|

Se puede demostrar (véase Lemaire and Vandermeulen (1983)) que
la prima 6ptima en este caso es la mediana de A . Desgraciadamente
las distribuciones de siniestros son asimétricas, por lo cual las media-
nas estan por debajo de las medias y en consecuencia las compafiias
de seguros tendrian problemas de solvencia si usaran la pérdida ab-
soluta para el calculo de primas, ya que a largo plazo acabarian per-
diendo dinero con seguridad.

Pero la prima pura tampoco es una buena eleccion desde el punto de
vista de la solvencia. En este caso la prima cubre exactamente los si-
niestros esperados y no incluye ningun recargo que permita a la com-
pafia protegerse contra las malas rachas. La prima debe ser mayor
que la prima pura, incluyendo un “recargo de seguridad” para proteger
a la compania de las desviaciones imprevistas de la siniestralidad.

El procedimiento habitual para resolver este problema consiste en ele-
gir un principio de calculo de primas que incluya un recargo explicito
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sobre la prima pura, como por ejemplo el principio del valor esperado,
el principio de la varianza o el principio de la desviacion tipica:

P=(1+0)E[A]
P= E[A]+ a.Var [A]

P=E[A]+aVar[A]

También es posible elegir principios de calculo de primas con recar-
gos implicitos, como por ejemplo el principio exponencial o el principio

Esscher: .
P=—logE (eaA )
(04
E [AeA}

(Véase Young (2004) para una lista de principios de célculo de primas
y sus propiedades).

P=

El problema de esta propuesta es que la eleccion del principio de
calculo de primas parece ad hoc y no tiene relacién con el proceso
bayesiano de actualizacion de primas descrito previamente. ¢ Por qué
se deberia usar, digamos, el principio de la varianza para obtener el
recargo adecuado? ¢ Por qué no se podria usar en su lugar el principio
exponencial? Heilmann (1989) dio una respuesta bayesiana a estas
preguntas, mostrando que algunos de los mas famosos principios de
calculo de primas pueden obtenerse minimizando la pérdida esperada
asociada a nuevas funciones de pérdida. Por ejemplo, si elegimos las

funciones de pérdida
L(P,?x)= (eocP _eaki

L(P,1)=e™ (P-2)
L(PA)=A(P-LY
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Entonces obtenemos el principio exponencial, el principio Esscher y
el principio de la varianza. Partiendo de nuevas funciones de pérdida
como estas, Heilmann (1989) obtuvo formulas de credibilidad para
primas ajustadas al riesgo, en lugar de para primas puras como en el
caso de la pérdida cuadratica.

Pero la eleccién de una funcién particular dentro de este nuevo conjun-
to de funciones de pérdida tampoco es facil de justificar. Por ejemplo,
en el caso de las tres funciones anteriores, ¢por qué se deberia elegir
la primera en lugar de la segunda o la tercera?. Mas aun, este enfoque
basado en nuevos tipos de funciones de pérdida no es la unica forma
de obtener primas ajustadas al riesgo. En los ultimos afos han tenido
lugar un gran numero de investigaciones acerca de la medicion del
riesgo en el campo financiero. Como los problemas actuariales y los
problemas financieros comparten a menudo una estructura comun,
puede no ser mala idea adaptar algunas de las técnicas financieras a
la resolucion de problemas actuariales.

En general, una medida del riesgo es un funcional que asigna un nu-
mero a cada riesgo. En nuestro problema los riesgos son variables
aleatorias no negativas que representan pérdidas, de forma que las
mediciones del riesgo son numeros no negativos calculados de forma
que, cuanto mas peligroso es el riesgo, mas alta debe ser su medida.
Si elegimos una medidg del riesgo p, podemos definir la prima &pti-
ma como la cantidad P que hace minima la medida del riesgo de la

pérdida
p(L(P.1))

(en lugar de minimizar la esperanza de la pérdida E(L (P,k)), como
antes).

Probablemente las medidas del riesgo mas famosas en el campo fi-
nanciero son las medidas coherentes definidas en Artzner, Delbaen,
Eber y Heath (1999). Y la eleccion mas comun entre estas medidas
coherentes es, sin duda, el Valor en Riesgo Condicional (CVaR). En
términos intuitivos, CVaR es la esperanza matematica de las peores
pérdidas que pueden ocurrir. Como parece bastante razonable calcu-
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lar primas ajustadas al riesgo tomando en consideracion los peores
casos que pueden ocurrir, nuestra propues;ta es definir la prima opti-
ma ajustada al riesgo como la cantidad P que minimiza el valor en
riesgo condicional de la pérdida

CVaR(L(P,}))

Ya no seria entonces necesario considerar funciones de pérdida compli-
cadas para obtener primas recargadas. En este articulo consideraremos
unicamente la funcién de pérdida mas sencilla, la pérdida absoluta. Aun-
que, por supuesto, la metodologia es aplicable a cualquier otra funcion.

2. MINIMIZACION DEL VALOR EN RIESGO CONDICIONAL DE
LA PERDIDA.

Para definir rigurosamente el Valor en Riesgo Condicional, es nece-
sario definir primero otra medida del riesgo muy conocida, el Valor en
Riesgo (VaR). Dado un umbral de probabilidad B, el Valor en Ries-
go asociado es la minima cantidad o tal que, con probabilidad B, la
pérdida no supera a, y el Valor en Riesgo Condicional asociado es la
esperanza condicional de las pérdidas que superen la cantidad a. Es
bien conocido (véase Artzner et al (1999)) que VaR no es una medida
del riesgo coherente, porque no verifica en general las propiedades
de subaditividad y convexidad. Aunque es menos famoso que el VaR,
el CVaR es una medida coherente del riesgo, lo que lo hace mas ade-
cuado que el VaR para nuestros propdsitos.

En nuestro problema, dado un umbral de probabilidad 3, una prima P
y una funcion de pérdida L(P,2), VaR se define como

VaRg(P)=MIN {ae R /Prob[ L(P,\)<o|>B}
Y CVaR se define como

CVaRy(P)=—— [ L(PAN(.)D
1-p L(P,\)2VaR, (P)
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Dadas la probabilidad B y la funcion de pérdida, definimos la prima
optima ajustada al riesgo como la cantidad PB* que hace minimo el
Valor en Riesgo Condicional de la pérdida CVaRg (P) A primera vista
esta prima parece muy dificil de calcular, pero Rockafellar y Uryasev
(2000) han desarrollado técnicas de optimizacion para el calculo de
VaR y CVaR que se aplican facilmente a nuestro problema. De he-
cho, el teorema 1 de Rockafellar y Uryasev (2000) implica que, dada
la prima P, CVaRg (P) se puede calcular como el valor minimo de la
siguiente funcion convexa y diferenciable con continuidad del para-
metro o.: 1% .\
o+—— || L(P,A)—a | u(A)dr
g [T e

Endonde [ L(P,A)-a] =L(P,.)-asiL(P, M)z oy[L(P.A)- a] =0
Si L(P A )< o. Ademas, la solucion optima o |, si es estricta, coinci-
de con el Valor en Riesgo VaRg(P) .

Consideremos ahora a la funciéon anterior como una funcién V de las
dos variables Py a,

s

V(P,on)zowl_B

[L(P, 1) -a] u(r)dr

S e— 8

Entonces el teorema 2 de Rockafellar y Uryasev (2000) muestra que
V es una funcién convexa y diferenciable con continuidad respecto de
ambas varlables y que la minimizacion de esta funC|on genera un par
(P o ") tal que PB minimiza CVaRg (P)y ocB , si es unico, propor-
C|ona eI correspondiente VaRg(F ) -

En la siguiente seccidn resolveremos este problema de optimizacién
cuando la funcion de pérdida es la pérdida absoluta.

137



3. MINIMIZACION DEL VALOR EN RIESGO CONDICIONAL DE
LA PERDIDA ABSOLUTA.

La funcién de pérdida absoluta no se usa en los modelos de credibi-
lidad porque da lugar a una prima que coincide con la mediana de la
distribucién de la siniestralidad, lo cual no es admisible en absoluto.
Sin embargo, esta objecién puede ser resuelta si consideramos pri-
mas ajustadas al riesgo con un umbral de probabilidad  alto, como
veremos en esta seccion. De hecho, al aumentar 3, la prima ajustada
al riesgo acaba superando a la prima pura, y por tanto la pérdida ab-
soluta puede resultar atractiva ya que proporciona primas recargadas
razonables. Ademas, la pérdida absoluta es facil de entender ya que,
en definitiva, mide la pérdida en unidades monetarias.

Teorema: Si L(P,A)=|P-2|, entonces (PB*,aB*) minimiza la funcién
V si y solo si es solucién del siguiente sistema de ecuaciones (1):

1-f

UP-0)=—o"

(P-a) 5

UP+a) :%

(recordemos que U es la funcion de estructura, o funcion de distribu-
cion de A).

Demostracion:
Debemos minimizar la funcién

o0
vV (P,o)= a+ﬁj[|13—x|—a]+ u(L)d\
0
Recordemos que [|P—k|—a]+:|P—x|—a si [P-}Aza
y que [|P—x|—a]+:0 si [P-}|<a.
Ademas, |P—X|Za<:>k>P+a 6 A<P-a
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Por tanto debemos minimizar la funcién

V(P.o)= o+ —— [ 0-P-ou@ydr+ [ (P-r-au(dr
1- A>P+a A<P—a

Estudiemos las integrales dentro de los corchetes:
j (A =P —o)u(L)d) + j (P=%—ou(h)dh =
A>P+a A<P—a
= j hu(M)dh—(P+a) j u(ydr+(P—o) j u(h)dh — j Au(L)dh =
A>P+a A>P+a A<P-a A<P-a
= [ u)dr—(P+a)(1-U(P+a))+(P-a)U(P-a)- [ Ilu(h)dr=
A>P+a A<P—a

(definiendo S(A)=1-U (1), e integrando por partes)
=(P+a)S(P+a)+ [ S)dr—(P+a)S(P+a)+(P-a)U(P-a)-

P+a
P-a 00 P-a
—(P-a)U(P-a)+ [ UMNdrh= [ SQ)dr+ [ U@)dr
0 P+a 0

Por tanto, V también se puede definir como
1 P-a ©
vV (P,a)= a+ﬁ j U\ dh+ j S(L)dn
0 P+a

Tomando derivadas parciales respectoa Py a,
Z—Zzﬁ[U(P—(x)—S(P+a)]:0
Z—Zzl—ﬁ[U(P—a)+S(P+a)]: 0
Que equivale a, U(P—a)=S(P+a)
UP-o)+S(P+o)=1-
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1-—

Es decir, UP-o)= TB
1-p

S(P+o)=—"

(P+a) 5

Y también, 1-B
U(P-a)=—"

2

U(P+cx)=ﬂ

g.e.d. 2

La solucion de este sistema de ecuaciones tiene un comportamiento
ragkonable: PB* se aproxima a la mediana cuando B — 0, y también
By se incrementa cuando 3 — 1. En consecuencia, si tomamos 3 su-
ficientemente grande terminaremos obteniendo una prima recargada,
ya que la prima optima By acabara siendo mayor que la prima pura.
El sistema de ecuaciones (3.1) es facil de resolver en algunos casos
sencillos de variables aleatorias con funcién de distribucién explicita.

Por ejemplo, si A es una variable aleatoria exponencial de parametro
“a” y funcion de distribucién

U) =1—exp(—£]
a

Entonces es facil demostrar que

K- en(22]
(2]

En la figura 1 vemos los graficos de PB* y VaRg en el caso a=1.

%
PB . VaRB

140



2.5

20

0,5

D T T T T T T T T T
o ol 02 03 04 05 06 07 08 09

p

Figure 1

*

(boldface) and plots for B ranging from 0 to 0.95.
Exponential distribution with parameter ¢ = 1.

Asimismo, si A es una Pareto de parametros “@” y “c” y funcién de

distribucion 3\
v -1-[2)
(e}

entonces

Las graficas de Pg y VaRg se representan en la figura 2, con a=1.5,c=1

F
PB 5 VCIRB

141



0 T T T T T T T T T
i 01 0,2 03 04 05 0,6 07 08 0.9

P

. Figure 2
PB (boldface) and VaRB plots for B ranging from 0 to 0.95.
Pareto distribution with parameters a =1.5,c =1

En casos mas complicados puede resultar imposible obtener las so-
luciones 6ptimas tan facilmente, por lo que se tendra que recurrir a
aproximaciones numéricas. Otra opcidn puede ser discretizar el pro-
blema, en cuyo caso la minimizacion de la funcion V se puede llevar a
cabo resolviendo el siguiente programa lineal:

m

MIN| a+—— D.zp;
1-B| 2

s.t.

Py =y =M

P+y, _y;; =7\,m
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(Donde A =(Ay,...,A,, ) con probabilidades (py,..., p, ))-

Consideremos, por ejemplo, que A es una variable aleatoria inversa
gaussiana con densidad .
(A-2)

u(%):%e 2 A >0,g>0,h>0
A2 2mh
Siguiendo a Lemaire (1995, pp. 35-37), tomemos g=0.101081 y
h=0.062981. Tomemos asimismo la discretizacion de esta funcién que

aparece en Heras et al (2004, pg. 450). El programa lineal resultante
se resuelve facilmente para diferentes valores de 3, obteniéndose:

Si 1 =2 (correspondiente a :% ),

entonces la prima 6ptima es 0.0825.

Si L:4 (correspondiente a B:%),

entonces la prima 6ptima es 0.099.

Si 1 =5 (correspondiente a § = % ),

entonces la prima 6ptima es 0.1155.

Si %:10 (correspondiente a B:%),

entonces la prima optima es 0.1485.

Si L:20 (correspondiente a B:E),
1-B 20

entonces la prima optima es 0.1650.

Observamos como se incrementa la cuantia de las primas conforme
aumenta el valor de . Las dos primeras primas serian inaceptables,
ya que son menores que la prima pura 0.101. Las tres ultimas son
primas recargadas.
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4. CONCLUSIONES.

En este articulo mostramos como las modernas medidas del riesgo
como VaR y CVaR pueden aplicarse al calculo de primas ajustadas
al riesgo. El procedimiento clasico para calcular estas primas pare-
ce bastante ad hoc, pues se basa en la seleccidén de algun principio
de calculo de primas como el principio del valor esperado, el de la
varianza, el principio exponencial, etc. Heilmann (1989) propuso un
fundamento bayesiano para esta seleccion, basado en la considera-
cion de nuevas (y mas complicadas) funciones de pérdida. En este
articulo hemos mostrado que es posible calcular primas ajustadas al
riesgo con funciones de pérdida sencillas, como la funcién de pérdida
absoluta, siempre que utilicemos el Valor en Riesgo Condicional de la
pérdida en lugar de su esperanza matematica. Este nuevo procedi-
miento es una generalizacion de la metodologia clasica y proporciona
resultados razonables que ademas son facilmente interpretables. Las
primas optimas son faciles de obtener en algunos casos, mientras que
en otros debemos recurrir a aproximaciones numericas.
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Ponencia 8

ESTUDIO DE LA SENSIBILIDAD DE LAS PRIMAS BAYESIANAS
EN EL MODELO COLECTIVO COMPUESTO

ANTE ALEJAMIENTOS DE LA HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA
ENTRE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Hernandez-Bastida, A, Martel-Escobar, M. y Vazquez-Polo, F.J.

ABSTRACT

En el modelo colectivo compuesto usualmente la pérdida agregada se
expresa como S = ZZIX,-, donde N es la v.a. que mide el numero de
eventos producidos de acuerdo a distribucion de (conteo) frecuencias
P(-| 1), habitualmente Poisson, y las cuantiaas son medidas mediante
las variables aleatorias X;s con distribucion comun F(-|0), habitual-
mente lognormal, Weibull o Pareto generalizada, entre otras. Es habi-
tual, por cuestiones analiticas suponer entonces que los parametros de
riesgo A y 6 sean considerados independientes aunque suele haber
razones para no asumir dicha hipétesis (Peters et al., 2008). En este
trabajo presentamos una via de investigacion sobre las consecuencias
de posibles alejamientos de dicha hipdtesis de independencia. El traba-
jo contiene los siguientes elementos novedosos en el campo actuarial:

+ Utilizacién de la distribucion Poisson-Lindely parala v.a. N.

« Utilizacion de la familia de distribuciones Farlie-Gumbel-Morgens-
tern para las densidades a priori de los para’ metros de riesgo.

* Descripcién de métodos para la obtencién de rangos de variacion
para las primas Bayes en tal clase de densidades a priori.

Palabras y frases clave: Familia de Farlie-Gumbel-Morgenstern, Dis-
tribucion Poisson-Lindely, Prima Bayesiana, Robustez.
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1. INTRODUCCION

El modelo colectivo es descrito mediante una distribucién de frecuen-
cias para el numero de reclamaciones N y una secuencia de varia-
bles independientes e indénticamente distribuidas que representan el
tamafio de cada reclamacion X;. Habitualmente, la frecuencia N y
cuantia X; se asumen independientes (McNeil et al., 2005).

Para cada hipoétesis sobre la distribucion de estas variables tendre-
mos un modelo determinado. Los mas utilizado han sido:

— N sigue una distribucion de Poisson o cualquiera de sus exten-
siones (Goovaerts y Kass, 1991), Negative Binomial (Gossiaux y
Lemaire, 1981; Willmot, 1987; entre otros).

— Cuantias de tipo exponencial, gamma, lognormal, etc.

Es habitual, denominar distribucién primaria a la distribuciéon de N vy
secundaria a la de X;. En el modelo colectivo compuesto el interés
se centra en la variable aleatoria “coste total o pérdida agregada”, S,
definida por

N

DX, siN>1
=1

0, siN=0

Su funcion de probabilidad sera

f(s12,0)= " Pr(N =n|0)- i (x]6),

n=0

donde Pr(N =n|A) es la probabilidad de tener »n reclamacionesy f2”*
es la n-ésima convolucion de la funcion f;(x|96).

Un conjunto de interesantes resultados sobre este tipo de sumas
aleatorias puede verse en Kozubowskiu y Panoska (2005). Aproxima-
ciones de estas expresiones pueden encontrarse en Nadarajah y Kotz
(2006a, 2006Db).
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No obstante lo anterior también es conocido desde hace tiempo una
dificultad apreciable que se presenta en numerosos conjuntos de da-
tos en los que la varianza del numero de reclamaciones es aprecia-
blemente mayor que la media (fendbmeno conocido como sobredisper-
sion). Esto ha llevado a la consideracion de diversas distribuciones
alternativas a la distribucién de Poisson, para modelizar la distribucion
de la variable aleatoria N ; en especial las distribuciones de Poisson
mixtas en las que se produce siempre el fenédmeno de la sobredisper-
sion (Grandell, 1997; Niloloulopoulos y Karlis, 2008, entre otros).

En este trabajo nos planteamos el analisis estadistico bayesiano del
modelo colectivo considerando como distribucion primaria la distri-
bucién Poisson-Lindley, ver Sankaran (1971), y como distribucion
secundaria una distribuciéon Exponencial. Ademas estudiaremos un
procedimiento que nos permita analizar la sensibilidad de las primas
bayesianas a la hipoétesis de independencia.

2. EL MODELO POISSON-LINDLEY-EXPONENCIAL

Consideremos por tantos una secuencia N, X;, X,, de variables
aleatorias como las descritas anteriormente. En muchas situaciones
N es asumida como distribucién de Poisson. Recientemente, una al-
ternativa a tal distribucion ha surgido en el trabajo Ghitany y Al-Mutairi
(2009) con la consideracién de la distribucion Poisson-Lindely, la cual
produce un modelo estadistico mas flexible.

Supongamos que N sigue una distribucion Poisson-Lindley con fun-
cion de probabilidad

AP(h+2+k)

Pr(N=k|L)= (e

, k=0,1,2,... A>0. (1)
Se sigue de (1) que la funcién generatriz de momentos es
22 (exp(1) 1 —2)

Ml(l‘;k): 2 .
A+ (exp(t)—r—1)
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De aqui se sigue inmediatamente que la media y varianza vienen da-
das por

3 2
E[N]= At2 ,yVar(N):k +;lk +6}5+2, respectivamente.
AA+1) L (L +1)
Var (N 3 2
Puesto que ar( ):k + 4k +67¥+2>1, VYA >0, concluimos la

E[N] Ah+1)(A+2)

sobredispersion de esta distribucion. Su coeficiente de variacién vale

JVar(v
Veo()=LA ) 1S e e

E(N)  A+2

Supongamos que ahora que las variables aleatorias X;, i=0,1,... se
distribuyen segun una distribucion Exponencial de parametro 6>0,

—0x.
fH(x16)=0e ¢, x; > 0. (2)

Su funcién generatriz de momentos es

M2<z;e)=&, 3)

de donde, la media y varianza valen E[X;]= %
1
y Var(X;)= 7
Proposicion 1. La funcién de densidad (pdf) y la funcion generatriz
de momentos de S son respectivamente,
2 -5 A0
F(sI,0)=40° (A +1)""-0-(0s+ (L +1)(A+3))exp —ﬁs , 4)
+
s>0; L2 (A +1) (A +2),5 =0.

22 [ez(x 1) —OAQ2A+3)+ 2 (A + 2)}

M(t;\,0) = t>0. (5)

A+ 1)(OL - (A +1))?
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Ademas sus momentos valen:

()_ A+2
oL +1)’
E(Sz): 22 +30+3)

0212 (1+1)

y

23+ 702 +80+2
Var(§)= > 5—. respectivamente.
A" (A+1)

Demostracion. En efecto,

0 n _n—1 2
fs|n8) =y 22 exp(=s0) A% (L +2+n)

= n—1)! (L +1)""
2 n—1
E)Mexp —s0 z (6s)
(+1)* n=1 (n=DI+1)""
2 n—1
(6s)
0 —s0)Y'n- 6
" v+ 1) s >HZ:1n (n-DI+1)""1 ©)

2
=e“7“+f)exp( o j
(A+1) 1+2

A2 ( oA N sej
+0 76Xp| — s |-l 1+ .
(A+1) I+A I+A

Para el caso s =0, tenemos trivialmente:

AL +2)

f(O[X,0)=Pr(N=0[1)= =
(A+1)

Por otra parte, M(t;A,0) se deduce directamente de Klugman et al.
(2004),

M(t;A,0) = M (log M, (t;0); 1).
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3. LAS DENSIDADES A PRIORI

Dado que el parametro A tiene soporte sobre (0,), una densidad a
priori Gamma, G(a,b), para valores a y b, es adecuada,

a

m (k)= b @ exp(=bh), >0, a.b>0. (7)

I'(a)

Esta densidad a priori es conjugada bajo un muestreo de Poisson.
Consideraremos « >1, por motivos analiticos. La media a priori y va-

rianza de A son E(k)—— and Var(k)—— La moda existe y es Uni-
ca cuando a>1yvale Mo(L) = aT Cuando existe poca informacion

a priori sobre A, entonces la eleccion (a=2,b ——) suele ser satisfac-
toria (Scollnik, 1995).

Analogamente una densidad a priori para 0 de tipo Gamma G(c,d)
parece adecuada:

nz(e)—d(—) 0¢~!.exp(-d0), 0>0, c,d>0. (8)
Consideraremos c>1 con media y varianza a priori dadas por
E(e) —Y Var(e) — . La moda a priori Mo(0) = Cdl

En la literatura actuarial los parametros A y 6 se consideran inde-
pendientes. Aunque existen numerosos trabajos sobre procedimien-
tos bayesianos para el estudio de la sensibilidad a la hipdtesis de
independencia entre parametros (Lavine et al., 1991; Wasserman et
al., 1993; Berger and Moreno, 1994) sus aplicaciones son muchisimo
menos presentes. En este trabajo proponemos introducir un tipo de
dependencia entre los parametros de riesgo mediante la conside-
racion de la familia Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), introducido
originalmente por Morgenstern (1956).
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H(x,y)= FOGW[1+a(l-F)(1-G»)], e, 9)

donde F y G son las distribuciones marginales. La correspondiente
densidad conjunta correspondiente a (9) viene dada por

fxy) =gy [1+a(1-2F(x))(1-2G(»))]

(10)

= f)g) +al fF()(Q2F(x)-1)][g()(2G(»)-1)].
La expresion (10) es una facil y atractiva forma de introducir depen-
dencia entre parametros con densidades marginales dadas. Lai (1978)
probd que el parametro o es directamente proporcional al coeficiente
de correlacion. Ademas, el coeficierlwte de correlacion para distribu-
ciones continuas nunca excede de —. Por tanto, podemos decir que
introducimos un cierto grado de correlacién entre los parametros de
riesgo.
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Figura 1
Densidades bivariantes en una familia FGM con marginales G(2,1)
y G(3,1), respectivamente. Primera fila: Caso de independencia a =0.
Segunda fila: maxima dependencia positiva o =1.
Tercera fila: maxima dependencia negativa o =—1. Cuarta fila: marginales
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Nuestro interés se centra ahora en obtener los momentos de los pro-
ductos de potencias de los parametros, con A~ G(a,b), y 0~ G(c,d).
Siguiendo a D’Este (1981), para cada par de enteros positivos n y m,

E(M.em}E(b”Gx)n.dM.Gejm}b"de@?g?) (11)
donde ¢&; —Zk G(a,1) y & ——9 G(c,1).
E(xn.em) :bn.dm.{E(g{l) @2} E(g ){ Bl((aaan+11)1) 1}
(c,m;1)

XE((‘:3 ){ BI(Cch-i-m) 1}} (12)

) )

{Ha{z—](“’”;l) —1}{2—1(0”";1) —1H

B(a,a+n) B(c,c+m) ’

P TV (v+k)
m \' B(U,U+k)—mT

satisface la recurrencia (para k positiva):

donde /(v,k;x) = I ylafuncion I(:)

(20 + k)10, k +1;1) =270 4 (v 4 ) I (v, k1),
Por tanto, I(u,1:1)=—-.220%1 4 43(0 V).
L

Entonces, 2L 1 520 T@u+D
B(U,U+l) 18} F(U)F(U—}-l)

En particular para n=m =1, de (12) obtenemos

(13)

E(}\,-e)za-c. 1+&2_2(a+0). F(20+1)F(2c+1)
ac T(a)T(a+1)T()(c+1) |
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Asi, la estructura (a priori) de dependencia entre los parametros de
riesgo cuando las a priori se mueven en una clase FGM es obtenida
usando el hecho de que

Cov(L,0) =E(L-0)-E)-E(0)

—geel1o L@ ave) ! , (14)
bd ac B(a,a+1)B(c,c+1)

y por tanto,

Corr(1,0) Covi.9)

B JVar(})Var(0)

1 o 1
=b-d-Jac-|1l-——+— )
ﬁ{ L ]

ac 272+ (g, a+1)-B(c,c+1)

(15)

Asi, puesto que | [<1 y siempre que bd >1 obtenemos que

|Corr(1,0) [ b-d e | -+~ — ! . (16)
bd ac 272+ . Bg a+1)-B(c,c+1)

En particular, cuando a=b=c=d =1, se sigue que:
lof 1

4 4
Por otra parte, también puede medirse la incertidumbre de cada den-

sidad a priori dentro de la FGM considerada, calculando su entropia
en el sentido de Shannon (1948).

| Corr(L,0)|= (17)

4. INDEPENDENCIA ENTRE LOS PARAMETROS DE RIESGO

Sea my(A,0)=m (L) ny(0)+0- [nl M (1-2F0))-1(0)-(1-2F, (e))]
una a priori en la familia FGM con n;(A) ~ G(a,b) y m,(0) ~ G(c,d)
marginales fijas, donde o =1(-1) representa el mayor (menor) grado
de dependencia positiva (negativa) permitida en el modelo.
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En De la Horra y Fernandez (1995) puede encontrarse un via simple
para comprobar la hipétesis de independencia entre A y 6. Conside-
remos la clase de densidades a priori

I1= H(OL>0) UH(OL<0)’
donde g>0) = {n(k,e) =(1-¢e)n;(X,0)+emy (1,0),e e [0,1]},
I (g<0) = {m(%,0) = (1-g)7; (%,0) + e (1,0),€ €[0,1]},

n; (A, 0)=m (L) -m,(0) es la a priori obtenida bajo independencia y
n, (A, 0) en la familia FGM con o > 0(< 0) densidades marginales fija-
das n(A) y n(0), representando algun grado de dependencia positiva
(negativa).

Observemos que el caso a=1, n,—;(A,0) coincide con el sistema
FGM para dependencia positiva

ny(A,0)+e-m(A) (1—2}71(70)- nz(e)-(l—ZFz(e)), ee€[0,1].

Lo mismo podemos decir para el caso o =-1. Puesto que estamos
interesados en las implicaciones que tiene la hipétesis de indepen-
dencia sobre las decisiones a posteriori, enfocamos el problema de la
siguiente manera. Observados los datos, supongamos que estamos
interesados en las cantidades a posteriori de la forma

j jh(x, 0)m(), 0 | data)dAdo,

cuando n varia en IT=TII,<g) UI4>g). Entonces, obtener cotas in-
feriores y superiores de estas cantidades a posteriori sobre la clase T1
es equivalente a encontrar

max {ﬁ(a<0),ﬁ(a>0) },

y min {Ea<0)al_(o(>()) }:
donde Ug<)= SUp [[h(r.0)n(1,0]data)d).do, (18)
nell
(0e<0)
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Hg>0)= SUP j _[h(k, 0)m(), 0 | data)dAdo, (19)

neH(a>O)
lo<oy= inf [[A(.,0)n(2,0]data)d2do, (20)
nell
(a:<0)
y
la=0y= inf [[r0.0)n(%,0|data)drde. (21)
nell
(0>0)

Como en De la Horra y Fernandez (1995), basta diferenciar respecto
a a, Yy las anteriores cotas son calculadas mediante las cantidades:

[0 £(511.0) -7, —; (1.0)dd0
[[7(s12.0)- 7 (1. 0)dd0

i=-1,1, (22)

j jh(x, 0)- 7 (s| A, 0)-1; (1, 0)d1dO

23
[[£(s12.0)- 7/ (0, 0)d2d0 (23)

Nuestro objetivo consiste en computar cantidades como las ante-
riores cuando la priori pertenece a una clase I1. En la practica, por
ejemplo, la prima Bayesiana juega un papel muy importante. Se-
leccionamos por tanto, esta cantidad para cuantificar el papel que
puede jugar la hipotesis de independencia en la prima. Cualquier
otro criterio, también puede ser utilizado. Por ejemplo, el a-ésimo
percentil es o = E(w(x 0)|data), con y(A, e)—IC (A,0) la funcion in-
dicatriz sobre C,

Las expresiones (22) y (23) requieren eficientes calculos numéricos
y/o Monte Carlo En este trabajo, proponemos la utilizacion software
Mathematica ® que funciona adecuadamente para el tipo de calculos
necesarios.
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Observemos que en el modelo colectivo la prima verdadera individual
tiene la expresion
E(S)= A+2 l’
AA+1)06
por tanto, la prima Bayes se obtendra como la media a posteriori de
(24), es decir

[ A+2 1 (3,0| datos)d)rdo (25)
Mh+1)0

(24)

La expresion (22) puede ajustarse a las expresiones anteriormente
descritas para el estudio de la robustez de la hipotesis de independen-

A+2 1
— y por tanto podemos
AA+1)0

medir cdmo afecta la hipdtesis de independencia a la prima Bayes.

cia sin mas que considerar A(\,0)=

5. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos visto como la distribucién Poisson-Lindley
puede ser introducida como distribucién primaria en un analisis de
la pérdida total agregada para el modelo colectivo compuesto, con-
juntamente con la posibilidad de estudiar el analisis de sensibilidad
a la hipdtesis de independencia entre los parametros de riesgo. Los
calculos necesarios son computacionalmente posibles y con el uso de
algun software eficiente para ello, pueden ser realizados en cualquier
ordenador personal.
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Ponencia 9
REVISION DEL TEST DE RACHAS

Ivan lturricastillo Plazaola y J. Ifiaki De La Pena Esteban

RESUMEN

El Test de rachas es uno de los instrumentos mas conocidos para
analizar la aleatoriedad de una serie de sucesos sucesivos, aplicado
en los estudios financieros y, mas concretamente, en los estudios del
analisis de la evolucion dinamica de la ETTI.

En dicho Test comprobamos que el valor que suele ofrecerse para la
media del numero de rachas es correcto, sin embargo constatamos
que se produce un error para el valor que se ofrece para la varianza
de dicho numero de rachas. Es un valor inferior al real.

Ese error es fundamental, pues para un nivel de confianza dado, al
infravalorarse la varianza de dicho niumero de rachas, se toman inter-
valos de confianza menos amplios de los debidos lo que provoca que
pueda haber casos que queden fuera de los mismos sin que tuviera
que ser asi. Obviamente los casos afectados seran los mas cercanos
a la frontera del intervalo de confianza.

Para ilustrarlo, recalculamos el tamano, en términos de probabilidad,
de los intervalos que ya calcularon lturricastillo (2007) e lturricastillo y
De La Pefia (2009).

Los resultados corregidos muestran que:

1. como es légico, para una misma distancia con la media, disminuye
la probabilidad necesaria del intervalo de confianza para que el
mismo recoja la observacion realizada, dada la mayor varianza, y
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2. como los datos observados en los estudios realizados previamente
no estaban en la frontera entre ser rechazados y no ser rechaza-
dos, no cambian las conclusiones que se obtuvieron.

Palabras calve

Test de Rachas, Varianza, Intervalos de Confianza, Independencia,
ETTI, Hipdtesis de las Expectativas Racionales, Inmunizacion Dina-
mica.

1. INTRODUCCION

Para establecer una estrategia inmunizadora, es necesaria la realiza-
cion de hipétesis sobre la evolucion futura de los tipos de interés. La
version mas simple con expresiones mas directas y que ya empled
Redington (1952), estructuran carteras de titulos con una estructura
de tipos de interés plana, esto es, con iguales valores de los tipos de
interés a corto como a largo plazo. Este caso no es mas que una sim-
plificacion de la realidad. De hecho, no sélo los tipos de interés son
diferentes a corto como a largo plazo, sino que dada una estructura
de tipos de interés se puede aplicar una estrategia inmunizadora y, a
medida que cambia el tiempo y las condiciones financieras, los tipos
de interés toman diferentes valores. En este caso, la inmunizacion
realizada sobre la cartera de inversiones puede no ser 6ptima y se de-
biera proceder al rebalanceo. Iturricastillo y De La Pefia (2003) esta-
blecieron una estrategia inmunizadora que permite evitar los rebalan-
ceos continuos en una cartera siempre que los tipos de interés sigan
la Hipotesis de las Expectativas Racionales (HER), esto es, mientras
los tipos de interés futuros sean los esperados (los tipos implicitos), la
cartera permanecera inmunizada en el plazo que se haya escogido.

Igualmente, lturricastillo (2007) ha demostrado que siguiendo la HER,
los desplazamientos paralelos en la ETTI (Estructura Temporal de Ti-
pos de Interés) se trasladarian a las futuras ETTI de un modo cuasi-
paralelo.
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Esto hace que, incluso cuando haya un desplazamiento inesperado de
la ETTI, podamos mantener la cartera sin rebalanceos siempre que
haya sido paralelo. Dicho de otro modo, s6lo cuando haya un desplaza-
miento inesperado no paralelo se debera proceder a revisar la cartera.

Por todo ello, Iturricastillo (2007) ha senalado que en funcion de cual
sea la evolucion dinamica de la ETTI, se podra, o no, establecer una
estrategia inmunizadora que no sélo inmunice la cartera ante cambios
inmediatos en los tipos de interés en un momento determinado, sino
que también la inmunice en el futuro, sin necesidad de realizar con-
tinuos rebalanceos, con los continuos costes que supondrian estos
rebalanceos para el gestor.

Como conclusion, es vital el discernir el modelo de evolucion dinamica
que sigue la ETTI, pues, dependiendo de su evolucion, dependera
que se pueda o no aplicar alguna estrategia de inmunizacion.

Para comprender la evolucién que sigue los valores de la ETTI se
puede aplicar el Test de rachas. Este instrumento permite analizar la
aleatoriedad de una serie de sucesos sucesivos, y es comunmente
aplicado en los estudios financieros y, mas concretamente, en los es-
tudios del analisis de la evolucion dinamica de la ETTI.

Como alternativa al Analisis de Componentes Principales, Iturricastillo
(2007) ofrecio un sistema que ofrece un dato entendible intuitivamen-
te que senala cual es el porcentaje de los desplazamientos ocurridos
en el pasado que han sido debidos a movimientos paralelos.

Dicho trabajo ha sido revisado y completado por lturricastillo y De La
Pena (2009), ofreciendo unos resultados similares.

De todos modos, el hecho de que el desplazamiento sea o no paralelo
no muestra por si solo la naturaleza de la evolucion dinamica de la
ETTI. Por ello, Iturricastillo (2007) lo completd con un test de rachas.

Dicho test nos ofrece un resultado muy interesante, al mostrarnos que
la HER es compatible con sucesos aleatorios mientras que el suponer
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que el tipo de interés presente es la mejor estimacion del tipo de in-
terés futuro (lo que suele calificarse como de eficiencia del mercado)
parece mostrar una clara dependencia, lo que significa que la HER
seria una mejor explicacion del comportamiento dinamico de la ETTI.

En el Test de Rachas comprobamos que el valor que suele ofrecerse
para la media del numero de rachas es correcto, sin embargo cons-
tatamos que se produce un error para el valor que se ofrece para la
varianza de dicho numero de rachas. Es un valor inferior al real.

Ese error es fundamental, pues para un nivel de confianza dado, al
infravalorarse la varianza de dicho numero de rachas, se toman inter-
valos de confianza menos amplios de los debidos lo que provoca que
pueda haber casos que queden fuera de los mismos sin que tuviera
que ser asi. Obviamente los casos afectados seran los mas cercanos
a la frontera del intervalo de confianza.

Dicho test de rachas, de multiples aplicaciones, es el que se presenta
y corrige en este trabajo.

2. EL TEST DE RACHAS

Con el Test de Rachas se pretende averiguar si una serie de sucesos
sucesivos son aleatorios 0 no en base al numero de rachas presentes
en dicha serie de sucesos sucesivos.

El Test de Rachas puede ser realizado estudiando los sucesos por
encima de la mediana y los sucesos por debajo de la misma, como
muestra Pena (2001), o bien los sucesos por encima y por debajo de
un valor dado, por ejemplo el 0, con lo que estudiamos en dicho caso
las rachas de sucesos con valores positivos y de sucesos con valores
negativos, como muestran, por ejemplo, Font y Parras (2005) y Ca-
rrasco (2004).

Como punto de partida y tomando una serie de datos, algunos de ellos
positivos y otros negativos mediante este Test se estudia si los suce-
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sivos valores que van tomando son aleatorios o no observando el nu-
mero de rachas, esto es, el nuUmero de grupos de sucesos sucesivos
del mismo signo. Si, de hecho, son aleatorios, no sera esperable que
el numero de rachas sea excesivamente reducido ni excesivamente
elevado. Si, por el contrario, dicho numero fuera asi (excesivamente
reducido o excesivamente elevado), significaria que habria una de-
pendencia directa o inversa, respectivamente.

Para ello supongamos que tenemos una serie de n datos entre los
cuales n, son positivos y n, son negativos. Siendo:

n= I’)1'|'I’I2

También supongamos que dichos datos fueran aleatorios. En dicho
caso, la probabilidad de que a un caso negativo le sucediera uno po-
sitivo, esto es, la probabilidad de que hubiera un cambio de racha,
seria la siguiente:

N° de positivos ~ n,

P(cambio de racha / negativo) = . =
N° de casos posibles n, +n, -1

Igualmente, la probabilidad de que a un caso positivo le sucediera uno
negativo, esto es, la probabilidad de que hubiera un cambio de racha,
seria la siguiente:

N°® de negativos ~ n,

P(cambio de racha / positivo) = ‘ =
N° de casos posibles n,+n, -1

Combinando ambas, conseguimos la probabilidad de que a un suce-
so, del cual desconocemos el signo, le suceda un cambio de signo,
esto es, conseguimos la probabilidad de que haya un cambio de racha
tras un suceso cualquiera:

P(cambio de racha) = P(negativo)- P(cambio de racha / negativo) +

+ P(positivo) - P(cambio de racha / positivo)

Esto es:

n, n, n, n,

P(cambio de racha) = +

n,+n, n,+n,-1 n,+n, n+n,-1

167



Lo que resumido resulta ser:

2.n,-n,
(n,+n,)-(n, +n,-1)

P(cambio de racha) =

Corresponde a la probabilidad de que un suceso suponga un cam-
bio de racha respecto al suceso anterior. Por ello, podria entenderse
que la variable aleatoria “cambio de racha para un suceso” sigue una
Distribucién de Bernoulli en la que la probabilidad de ocurrencia es la
anterior, y la denotaremos por p, y la probabilidad de no ocurrencia
(no cambio de racha) es la probabilidad complementaria de la anterior
(7-p), y la denotaremos por q.

Denotando por:

rooo Variable aleatoria cambio de racha en el suceso i-ésimo
Podemos entender la variable aleatoria:

R Numero de rachas

Como la suma de las siguientes variables aleatorias:

R=r +r,+r,+r,+. .. +r =1+r,+r,+r,+. .. +r
Siguiendo el razonamiento anterior, el primer suceso supondra el inicio
de la primera racha, hecho que no sera aleatorio ya que no depende
del signo del cual sea, y en el caso del resto de los sucesos el numero
de rachas ira aumentando siguiendo la distribucion sefalada.

Dicho de otro modo: la variable aleatoria nimero de rachas, o R, sera
la suma de una constante —la unidad- y de n-1 variables que siguen
una Distribucion de Bernoulli.

Es bien conocido que la suma de variables que siguen la distribucién

de Bernoulli genera una variable aleatoria que sigue una binomial.
Igualmente es conocido que la binomial, cuando el numero de ele-
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mentos es lo suficientemente elevado, seguira aproximadamente una
distribucion normal.

Siguiendo este razonamiento, el Test de Rachas se basa en que, caso
de ser aleatorios los sucesivos sucesos, el numero de Rachas seguira
una distribuciéon normal con media (m) y varianza (c?):

2-n,-n,

m=1+ (férmula 1)

n,+n,

S2:2'771'”2‘[2'”1'”2_”1_”2] (férmula 2)

(”1"‘”2)2 '(nz Tn, _])

3. CORRECCION DEL TEST DE RACHAS

Como mostraremos a continuacion, existe un error en la expresion
que sefala la varianza de la distribucién normal que sigue el numero
de Rachas, caso de ser independientes los sucesivos sucesos.

La media de la distribucidn normal generada a partir de una distri-
bucion binomial es el producto de la probabilidad p y del numero de
variables tipo Bernoulli que la misma contiene, n-1 casos aleatorios
en nuestro caso. Para el ejemplo que tratamos, como el primer caso
es seguro, la media resulta ser la suma de una unidad y el producto
anterior:

2.n,n 2.n,n
_]). 12 =420 72
(n, +n2)-(n1+n2—1) (”1 +”2)

m:]+(n,+n2

Expresién que coincide con la que se encuentra en la bibliografia ha-
bitual, recogida anteriormente como formula 1.

La varianza de dicha distribucion es el producto de la probabilidad p,
de la probabilidad complementaria 7-p y del niumero de variables tipo
Bernoulli que la misma contiene, en nuestro caso n-71 casos aleato-
rios. Igualmente, como el primer caso es seguro, la varianza resulta
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ser la varianza sefialada en el producto anterior, puesto que el caso
no aleatorio no anade ninguna varianza (simplemente aumenta la me-
dia y los distintos valores en una cifra fija):

2-n,-n, .{1_ 2-n,-n,
+”2)'(”1+”2_1) (”1"'”2)'(”1"'”2_1)
Operando, obtenemos que:

s 2= 2-n;-n, [(nl +n2)'(n/ +n, _])_2'n1 '”2]

(”1 +”2)2 '(”1 +n, _])

s’ :(n1+n2—1)- (n
1

O, lo que es lo mismo:

2 2
2 :2-n1-n2-E11 +n,-n,—n,+n,-n, +n, —n2—2-n1-n2]
(n, +n, ) -(n, +ny = 1)

Lo que, finalmente nos ofrece la siguiente expresion:

2 E’z 2 ]
P UNON +n, —n,—n,

(”1 +”2)2 '(nz +n, _1)

Expresion que no coincide con la que se encuentra en la bibliografia
habitual, recogida anteriormente como formula 2.

(férmula 3)

La diferencia entre ambas se encuentra en los sumandos del corchete
del numerador.

En la férmula de la bibliografia estos sumandos suponen:
Sumandos formula2 =2-n, -n,

En la férmula correcta estos sumandos suponen:
Sumandos formula3=n," +n,’

En principio, el numero de sucesos positivos no tiene por qué ser igual al
numero de sucesos negativos. En dicho caso, podriamos entender que:

n,=n,+h
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Siéndonos indiferente si h es positivo o negativo, esto es, siendo irre-
levante si es mayor el numero de sucesos positivos o el de los nega-
tivos.
Desarrollando los sumandos de la formula 3, obtenemos que:
Sumandos férmula 3 =(n, +hY +n,” =n,” +2-n, -h+h> +n," =2-n," +2-n, -h+h’
Esto es:

Sumandos formula 3 =2-n, -(n2 +h)+ W =2-n,-n,+h’
Y, sustituyendo:

Sumandos férmula 3 = Sumandos férmula 2 + h’

En la siguiente reformulacion de la férmula correcta, recogemos se-

paradamente, con dicha notacién, la diferencia que faltaba en la for-
mulacion habitual:

2
2:2~n1-n2-[2-n1-n2—n1—n2] 2-n,-n,-h

+
(”1"'”2)2'(”1"‘”2_1) (n1+n2)2-(n1+n2—1)
O, lo que es lo mismo:

S

2 :2'”1'”2'[2'n1'”2_”1_n2]+ 2’”1'”2'(”2_”1)2
(n1+n2)2-(n,+n2—1) (n1+n2)2~(n1+n2—])

Todo lo anterior significa que el valor de la varianza sera mayor que
el valor que ofrece la expresion incorrecta, lo que provoca que los in-
tervalos de confianza en los que se basa el Test de Rachas debieran
haberse considerado mayores de lo que se venian considerando. De
todos modos, a simple vista parece que la diferencia no sera excesiva,
salvo en los casos en los cuales la diferencia entre los casos positivos
y los negativos sea muy grande.

S

Todo lo anterior significa que, en los estudios realizados con la ex-
presion habitual, en los casos limite, -al haberse reducido el tamano
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de los intervalos que debian haberse considerado para el nivel de
confianza que se considerase adecuado-, se ha podido rechazar la
independencia cuando no debia haber sido rechazada.

Para corroborarlo, compararemos en el siguiente apartado los resulta-
dos ofrecidos por lturricastillo (2007) y por lturricastillo y De La Pena
(2009) con los que debian haber sido ofrecidos.

Puede ser que esta diferencia no se haya tenido en cuenta en la biblio-
grafia habitual del Test de Rachas debido a que, segun Pefia (2001),
se realiza el analisis dividiendo los sucesos a la altura de la mediana,
esto es, dividiendo en dos partes iguales la muestra, lo que hace que,
en dicho caso, h valga 0.

4. COMPARATIVA DE RESULTADOS

Como se ha mostrado anteriormente, en los Test de Rachas realiza-
dos en el pasado, al tomarse un valor de la varianza inferior al que
debiera haberse tomado, puede haberse rechazado la independencia
en casos limite o cercanos a la frontera en los cuales dicho rechazo
no debiera haberse hecho.

En un estudio de inferencia habitual se establece cual es el nivel de
confianza (normalmente de entre un 1% a un 5%), el cual, supuesto
que la hipotesis a ser analizada fuera cierta, sefalaria el porcentaje
de casos en los cuales, aun siendo cierta dicha hipotesis, la dariamos
por falsa.

En el Test de Rachas, como se esta analizando si hay independencia,
dicha probabilidad se reparte tanto entre los casos en los que el numero
de rachas es excesivamente reducido (lo que implicaria una dependen-
cia directa) como entre los casos en los que el numero de rachas es
excesivamente elevado (lo que implicaria una dependencia inversa).

En los estudios realizados por lturricastillo (2007) y por lturricastillo
y De La Pefia (2009) se ha procedido al revés. Dado, por un lado, el
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numero de rachas observadas y dados, por otro lado, los valores de
la media y de la varianza / desviacion estandar que se deducen de los
datos observados, se calcula la probabilidad minima que debe incluir
el intervalo de confianza para incluir el dato observado. De este modo,
a sensu contrario, se puede calcular el nivel de confianza que debiéra-
mos haber establecido para rechazar la hipétesis nula. De esta forma,
si la probabilidad de dichos intervalos supera el 95% 6 el 99% (segun
el nivel de confianza), seria cuando se rechazase la independencia.

4.1. lturricastillo (2007)

lturricastillo (2007) analiz6 los cambios en el MIBOR / EURIBOR con
datos basados en la pagina web del Banco de Espafia (www.bde.
es), tomando en consideracion para el estudio unicamente los tipos
de interés a 3, 6, 9 y 12 meses para el primer dia de cada trimestre y
para los 68 periodos trimestrales que van desde enero de 1988 hasta
enero de 2005.

Dicho analisis fue realizado tanto para la HER como para la Hipote-
sis Candida / de eficiencia de los mercados, tanto de un modo global
como para los plazos a 3, 6 y 9 meses (al ser imposible hacer el de 12
meses bajo la HER) —plazos 1, 2 y 3-.

En las siguientes dos tablas se recoge la probabilidad necesaria para
incluir el dato observado en los diferentes intervalos tanto con la for-
mulacién correcta de la varianza como con la formulacion incorrecta
(con la que se venia siguiendo hasta el momento) y para los distintos
analisis que se realizaron: global y a plazos (1; 2 y plazo 3).
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TABLA1

Probabilidad necesaria para inclusiéon del dato: global

(c?) Correcta

(c?) Incorrecta

Probabilidad necesaria
para incluir el dato
observado en el intervalo

Probabilidad necesaria
para incluir el dato
observado en el intervalo

HER Global 41,97649% 49,06157%
H Candida Global 99,32575% 99,69499%
TABLA 2
Probabilidad necesaria para inclusiéon del dato: plazos
(c?) Correcta (c?) Incorrecta
Probabilidad necesaria Probabilidad necesaria
para incluir el dato para incluir el dato
observado en el intervalo observado en el intervalo

HER Plazo 1 72,81590% 88,93818%
HER Plazo 2 4,64225% 5,55300%
HER Plazo 3 72,41565% 77,53487%
H Candida Plazo 1 99,68661% 99,87641%
H Candida Plazo 2 99,86628% 99,93172%
H Candida Plazo 3 99,32575% 99,69490%

Al realizar esta comparacién podemos observar que:

i) La probabilidad necesaria para incluir el dato observado se reduce.

Dado que aumenta la varianza, no podia ser de otro modo.

ii) En el caso de la Hipdtesis Candida, esto es, en el caso de suponer
que el tipo de interés presente es la mejor estimacion del tipo de
interés futuro, sigue siendo claro el rechazo de la independencia de
la serie. Esto es, se puede rechazar que la eficiencia del mercado,

tantas veces arguida, sea real.

iii) Para el caso de la Hipdtesis de las Expectativas Racionales es aun
mas claro que no puede rechazarse la independencia de la serie.
Esto es, en principio es razonable afirmar que la HER define razo-

nablemente la dinamica de la ETTI.
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4.2. lturricastillo y De La Peia (2009)

lturricastillo y De La Pefia (2009) han analizado los datos de final de
mes del Euribor a 1, 2, 3, ..., 11 y 12 meses, desde su nacimiento a
finales de 1998 hasta diciembre de 2008. Bajo la Hipdtesis Candida
se pueden realizar 12 analisis, bajo la HER sdlo 11.

En la siguiente tabla 3 se recoge el andlisis para la Hipotesis Candida:

TABLA 3
Probabilidad para inclusiéon del dato segun hipoétesis candida
(c?) Correcta (0?) Incorrecta
Plazo del Amplitud (en probabilidad) Amplitud (en probabilidad)
Tipo de interés del intervalo para incluir del intervalo para incluir
(en meses) el dato observado el dato observado
1 98,81937993% 98,85660667%
2 99,98971639% 99,99178131%
3 99,94822268% 99,95917775%
4 99,99812053% 99,99892350%
5 99,99446317% 99,99698027%
6 99,99257247% 99,99632291%
7 99,99257247% 99,99632291%
8 99,99918849% 99,99955677%
9 99,95014418% 99,96849833%
10 99,93729464% 99,95326246%
1 99,81588745% 99,87317707%
12 97,96311864% 98,23662794%

En esta comparacion observamos que:

i) Como no podia ser de otro modo, la probabilidad necesaria para
incluir el dato observado se reduce, dado que aumenta la varianza,

ii) Sigue siendo claro el rechazo de la independencia de la serie. Esto
es, se puede rechazar que la eficiencia del mercado, tantas veces
arguida, sea cierta.

En la siguiente tabla se recoge el analisis para la HER:
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TABLA 4
Probabilidad para inclusién del dato segun Her

(c?) Correcta (c?) Incorrecta
Plazo del Amplitud (en probabilidad) Amplitud (en probabilidad)
Tipo de interés del intervalo para incluir del intervalo para incluir
(en meses) el dato observado el dato observado

1 42,25240010% 59,77957704%
2 47,20407511% 62,42706861%
3 62,75219880% 70,01504779%
4 39,53821040% 42,58302315%
5 53,86671029% 55,41243982%
6 19,55049050% 19,99753087%
7 24,01097573% 24,67755371%
8 19,55049050% 19,99753087%
9 8,75937772% 8,84868983%
10 29,52468570% 29,55971942%
1 28,84291849% 28,85498977%

Para esta Tabla 4 observamos que:

i) La probabilidad necesaria para incluir el dato observado se reduce.
Dado que aumenta la varianza, no podia ser de otro modo.

ii) Al reducirse las probabilidades necesarias para incluir el dato ob-
servado en los intervalos de confianza, es aun mas claro que no
puede rechazarse la independencia de la serie. Esto es, en prin-
cipio es razonable afirmar que la HER define razonablemente la
dinamica de la ETTI.

iii) Parece claro que en los plazos mas largos es mas evidente que la
dinamica de la ETTI se ajusta a la HER, siendo clave la evolucion
de la ETTI en los plazos mas largos para la estrategia de inmuniza-
cion propuesta por lturricastillo y De La Pefa (2003) y desarrollado
por lturricastillo (2007), dado que en la misma se establece una
congruencia absoluta en el corto plazo.
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5. CONCLUSIONES

a) El Test de Rachas resulta una herramienta util para analizar la in-
dependencia de una serie de datos sucesivos. Dicho analisis es,
por ejemplo, clave para alcanzar una mayor comprension de las
finanzas.

b) En el Test de Rachas presentado desde sus principios teéricos mas
basicos, se encuentra un error que se reproduce en todos los ma-
nuales consultados y que debiera ser corregido. Puede ser que
esta diferencia no se haya tenido en cuenta en la bibliografia habi-
tual del Test de Rachas debido a que, segun Pefia (2001), se reali-
za el analisis dividiendo los sucesos a la altura de la mediana, esto
es, dividiendo en dos partes iguales la muestra, lo que hace que,
en dicho caso, h valga 0, sin embargo cuando se divide en funcién
de un limite l6gico y no méramente estadistico, como, por ejemplo,
en funcion de si sube o cae una determinada variable, se alcanzan
expresiones diferentes que producen resultados y conclusiones di-
ferentes. Debiera, por lo tanto, al menos matizarse.

c) Con la correccion apuntada en el presente trabajo y para aquellos
estudios realizados en el pasado en los que se haya rechazado la
independencia por una pequefia diferencia, se puede dar el caso
del no rechazo. De todos modos, ante un caso que esté en el limite
entre el rechazo y el no rechazo, en valores cercanos a la frontera,
siempre debe optarse por la prudencia y buscar mas datos.

d) En los estudios realizados por lturricastillo (2007) y por lturricastillo
y De La Pena (2009), tras realizar dicha correccion, no se han pro-
ducido cambios en las conclusiones originales ya que, mientras el
rechazo de la independencia en el caso de la Hipotesis de Eficien-
cia del Mercado era realizado por un amplio margen, el no rechazo
de la independencia en el caso de la Hipdtesis de Expectativas
Racionales era también realizado por un amplio margen.
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Ponencia 10
BAYES PREMIUM IN A COMPOUND GEOMETRIC MODEL

J. M. Pérez-Sanchez, E. Gdmez-Déniz, A. Hernandez-Bastida,

ABSTRACT

On the problem of calculating statistical actuarial premiums, best esti-
mate of the true individual premium is the Bayes premium. This paper
identifies the Bayes premium into a Compound Risk model by using a
geometric distribution as primary distribution and an exponential one
as secondary distribution.

Key Words: Compound Risk Model; Premium calculation; Geometric
distribution; Exponential distribution; Bayes Premium.

1. INTRODUCTION

The Collective Risk Model is described by a frequency distribution for
the number of claims K and a sequence of independent and identi-
cally distributed random variables representing the size of the single
claims X;. Number of claims K and severities X, are assumed to
be independent. Note that the independence assumed here is condi-
tional on distribution parameters. There is an extensive literature on
modeling the risk process, see e.g. McNeil et al. (2005).

Estimation of the annual loss distribution by modeling frequency and
severity of losses is a well known actuarial technique. It is also used
for modeling solvency requirements in the insurance industry; see e.g.
Sandstrom, A. (2006) and Wauthrich, M.V. (2006).
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The aggregate loss S is the sum of the individual claim size, i.e.

K
S=>X, for K>0,and S=0 for K=0.

i=1

A modeling of the collective risk model, with little application in the liter-
ature, is the one that consists of considering that the primary distribu-
tion, that is to say the distribution of K , follows a Geometric distribution
and the secondary distribution, in our case the distribution of the se-
verity of the claims, it is an Exponential distribution. A set of interesting
results on the sum of random variables with an exponential distribution
and a random number of summands is presented in Kozubowski and
Panoska (2005). Furthermore, we can find a comprehensive collection
of approximate forms for the compound mixed Poisson distribution in
Nadarajah and Kotz (2006a; 2006b). Hernandez-Bastida et al. (2009)
considered a Poisson distribution for the number of claims in the col-
lective risk model. From the Bayesian point of view, an unifying survey
of models in different areas of actuarial mathematics is presented in
Schmidt (1998).

Overdispersion is possible in those cases in which the variance of the
number of claims exceeds the average, given the respective assumed
distribution. This has led to the consideration of alternative distribu-
tions to Geometric or Poisson distributions in modeling the distribution
of the random variable K ; specially the mixed Poisson distributions in
which the overdispersion takes place, see for example Grandell (1997)
or Nikoloulopoulos and Karlis (2008); among others.

The aim of this work is to determinate the Bayes Premium in the com-
pound geometric model proposed above. For a review of the Premium
calculation principles the lector is remitted to the papers of Gerber (1979),
Goovaerts and De Vylder (1979), Heilmann (1988), Hirlimann (1994),
Rolski et al (1999), Young (2004) and Klugman et al (2004), among oth-
ers. In this sense, this paper presents an explicit calculation of the Bayes
Premium, without using linear approximations (see Klugman (1992), p.
64) and always under the assumption of a collective risk model.
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represents the Gaussian hypergeometric function, and

(a); =a(a+1)...(a+j-1) for j>1, (o), =1 is the Pochahammer’s sym-
bol. The expression is absolutely convergent if p<q . If p = g+1, then
it converges if |7| <1 (see Yakubovich and Luchko, 1994; Mathai, 1993
or http://functions.wolfram.com).

The paper is organized as follows. Section 2 describes the compound
collective model by presenting the likelihood function, the marginal
and the posterior distributions. Section 3 addresses the analysis of
the risk, collective and Bayes premiums. Last section is devoted to a
discussion of the results and conclusions.

2. THE MODEL

We analyze the compound collective model from these assump-
tions (GE in advanced): The numbers of claims follow a Geometric
distribution with parameter 6, € (0,1),Ge(6,), with probability function
P[K=k[6,]=6,(1-6,); k=0,1,2,..; E[K]=(1-8,)/8,; Var[K]=(1-9,)/6
and moments generating function M, (t,6,)=6,/(1-0,¢"). Observe that
this distribution is overdispersed, i.e. Var(K)/E(K).

The severity follows an Exponential distribution with parameter
0, > 0,Exp(, ), with density function f(x 6, )= 0,e %
and x > 0;E[X]= ei;Var[X]Zé

2 2
and moments generating function M, (t,0,) = 992 o
L -
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Proposition 1
For the GE model, the density function of total cost S is given by

00,5
fGE(S|91’92):{61(1_91)eze 77 s>0

s=0

15

Proof:
. ek 9 S k 1

for (516,,0,) = ZP[K k] (s)= Ze (1-6,) = (k 1)

91(1—61)62e925f“w—9(1 0,)0,¢ o510

= (k-1
= 9, (1—6,)6266289'.
For the case s =0, it is straightforward. O

We consider following prior distributions or structure functions for 9,
and 0,:

* m,,(6,) is a Beta distribution with parameters ¢ and d, Be(c,d);

s0, 7,y (6,)=———0:"(1-6,)";

B()

with B(c,d)= % €[0,1];

¢ and d are positive real numbers;

; and Var [91]2 od

Sl (c+d) (c+d+1)

* w,,(0,) is a Gamma distribution with parameters a and b, Ga(a,b);

e ™2 ; with 6, ,

so, m,, (0,)=

()

a and b positive real numbers, E[ez]z%; Var[ez]zba_2

a

and Mode[ez]zi, for a>1.
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« If parameters are independent, the bidimensional prior distribution is
given by w, (61,92 )= T, (91 )Tco1 (92 )

Remark 1 For obtaining the above result is required to assume that
a>1. This assumption ensures the existence of the first time inverse

moment from a Ga(a,b) distribution.
Next Lemma will be useful for future operations.
Lemma 1 The following equality is satisfied:

1 £
If we denote I(r,s,u,v,s)= I J- 0, (1-6,) ue "2e g, (6,,6,)d6,do,,

0,=00,=0
then,
I(r,s,u,V,S): B(C+r,d+S)r(a+i?u {C-H’ a+u} {C+d+r+s}
B(c,d)I'(a)b" (v+1) b( +1)
Proof:
I(r,s,u,v,s) = B(CEW .[ e“ul b(V+1)92de Iec+r 1(1 ) )d+s 1 ezselde

b*B(c+r,d+s) F _[ gl b0,
B(c,d)l(a

{Z@:1"(c+r+j)l"(c+d+r+s)(—ezs)j}dez

ST(c+d+r+s+j)l(c+r) !

_ b*B(c+r, d+s)ZF(c+r+j)F(c+d+r+s)( s)j
B(c,d)F(a F(c+d+r+s+J)F(c+r) 7!

y T e;+u+j—1e—b(v+1)ezdez
92:0
_ b'B(c+r, d+s)Z:F(c+r+j)lﬁ(c+d+r+s)(—s)j
B(c,d)I'(a) ST (c+d+r+s+j)'(c+r) j!
I'(a+u+j)
ba+u+j (V+1)a+u+j
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F(c+r+j)F(a+u+j)

bB(c+rd+s)r(a+u)Z T(c+r) r(a+u)( i, Jj

bMuB(Cd)F(?Xy+1YW F(c+d+r+s+j)w b(V+1)
F(c+d+r+s) *
= B(c+r,d+s)l“(a+1j+)u El{c+na+ul{fc+d+r+sh——
b“B(c,d)F(a)(V+1) b( +1)
O
Proposition 2 For the GE model, the marginal distribution is given by
acd -s
E +l;a+1%ic+d+2h—1|; s>0
bcrd)crdsD) 1({° a+ifie ; b} s
Mg (S|7To)_
— s=0
c+d
Proof:

me (5]7,) = jez jelel (1-6,)0,6 1", (6,,6,)d0,d6, =1(1,1,1,0,5),

and result is obtained by making simple operations. The case s=0 is
straightforward.

For illustration purposes, figure 1 shows a plot for the marginal distri-
bution with the specified parameters.
O
Figure 1
Marginal distribution with @ =3; b=1; ¢c=1.5; d =3 (onthe leftyand a =3 ;
b=1;c=0.5; d=8 (onthe right).
0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

10 20 30 40 50

184



10 20 30 40 50

Proposition 3 For the GE model, the posterior distribution is
£ (s19,,0,)m, (91>92)

Mg (S | 7'50)

7,(0,,0,[s) =

Proof: It is straightforward.

Figure 2
shows the posterior distribution for the two sets of parameter considered in the pre-
vious figure and considering that s=1.
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Figure 2
Posterior distribution with ¢ =3; b=1; ¢=1.5; d =3; s =1 (on the left) and
a=3;b=1;¢c=0.5;d=8 ; s=1 (on the right).

3. THE BAYES PREMIUM

Theorem 1.

1-6, 1
9l 92
Proof: It is straightforward. i

For the GE model, the Risk Premium is P, = =E[K]E[S;]

Theorem 2

For the GE model, the Collective Premium is [ ,(6,,0,)]= ilil ,
c—la-—

with a>1

Proof: It is straightforward. i

Corollary 1
(i) If we suppose that 6, is constant (and 6, follows a Ga(a,b)) then,

’ 1-6, b E[K]
Pee [ROI (61’62)]: 0, | a-—1 B MOde[GZ]

Jifa>1.1
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(ii) If we suppose that 6, is constant (and 0, follows a 8 (c¢,d)) then,

d 1
Pl [TCIO (91992 )] = ae_

Proof: It is straightforward. m

Theorem 3
For the GE the Bayes Premium is

-
2E({c;a};{c+d+2};j
b(d+1) b . 550
: ac -
PGE[n0(91,62|s)]= 2F,({c+1;a+l};{c+d+2};b)
bd_, s=0
c(a-1)’

Proof:

. 1-6, 1
Po [ (0,,0,8)] = ] ——n0(91,92|s)d61d62

o e2

e L (1-6,)0,6 " n, (6,,6,)d0,d0,

m(s IT) -”
1(0,2,0,0,5)

m(s | no) ’
and result is obtaining by making simple operations. The case s=0 is

straightforward.
O
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Table 1
Bayes Premiums for the two sets of hyperparameters

s Premiums, Premiums,
0.1 0.964 20.952
0.2 1.038 21.235
0.3 1.112 21.517
0.4 1.186 21.796
0.5 1.259 22.075
0.6 1.332 22.351
0.7 1.405 22.627
0.8 1.477 22.901
0.9 1.549 23.173

1 1.622 23.444

Table 1 shows the Bayes premiums for the sets of hyperparameters
considered in this paper. We can observe that the premiums for the
second set are higher than the first ones.

4. FINAL REMARKS

In this paper it is presented a new compound collective model for ob-
taining risk, collective and Bayes premiums. As we can observe, this
model can represent the overdispersion which can occurs in insurance
field; and concretely in the calculation of insurance premiums. In this
sense, we present simple expressions for computing these premiums
that can be implemented in an easy way.
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Ponencia 11

ANALISIS DE RIESGOS CON LA DISTRIBUCION PARETO
ESTABLE POSITIVA

José Maria Sarabia, Faustino Prieto, Emilio Gomez-Déniz

RESUMEN

La distribucion Pareto estable positiva (que representaremos por
PPS) se define por medio de una mixtura de la distribucion clasica de
Pareto con la clase de distribuciones de tipo estable positiva (Sarabia
y Prieto, 2009). Dicha distribucion es bastante flexible en el ajuste de
datos e incluye a la distribucion de Pareto, ademas de admitir situa-
ciones de cero y unimodalidad.

En el presente trabajo se estudian aspectos tedricos y empiricos de la
distribucion PPS en analisis de riesgos. Se obtienen expresiones para
las primas de reaseguros excess loss, ademas de algunas medidas
clasicas de riesgo como el VaR y el TVaR. Asi mismo, se lleva a cabo
un analisis Bayesiano de la distribucion.

A continuacion se efectua un estudio empirico utilizando diversos con-
juntos de datos relativos a pérdidas y riesgos operacionales. Se rea-
liza una comparacién de la distribucién propuesta con los modelos
clasicos de pérdidas lognormal, Pareto y Pareto generalizada. Final-
mente, y a partir de los datos analizados, se presenta una propuesta
de tipologia de distribuciones segun el tipo de riesgo.

Palabras Clave: distribucién clasica de Pareto, distribucion lognor-
mal, valor en riesgo.
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1. INTRODUCCION

La distribucion Pareto estable positiva (que representaremos por
PPS) se define por medio de una mixtura de la distribucion clasica de
Pareto con la clase de distribuciones de tipo estable positiva (Sarabia
y Prieto, 2009).

Especificamente, supongamos un riesgo X que se distribuye segun
una distribucion clasica de Pareto de parametros a >0y ¢>0. En-
tonces, si el parametro o sigue una ley de tipo estable positiva, se
obtiene la nueva distribucion.

La distribucion PPS ha sido utilizada para modelizar datos relativos
al tamano de ciudades, donde se trata de ajustar todo el rango de la
muestra y no solo la cola superior. Dicha distribuciéon es bastante flexi-
ble en el ajuste de datos e incluye a la distribucion de Pareto, ademas
de admitir situaciones de cero y unimodalidad. Este ultimo aspecto la
convierte en buena candidata en el ajuste de datos de pérdidas. Di-
versos modelos de distribuciones de pérdidas pueden encontrarse en
Klugman et al (2004), Sarabia et al. (2006), Boland (2007) y Gémez-
Déniz y Sarabia (2008).

En el presente trabajo se estudian aspectos tedricos y empiricos de la
distribucion PPS en analisis de riesgos.

Los contenidos del trabajo son los siguientes. La Seccién 2 presenta
resultados de la distribucion Pareto estable positiva. La Seccion 3 se
dedica al estudio de diversas medidas de riesgo de la distribucién.
Se obtienen expresiones para algunas medidas clasicas de riesgo
como el VaR y el TVaR, asi como para las primas de reaseguros ex-
cess loss. La Seccion 4 se dedica al estudio de la distribucién desde
el punto de vista Bayesiano, donde se obtienen algunas férmulas
de credibilidad. En la Seccion 5 se lleva a cabo un estudio empirico
utilizando diversos conjuntos de datos relativos a pérdidas y riesgos
operacionales. Se realiza una comparacion de la distribucién pro-
puesta con los modelos clasicos de pérdidas lognormal, Pareto ge-
neralizada y Pareto. Finalmente, y a partir de los datos analizados,
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se presenta una propuesta de tipologia de distribuciones segun el
tipo de riesgo.

2. La distribucion PPS

La distribucion PPS se define en términos de funcién de distribucion
F(x)=Pr(X <x), de la siguiente forma:

F(x)=1-exp {—X[log(x/c)]u} x>c (1)
y F(x)=0 si x<o, donde A,c,0>0.
Una variable aleatoria con funcion de distribucion (1) se representa

por X ~ PPS(\,c,v), siendo A y v parametros de formay ¢ parame-
tro de escala.

La clase (1) incluye dos importantes casos particulares:
—Laley de Zipf (L =v=1),

— La distribucion clasica Pareto (v=1).
En este caso PPS(A,c,1) = Pa(A,0).

Modelos mas flexibles se obtienen cuando v >1 (ver Seccién 5).

2.1. Propiedades basicas de la distribucion PPS

La distribucion PPS tiene un doble origen. El primer origen ya ha sido
comentado y se refiere a una mezcla de la distribucién clasica de Pa-
reto con la distribucidn estable positiva. En segundo lugar, se puede
obtener mediante una transformacion monétona de la distribucién de
Weibull. Incluimos a continuacion algunas propiedades de la distribu-
cion PPS, las cuales se encuentran expuestas con mayor amplitud en
Sarabia y Prieto (2009).
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La funcion de densidad viene dada por:
-1
Avl lo o)
f(x)= dF(x) _ [ g/ )] exp {X[log (x/cs)]U } x>c (2)
dx X
En relacion al valor modal se verifica que:

—Si v>1, la moda se alcanza en cexp(z ), siendo z, la Unica solu-
cion de la ecuacion Avz® +z—(v-1)=0

— Si v<1, ladistribucién es cero-modal con un polo en x=c

La funcion de azar es:

S _ S hol log (X/G)]U_l x>0 (3)
Pr(X >x) 1-F(x) x ’

h(x) =

que puede ser creciente o decreciente segun v>1 6 v<l1, respecti-
vamente. La funcion de cuantiles se obtiene facilmente por medio de
la expresion:

1/v
Q(p)=F1(p)=GeXp{[%10g(1p)} } (4)

El momento de orden r respecto del origen se puede obtener por me-
dio de la integral:

E (Xr ): NV J:O % exp (—Kzu + rz)dz, (5)

mientras que los momentos del logaritmo son:

E[(log (X/G))r} —7r/v F(l + 1) (6)

L

2.2. Estimacion y validacién grafica del modelo
La distribucion PPS se puede ajustar mediante diversos procedimientos,

que aparecen detallados en Sarabia y Prieto (2009). Se pueden obtener
estimadores de momentos, de regresion y de maxima verosimilitud.
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La validez del ajuste de la distribucién PPS a los datos se puede rea-
lizar graficamente de forma simple, partiendo de la expresion:

log [—log (I—F(x))] = logk+ulog[log (x/c)], (7)

la cual se obtiene a partir de la expresion (1) tomando dos veces lo-
garitmo en 1- F(x) . En primer lugar, ordenamos de menor a mayor
los datos de pérdidas: X(1) = X(2) =-- < X(»), y obtenemos la funcion de
distribucion empirica. La validacion del modelo se basa en el grafico
(que llamaremos doble log-log):

log[—log (l—Fn (x(l-)))} versus log[log (x/c)], i=L2,..,n.

Si la distribucion PPS es la adecuada para los datos, el grafico ante-
rior deberia ser una linea recta con pendiente positiva. Por tanto, en
la medida que el grafico se aproxime a dicha linea recta se dispone de
evidencia sobre la validez de la distribucion PPS.

3. MEDIDAS DE RIESGO

Para la distribucién PPS el valor en riesgo se obtiene facilmente in-
virtiendo la funcion de distribucion dada en (1). Se verifica entonces

que,

1/v
VaR[p]—Gexp{{%log(lp)} }, 0<p<l. (8)

Para la distribucion PPS el valor en riesgo en la cola viene dado por,

1 1 Yo
TVaR [p]=q_|.poexp [—Xlog(l—u)} du. (9)

La expresion anterior se puede escribir como,

TVaR[p]=% juo_l exp {—Ku0+u}du, (10)
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donde: z = [-log(1- p)/A]. En el caso de la distribucion clasica de Pa-
reto, la integral (10) se convierte en:

I¥e; _
TVaR| p] :ﬁ(l—p) 1/7».

En el caso v =2 también es posible obtener una formula cerrada.

La prima de reaseguro excess-loss para el principio de prima neta se
puede obtener como,

E[x-d], =j;°[1—FX(x)]dx. (11)

En el caso de la distribucion PPS, la expresidén anterior se convierte
en:

— © L
E[X-d] = G-[log(d/c) exp(—tu® +u)du. (12)

Para la distribucion clasica de Pareto la formula (12) se puede escribir
como: s
TVaR[p)=-—(d/ o)

Si v =2 nuevamente es posible obtener una formula cerrada.

4. ESTIMACION BAYESIANA

En este apartado nos ocuparemos de la estimacion desde el pun-
to de vista Bayesiano. Suponemos disponible una muestra de da-
tos de pérdidas procedentes de la distribucion PPS. Escribimos
A=af,a>0,>0 y suponemos que B es la realizacion de una va-
riable aleatoria B siguiendo alguna distribucion de probabilidad. Tene-
mos el siguiente resultado.

Teorema 1. Supongamos que B sigue a priori una distribucién de tipo

gamma con parametros a>0yb>0 de modo que n(B)ocB“_le_ p
Entonces, se verifica que:
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1. La distribucion posterior de B dado n datos independientes de pér-
didas X =(X;,X>5,...,X,,) es de nuevo una distribucion tipo gam-
ma, donde los parametros de actualizan mediante el esquema:

a—a+n, (13)

v

b—>b+ai[log()(i /o)] - (14)

i=1

2. La distribucion marginal de X tiene como funcion de densidad y
como funcion de distribucion:

a+l
v— b
£ =22 log (x/5)]""
bx [ ( )] b+oc[log(x/0)]U
F(x)=1- b
b+oc[log(x/6)}u
respectivamente.

3. Si definimos la variable aleatoria Z =log(X/c), los momentos res-
pecto del origen de la distribuciéon marginal transformada Z vienen
dados por:

—r/v
E[Z]= (%} T(1+7/v) T(a—r/v), 0<r<av.

4. La variable aleatoria predictiva Xn+1|)_( tiene como funcion de den-
sidad:

| {b+o{ilog()ﬁ/c):l }
S G| X) = (oo [log(xy1/o)] X - g 120
Yn+l n+l v
{bﬂ{z log (Xi/c):l }
i=1
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4.1 Estimadores Bayes y formulas de credibilidad
Si consideramos una funcién de pérdida de tipo cuadratico, el esti-

mador Bayes es la media posterior del parametro . A partir de una
muestra de datos X dicho estimador viene dado por:

E[B/Xx]=

(a+n)

b+a {Zﬁ: log (Xl/cs):l

En consecuencia, la férmula Bayesiana (15) se puede escribir como

(15)

donde g(X) = r/ (O‘ZL [X; ]‘)} y Zn=a)" " [X;] / @ +ay " [xT ]

Para el caso particular que v=1 (es decir, la distribucion de Pareto
clasica), g(X) es el estimador de maxima verosimilitud del parametro
de forma de Pareto. La expresiéon (16) es una formula de credibili-
dad y el término Z,, es el factor de credibilidad. En otras palabras,
el valor medio de la distribucién predictiva de la variable aleatoria
Z =log(X/c) viene dada por: %

L

v
E|Z,1|21.2y.... 2, |=(a+n) g{izi] B(a+n-1/v,ljo+1),
donde B(-,-) representa la funcién bét:;.
5. UN ESTUDIO COMPARATIVO DE LA PPS CON DATOS DE
PERDIDAS
5.1. Datos y Metodologia
En el presente trabajo, se han considerado los siguientes conjuntos

de datos relativos a pérdidas y riesgos operacionales: pérdidas ope-
racionales por un valor superior a 1 millon de euros observadas en
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un banco publicadas por Buhimann et al. (2007), datos normalizados
de dafos debidos a huracanes en USA entre 1925-95 publicados por
Pielke y Landsea (1998), dafios causados por incendios en Dinamar-
ca y en Noruega (McNeil, 1997), y datos de reclamaciones por robo
(Boland, 2007).

Para cada uno de los conjuntos de datos citados, se han ajustado y
comparado cuatro modelos: la distribucion clasica de Pareto, la distri-
bucion lognormal triparamétrica, la distribucion Pareto Generalizada y
la distribucion PPS, cuyas funciones de densidad vienen dadas, res-
pectivamente, por:

o
— Distribucidn clasica de Pareto: f(x;a,0) =

oc
o1 x>c>0 (17)

— Distribucién Lognormal Triparamétrica:

log(x—7y)— uj
xX;U,0,Y) = — |}, x> 18
f(xp,0,7)= o y)% p{ ( - Y (18)
— Distribucion Pareto Generalizada

1
Fong) =224 {1 (I- }A“”,

donde Aq=(0,°<>) si g>1y A =(0,A/(1-q)) si g<1. El Caso g=1 corres-
ponde a la distribucién exponencial.

0<x<4,, (19)

— Distribucién PPS (expresion (2)).

Dichos ajustes se han realizado mediante el método de maxima vero-
similitud. Como criterio de seleccion del modelo mas adecuado se ha
utilizado el criterio de informacion de Akaike (AIC). Dicho criterio viene
definido como:

AIC =2logl-2d (20)

siendo log/ el logaritmo de maxima verosimilitud del modelo evalua-

doy d el numero de parametros de dicho modelo. El modelo elegido
sera aquel cuyo valor de AIC sea el mayor.
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Finalmente, con el objetivo de estudiar graficamente la adecuacién
del modelo elegido, se han obtenido dos graficos diferentes: el doble
log-log y el grafico log-log, para cada conjunto de datos.

5.2 Resultados

Las tablas 1, 2, 3 y 4 muestran, respectivamente, los resultados (pa-
rametros estimados y valor de AIC) para la distribucién clasica de
Pareto, la distribucion lognormal triparamétrica, la distribucion Pareto
Generalizada y la distribucion PPS, para cada uno de los conjuntos de
datos considerados.

Comparando los valores de AIC obtenidos se observa que la distri-
bucidn clasica de Pareto se presenta como el modelo mas adecuado
para ajustar pérdidas operacionales, la distribucion PPS como modelo
mas adecuado para ajustar dafos por huracanes y danos por incen-
dios, y la distribucion Pareto Generalizada como modelo mas adecua-
do para ajustar reclamaciones por robo.

Si se optase por elegir un unico modelo comun para todos los con-
juntos de datos, se observa que la distribucién PPS seria el modelo
seleccionado al tener el mayor valor de AlIC para tres de los cinco con-
junto de datos y el segundo mayor valor de AIC en los dos restantes,
mientras que la distribucion clasica Pareto es la peor eleccion en el
caso de reclamaciones por robo, la distribucion Pareto generalizada
es la peor eleccion en el caso de dafos por huracanes y por incen-
dios, y la distribucion lognormal no obtiene el mayor valor de AIC en
ninguno de los cinco casos.

Los graficos 1, 2, 3, 4 y 5 muestran los graficos doble log-log y log-log
para la distribucién PPS en cada uno de los conjuntos de datos an-
teriores. Los datos reales se representan mediante puntos y en linea
continua el modelo tedrico de la distribucién PPS. Puede observarse
como los graficos doble log-log son aproximadamente lineales (salvo
la desviacién en el caso de incendios para pérdidas de poco valor
que invita a seguir buscando un modelo aun mejor), y cdmo en los
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graficos log-log se ajusta el modelo tedrico basado en la distribucion
PPS a los datos reales, confirmando graficamente la adecuacion del
modelo elegido.

Tabla 1:
Parametros estimados y valor AIC obtenidos mediante ajuste de la distribucion cla-
sica de Pareto a los diferentes conjuntos de datos mediante maxima verosimilitud.

A A

Riesgo o o AlC
Pérdidas Operacionales 2,9104 1.001,0000 -1.440,8111
Darfios por Huracanes 0,7690 2.266,0000 -600,7516
Darios por Incendios (Dinamarca) 1,2707 1,0000 -6.710,2566
Darios por Incendios (Noruega) 1,0831 500,0000 -147.965,5170
Reclamaciones por Robo 0,1809 3,0000 -2.244,0536
Tabla 2

Parametros estimados y valor AIC obtenidos mediante ajuste de la distribucién Lognor-
mal Triparamétrica a los diferentes conjuntos de datos mediante maxima verosimilitud.

A A A

Riesgo o Y o AlC
Pérdidas Operacionales 5,5112 992,1995 1,3089 -1.445,8636
Darfios por Huracanes 8,6257  1.766,6924 1,1707 -597,7255
Dafios por Incendios (Dinamarca) 0,0000 0,9738 1,3921 -6.775,9501
Darios por Incendios (Noruega) 6,2556 486,8355 1,4797  -148.121,8617
Reclamaciones por Robo 6,6242 0,0000 1,5112 -2.035,4508
Tabla 3

Parametros estimados y valor AIC obtenidos mediante ajuste de la distribucion Pare-
to Generalizada a los diferentes conjuntos de datos mediante maxima verosimilitud.

A A

Riesgo q A AlC
Pérdidas Operacionales 0,8505 1.960,1470 -1.666,2886
Dafios por Huracanes 1,0652 10.483,6179 -606,8895
Darios por Incendios (Dinamarca) 1,1570 2,1732 -9.249,6664
Darios por Incendios (Noruega) 1,2039 1.162,8645 -156.870,4917
Reclamaciones por Robo 1,3471 649,9401 -2.028,4228
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Tabla 4
Parametros estimados y valor AIC obtenidos mediante ajuste de la distribucién Pa-
reto Estable Positiva (PPS) a los diferentes conjuntos de datos mediante maxima
verosimilitud.

A

Riesgo O by o AlC
Pérdidas Operacionales 0,9642 2,8373 999,9990 -1.443,1690
Dafos por Huracanes 1,8908 0,3685 1.840,2578 -597,6889
Darios por Incendios (Dinamarca) 1,0991 1,2509 0,9993 -6.685,5222
Daiios por Incendios (Noruega) 1,107 1,0453 498,5334  -147.872,7485
Reclamaciones por Robo 6,6369 0,0000 0,1222 -2.033,0355
Figura 1

Graficos doble log-log (izquierda) y log-log simple (derecha) correspondientes al
ajuste de la distribucién PPS a datos de pérdidas operacionales.
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Figura 2
Graficos doble log-log (izquierda) y log-log simple (derecha) correspondientes al
ajuste de la distribucién PPS a datos de dafios por huracanes.
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Figura 3
Graficos doble log-log (izquierda) y log-log simple (derecha) correspondientes al
ajuste de la distribucion PPS a datos de dafios por incendios (Dinamarca).
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Figura 4

Graficos doble log-log (izquierda) y log-log simple (derecha) correspondientes al
ajuste de la distribucién PPS a datos de dafios por incendios (Noruega).
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Figura 5
Graficos doble log-log (izquierda) y log-log simple (derecha) correspondientes al
ajuste de la distribucién PPS a datos de reclamaciones por robo.
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5. TIPOLOGIA DE DISTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha analizado la adecuacién de las distribuciones
clasica de Pareto, lognormal triparamétrica, Pareto generalizada y Pa-
reto Estable Positiva (PPS) a cinco conjuntos de datos de pérdidas y
riesgos operacionales.

Asi mismo, se han proporcionado las propiedades basicas de la dis-
tribucién PPS, asi como las expresiones para las primas de reasegu-
ros excess loss y para las medidas clasicas de riesgo VaR y TVaR.
Posteriormente, se ha llevado a cabo un andlisis Bayesiano de dicha
distribuciéon PPS.

El cuadro siguiente muestra la tipologia de distribuciones resultante
del presente trabajo:

Riesgo Modelo propuesto
Pérdidas Operacionales Distribucion Clasica de Pareto
Darfios por Huracanes Distribucion Pareto Estable (PPS)
Dafios por Incendios (Dinamarca) Distribucion Pareto Estable (PPS)
Dafios por Incendios (Noruega) Distribucion Pareto Estable (PPS)
Reclamaciones por Robo Distribucion Pareto Generalizada

Los resultados obtenidos, basados en el célculo del valor AIC, mues-
tran que la distribucion PPS es competitiva con la distribucion clasi-
ca de Pareto, la distribucion lognormal triparamétrica y la distribucion
Pareto generalizada para diferentes conjuntos de datos de pérdidas
y riesgos operacionales, siendo el modelo mas adecuado en tres de
los cinco conjunto de datos y el segundo mejor modelo en los dos
restantes.

Graficamente, tanto la tendencia lineal del grafico doble log-log como

el grafico log-log, confirman la utilidad de la distribucion PPS para
ajustar datos de pérdidas y riesgos operacionales.
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Ponencia 12

FACTORES INFLUYENTES EN EL COSTE DE LIQUIDACION
DE LOS DANOS PERSONALES DERIVADOS DE ACCIDENTES
DE CIRCULACION ANTE LA FUTURA REFORMA DEL BAREMO

Mercedes Ayuso Gutiérrez, Lluis Bermudez i Morata
y Miguel Santolino Prieto

RESUMEN

Ante la futura reforma del Sistema para la valoracién de los dafos y
perjuicios causados a las personas en accidentes de circulacion, se
presume de gran importancia para las compafias aseguradoras ana-
lizar qué caracteristicas de los siniestros influyen sobre el coste de li-
quidacion de los mismos y con qué intensidad. Utilizando una muestra
de 22.709 siniestros y 25.841 victimas con dafios corporales, se espe-
cifica un modelo de regresion que permite determinar los factores es-
tadisticamente significativos en la explicacion del coste de liquidacion.
Este analisis permite a las compafias evaluar qué factores tienen un
mayor efecto sobre el coste medio de liquidacion de los siniestros vy,
en consecuencia, cuales tendrian un mayor impacto sobre el coste
ante un eventual aumento de estas partidas indemnizatorias en una
futura reforma del baremo.

Palabras clave
Siniestro, dafo corporal, reforma, baremo, coste liquidacion.
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1. INTRODUCCION

En el articulo, a partir de una muestra de siniestros de automavil en
los que hubieron victimas con dafios corporales, se analizan las ca-
racteristicas de estos siniestros que nos ayudan a explicar el coste
que representa para las compafias aseguradoras la liquidacion de
los mismos. Con este objetivo, se realiza el analisis mediante el ajuste
de una regresion logaritmica en el que la variable dependiente es el
coste de liquidacion del siniestro. De este modo, ademas de conocer
qué factores influyen en el coste de liquidacién, podemos estimar el
efecto marginal de cada uno de los regresores.

Desde la entrada en vigor de la Ley de Responsabilidad Civil y Se-
guro en la Circulacién de Vehiculos a Motor, aprobada a través de
la Disposiciéon adicional octava de la Ley 30/1995 de Ordenacion y
Supervision de los Seguros Privados, las indemnizaciones por dafios
corporales derivados de accidentes de circulacién deben fijarse de
acuerdo con el Sistema para la valoracion de los dafios y perjuicios
causados a las personas en accidentes de circulacion, mas conocido
como baremo de indemnizacion. Este baremo no ha estado exento de
criticas desde su implantacion (Garcia, 2002).

En la reforma de la Ley de Responsabilidad Civil y Seguro en la Circu-
lacion de Vehiculos a Motor, Ley 21/2007, de 11 de julio, se incremen-
taron los limites de cobertura del seguro de suscripcién obligatoria a
70 millones de euros por dafios personales y a 15 millones de euros
por dafios materiales, con el fin de incorporar la Quinta Directiva Eu-
ropea (2005/12/CE) al derecho espafol. El aumento en los limites
del seguro obligatorio ha planteado entre los expertos y las entidades
aseguradoras la necesidad de revisar el actual baremo después de
mas de una década desde su implementacién (Xiol, 2008).

Una sustancial reforma del baremo de indemnizaciones previsible-
mente tendra un importante impacto sobre los resultados de las com-
pafiias aseguradoras que operan en el ramo del automovil. Ahora
bien, el coste de liquidacién de los siniestros no unicamente depende
de la indemnizacion otorgada a las victimas en concepto de lesiones
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temporales o permanentes, sino que esta compuesto por otros facto-
res que también repercuten en su cuantia, como son los gastos hos-
pitalarios, de abogados, intereses, etc. Entender qué caracteristicas
de los siniestros tienen capacidad explicativa sobre el coste de liqui-
dacion de los siniestros y en qué proporcion es de suma importancia
para las compafias aseguradoras. Esta informacién les va a permitir
mejorar su eficiencia en un ramo tan competitivo como es el del segu-
ro de automovil.

A continuacién, detallamos la estructura del resto del articulo. En el
apartado 2 se realiza una breve descripcion de la muestra. En el apar-
tado 3 se describen los resultados obtenidos. Finalmente, en el capi-
tulo 4 se resumen las principales conclusiones.

2. DATOS

Disponemos de informacion sobre un total de 22.709 siniestros de
automovil ocurridos en Espana entre 2000 y 2007, en los que se ha
producido al menos una victima con dafos corporales. Los datos ha-
cen referencia fundamentalmente a las lesiones sufridas por los in-
dividuos, como el tipo de secuela padecida, los dias de baja, y las
indemnizaciones concedidas por cada uno de los dafios sufridos. No
obstante, se dispone también de informacién relevante sobre las ca-
racteristicas del siniestro, como el tiempo que se ha utilizado en su
liquidacion, o el lugar donde se ha producido el accidente.

La informacion disponible de cada siniestro se puede agrupar en:

|. Caracteristicas basicas del siniestro (afio y lugar de ocurrencia).

Il. Caracteristicas sociodemograficas de las victimas (lugar de resi-
dencia, edad, sexo y posicion en el vehiculo).

[ll. Proceso de tramitacion de los dafos (via judicial o transaccién).

IV. Danos temporales sufridos por las victimas (tipo y numero de dias
de baja).

V. Danos permanentes sufridos por las victimas (principales secue-
las y puntuacién otorgada a las mismas).
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VI. Coste total de liquidacion (suma de las indemnizaciones por danos
permanentes, indemnizaciones por dafos temporales, factores
correctores, gastos e intereses).

2.1. Caracteristicas basicas de los siniestros

La fecha de ocurrencia de los siniestros analizados ha sido fundamen-
talmente entre los afios 2005 y 2007, habiéndose producido el 93,8%
de los casos analizados en este intervalo temporal. Casi la totalidad
de accidentes analizados se han producido en el territorio espafiol,
siendo menos del 0,1% de siniestros los ocurridos en el extranjero. El
mayor numero de registros se han producido en Barcelona, Sevilla,
Madrid, Valencia y Murcia, representado entre estas provincias mas
del 34% de los siniestros.

2.2. Caracteristicas sociodemograficas de las victimas

El numero total de victimas analizadas en la base de datos es de
25.841. El numero medio de victimas por siniestro es, por tanto, igual
a 1,14. Los estadisticos descriptivos basicos sobre el lugar de resi-
dencia de los lesionados, su sexo, edad y la posicion que ocupaban
en el vehiculo en el momento del accidente aparecen recogidos en
los siguientes epigrafes. Realizado el cruzamiento de las provincias
de residencia de los lesionados con la provincia de ocurrencia del si-
niestro podemos concluir que un 91,1% de las victimas residen en la
misma provincia donde se ha producido el accidente.

La edad de las victimas agrupada por intervalos aparece en la tabla
1. La categorizacion utilizada es la misma que aparece en la tabla lll
de indemnizaciones basicas por lesiones permanentes del Sistema
para la valoracién de los darios y perjuicios causados a las personas
en accidentes de circulaciéon. Un 49,0% de las victimas tienen edades
comprendidas entre los 21 y los 40 anos de edad. El porcentaje mas
bajo de individuos se encuentra en la categoria de mas de 65 afios de
edad, con un 7,9% de los casos analizados.

212



En la tabla 2 presentamos el sexo de los lesionados. Como puede ob-
servarse, un 45,8% de las victimas son hombres, y un 54,2% son mu-
jeres. No obstante, remarcar que en un 15,2% de los registros iniciales
(3.936 victimas) no se dispone de informacién sobre esta variable.

Tabla 1

Edad de las victimas (en afios)

Edad

Frecuencia Frecuencia relativa
relativa acumulada
0-20 13,6% 13,6%
21-40 49,0% 62,6%
41-55 20,9% 83,5%
56-65 8,6% 92,1%
66-100 7,9% 100,0%

Total

100,0%

Valores perdidos: 14

Tabla 2

Sexo de las victimas

Frecuencia Frecuencia Frecuencia relativa
absoluta relativa acumulada
Mujer 11869 54,2% 54,2%
Sexo Hombre 10036 45,8% 100,0%
Total 21905 100,0%

Valores perdidos: 3936

En cuanto al tipo de victima, atendiendo a la posiciéon ocupada en el
vehiculo, senalar que en un 50,4% de los casos la victima es el con-
ductor del vehiculo, y en un 37,3% los lesionados son los ocupantes,
tanto del vehiculo asegurado como del vehiculo contrario. El resto de

las victimas son peatones o ciclistas.

2.3. Proceso de tramitacion de los danos

El acuerdo sobre la compensacion de los dafios sufridos por las victi-
mas (pago de indemnizaciones, gastos de curacion, etc.) puede alcan-
zarse fundamentalmente por dos vias: transaccion entre las partes, y
resolucion judicial. En el primero de los casos se abre un proceso de
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negociacion entre la compania aseguradora responsable de los dafios
y el asegurado, que acaba cuando ambos llegan a un acuerdo sobre
la cantidad a indemnizar. La resolucién por via judicial, mucho menos
frecuente que la negociacion entre las partes, tiene lugar cuando esta
ultima fracasa en sus objetivos, siendo necesario resolver el conflicto
mediante la intervencion del sistema judicial. Similar a otros paises,
en menos del 6% de los casos analizados (victimas) la indemnizacion
ha sido dictada por sentencia (Derrig y Weisberg, 2004).

2.4. Analisis de los dias de baja requeridos para la recuperacion

En cuanto a los dafios temporales, se ha de diferenciar entre el tiempo
que la victima ha estado de baja hospitalaria y los dias de baja impe-
ditivos y no impeditivos. Destacar que mas del 85% los individuos no
requirieron de ingreso hospitalario. A diferencia de lo que observaba-
mos para los dias de baja hospitalarios, el numero de dias en los que
la victima se ha encontrado incapacitada para desarrollar su actividad
laboral habitual es claramente superior. De hecho, s6lo un 5,3% de los
individuos no ha tenido que dejar de trabajar temporalmente. Por ulti-
mo, realizamos el analisis de los dias de baja no impeditivos. Se trata,
en este caso, de una situacion en la que la victima puede acudir a su
lugar de trabajo, pero sigue presentando lesiones o dafios temporales
producidos a causa del accidente. Sefalar que aproximadamente en
la mitad de los casos la victima no sufrid dias de baja no impeditivos.

2.5. Andlisis de secuelas y puntuaciones otorgadas

Pasamos ahora a realizar un analisis de las secuelas mas frecuentes
presentadas por las victimas y de los puntos que llevan asociadas.
Las secuelas asociadas a algias postraumaticas, sindromes postrau-
maticos cervicales, artrosis y perjuicios estéticos ligeros son las mas
comunes, representando casi el 60% de las secuelas. En relacién a
la suma de puntos por las secuelas padecidas por las victimas, que
no estén asociadas a perjuicio estético, aproximadamente al 95% de
los lesionados se les ha otorgado como maximo 14 puntos como con-
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secuencia de los dafos permanentes sufridos. Por lo tanto, la ma-
yoria de puntuaciones estan relacionadas con lesiones permanentes
de menor gravedad. Por otro lado, las secuelas produjeron perjuicio
estético casi al 22% de los lesionados, siendo en mas del 96% de los
casos de un grado ligero o moderado.

2.6. Coste total de liquidacion

Finalmente, presentamos en este apartado el comportamiento de la va-
riable que recoge el coste total de liquidacion del siniestro. Esta variable
esta formada por la indemnizacién basica otorgada a la victima por las
secuelas permanentes y los perjuicios estéticos (Tabla Il del baremo),
por la derivada del periodo que ha estado de baja a consecuencia del
accidente (Tabla V.a del baremo), y por la indemnizacion otorgada en
concepto de factores de correccion (Tablas IV y V.b). Ademas, también
esta compuesta por los gastos relacionados con la curacién de los dafos
y/o la compensacion de los mismos (gastos hospitalarios, honorarios a
abogados, derechos de procuradores, etc.) y finalmente, por los intere-
ses de mora o procesales, si éstos se produjeron. Cabe sefialar que en
el 75% de los siniestros el coste de liquidacién fue inferior a los 10.000
EUR, destinandose la mayor parte del mismo a la indemnizacién de los
danos permanentes. En la figura 1 se muestra qué porcentaje represen-
ta cada apartado sobre el coste total de liquidacion de los siniestros.

Figura 1. Descomposicidn del coste total por lesiones
permanentes y temporales
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3. RESULTADOS

En este apartado especificamos un modelo de regresién lineal que per-
mite determinar qué factores presentan coeficientes estadisticamente
significativos en la explicacion del coste de liquidacion del siniestro.
De la muestra de individuos utilizada en el estudio, se eliminan tres
observaciones; dos de ellas porqué el coste de liquidacion del sinies-
tro habia sido nulo y, por tanto, fuera del objetivo de este capitulo y la
tercera porque tenia un coste de liquidacion muy bajo y unicamente
en concepto de gastos de taxi. El tamano muestral utilizado es, por
tanto, de 25.838 observaciones. Para un total de n siniestros, el mo-
delo de regresion lineal se define de la siguiente forma;

cliqi:BO+B1xll~+...+Bpxpi+gi i=1...,n,

donde clig. es el coste de liquidacion del siniestro /, x’s son el conjunto
de valores observados de las p variables explicativas para el siniestro
I, los B’s son los parametros no observados que se han de estimary ¢,
es el término de perturbacién aleatorio asociado al siniestro i.

En el apartado anterior hemos realizado una descripcién de la base
de datos en la que se detalla la informacion observada de los sinies-
tros. Excepto la informacién que nos indica el coste de liquidacion
(la variable dependiente), el resto de caracteristicas susceptibles de
influir en el coste pueden ser utilizadas como variables exégenas de
la regresion. Algunas de las variables que pueden ayudar a explicar la
gravedad del siniestro son cuantitativas como, por ejemplo, el tiempo
transcurrido desde la apertura hasta la liquidacion del siniestro, el nu-
mero de dias de baja, la puntuacion de las secuelas, el porcentaje de
correccion por perjuicios econémicos, etc. Las variables cualitativas
(factores) hacen referencia al género de la victima, la provincia donde
ocurrio el siniestro, la de residencia de la victima, la posicion del lesio-
nado en el vehiculo, el tipo de lesidn o si el siniestro se ha liquidado
por via judicial o mediante transaccién, entre otras.

El modelo de regresién lineal se basa en un conjunto de hipotesis
sobre las cuales versa el grado de validez de la inferencia estadistica
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que posteriormente se realice. El conjunto de hipodtesis en las que se
basa hacen referencia a la relacion lineal de la forma funcional, la co-
rrecta especificacion del modelo (no omision de variables relevantes
ni inclusion de irrelevantes), matriz de regresores de rango completo
(ausencia multicolinealidad) y perturbaciones esféricas distribuidas
normalmente con valor esperado nulo (Greene, 1999).

Tras un detallado diagnéstico de la informacidén descrita en el capi-
tulo anterior, se ha procedido a la inclusion de la informacion en la
regresion de tal forma que se garantice el cumplimiento de las hipo-
tesis del modelo. El analisis de los resultados nos ha aconsejado ca-
tegorizar las variables cuantitativas. La variable dependiente también
ha requerido de una transformacion. Concretamente, la hipotesis de
normalidad de residuos no se cumplia al modelizar directamente el
coste de liquidacion del siniestro, por lo que la variable fue transfor-
mada logaritmicamente. En la tabla 3 se definen la variable endoge-
na y los regresores que fueron finalmente incluidos en la regresién
lineal.

Tabla 3
Descripcion de las variables incluidas en el MRBM

ETIQUETAS DESCRIPCION

In_cliq: Coste total de liquidacion del siniestro (en logaritmos).

o Posicion de la victima:

- peat:Igual a 1 si la victima era peatén; 0 en caso contrario.

- oc_vc:lgual a 1 si la victima era ocupante del vehiculo contrario;
0 en caso contrario.

- oc_vp:lgual a 1 si la victima era ocupante del vehiculo propio;
0 en caso contrario.

- cond: lgual a 1 si la victima era conductor del vehiculo contrario;
0 en caso contrario.

- cicl: Igual a 1 si la victima era ciclista; 0 en caso contrario.
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ETIQUETAS DESCRIPCION

o Gravedad de la lesién:

- pt_seqO:Igual a 1 si la puntuacioén por secuelas es de 0 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_seq1:lgual a 1 si la puntuacion por secuelas esta entre 1 y 2 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_seq2:lgual a 1 si la puntuacion por secuelas esta entre 3 y 5 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_seq3: ligual a 1 si la puntuacién por secuelas esté entre 6 y 10 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_seq4:Igual a 1 si la puntuacion por secuelas esta entre 11 y 30 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_seqb:Igual a 1 si la puntuacion por secuelas esta entre 31 y 50 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_seqb6: Igual a 1 si la puntuacion por secuelas esta entre 51 y 75 puntos;
0 en caso contrario

- pt_seq7:lgual a 1 si la puntuacion por secuelas es mayor de 75 puntos;
0 en caso contrario.

- pt_est0: Igual a 1 si no tiene perjuicio estético; 0 en caso contrario.

- pt_est1:Igual a 1 si tiene perjuicio estético moderado (de 1 a 12 puntos);
0 en caso contrario.

- pt_est2:1gual a 1 si tiene perjuicio estético medio (de 13 a 24 puntos);
0 en caso contrario.

- pt_est3:Igual a 1 si tiene perjuicio estético alto (de 25 a 50 puntos);
en caso contrario.

- dhos: Igual a 1 si la victima tuvo dias de baja hospitalarios;
0 en caso contrario.

- dimp:lgual a 1 si la victima tuvo dias de baja impeditivos; 0 en caso contrario.
- dnimp: 1 si la victima tuvo dias de baja no impeditivos; 0 en caso contrario.

o Caracteristicas socioeconémicas del individuo:
- sexle: Igual a 1 si la victima es hombre; 0 en caso contrario.

- edle0: Igual a 1 si la edad de la victima es inferior o igual a 20 afios;
0 en caso contrario.
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- edle1:lgual a 1 si la edad de la victima esta entre los 21 y 40 anos;
0 en caso contrario.

- edle2:1gual a 1 sila edad de la victima esta entre los 41 y 55 afnos;
0 en caso contrario.

- edle3:Igual a 1 sila edad de la victima esta entre los 56 y 65 anos;
0 en caso contrario.

- edle4:gual a 1 si la edad de la victima es superior a los 65 afnos;
0 en caso contrario.

- fep0: Igual a 1 si no hay factor corrector por perjuicios econémicos;
0 en caso contrario.

- fep1:lgual a 1 si el factor corrector por perjuicios econémicos esta entre 1%
y 10%; 0 en caso contrario.

- fep2:lgual a 1 si el factor corrector por perjuicios econdmicos esta entre 11%
y 20%; 0 en caso contrario.

- fep3:lgual a 1 si el factor corrector por perjuicios econdémicos es superior al
20%; 0 en caso contrario.

Tramitacion del siniestro:

o

slip: Igual a 1 si el siniestro se liquida mediante decision judicial;
0 en caso contrario.

Como se observa en la tabla, las variables explicativas pueden clasifi-
carse en cuatro grupos. El primer grupo hace referencia a las variables
que indican la posicion del lesionado en el vehiculo, cuando ocurrio
el accidente o si era peaton o ciclista. En segundo lugar, las variables
relacionadas con la gravedad de la lesién. Este grupo engloba a las
variables que informan de la puntuacién por secuelas otorgada a la
victima (en una escala con 8 categorias ordenadas), si sufrio perjuicio
estético y en qué grado (moderado, medio o alto), o si necesitdé de
dias de baja para la recuperacion y de qué tipo. El tercer grupo recoge
caracteristicas socioecondmicas del individuo. En concreto, se con-
sidera el género de la victima, la edad, y el nivel de correccion de la
indemnizacion basica atribuible a los perjuicios econémicos (a mayor
nivel de ingresos mayor nivel de correccion). Finalmente, la variable
que sefala si la cuantificacién de la indemnizacion fue realizada por
jueces o, por el contrario, las partes llegaron a un acuerdo amistoso.
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En la tabla 4 se muestran los coeficientes estimados de los parametros.

Tabla 4
Estimacion de los coeficientes de la regresion
Coeficiente B Exp(B) Error estandar p-valor
constante 7,707 - 0,023 0,000
oc_vc 0,021 1,021 0,012 0,074
oc_vp -0,093 0,911 0,011 0,000
cond -0,078 0,925 0,011 0,000
cicl -0,107 0,899 0.030 0,000
pt_seq1 0,484 1,623 0,014 0,000
pt_seq2 0,997 2,710 0,015 0,000
pt_seq3 1,461 4,310 0,017 0,000
pt_seq4 2,044 7,721 0,018 0,000
pt_seq5 2,922 18,578 0,034 0,000
pt_seq6 3,574 35,659 0,055 0,000
pt_seq7 4,486 88,766 0,063 0,000
pt_est1 0,250 1,284 0,009 0,000
pt_est2 0,670 1,954 0,036 0,000
pt_est3 0,734 2,083 0,063 0,000
dhos 0,429 1,536 0,011 0,000
dimp 0,319 1,376 0,013 0,000
dnimp -0,097 0,908 0,006 0,000
sexle -0,022 0,978 0,006 0,000
edlet 0,034 1,035 0,009 0,000
edle2 0,053 1,054 0,011 0,000
edle3 0,021 1,021 0,013 0,106
edle4 -0,067 0,935 0,014 0,000
fcp1 0,066 1,068 0,006 0,000
fcp2 0,136 1,146 0,026 0,000
fcp3 0,231 1,260 0,052 0,000
sliq 0,275 1,317 0,013 0,000
68 = 0,428 ; Fpq 5,.455= 2.595 (p-valor: 0,000); R? ajustada: 0,755.

Antes de interpretar los parametros estimados en la tabla 4, debemos
analizar el comportamiento de los residuos de la regresion. El analisis
de los residuos nos permitira evaluar si se satisfacen las hipotesis
del modelo. En concreto, nos puede ayudar a detectar problemas de
especificaciéon de la forma funcional del modelo, es decir, que no haya
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una relacion lineal entre la variable dependiente y las explicativas,
la no normalidad en la distribucion de los residuos 0 que muestren
una varianza no constante, asi como la presencia de valores atipicos
(en inglés, outliers). Este apartado es muy importante puesto que la
existencia de alguno de estos problemas reduciria la fiabilidad de los
estimadores, contrastes y predicciones realizadas (Greene, 1999).

Para llevar a cabo el diagndstico de los residuos nos basaremos en los
cuatro graficos de la Figura 2. El primer grafico nos sirve para contras-
tar la hipétesis de linealidad en la forma funcional asi como de homo-
cedasticidad de los residuos. A simple vista no parece que los residuos
muestren una pauta de comportamiento fuera de las hipdétesis, locali-
zandose aleatoriamente en torno a cero. Por lo tanto, parece adecuada
la hipotesis de linealidad entre la variable dependiente y los regresores.
La hipotesis de homoscedasticidad se satisface cuando la nube de re-
siduos mantiene una amplitud constante para cualquier valor ajustado
¥; - En nuestro caso, la nube de residuos es aproximadamente cons-
tante o ligeramente decreciente a medida que aumenta j,. Para este
estudio aceptaremos la hipétesis de homoscedasticidad del término
de perturbacion, dejando para posteriores investigaciones un analisis
mas detallado sobre la varianza. En cualquier caso, cabe sefalar que
asumir varianza constante cuando no lo es representa un problema de
menor gravedad en comparacion con incumplir el resto de hipotesis del
modelo*, existiendo diferentes técnicas estadisticas para corregirlo.

El segundo grafico nos permite examinar si los errores se dis-
tribuyen segun una distribucion normal. Los residuos se extien-
den adecuadamente sobre el eje de 45° excepto para las colas,
donde son mas anchas las de la distribucion empirica de los resi-
duos que la distribucién teérica normal. Este es un comportamien-
to frecuentemente observado en las variables que recogen cuan-
tias monetarias y que ha sido suavizado al considerar el logaritmo
en lugar de utilizar directamente el coste de liquidacion. En gene-
ral, podemos aceptar que los residuos se distribuyen normalmente.

4 El estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios sigue siendo lineal, insesgado y consis-
tente pero deja de ser eficiente (varianza minima) cuando la varianza no es constante
(Greene, 1999).
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Los dos ultimos graficos se utilizan para detectar la presencia de obser-
vaciones influyentes en la regresion ajustada. En concreto, las obser-
vaciones seran potencialmente mas influyentes cuanto mas alejadas
se encuentren de cero. En la parte derecha del tercer grafico se apre-
cian unas pocas observaciones con valores absolutos para los puntos
de leverage mayores al resto. Estas observaciones son las mismas
que muestran unos valores mas elevados de las distancias de Cook
(en la parte superior izquierda del cuarto grafico), unos residuos supe-
riores en el primer grafico, siendo ademas las que estan mas alejadas
de la linea tedrica en el grafico Q-Q (en las colas de la distribucion).
No obstante, se encuentran dentro de los intervalos tanto para las dis-
tancias de Cook como para los puntos de leverage por lo que las man-
tendremos en la estimacion al considerar que, aun siendo atipicos, no
influyen en los resultados®. En general, de acuerdo al analisis conjunto
de los graficos, podemos afirmar que aparentemente se satisfacen to-
das las hipétesis y, por tanto, el modelo esta correctamente definido.

Figura 2
Analisis gréfico de los residuos

Rexiduog versus Valores ajust ados

o
=

Residuos

B L 1o m 12 13 14
“alores ajustados

5 En general, un punto se considera influyente si el valor de la distancia de Cook es supe-
rior a 1 (Cook y Weisberg, 1994)
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Una vez aceptadas las hipotesis del modelo procedemos a la interpre-
tacion de los resultados (tabla 4). En relacion a la bondad del ajuste,
cabe sefnalar que el coeficiente de determinacion ajustado® es eleva-
do alcanzando el 0,755. El estadistico F*, que contrasta si todos los
coeficientes excepto la constante son cero, toma valor 2.595 con 26
grados de libertad en el numerador y 21.855 en el denominador, y
nivel de significacion del 1%. Por lo tanto, la ecuaciéon de regresion
considerada es significativa para explicar el logaritmo del coste de
liquidacién del siniestro’.

El contraste individual de los coeficientes de la regresion se realiza por
medio del estadistico t (Greene, 1999). Todos los regresores muestran
coeficientes significativos al 1%, excepto el regresor que nos sefala
si la victima tiene una edad comprendida entre 55 y 65 afos (edle3) y
aquel que recoge si la victima era ocupante del vehiculo contrario en
el momento del accidente (oc_vc), teniendo este ultimo un coeficiente
significativo al 10%. Un primer resultado es que el coste esperado de li-
quidacion del siniestro varia positivamente con la gravedad de las lesio-
nes permanentes, como asi lo indica el incremento progresivo del valor
de los coeficientes de los regresores a medida que aumenta el nivel de
puntuacion por secuelas. La puntuacion por perjuicios estéticos tiene
un comportamiento similar al descrito para las secuelas. De este modo,
el coste esperado de liquidacion aumentara con el grado de perjuicio
estético causado por el accidente. También se observa una relacion
positiva entre el porcentaje de correccidén por perjuicios econdémicos y
el coste de liquidacion del siniestro. En relacidén a los dias de baja, el
haber estado hospitalizado o incapacitado durante la recuperacion in-
fluye positivamente sobre el coste del siniestro. Por el contrario, el coste
esperado de liquidacion del siniestro disminuye cuando la victima tuvo
dias de baja no impeditivos. Una posible explicacion seria que esta va-
riable estuviese recogiendo aquellos siniestros que son menos graves.

8 El coeficiente de determinacion mide la proporcion del total de variacion de la variable depen-
diente que viene representada por la variacion de los regresores. Esta medida tiene el inconve-
niente de que aumenta por la simple inclusiéon de nuevos factores. El coeficiente de determina-
cion ajustado, en cambio, tiene en cuenta el nimero de factores incluidos (Greene, 1999).

. R21G-D - . e .
T R es el estadistico que sigue una distribucion F con k-1y n-k grados de libertad,

donde n es el tamafio de la muestra y k el numero de parametros (Greene, 1999).
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La relacién entre la edad de la victima y el coste del siniestro muestra
resultados interesantes. En concreto, la edad tiene un efecto positivo
sobre el coste esperado de liquidacidon que se intensifica hasta los 55
anos. Apartirde entonces decrece, llegandoincluso a tener un valor ne-
gativo el coeficiente del regresor asociado a las victimas con mas de 65
anos. Este comportamiento puede responder al hecho de que el lucro
cesante futuroacompensardisminuyaparalas edades mas avanzadas.

Un resultado que cabia esperar es que los siniestros liquidados por
via judicial tienen un coste superior en comparicion a los que se li-
quidan mediante negociacién. A parte de los mayores gastos (tasas
judiciales, minutas de abogados, etc.) en los que se incurre, debemos
tener en cuenta que las entidades aseguradoras sélo estan dispues-
tas a recurrir a la via judicial en siniestros considerados graves. Fi-
nalmente, sefalar que los siniestros con un coste de liquidacion mas
elevado son aquellos en los que el lesionado iba de ocupante en el
vehiculo contrario al del asegurado en el momento del accidente, o
era un peaton.

A continuacion calcularemos el efecto marginal estimado sobre el cos-
te de liquidacion del siniestro de la variacion de un regresor. Cabe
recordar que para una variable lognormal x se cumplen las siguientes
igualdades (Greene, 1999; pag.62),
o2
E(x) = exp(p; +78)

Var(x) =exp(2u; + Gg) %xp (cg } 1}

donde p; es el valor esperado de la distribucion lognormal, y o, la
desviacion estandar residual. Por lo tanto, el coste esperado de liqui-
dacion del siniestro base® se computa como el valor de la expresion
exp (7 ,7O7+O,4282/2) que esigual a 2.437,17 EUR, donde 7,707 es
el valor de la constante y 0,428 el de la desviacion estandar residual.

8 Es el siniestro para el que los regresores toman valor cero excepto las categorias de re-
ferencia de las variables dicotomizadas, que toman valor uno (peaton, pt_seqO, pt_est0,
edleO, fcp0).
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Para calcular la variacion esperada del coste de liquidacion ante la
variacion de la variable x,, para k=1,...,p, se debe multiplicar el valor
esperado E(x) por exp(B; ). En la tercera columna de la tabla 4 se
muestra el valor de la exponencial elevada al coeficiente estimado.
A modo de ejemplo, supongamos que queremos calcular como varia
el coste esperado de liquidacion del siniestro base cuando la victima
es un hombre en vez de una mujer y el resto de caracteristicas no
varian. En este caso, deberemos multiplicar el coste medio estimado
de liquidacion por 0,978 o, lo que es lo mismo, el coste esperado de
liquidacién se reduce en un 2,2% hasta alcanzar los 2.388,43 EUR.

Si el mismo siniestro base se liquida por via judicial en vez de negocia-
cion (slig=1), el coste esperado de liquidacion aumenta en promedio
en mas de un 30% hasta los 3.192,69 EUR. En este sentido, destacar
que el regresor que ejerce un mayor impacto sobre el coste esperado
de liquidacion es el de la categoria que nos indica que el individuo
tiene una puntuacién por secuelas mayor de 75 puntos (pt_seq7=1).
En concreto, cuando la victima tiene mas de 75 puntos por secuelas,
el coste de liquidacion base se multiplica por 88,766 veces. Este re-
sultado es, por otro lado, esperable ya que la categoria de referencia
de la puntuacién por secuelas es aquella que indica que el individuo
tiene 0 puntos.

Logicamente, cuando varia mas de un regresor en relacion a las ca-
racteristicas del siniestro base, el coste esperado de liquidacién se
obtiene como la multiplicacion de sus efectos marginales. De este
modo, si por ejemplo queremos calcular cual sera el coste esperado
de liquidacion de un siniestro en el que la victima es un hombre con
mas de 75 puntos por secuelas y la liquidacién se realizé por senten-
cia judicial, siendo el resto de caracteristicas iguales a las del siniestro
base, se estima como la multiplicacion de 2.437,17x0,978x1,317x88,
766, que asciende a un total de 278.647,75 EUR.
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3. CONCLUSIONES

La futura reforma del el Sistema para la valoracion de los dafios y per-
juicios causados a las personas en accidentes de circulaciéon previsi-
blemente aumentara algunas de las actuales partidas indemnizatorias
en los siniestros con dafios corporales. A partir de una cartera real de
siniestros, en este articulo hemos analizado los factores observados
que influyen en el coste de liquidacién de los mismos.

Los resultados obtenidos en este articulo ofrecen una guia que ayuda
a las compafiias a estimar el coste esperado de liquidacion de los
siniestros. Del mismo modo, mediante la estimacion de los efectos
marginales de los factores, puede conocer el impacto esperado de
cada uno de los regresores sobre su coste de liquidacion.

Entre otros resultados, destacamos que la mayor incidencia sobre el
coste esperado de liquidacion del siniestro la ejercen aquellos regre-
sores relacionados con la puntuacion por secuelas. En cambio, otros
factores como el hecho de que la victima haya sufrido lesiones tem-
porales, perjuicio estético y/o econdmico derivado de la lesion tienen
un impacto mucho menor sobre el coste esperado de liquidacion del
siniestro. Por consiguiente, cualquier reforma del baremo que pase por
incrementar la indemnizacion del punto por secuelas sera la que mayor
impacto tenga sobre el coste esperado de liquidacion del siniestro.
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Ponencia 13

ESTUDIO DE LA OPTIMALIDAD DE LOS CONTRATOS
DE REASEGURO RESPECTO
DE MEDIDAS GENERALES DEL RIESGO

Alejandro Balbas, Beatriz Balbas y Antonio Heras

RESUMEN

Se denomina Problema del Reaseguro Optimo al problema consis-
tente en determinar el contrato de reaseguro que resulte ser 6ptimo
respecto de algun criterio de minimizacion del riesgo elegido previa-
mente. Si bien los primeros articulos dedicados a este tema datan de
los afos sesenta del pasado siglo e incluso se pueden rastrear hasta
los afos cuarenta, durante los ultimos diez afios el tema ha conocido
una revitalizacion, ya que se han publicado un gran numero de arti-
culos proponiendo contratos éptimos en los que se utilizan diferentes
medidas del riesgo (casi siempre medidas de desviacion). En el pre-
sente articulo pretendemos alcanzar resultados con un mayor nivel de
generalidad, ya que estudiamos las condiciones que deben cumplir
los contratos éptimos cuando el riesgo se mide mediante cualquier
medida de desviacion y asimismo mediante cualquier medida acota-
da por la media. Los contratos 6ptimos se estudian a la vez desde el
punto de vista de la compaiia cedente, de la aceptante o de ambas a
la vez. Asimismo estudiamos con detenimiento dos importantes con-
tratos particulares, el Stop-Loss y el Cuota-Parte.

Palabras Clave:

Reaseguro Optimo, Medidas del Riesgo, Stop-Loss, Cuota-Parte.
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1. EL PROBLEMA DEL REASEGURO OPTIMO

El Reaseguro se define como la transferencia de riesgos de una compa-
nia aseguradora (la “cedente”) a otra (la reaseguradora o “aceptante”),
a cambio evidentemente del pago de una prima. El Problema del Rea-
seguro Optimo consiste en la determinacion del contrato de reaseguro
que resulta ser 6ptimo respecto de algun criterio elegido previamente.

La clasificacion mas habitual divide a los contratos de reaseguro en
dos tipos, los reaseguros proporcionales y los no proporcionales. El
reaseguro proporcional mas simple es el llamado Cuota-Parte, en el
que se transfiere a la reaseguradora un porcentaje de la siniestra-
lidad. Entre los reaseguros no proporcionales el mas famoso es el
Stop-Loss, en el cual se cede a la reaseguradora la parte de la sinies-
tralidad total que excede de un cierto limite prefijado. Evidentemente
hay muchos otros contratos de reaseguro, aunque los dos que acaba-
mos de citar son los mas conocidos y estudiados.

Aunque toda operacién de reaseguro involucra necesariamente a dos
actores, la compania cedente del riesgo y la compafia aceptante,
casi todos los articulos han tratado el tema desde el punto de vista de
la cedente. Un enfoque bastante habitual trata de minimizar alguna
medida del riesgo cedido después del reaseguro, sujeta a ciertas con-
diciones sobre las primas. El primer articulo que adopto este enfoque
se debe a Borch (1960), quien demostro que el reaseguro Stop-Loss
minimiza la varianza de la siniestralidad retenida, suponiendo que las
primas se calculan de acuerdo con el principio del valor esperado.
Poco tiempo después, Arrow (1963) mostré que el Stop-Loss maxi-
miza la utilidad esperada de la riqueza final de un asegurador averso
al riesgo, siempre que las primas sigan calculandose de acuerdo al
mismo principio. Como maximizar la utilidad u(x) equivale a minimizar
la pérdida w(x)=-u(-x), ambos enfoques son semejantes en el sentido de
que procuran minimizar una cierta medida del riesgo, sujetandose a la res-
triccién del calculo de primas mediante el principio del valor esperado.

Las investigaciones posteriores siguieron la misma linea de trabajo, in-
tentando tomar en consideracion medidas del riesgo y/o principios de
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calculo de primas mas generales, y demostrando en algunos casos la
optimalidad de contratos diferentes del Stop-Loss (entre los cuales casi
nunca se encuentra el Cuota-Parte). En los ultimos afios se han publica-
do un gran numero de articulos al respecto. Asi, por ejemplo, Kaluszka
(2001) asume todavia la varianza de la siniestralidad retenida como
medida del riesgo que debe ser minimizada, pero considera diferentes
principios de calculo de primas como el de la desviacion tipica o el de
la varianza. Gajec y Zagrodny (2004) consideran diferentes medidas
del riesgo tanto simétricas como asimétricas, tales como la desviacion
absoluta esperada y la varianza truncada de la siniestralidad reteni-
da, bajo el principio de primas de la desviacion tipica. Young (1999)
maximiza la utilidad esperada de la riqueza final bajo el principio de
primas de Wang. Kaluszka (2005) considera varias medidas convexas
del riesgo y varios principios convexos para el calculo de primas. Cai y
Tan (2007), y Cai, Tan, Weng y Zhang (2008) utilizan como medidas del
riesgo el Valor en Riesgo VaR y el Valor en Riesgo Condicional (CVaR),
bajo el principio del valor esperado. Finalmente, Balbas, Balbas y He-
ras (2009), asumiendo de nuevo el principio del valor esperado para el
calculo de primas, encuentran condiciones necesarias y suficientes de
optimalidad para medidas del riesgo muy generales como son todas las
medidas de desviacion y todas las acotadas por la media.

En el presente articulo seguiremos el enfoque de Balbas, Balbas y He-
ras (2009) tomando en consideracion no solo el punto de vista de la
compania cedente sino también el de la aceptante. Asimismo dedicare-
mos una atencion especial al reaseguro Cuota-Parte, que como hemos
dicho anteriormente dificilmente se obtiene como contrato 6ptimo desde
el punto de vista de la compafia cedente. Demostraremos que si puede
ser un contrato 6ptimo en condiciones muy generales cuando se combi-
nan los intereses de ambas companias, la cedente y la aceptante.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
Consideremos el espacio de probabilidad (Q,F,p) compuesto por el

conjunto de estados de la naturaleza 2, la c-algebra F y la medida
de probabilidad p. Consideremos también un par de numeros conju-
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1 1
gados py q (p €[l,»),q € (1,:] tales que ;Jr; =1 ). Sea L” el espacio
de Banach de las variables aleatorias y:Q — R tales que E (y|” k.
Segun el Teorema de Representacién de Riesz, L7 es el espacio dual

de I7.

De ahora en adelante supondremos que el funcional p:I” - R
representa la medida del riesgo elegida por las aseguradoras. Por
tanto, asumiremos que ambas compainiias, la cedente y la aceptante,
eligen la misma medida del riesgo.

Definamos el conjunto convexo A, = %e L1 —E(yz)<p(y),Vye L”}

De acuerdo con los resultados expuestos en Rockafellar, Uryasev y
Zabarankin (2006), si la medida del riesgo p es continua y, o bien es
acotada por la media, o bien es una medida de desviaciéon, entonces
A, es o(L1,IF")-compacto y ademas se verifica que

p(y):Max{—E(yz)/zeAp} (1)

Ademas, para las medidas acotadas por la media se verifica que
p(¥)=-E(y),Yye L’ y también que E(z)=1,VzeA,, mientras que
para las medidas de desviacién se verifica que p(y)>0,Vyel? y
también que E(z)=0,Vz €A,. Ejemplos particularmente interesantes
de las medidas anteriores son el Valor en Riesgo Condicional CVaR
tal y como se define en Rockafellar, Uryasev y Zabarankin (2006), la
transformacion de potencia dual y la medida de Wang definidas en
Wang (2000), y las p-desviaciones y p-semidesviaciones (entre las
cuales figuran la desviacion tipica y la semidesviacion tipica, que se
corresponden con el caso particular p=2).

Enadelante asumiremos que se satisface (1), que A, es compacto, que
E(z)=E>0,vzeA, siendo E constante, y que p(y)>-EE(y),Vye L.
Como hemos visto, para las medidas acotadas por la media se tiene
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que E =1, mientras que para las medidas de desviacion se tiene que
E=0"

Bajo los supuestos anteriores, es muy facil demostrar que, si B es
constante, entonces

p(y+B)=p(y)-BE (2)

En efecto,
p(y+B)=Max L E((y+P)z):z€ Ay }=

= Max {—E(yz):z eAp}BE=p(y)—BZ?

De ahora en adelante, la variable aleatoria

Y0 eLf={yeLp:u(y20)}

representara la siniestralidad total antes de reaseguro de la compaiiia
cedente durante un cierto periodo de tiempo, cuyas caracteristicas se
suponen conocidas. Llamaremos asimismo y e L” a la siniestralidad
retenida por la cedente, siendo evidentemente 0< y <y, . Asumire-
mos que las primas se calculan mediante el principio del valor espe-
rado, siendo k, y k£ (>1) los recargos a la prima pura utilizados por la
compainiia cedente y la aceptante, respectivamente.

En estas condiciones, la compafiia cedente cobrara a los asegurados
una prima kyE(y,) a cambio de hacerse cargo de la siniestralidad
Yo » Y la compafiia reaseguradora cobrara una prima kE(y,—y) ala
cedente a cambio de hacerse cargo de la siniestralidad y,—y . Al final
del periodo de tiempo considerado, el resultado de la cedente sera

koE(y0)—kE(yg —y)—y = (kg —k)E(yo) +kE(y)—y

Por tanto, teniendo en cuenta (2), la medida del riesgo de la cedente
sera

p(KE(y)— y)— E(ko — k) E(¥p)
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Puesto que E(ky—-k)E(y,) es constante, la compafia cedente que
busca reasegurar para reducir su riesgo debera resolver el problema
de optimizacion

Min p(kE(y)-y)

Y=
S—E(»)<0 (3)
y>0

donde S >0 es una cota inferior de la esperanza de la siniestralidad
retenida (es necesario considerar esta restriccion para evitar que la
solucion 6ptima que minimiza el riesgo sea la solucion obvia consis-
tente en ceder la totalidad de la siniestralidad).

Por otro lado, el resultado final de la reaseguradora sera
kE(yo—y)—(vo—»), Y la medida de su riesgo sera

p(kE(yy—y)—(yp—)). Sillamamos x =y, -y a la siniestralidad a la
que tiene que hacer frente la compafia aseguradora, vemos que para
reducir su riesgo debera resolver un programa analogo a (3):

Min p(kE(x)—x)

X< Yo
S'-E(x)<0 4)
x>0

(donde S’ tiene la misma interpretacién que S).

Por tanto, los problemas que enfrentan ambas compafiias, cedente y
reaseguradora, son analogos y tienen la misma formulacién matema-
tica, por lo que las soluciones también deben ser las mismas. El pro-
grama (3) de minimizacion del riesgo de la cedente ha sido estudiado
en Balbas, Balbas y Heras (2009), quienes han formulado condicio-
nes necesarias y suficientes para la solucion optima. A continuacion
resumimos brevemente sus resultados.
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3. EL REASEGURO OPTIMO DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA
CEDENTE

En general, la medida del riesgo p no es diferenciable, y lo mismo
ocurre con el programa (3). Ahora bien, teniendo en cuenta (1), el
programa (3) es equivalente al siguiente:

Min ©

0+ E((kE(y)~)2)20,Vz € A,

yS)/() (5)
S—-E(»)<0
0eR,y>0

Es claro que y resuelve (3) si y solamente si existe 6 R tal que
(6,y) resuelve (5), en cuyo caso serd 6=p(kE(y)—y). A su vez, (5)
es equivalente a (6):

Min ©

0+ E(y(k E—2))>0,Vz e Ay

Y <)o (6)
S-E(y)<0
0eR,y>0

La ventaja del programa (6) es que se trata de un programa lineal, que
puede ser resuelto aplicando técnicas de programacion en espacios
de dimension infinita tales como las expuestas en Luenberger (1969)
o Anderson y Nash (1987). La primera restriccion de (6) esta valorada
en el espacio de Banach C(Ap) de funciones continuas sobre Ay
mientras que la segunda esta valorada en 7. Como sus duales son
M(Ap) (conjunto de medidas o -aditivas sobre la ¢ -algebra de Borel
de A )y L1, respectivamente, la funcidén Lagrangiana sera

L:RprxM(Ap)quxR—)R
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L®,y,v. 10 =0| 1- [ dv(z) +.[E{yz—kiy}dv(z)+
A A

P P

+E(yA)—E(yoh)+St—E(y)t

De acuerdo con Luenberger (1969), el elemento
(v.h1)eM (Ap)qu xR es factible dual si y solo si esta en el cono no
negativo M, (Ap )<L2L xR, y ademas

Inf {J(B,y,v,x,r):eeR,yeLf }> —o0

En tal caso, el infimo anterior es el objetivo dual en (v,k,r). Por tanto,
el programa dual de (6) es

Max St—E (yo))

| E{y(z+k—kl}—rﬂdv(z)2 0,Vye P
A, (7)

veP(Ap),keL_qir,reR+

(Donde P(Ap) denota los elementos de M (Ap) que son probabilida-
des).

Finalmente, teniendo en cuenta el Lema 2 de Balbas, Balbas y Heras
(2009), el programa (7) resulta ser equivalente al siguiente programa (8):
Max St—E(yo))

z+A—kE-120 (8)

zeAp,hell,teR,

Tomando (8) como dual de (3), las Condiciones de Karush-Kuhn-Tuc-
ker resultan ser las siguientes:
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6*+E|:y* [ki'—z*]:|=0
2 (y*—yo)zo
o (E(y*)—s):o

y*(z*+k*—kE—r*J:0
6*+E{y*[kE—zHZO,VzeAp

*

Y <)

S—E(y )<0

Z +N —kE-7 20

0" eR,y* eLf,z* eAp,k* eLf{,r* eR,

Estas condiciones resultan ser condiciones necesarias y suficientes de
optimalidad siempre que se verifique la ausencia del llamado “hueco
de dualidad”, lo cual sucede en numerosos casos (como, por ejemplo,
cuando se cumple la Condicion de Slater). A su vez, es facil demostrar
que estas condiciones son equivalentes a las siguientes:

Teorema 1. Sea y fel? (3)-factible y tal que u(y >0)=1. Entonces

y resuelve el programa primal (3) si y solamente si existen T e R,y
z €A, tales que se cumplen las siguientes condiciones:

E(y z )ZE(y z)vZeAp
S <kE+t
e R e
o (E(y*)—s):o
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En tal caso,
% * % - € k% - * * %
0 =E[y (z —kE)J,y ,Z2 , A =kE+1t —z ,t resuelven (6)y (8).

Las condiciones (9) se comprueban sin grandes dificultades en algu-
nos casos particulares de contratos de reaseguro y de medidas del
riesgo. El caso particular del reaseguro Cuota-Parte es especialmen-
te facil de comprobar. Los resultados son concluyentes: este tipo de
reaseguro no puede ser optimo cuando la medida del riesgo de la
companfia cedente es una medida acotada por la media o una medida
de desviacion (véase el teorema 6 de Balbas, Balbas y Heras (2009)).
En el primer caso, las condiciones (9) implican entre otras cosas que
debe ocurrir que k=1, es decir, que el recargo de seguridad de la
compainia reaseguradora debe ser nulo, o que no resulta razonable.
En el segundo caso, en el que la medida del riesgo es una medida de
desviacién, entonces (9) implica entre otras cosas que la siniestrali-
dad total antes de reaseguro de la compania cedente (yo) debe ser
constante, lo que tampoco resulta razonable.

A diferencia del reaseguro Cuota-Parte, el reaseguro Stop-Loss resul-

ta ser 6ptimo a menudo. Este reaseguro se define matematicamente
de la siguiente manera:

y=Yo,8l ygsM

y =M, Si Yo > M

(siendo M >0 la prioridad). Llamemos y{)” a la expresion anterior.
Si elegimos, por ejemplo, la desviacion tipica como medida del riesgo,

/2
o)=0200=(E (- EOP ) =IO,
En este caso se demuestra que

By =By =§e il <1.E() =0}
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Entonces el Teorema 9 de Balbas, Balbas y Heras (2009) muestra que
el contrato 6ptimo sera un reaseguro Stop-Loss, en donde la prioridad
se calcula de forma que se sature la restriccion correspondiente al
precio del reaseguro. Este resultado esta estrechamente relacionado
con el obtenido en Borch (1960).

Asimismo, un resultado analogo se puede demostrar en el caso de
que se utilice como medida del riesgo otra importante medida de des-
viacion, la desviacion absoluta, definida como

p(M =01 =E(y-E®»)|)

Aunque en este caso pueden existir también otros reaseguros 6ptimos
cuya formulacién matematica es parecida al Stop-Loss (tipo Change-
Loss, por ejemplo).

Consideremos ahora una famosa medida del riesgo acotada por la
media, el Valor en Riesgo Condicional CVaR. Se demuestra que

Ap:{ZELOOIOSZSL,E(Z):l}
Ho

Siendo p el nivel de confianza elegido, que supondremos menor
que % En este caso, el teorema 11 de Balbas, Balbas y Heras (2009)
demuestra que existen reaseguros Stop-Loss 6ptimos. En efecto,
esto sucede si se cumple que E(y)!)=S y ademas n(vo >M)s% .
Si no se cumple esta condicion y se tiene que un(y, >M)>; , basta
aumentar M hasta encontrar M'> M tal que E(yé”')>S y ademas
n(yo > M'):%, algo que siempre se puede conseguir.

Podemos concluir, entonces, la optimalidad del reaseguro Stop-Loss
al menos en los importantes casos particulares en los que el riesgo se

mide mediante la desviacion tipica, la desviacion absoluta y el Valor
en Riesgo Condicional.
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4. EL REASEGURO OPTIMO DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA
COMPANIA REASEGURADORA

Hemos visto que los programas (3) y (4) que deben resolver la compa-
fiia cedente y la reaseguradora son analogos, de forma que las con-
clusiones que hemos obtenido para la primera se verificaran también
para la segunda. En particular, el reaseguro Cuota-Parte, que nunca
resulta ser 6ptimo desde el punto de vista de la cedente, tampoco lo
sera desde el punto de vista de la reaseguradora. Por otro lado, el rea-
seguro Stop-Loss sera optimo para la reaseguradora en los mismos
casos en que lo es para la cedente.

Ahora bien, en el programa (3) buscamos la “y” éptima, mientras que
en el programa (4) buscamos la “x” éptima, en donde x=y,—-y. Sa-
bemos que el reaseguro Stop-Loss en funcion de la siniestralidad ce-
dida x se define como

X=Y9,Sl yg<M

x=M, Si Yo > M

Si lo expresamos en funcién de la siniestralidad y retenida por la ce-
dente, obtenemos
y= 0, Si Yo <M
y=yo—M,si yo>M

Esta expresion resulta ser, en cierto modo, opuesta o complementaria
al Stop-Loss, razon por la cual podriamos denominar al reaseguro
correspondiente un Stop-Loss Inverso.

5. COMBINACION DE LOS PUNTOS DE VISTA DE LAS COMPA-
NiAS CEDENTE Y REASEGURADORA

Como sabemos, la compafiia cedente trata de minimizar su riesgo
resolviendo el programa (3), mientras que la reaseguradora persigue
la misma finalidad resolviendo (4). Si suponemos que ambas compa-
fias utilizan la misma medida del riesgo p, podemos combinar ambos
puntos de vista en un programa multiobjetivo como el siguiente:
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Min - (p(kE(y) ~ ), p(KE(x) X))
X+Y=)o
E(y)2S (10)
x,y=20

Para calcular los 6ptimos de Pareto de (10), podemos elegir un coefi-
ciente o €(0,1) y plantearnos el programa equivalente

Min  ap(kE(y)— )+ (1 - c)p(kE(x) ~x)

X+Y=)o
E(y)=S (11)
x,y20

Es bien conocido que podemos obtener los 6ptimos de Pareto de (10)
resolviendo el programa (11) mientras hacemos variar el coeficiente
a en el intervalo (0,1).

A su vez, la propiedad de homogeneidad permite concluir que (11) es
equivalente a

Min P[AkE()—)]+p[A-)*KE(x)—x)]

X+Y=2o
E(y)=S (12)
x,y=20

Teniendo en cuenta (1), el programa (12) resulta ser equivalente a
Min 91 +92
01 +E[a(kE(y)—y)z]20,VzeA,
02 +E[(1-a) (kE(x)—x)z |20,Vz e A,

X+y=>) (13)
E(y)=S
x,y=>0
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Siguiendo la misma metodologia que en el apartado 3, es posible de-
mostrar que el programa dual resulta ser
Max 5 -E(Lyg)

oz —ok E+A—-12>0

(- 0)zy — (1= )k E+ 1> 0 (14)
21,29 eAp,keLq,re]R+

Apoyandonos en el primal (13) y el dual (14), las condiciones de Ka-
rush-Kuhn-Tucker resultan ser

0 +E y*a(kE—zf)}o

0 +E| y a(k E- z)} >0,VzeA,

0, +E x*(l—oc)(ké—z;)} =0

0, +E x*(l—oc)(kE—z)} >0,VzeA,

o (E(y_*)—S):O

E(y)>S

y*(az;"—akEm*—r*] 0

oczl*—ockE+7»*—r*20

x*((l—oc)z; —(1—a)ki+x*] =0

(-a)zs —(1—o)k E+A >0
%

P
X +ty =)

%k 3k * * %k * * *
0,0, eR;x ,y elf;z,2, € Ap;h ell;t eR"
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A su vez, estas condiciones son equivalegtes a las siguientes (siem-
pre que se verifique que u(y >0 ELu(x >0 1):

L *
E(y Zl)ZE(y Z)VzeAp
EE *
E(x ZQ}E(x z)VzeAp
oczik—akE+7»*—r*:0

(-a)zs (- o)k E+2.7 =0 (15)

o (E(y*)—s):o
* *

X +y =)

E(yg)=S

%

* % * * *
X,y eLf;zl,zz eAp;k ell;r eR"

Estas condiciones necesarias y suficientes de optimalidad suelen ser
en general bastante dificiles de comprobar. Existe, sin embargo, un
caso en que se simplifican mucho: precisamente el caso del reasegu-
ro Cuota-Parte en el que la siniestralidad retenida es un porcentaje de
la siniestralidad total, es decir,

y=Byo
x=1-B)yo
(Be(,D)

En este caso es facil comprobar que se verifican las condiciones (15),

siempre que sean o :l y B> , tanto para medidas de desvia-

2 E(yo)
cion como para medidas acotadas por la media. Curiosamente, el

reaseguro Cuota-Parte, que nunca resulta 6ptimo desde el punto de
vista individual de cada compaiiia, resulta ser un 6ptimo de Pareto del
programa multiobjetivo que toma en consideracién los intereses de
ambas companias.
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6. CONCLUSIONES

En este articulo se encuentran condiciones necesarias y suficientes
de optimalidad que deben cumplir los contratos de reaseguro cuan-
do la compafiia aseguradora pretende utilizarlos para minimizar sus
riesgos. El grado de generalidad del analisis ha sido elevado, ya que
se han considerado un gran numero de medidas del riesgo, a saber:
todas las medidas de desviacion, y todas las medidas acotadas por
la media. Entre ellas se cuentan, por ejemplo, la desviacién y la se-
midesviacion tipica, la medida de Wang y el Valor en Riesgo Condi-
cional. El andlisis se lleva a cabo tanto desde el punto de vista de la
compania cedente como de la aceptante. Se ha analizado, ademas,
la optimalidad de los dos contratos mas conocidos de reaseguro, el
reaseguro Stop-Loss y el reaseguro Cuota-Parte. Se demuestra que
el reaseguro Stop-Loss resulta a menudo 6ptimo desde el punto de
vista de la cedente, mientras que la optimalidad del reaseguro Cuota-
Parte exige tener en cuenta los intereses tanto de la cedente como de
la aceptante.
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Ponencia 14

IMPLICACIONES DEL USO GENERALIZADO
DEL MODELO DE REGRESION LOGISTICA
EN LA DETECCION DE FRAUDE EN
SEGUROS DE AUTOMOVILES?®

Edinson Caicedo Cerezo

ABSTRACT

Partiendo de una revision de la literatura sobre deteccién de fraude
en seguros de automdviles y considerando el uso generalizado de un
modelo como la aplicacion del modelo que se ha disefiado en un pais
a asegurados en otros paises u regiones, sin considerar en la cons-
truccidon del modelo, la informacion especifica de los asegurados del
pais o region en que se aplica, en este articulo se compara las pro-
babilidades predichas de fraude obtenidas a través de un modelo de
regresion logistica con informacion local con las obtenidas a través de
un modelo extranjero. Con ese propdsito se considera informacion de
2.403 reclamaciones de asegurados y se utilizan pruebas estadisticas
no paramétricas e indicadores de bondad de ajuste de los modelos.
Los resultados del estudio indican a un nivel de significacion del 5%,
que no se pueden considerar iguales las probabilidades de fraude es-
timadas por ambos modelos. Por tanto se sugiere ser muy cuidadoso

® Este documento hace parte del trabajo de investigacion que se realiza, dentro de la fase
de formacion del doctorado en Empresa, en el Master Oficial de Investigacion en Empresa
Finanzas y Seguros de la Universidad de Barcelona - Espafna y se efectud bajo la direccion
de las profesoras Montserrat Guillén Estany y Mercedes Ayuso Gutiérrez del Departamento
de Econometria, Estadistica y Economia Espafiola, RISC-IREA, Universidad de Barcelona.
Mis agradecimientos a las profesoras Montserrat Guillén y Mercedes Ayuso por los aportes
realizados y las observaciones hechas al documento. También agradezco a los demas pro-
fesores del Master por los conocimientos transmitidos que sirvieron para robustecer este
trabajo.
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cuando en sistemas de gestion de riesgos de seguros de automovi-
les, las companiias con presencia en otros paises estén motivadas a
implementar, en dichas regiones o paises, modelos de deteccidén de
fraude disefados previamente, ya sea por ellas mismas, o por otras
firmas consultoras en el mercado.

Palabras Claves:

Fraude, Regresion Logistica, Seguros de Automéviles Jel Codes:
C12, C14, C25, G22

1. INTRODUCCION

En el mercado de los seguros, distintas compairiias a nivel global es-
tan motivadas a ofrecer sus productos mas alla de sus fronteras; en
Espafa por lo menos algunas compafiias que atienden el mercado de
seguros directos tienen presencia en otros paises de Europa, Asia y
Ameérica

En su sistemas de gestion de los riesgos de seguros, estas compa-
fias podrian estar motivadas a implementar modelos de deteccidn de
fraudes disefiados por ellas mismas o desarrollados por firmas con-
sultoras en el mercado; es decir generalizar el uso del modelo, lo cual
consistiria en la aplicacion del modelo que se ha disefado en un pais
a asegurados en otros paises u otras regiones, sin considerar en la
construccion del modelo, la informacion especifica de los asegurados
del pais o region en que se aplica.

Una pregunta que surge, es porqué una compaiia generaliza el uso
de un modelo?. La respuesta a la anterior pregunta tendria que ver
con que la compaiia es nueva en la poblacion de asegurados que
va a atender o por la estandarizacion que ella desea tener de sus
sistemas de gestion de riesgos o simplemente porque la compariia no
dispone de los datos suficientes de la poblacién de asegurados para
construir un modelo con informacion de ellos mismos.
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El supuesto seria entonces, que la generalizacién del modelo contri-
buiria con el logro de los objetivos del sistema de gestion de riesgo de
la compafiia: minimizar las pérdidas, que por ejemplo en el tema que
se trata en este documento, se incurrian por la exposicion a fraude en
seguros de automoviles.

Si se comparte esta idea, directores de companias de seguros, que
por alguna razén extienden sus modelos mas alla de sus fronteras,
podrian estar interesados en conocer la respuesta a la pregunta:
¢cuales son las implicaciones que tiene al generalizar el uso del mo-
delo en los sistemas de deteccion de fraude?.

En este documento, la respuesta a la pregunta anterior se aborda en
dos dimensiones: la primera, hace referencia a la calidad en la expli-
cacién y prediccion del modelo a generalizar comparada con el mo-
delo local. La segunda dimension, relacionada con la primera, aborda
la cuantificacion de las pérdidas estimadas por exposicion a fraude y
los costos estimados de la investigacion del fraude que realizan los
centros de investigaciones de siniestros (CIS) de las compafiias.

De esta forma, considerando un modelo de regresion logistica, el do-
cumento tiene como propdsito ilustrar a través de un trabajo empiri-
co las implicaciones que podria tener para la compafiia aseguradora,
predecir las probabilidades de fraude cuando generaliza el uso de
dicho modelos.

En la revision de la literatura efectuada en este trabajo, no se encon-
traron publicaciones enfocadas en lo que se denomina en este trabajo
el uso generalizado de modelos; por lo tanto este articulo contribuye
a generar informacion con datos reales sobre las consecuencias de
utilizar un sistema de deteccion de fraude en seguros de automoviles
en poblaciones de asegurados distintas. Se ha elegido el sector de los
seguros de automaviles por contar con informacion disponible en ese
sector, pero el analisis podria extenderse a otros sectores.

El documento se ha organizado en seis secciones: la primera corres-

ponde a esta introduccion; la segunda seccion, describe el problema
de la deteccidén de fraude; en la tercera seccion se hace un breve
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repaso a la literatura sobre fraude en seguros de automoviles; en la
cuarta seccion se aborda la metodologia empleada en el estudio y la
quinta seccion presenta los resultados y la discusién de los mismo.
Finalmente en la sexta seccion se presentan las conclusiones del
trabajo.

2. EL PROBLEMA DE LA DETECCION DE FRAUDE

En la literatura sobre seguros de automdviles, el fraude se define como
el intento de ocultar o falsear la realidad sobre una reclamacién a fin
de obtener un beneficio econdmico del contrato entre el asegurador y
el asegurado [3], [6], [19] y [48].

La gestion para la identificacion de fraude involucra sistemas de pre-
vencion y de deteccion de los mismos [43] y [46]. La prevencion de
fraude, describe las medidas que una entidad toma para impedir el
fraude antes de que ocurra [42] y [48]. En contraste, la deteccion de
fraude involucra identificar patrones de comportamiento en reclama-
ciones fraudulentas, o de la utilizacién normal del asegurado para de-
tectar operaciones sospechosas.

El problema en la deteccion de fraude, radica en el analisis de perfiles
de usuario que permitan observar el comportamiento de un asegura-
do, con el fin de detectar anomalias en un reclamo [27] y [35].

Si la prevencion no ha cumplido con su objetivo entonces entra en
escena la deteccion; para ello la mayoria de los sistemas de deteccion
actuales ofrecen dos tipos de alerta por calificacion probabilistica y
alerta por cumplimiento de reglas [27].

En el primer tipo de alertas podria usarse modelos disefados por las
mismas empresas u ofrecidos por empresas de sistemas de informa-
cion que operan en el mercado asegurador. El problema radica en
que una compafia de seguros con presencia en otros paises podria
estar motivada a utilizar de manera generalizada dichos modelos en
cualquiera se sus filiales para la deteccion de fraude.
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Este trabajo tiene como objetivo ilustrar algunas posibles implicacio-
nes que dicho uso podria tener en el momento de predecir las proba-
bilidades que un asegurado cometa fraude, cuando se usa, por ejem-
plo, un modelo de regresion logistica.

3. REVISION A LA LITERATURA SOBRE SISTEMAS Y MODELOS
DETECCION DE FRAUDE EN SEGUROS DE AUTOMOVILES

El uso generalizado de los modelos, podria estar motivado sobre un
razonamiento epistemologico en que se basa toda generalizacion
cientifica: cuando se tienen dos poblaciones, una de referencia y otra
que es objeto de estudio de la cual se ha tomado la muestra, las in-
ferencias que se hacen con la muestra para la poblacion objeto de
estudio son aplicables a la poblacion de referencia, puesto que la po-
blacion de referencia y la poblacion objeto de estudio tienen caracte-
risticas muy similares.

Segun el anterior razonamiento, una generalizacion de un modelo de
deteccion de fraude mas alla de las fronteras de donde fue disenado,
estaria justificado por que se partiria de la idea, que los patrones de
comportamiento hacia el fraude de los asegurados de una region u
otra son similares.

Quizas, el razonamiento que subyace en una generalizacién cientifica,
opera indudablemente en el area de la salud, pero si compartimos la
idea que en seguros, el comportamiento de los asegurados a cometer
fraude esta determinado por la maximizacion de su funcion de utilidad
[40], entonces antes de generalizar el uso del modelo tendriamos que
estar seguros de los comportamientos de los asegurados de las regio-
nes donde el modelo es objeto de aplicacion.

En el enfoque de la utilidad como una medida esencial del beneficio mo-
netarios que obtiene un individuo al cometer el fraude [29], se considera
la utilidad esperada por un individuo a cometer fraude ( E[U(F)]) como la
suma de la utilidad que obtiene un individuo cuando el fraude es cometi-
do (UF) y la desutilidad que obtiene cuando es descubierto haciendo el

251



fraude (U¥) ponderada por la probabilidad que el fraude sea descubierto
(7); es decir :

E[lUFR))=(1—n)-Uf +w-U".

En seguros de automdviles, estudiar el comportamiento de los asegu-
rados con el fin de cuantificar la probabilidad de cometer fraude o de
desarrollar estrategias para prevenirlo o detectarlo ha sido objeto de
multiples investigaciones. Una revision a la literatura permite clasificar
trabajos realizados por distintos autores en tres grupos o categorias.

El primer grupo hace referencia a trabajos orientados a la conceptua-
lizacion sobre fraude [3], [6], [10], [18], [19], [35] y [46] y otros orienta-
dos a los procesos de auditoria en relacion con la deteccién del fraude
[11], [17], [22], [27], [39], [42], [43] y [48].

En un segundo grupo, se podrian incluir los trabajos orientados al es-
tudio del comportamiento del asegurado a cometer fraude [24], [29],
[30], [34] y [40]

En el tercer grupo, estarian los trabajos que se orientan a aplicar distin-
tos modelos probabilisticos para la deteccion de fraude. Las aplicacio-
nes mas comunes son los modelos de regresion logistica [1], [2], [4],
[8], [14], [15], [17], [23], [41] y [50]; modelos bayesianos [7] y [52]; el
analisis de componentes principales [12]; técnicas de minerias de da-
tos [9]; metodologia borrosa [20] y [45] y redes neuronales [13] y [49].

En los trabajos anteriores aunque se pueden encontrar algunos que
hacen referencia a la comparacion de modelos [13] y [50] o al estado
del arte sobre la aplicacion de modelos [51], no se encontré trabajos
publicados en el sentido de lo que aqui se denomina uso generalizado
de los modelos.

Por lo tanto, el aporte de este trabajo se orienta a proporcionar infor-

macion, sobre las implicaciones que podria tener el uso generalizado
de modelos cuando se aplica la regresion logistica.
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En su forma mas general en el modelo de regresion logistica™, cuan-
do se utiliza para la deteccion de fraude, se supone que existe una
variable no observable (¥;*) que representa la utilidad que obtiene un
individuo i al cometer fraude [40]. ¥.* puede ser explicada a través de
un conjunto de factores o variables de la forma:

Y, =b'X, +y,
donde X; es un vector de variables explicativas y b el vector de pa-
rametros a estimar y u; el término de perturbacion del modelo. ¥;* es
inobservable, lo que observamos es una variable dicotdomica:

1§ Y >0

0 enotro caso.

Interesa estimar la E /Xx,)=b'X, pero sélo podemos calcular
E(Y;/X;). Por lo tanto:

P =E(Y,/X,)=F(b'X,)

donde F(b'X;) es la funcidén de distribucién acumulada de u; . El mo-
delo de regresion logistica queda especificado cuando la funcion de
distribucion F(b' x;) toma la forma:

F(b‘X ) _ exp(b'Xi)
v 1+exp(b'X,)

Es necesario mencionar que se ha seleccionado el modelo de regre-
