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Interpretacion del fenémeno actuarial
mediante un proceso estocastico evolutivo
de variables separables

Por

ANTONIO MARTINEZ VAZQUEZ

1. Introduccion

La evolucion tenomenolodgica en gencral resulta notoria y creemos que pocos se
atrevan a negarla. No vamos a repelir aqui las consideracioncs hechas en la
Introduccion a nuestra comunicacion al Tema Il del XX Congreso Internacional de
Actuarios a las que nos remitimos para extenderlas a otros Ramos del Scguro y del
Reaseguro distintos del de Vida, por lo que crecmos resulta absolutamente necesario
formular un planteamicnto general de los Procesos Estocasticos a los quc le naturaleza
del fenébmeno que intentan representar impone la condicion de cvolulivos.

No se nos oculta, por una partc, la barrera insalvable existente entre la Ciencia
Actuarial dedicada al estudio de las operaciones de los Scguros de Vida, y la dedicada a
las actividadcs inherentes a los Seguros de No Vida, ni por otra, tampaco estd Icjos de
nosotros el problema que se presenta al predecir la evolucion de tales procesos. Es
nuestro desco pucs, facilitar un Lratamiento especifico para cada parte, al proprio
tiempo que resolver el problema de Ja prediccion reemplazando la realizada desde un
instante temporal bastante lejano del que se verifica la realizacion fenomenologica en
consideracion por otra realizada en un instante contiguo o inmediatamentc anterior a
dicha realizacion. Por cllo intentamos resolver el problema valicndonos de la evolucion
de los métodos de calculo y analisis numérico de nucstros dias, merced a ta cual se logra
una actualizacion permanente en la determinacion de las Leyes de Probabilidad que
interpretan nuestro fendémeno.

I1. Procesos Estocésticos Evolutivos de Variables Separables

Antes de entrar en el tratamiento especifico que se ha de dar a la casuistica de los
Seguros de Vida y a fa de las Operaciones de Seguro de No Vida, en razon a un principio

de metodologia expositiva, procede al menos definir la naturaleza misma de tales
Procesos.
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Por ello, dado un fenomeno aleatorio representado por £ cuyas realizaciones de
denominan acaeceres o sucesos, los cuales constituyen una clase denotada por A que
tiene estructura de o-algebra, pero cuyos sucesos se realizan bajo condiciones
exteriores, no aleatorias y cambiantes o distintas, las cuales definen un espacio I, bajo
una determinada Ley de Probabilidad P. Entonces tal fenémeno ha definido una
combinacion cuaternaria dada por {Q, A, P, I'}, 1a cual segiin asevera A.V. Skorohod
(1965) constituye un Proceso Estocastico.

Definido asi el Proceso, resulta que la realizacion del fenomeno 2 en una concrecion S
y bajo la condicion y e I' definira evidentemente el par (S, y,) y por ello tal realizacion
tendra asignada una Probabilidad, dada por P(S, 7).

Sila Funcion de Probabilidad P (+, y,) es invariante con respecto a I', lo que implica la
relacion

P(S,y)=P(S,7):Vy+y, y VSed

entonces <o dice que ¢l Proceso Estocastico en consideracion, resulla ser estacionario.
St por ctra parte el postulado anterior de f-invarianza no se verifica y por tanto es
verdadera la relacion

PSS, v+ P(S v Ayi+y; y VSeA

entonces cstamos ante un Proceso Estocdstico evolutivo.
A efectos estrictamente pricticos, el espacio de probabilidad {Q, 4, P, I'} se suele
sustituir por un especio recubridor, considerando como recubridor de Q, el espacio real

k-dimensional RY de forma tal que R* = X R siendo R el espacio de 1os nameros
tely

reules, é I, representativo del conjunto de los k primeros nimeros naturales, con k
representativo del nimero de caracteristicas o aspectos fenomenologicos en considera
cion. La clasc A esta recubierta por la clase aditiva minimal dada por @'y generada pos
uniones ¢ intersecciones de intervalos definidos sobre RX y P, tiene por imagen
recubridora, la Funcion de Distribucion de Probabilidad dada por F(o). Por su parte
las circomistancias exteriores se suelen vincular al instante en que se realizan o a otros
niveles expresados cuantitativamente, de aqui que el espacio I' tenga por recubridor el
espacio temporal T, o cualquier otro espacio paramétrico (). Por lo tanto el Proceso
Estocastico puede ser representado en la realidad por la cuaterna {RX, @, F, T} o mas
abreviadamente por { X (1); re T} formulacion que es bastante comun, y se dice, que tal
procesoes evolutivo sila 1.D.P. de X (1) depende de 1, es decir que existe un par (1, £;) tal
que 1; # {;, para ¢l que es verdadera l1a relacion siguiente:
PXUYeI*y= F(I*, ) ¥ F(I*;1) = P(X(1))e I*)

donde /* representa un elemento de #.

Definicion 2.1.
Un Proceso Estocastico evolutivo { X (1), 1€ T} se dice que es de variubles separables si
F(x, 1) = d{F(x), (1)) Vix,neRxT
Por 1o tanto este es un concepto diferente del de Proceso Estocastico separable, del

que en esta comunicacion no nos vamos a ocupar.
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Finalmente dentro de estas conceptualizaciones basicas, hemos de sefialar que
consideramos como funcion de intensidad de un Procesos estocastico, la dada por:

_ 8log F(x,n
('3 (X, l) = " 5 x
2.1)
0. (x, 1y = 2ol = Fix.0]

dx

que en muchos casos puede coincidir con un tanto anwval de acaecimiento
fenomenologico referido 4 un instante dado.
Para casos especiales de Procesos estocasticos evolutivos se tienc que

0 (x, )= 1(r) 9;(x): iel, 2.2)

siendo 1 (1) una funcion monétona de 1, y creciente o decrecicnte segan los casos, y
arbitraria por lo demas, y por tanto puede ser continuy o escalonada.

Si cn la (2.2) g;(x) adopta el morfismo

ALY
oy (x) = '[':(A\‘)
(2.3)
NE
0= =y

sicndo F(x) la F.D.P. asociada a un Proceso Estocistico estacionario, se tendra que

F (x, 0 = [F()I"™
(2.4)
"‘1 (.\',l) =1 - “ . I,'(_‘A)]v(ll

Dcﬁnicién 2.2,

Dadauna F.D.P. Fe #,(cluse de F.D.P. continuas), y una aplicacion bivmivoca de (0.1)
en (0,1), segim una ley g. diremos que la Hlipotesis que ascvera que la ¥ .D.P. asociada a un
cierto fenomeno, esta dada por g - F, pertenece a la clase de alternativas introducidas por
E.L. Lehmann en 1953, cuya clase sera denotada por x, .

Definicion 2.3.

Como casos especiales de la clase de alternatives de Lehmann se consideran las
siguientes especificaciones para g,(°)

Primer tipo: gi(x)=xn
definiendo {a,} una sucesion mondtona creciente, y entonces

%,y = F,(x) = [F(x)l* (2.5)
Segundo tipo: g(x)=1—-( —-x) .
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en cuyo caso {a;} define una sucesion monotona decreciente y se verifica que:

2= Fi(x)=1~-[1 -~ F(x)Jx (2.6)

Definicion 2.4.

Se puede generalizar la clase de alternativas de Lehmann por sustitucion en (2.5) y en
(2.6), de {a,} por unas funciones monotonas crecientes o decrecientes en L, y arbitarias por
lo demas, apareciendo asi lu cluse de alternativas de Lehmann generalizadas del primer y
segundo tipo, que estan denotadas por »; | , ¥ %, 3 4 respectivamente, cuyas F.D.P. F (x)
coinciden con las dadas por (2.4).

A la luz de estos conceptos y resultados, formulamos el siguienic

Teorema 2.1.

Un Proceso estocastico evolutivo {X(1). te T} esta definido por una funcion de
intensidad de variables separables, si v solamente si, para su F.D.P. resulta valida wna
Hipotesas perteneciente ol promer o wevwndo tipo de  alternativas  de Lehmanmt
generalizadas, segun que lal funcion . .ntensidad sea formahnente decreciente o
creciente, v el segundo tipo de tales alternativas implica ademmas que ta F.D.P. en
consideracion, esta vinculada a un Proceso de eliminacion.

Para probar este Tcorema en cuanto a la suficiencia de la condicidn basta realizar las
correspondientes operaciones sobre (2.4), y obtener (2.2). Para probar la necesidad de
1a condicion, basta con resolver la ecuacion (2.1), teniendo en cuenta (2.2) y (2.3). Por
ultimo {a tercera parte es obvia Jado el crecimiento de la funcion de intensidad V.

Corolario 2.1.

La clase de alicrnativas de Lehmann generalizadas suministra unas F.D.P. asociadas a
Procesos Estocasticos evolutivos de variables separables.,

La demostracion se realiza teniendo en cuenta (2.4.), y la condicion dada por la
Definicion 2.1. y por lo tanto resulta equivalente considerar las F.D.P. de los Proceso
Estocasticos evolutivos de variables separables, o las F.D.P. asociadas a a clase de
alternativas de Lehmann generalizadas.

Por otra parte es preciso tener en cuenta que el problema de caracterizacion de las
F.D.P. asociadas a la clase de alternativas de Lehmann, fué resuelto por HJ. Rossberg
(1972), en base a propiedades muy amplias de la F.D.P., asi como que la transformada
dc Laplace de la F.D.P. asociada al estadistico ordenado X, no admita ceros sobre cl
espacio de los numeros complejos de parte real no negativa, en union de la
independcencia entre AX, y L, ,, para i < k < m < N, siendo L, ,, una variedad lineal
cn el sentido de C.R. Rao (1965), generada por X, je /I, — I, -, y tal que la suma de los
coelicientes ¢; dc esta variedad es nula, no siendo nulos todos sus sumandos, y si existe
una F.D.P., dada por G(°)e #, que tienc las mismas propiedades que F(°) y tal que
G~ (9)e C(0,1), entonces la independencia de Xy

X= 1 0-6)I°

lely—Iy

134




INTERPRETACION DEL FENOMENO ACTUARIAL...

En este caso la Ginica condicion a imponer a 7 (1), ¢s que sca una funciéon monodtona
decreciente c.r.a. 1, con 1(t,) = t sicndo 1, ¢l instante relativo a F(x), tal como lo
propuso inicialmente K.H. Wolfl' (1959), y arbitraria por lo demis.

Por otra parte en base a una rcducida experiencia podemos construir en cada
momento la F.D.P, empirica -Fy (x), mediante un diagrama de frecuencias relativas
acumuladas, y aplicando la relacion

Y dy

Fy(x) =g (3.3)

sicndo xq el limite inferior de la edad ascgurable, d, cl niimero de fallecidos a cada edad
en la informacion muestral, y N ¢l nimero total de fallecidos en la mucstra, con un
limite inferior de N = 5.

En orden al criterio de suficiencia para las leyes de mortalidad (supervivencia) y dado
por una parte la reducida informacion muestral de que se ha dispucsto para la
construccion de #,(x), y por otra parte sus propicdades ya relcridas (op. cit), no
aparcce inconveniente alguno para la aplicacion también cen éste caso de estimacion del
estadistico uni-mucstral y uni-ramico de Smirnov-Kolmogorov dado por

Dy =sup [F(x, 1) — Fy()] (1.49)

Como quicra gue fos valores de N, no son muy clevados, actualimente se dispone de Ia
F.D.P. exacta asociada al estadistico Dy dada por Z.W. Birnbaum y F.N. Tingey
(1951) y Z.W. Birnbaum (1953) y por ello se¢ pueden obtener facilmente los (1 — ¢)-
cuantiles Dy (1 — ) para = = (0.1; 0,05; 0,01; 0,001), y cstablecer la relacion

sup | F(x.0) — Fy()]e[0.Dy (1 — &) (3.5)

Para encontrar el valor x| de x, que satisface la expresion (3.5), basta considerar que
este coincide con el que satisface

sup [F{x) — Fy(x)] = [F(x)) = Fy(x))] (3.6
y por tanto sc ticne que |
[F(xy 0 = Fy(x)])el0, Dy (1 —¢)] ()]
Ahora dec (3.7) y (2.4) se tiene que

log{l — Fy(xy) — Dy (1 — o)}

") 3.
log [l — F(x,)] G5

T(1)) =

_log|tl — FN(.jr,_zl
T = Tog [T = Fix,)] @9

sicndo log ef simbolo correspondiente al logaritmo natural, y ¢, el indicador dcl
momcnto cn que se realiza la estimacion de Fy, (x). con respecto al momento en que sc
construyo la I-.D.P. F(x) dado por 1.
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es condicion necesaria y suficiente para que la F.D.P. F(¢), pertenezca a la clase de
alternativas de Lehmann del segundo tipo con respecto a G(=).

Aunque la condicion final resulte trivial y se plasme en un contraste de independencia,
es posible que tal caracterizacion exija demasiadas condiciones para los estadisticos
ordenados y que éstas resulten en algunos casos dificilmente accesibles, por lo que para
cada tipo se dari la metodologia de contrastacion estadistica, bastante facil, per:
dcjando ésta para la Seccion V., a continuacion se propone la aplicacion de los
resultados obtenidos:

1. Aplicacién a la Evolucion de las Leyes de Mortalidad.

Ya quedo suficientemente demostrado en nuestra comunicacién anterior, que el
Proceso Estocastico asociado a la variable aleatoria representativa de la edad de
muerte, era evolutivo, y alli se propuso aunque no se resolvid, una solucion que
consistia en hacer pertenecer a su F.D.P. a la clase de alternativas de Lehmann del
segundo tipo, lo que estaba motivado por la condicion de que el tanto anual de
mortalidad referido a un instante dado tenia que seguir perteneciendo a la estructura
biométrica obtenida a partir de la teoria de la supervivencia de A. Quiquet (1893), por lo
cual tal funcion de intensidad u(x, r), debe cumplir la (2.2), con u(x) verificando ta
sceunda relacion de (2. ) en ba que Sy esla b D P Cobrenidaoce Foon o el
Teorema de Radon-Nikodym, y g (x) ademis ha de ser la solucion de wna ccuacion
difcrenciat dec orden v + 1. lincal y con coclicientes constantes. De todo ello s¢ sipuic tic
la ¥-.D.P. F(x, 1) asociada a la variakle aleatoria representativivde la edad de muerte, es
isomorfa con respecto o la Fy (v, 1), dada por (2.4).

Ahora bien, la realidad rectama aplicaciones inmediates de éstos resultados, y por o
tanto para conocer F7(x, () es absohwtamente necesario ¢l conocimicnio de I°(v) y de
(1)

De (2.3) y de 1a condicion inicial F(() = 0, sc licne que

F(x)y=1- cxp{ - ,l(y)dy} (RAD)
0.v)

Por otra parte considecrando un Proceso Estocistico de climinacion por muerte, s¢

ticne que la esperanza matematica del mimero de supervivientes a la edad x esta dada

por
Ed)=1 =1, cxp{ ~ f n (_\')(Iy} 3.2

0, v

De (3.1) y (3.2) se tiene que

1 - (W)= ;’5
0

Alortunadamentc los valores de 7, y /, son disponibles cn ba actualidad mereed a las
tablas de mortalidad que se aplican y que corresponden a F(x), por lo que ¢l primer
problema queda practicamcnte rcsuelto.

Para la determinacion de 1 (/) renunciamos a la caraclerizacion y estimacion de fa
funcional 7 (o), ya que ello plantearia posicriormente los problemas de prediceion, por
lo que dedicarcmos nuestra atencion a los valores numéricos de t(r), para cada /.7, -
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Por tanto se puede conclur gque los resultados obtemdos de €387y 139) son
suficientes para definis un intervalo {1 (4;), T(4)). que recubra al valor t(4;) con una
Probabilidad de 1 — 1, y tal intervalo recubridor necesariamenic he de estar contenido
en (0, 1), y con un clemento perteneciente al primero se pucde obtencr F(x, 7). que
resulta admisible para todo ¢ pertencciente a un entorno lateral derecho de ¢ y cuyo
radio sea menor que 10, y s¢ pueden construir las tablas de mortalidad aplicables para
tal periodo, que estan dadas por la relacion

- L 1)
,XJ = ’o ' (i) (2]0)
0

Las expresiones (3.R), (3.9) y (3.10), pucdon calcularse con un miniordcnador con
resultados impresos.

Por lo tanto tomando como basc unas lablas de mortalidad construidas en cf
momento / = ¢, sc pucdcn obtener unas tablas de mortalidad admisibles para un
semicntorno de 7;, sin mas que aplicar sucesivamente (3.6), (3.7), (3.8) (3.9) y (3.10).

I:n relacion con el problema de las leyes de supervivencia, cs preciso seialar que la
mctodologia para su resolucion cs analoga, y difiere de la anterior unicamente en fa
sustitucion cn (3.4) de Dy, por DY, yen (3.5) y (3.7) sustituir Dy (1 - &) por g (1 —¢)
invertir las difcrencias n (3.4), (3.5). (3.6) y (3.7). reemplazaren (3.8) y (3.9). Dy ({ — r)
por — D§ (1 —r), permutando finalinente los extremos det intervalo recubridor
obtenmdo.

Por todo cllo y a reservas de los contrastes previos, consideramos que el problema
queda totalmente resuclto,

1V. Aplicacion a los Procesos Estocastics. Eyvolutivos de los Seguros de no Vida.

Si se examina siquicra someramente la clase de F.D.P. que rigen el fendomeno
aleatorio inherente a los Seguros de No Vida, y de acuerdo con la formulacién dada por
J. Kupper (1962) y (1971), H. Bihimann (1970); H. Ammecter (1964) y (1970); M.
Derron (1964) L.D'Hodge (1964), entre otros, se aprecia, que las F.D.P. propuestas
como correspondicntes a las variables aleatorias asociadas a las consecuencias
economicas de los siniestros son la exponencial ncgativa, la dc Parcto y la de Cauchy,
micntras quc por otra parte y a taizde que A. Thepaut formuld en 1950, la modalidad de
Reaseguro denominada ECOMOR, la Distribucion de Probabilidad asociada a los
valores ex{remos, cobro importancia en la Ciencia Actuarial, como se demuestra en los
trabajos de los autores citados, junto con losde R.E. Beard (1963); E. Francks (1963) D.
Furst (1964). J. Jung (1964), por citar solo algunos y es preciso tener en cuenta que EJ.
Gumbel (1958) considera los siguientes tipos de F.D.P. asociadas a los valores extremos
de una realizacion aleatoria:

Primer tipo

[F(x) = exp{—e™*}] Ig (x)

Segundo tipo
[F?(x)=exp{—x"?}] Ins (x, o)
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Tercer tipo
[FONx)=exp{— (- x)"}] I-xr- (x,0) + g2 (x,0)

De lo anteriormente expucsto y por aplicacion de las relaciones (2.2), (2.3) y (2.4) se
dcduce lo siguicnte:

a) Que tomando como basicas las F.D.P. exponencial y de Pareto se obtiecne como
F(x,1), una F.D.P. perteneciente al segundo tipo de alternativas de Lehmann
generalizadas.

b) Que tomando como basc la F.D.P. de Cauchy. asi como cualquicra de los tipos
dados por E.J. Gumbel (op. cit), se concluye que la F.D.P. F(x, () pertenece al primer
tipo de la clase de alternativas de Lehmann generalizadas.

Por cllo, construida la F.D.P. empirica Fy(x) asociada a las consccuencias
economicas de los siniestros de la forma siguiente

Fy(x)=N"' Y kg (x—x)
ieln
siendo (x,,X,,...,x,) las consecuencias economicas de los N sinicstros muestreados &
I-(x), 1a usual funcion indicatriz del conjunto C.. y para los casos en que la F.D.P.
asociada a las consecuencias economicas de los siniestros es la exponencial negativa o la

de Pareto, el procedimiento de obtencion de la F.D.P. F(x, 1), esidéntico al que s¢ siguc
de (3.6), (3.7), (3.8), y (3.9). y en eslc caso

F(x,)=1-[1 = F()]" (4.1)

valida para todo 1. pertencciente a un semientorno lateral derecho de ¢;, y 1a cual
conocicndo la funcional F(x), es de calculo inmediato no requiriendosc a tal efecto un
proceso de tabulacion, sino la obtencion de sus tres primeros momentos a, , 11, . i, para
obtener la primcera y la segunda componente de la prima de riesgo es decir, la esperianza
matematica y el Hamado recargo de seguridad, ya que éste ultimo debe depender en
estricta justicia, tanto de la varianza, como de la asimetria positiva de las F.D.P.

Para el caso en que la F.D.P. asociada a las consecuencias economicas de los
siniestros o al Reaseguro pertenezcan al primer tipo de la clase de alternativas de
Lehmann generalizadas, el proceso de calculo para obtener F(x, ¢), difiere del anterior
Unicamente en sustituir (3.8) y (3.9), por

log [Fu(x,) = Dy (1 — 0]

) = Tog F(x,)

(4.2)

) = log Fy(x,)

" TogFx) @3

y en este caso (4.1) se reemplaza por
F(x,0) = [F(x)F"

y el problema es analogo al anterior y se puede dar por resuelto.
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V. Precontrastes

Las formulaciones realizadas en las Secciones I11 y 1V, resultan siempre validas bajo
unas determinadas condiciones, que se plasman en las siguientes:

a) Que existe isofuncionalidad entre F(x)yla F.D.P. asociada a los valores que se han
tomado como base para construir Fy (x).

b) Que F(x,r) pertenezca a la clase de alternativas de Lehmann generalizadas.

En relacién con el apartado a) y para la Seccién 111, sera preciso contrastar que las
observaciones muestrales siguen perteneciendo a la misma estructura funcional, es decir
que se mantiene la ley de mortalidad inicial en la que nicamente se han experimentado
mutaciones paramétricas.

Como quiera que la Ley de mortalidad de F(x), resulta conocida (Darmois,
Gomperiz, 1* 6 2* de Makeham, Risser, Lazaruz, Weibul, etc.) definiendo en base a las
observaciones muestrales una sucesion en x-de matrices de Hankel {z,,,,, .}, y
teniendo en cuenta que las {z,,,} son variables aleatorias, las relaciones de éllas
dimanantes deben ser contrastadas, mediante el clasico contraste del signo, y no con
criterio determinista como se present6 inicialmento en la Teoria de A. Quiquet (op. cit).

Para el problema resuelto en la Seccion 1V, Ja invarianza en la funcionalidad de F(x).
se contrasta mediante una caracterizacion de la F.D.P., asociada a la muestra
{x;} ie Iy, segin hemos demostrado en nuestra obra (1975).

En relacion con el apartado b), el problema puede resolverse mediante un contraste de
la Hipotesis nula de Hlomogencidad, frente a alternativas ordenadas.

Para ello se define por medio de {I1,} V ie I, la sucesién de estados de la naturaleza
fenomenologica en cada uno de los instantes {1,} Viel, y por { F(x, 1)} la sucesion
parcial de F.D.P. asociadas a cada uno dc los estados anteriormente referidos.

L.a Hipotesis nula H, cs tal que
e F(x, 1) = F(x,1) Vi+jel y Vxeb
siendo D ef dominio de definicion de x.
La Hipotesis alternativa K, cs tal que
K {xu‘ ={F(x)®}: (1)< (1)), Vigjel, VxeD
<>

Hpae ={t — (1 =F)T}; 2(y) 2t(1). Vi< jel, xeD 61

A efectos de facilitar los calculos sc realiza la transformacion

_H) -1,
B 0

siendo 1, un parametro de posicion y ¢ un parametro dc escala.

De (5.1) s licpe U110 =>B S Bi* jel, yque g, =f 2 f,Yi+jel, con alguna
desigualdad estricta.

De cada uno de los cstados de la naturaleza {fl1;}ie ], s¢ realizan {n}iel,
observaciones muestrales denotadas por

{X;} Jjely iel, y Y m=N
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A R.Jonckheere (1945) y M. L. Puri (1965), han introducido contrustes de rango para
las Hipotesis alernativas de Lehmann originales, y con el mismo tin R.S. Haller (1968),
tras definir a partir dc la muestra conjunta {X;;} V(i. )€ I, x I, el estadistico ordenado
{ X} k € Iy, asi como el rango ordenado r-muestral dado por { Z,} talque Z, = j<= X,
=Xy, iel.

n base a csta informacion para contrastar /7 frente a K> 1, (0 %,;,) sc emplean unos
estadisticos, basados cn los propucstos por [.R. Savage (1956) que estaban dados por

Oxz;
Le=Y Y4

isIN jel'.

S@=Y Y u__

el Jely-1,_, N-i+

con 6sz representativo del usual delta dec Kronecker, cuyos resultados se pueden
extender para conlrastar las alternativas de Lehmann gencralizadas, mediante los
siguientes estadisticos

{TN(Z) =2 A T.(z)} Iz (2) para x,

kel,

{SN (2) = Z Bi- S, (Z)} - I7(z) para Xioe

kel,

y paralelamente con Haller (op. cit) formulamos ¢l siguiente

‘Teorema 5.1.
Para ae(0,1) sea ke n, tal que K < M, yae|[K/M, (K+ 1)/M] »

M=N !/(H n; !), cmtonces se verifica lo siguiente

e,
I g iel, tal que
Ige(m — M+ K);, m=card C,y
Ci=1{z; Ty(2) - Ty(ZNeR*}NZ
®; Ig: (K+ 1= m,); m,=card C, y
C,={z:Ty(2) - Th(Z)eR )N Z

(M —m; —m,) Bajo los sucesos complementarios de la unidn de los
precedentes

y define un contraste de rango ordenado de nivel a para H frente a K< x,
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1) Analogamente 3 {¢,};ie I, tal que
Ig« (M — M+ K), m;=CardCy
Cl={z:Sy(z2) — Sy(Z)eR*'}NnZ

?; Ip- (K+ 1 — m1); my =card C, y

Co={z;Sy(z) — Sy(zHhe R YN Z
(Ma - m?) > = {2, Sy(2) — Sni2)) }

(M — my— m] Bajo los sucesos complementarios a la union de los
precedentes.

Yy define un contraste de rango ordenado de nivel o para H, frente a K< x5,

La demostracion de ceste Teorema es analoga a la dada por Haller (op. cit) del que
constituye una extenston. Sin embargo y para mayor precision, hemos de nolar que Z cs
el conjuto de rangos ordcnados, dado por Z = {z'; ie I,,} y 2/ es el rango concretamente
ordenado, por pcrmutacion de j elementos de cada 2 grupos contiguos.

La eficacia de los estadisticos Ty (z) y Sy (2), respecto a alternativas proximas, asi
como su eficiencia relativa con respecto a otros estadisticos.

Para la distribucion de Probabilidad asintotica, relativa a los estadisticos Ty (z) y
Sy (2), en base a las contribucioncs dadas por: H. ChernolT, o I.R. Savage (1958); Z.
Govindarajulu, L. Le Cam, M. Raghavachari (1967), asi como por las formulaciones
posteriores debidas a J. 1ajek (1968), V. Dupag y J. Hajek (1968), F.I1. Ruymgaart, R.
Shorack, y R. van Zwett (1972) y Hoeffding (1973) y como quiera que normalmente N,
cs clevalo, como ha quedado ya probado, se deduce que Ty (2) y Sy (2), individualmente
considerados tienen scndas distribuciones de Probabilidad gaussianas, con {E{Ty(2)),
Var [Ty (2))} y {E[Sy(2)). Var [Sy (2)]} respectivamente y por ello su aplicacion no
presenta problemas de ningan genero, por lo que el contraste de las alternativas de
Lehmann generalizadas resulta plenamente viable, y si tales altcrnatives resultan
admisibles el proceso de actualizacion de datos pucde acelerarse notablemente.

Estos precontrastes son realmente muy sencillos y por cllo su aplicacion es
recomendable ya que con efla se logra una débil probabilidad de error en los principios
postulacionales de las formulaciones precedentes, reforzando con cllo su verdadera
ntihdad
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Resumen

En esta comunicacion, una vez presentado el problema de los fendémenos alcatorios evolutivos,
y tras definir los conceptos instrumentales, que los interpretan con una amplia conceptualizacion
generalizada, el avlor dedica su atencion a los procesos estocéasticos evolutivos de variables
scparables los cuales demuestran que son equivalentes a fendmenos alcatorios evolutivos
interpretados por Leyes de Probabitidad, - cuyas Funciones de Distribucion pertenecen a una
clase dc alternativas de Lehmann geaeralizadas, para las que da un criterio restringido de
caraclerizacion.

Sentados estos principios, pasa a analizar las aplicaciones dc estos resultados, considcrando en
primer lugar los procesos estacisticos evolutivos de supervivencia, cuya clase de F.D.P. dcbe ser
cerrada con respecto a las mutaciones temporales, lo que cxige la condicion de separabilidad para

' sus variables, y la cstimacion de los valores de 1a F.D.P. original s¢ obticne en base a las tablas dc
- mortalidad disponibles, y la de los correspondientes a la F.D.P. empirica — utilizando los valores
dircctamente obtenidos de la experiencia, micntras que tos valores nimericos correspondientes a
la funcion del tiempo, que moltiva tal generalizacion, se logra encontrando un intervalo alcatorio
recubridor de tal valor con una probabilidad dada, mediante 1a aplicacion del estadistico
unimucstral y unirramico de Smirnov-Kolmogorov, — que tiene las mismas propicdades del
aplicado para Conltraste de Hipotesis, las cuales han quedado ya reflejadas en una comunicacion
anlerior.

A continuacion sc consideran las aplicaciones de tales procesos a la Matematica de los Seguros
de No Vida, encontriandose dentro de las F.D.P. asociadas a las consecuencias econdmicas de los
siniestros, funciones pertenecientes tanto al primero como al segundo (ipo, de tales alternativas,
resolvicndo los problemas inherentes a cada caso, con criterio similar al dado para el Proceso de
supervivencia.

Con el fin de tener una gran probabilidad de éxito en las aseveraciones anteriormente realizadas,
con cariicter postulacional, sc proponen por @ltimo en la Seccion V dos contrastes previos de las
mismas; uno inhercnte a la caracterizacion funcional, - tanto para Vida como para No Vida, y
otro aplicable a fa validez de la Hipotesis de alternativas dc Lehmann generalizadas, aplicando
para los primeros cl contraste dcl signo y los especificos y para ¢l segundo, un estadistico r-
mucstral, cuyas propiedades y Ley de Probabilidad son evidentes.

Summary

In this communication the author considers random processes with separable variables which
are equivalent to phenomena expressible by probability laws belonging to a class gencralized by
Lehmann. He gives a criterion to characterize them,

The author then applies his results. He first considers random processes of survival for which the
variables are separable. The distribution functions are determined from mortality tables and their
empirical counterparts are derived from observation. Dependence on time is achicved by
| considering the interval corresponding to a given probability. The author applies the Smirnov-
Kolmogorov test in the manner described in a preceding communication,

Applications to non-life insurance are then considered, particularly phenomena related to claim
amounts. The distributions encountered are of various types and their study is cffected by a similar
procedure to that utilized for survival processes.

In order to clinch his arguments the author proposes, in section V, two tests: one concerns the
L structure of the functions in life and non-life insurance, and the other the gencralized Lehmann
alternatives. The first relates to the sign test and its properties; the second is a multivariate statistic
with obvious properties.
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Résumé

Dans cette communication, I'auteur préte son attention aux processus aléatoires dc variables
séparables, lesquels sont équivalents aux phénoménes exprimés par certaines lois de probabilité
(fonctions de distribution apparienant a une classe d'alternatives généralisées de Lehmann); il
donne un critére réduit pour les caractériser.

Ces principes déemontreés, il passe a Fapplication des résultats. En premier lieu, il considére les
processus aléatoires de survie, dont le type des fonctions de répartition exige la condition, pour les
variables, d'étre séparables. Les fonctions de répartition théoriques se déterminent a partir des
tables de mortalité, et les fonctions de répartition empiriques directement a partir de 'observation.
l.a dépendance du temps s'obtient en recherchant Fintervalle correspondant a une probabitité
donnée. L'auteur appligue le procédé statistique de Smirnov-Kolmogorov (qui a les mémes
propriétés que le test d*hypothése), proceédé qui a été décrit dans une communication précédente.

Puis l'auteur considére des applications aux assurances non-vie, notamment aux phénoménes
liés aux montants des sinistres. Les fonctions de répartition recontrées apparticnnent aux divers
types étudiés. Leur étude s'effectue & partir d'un critére semblable a cetui qui a été utilisé pour le
processus de survie,

Afin d’étayer son argumentation, l'auteur propose enfin en section V deux tests de méine nature:
f'un concerne la structurc des fonctions, en assurance-vie et non-vie, autre les alternatives
generalisées de Lehmann. Le premier test porte sur le signe et ses propriéiés, le second sur une
statistique mullivariée dont les propriétés sont évidentes.

Zusammenfassung

In dieser Studie beschiiftigt sich der Autor mit Zufallsprozessen separabler Variablen, welche zu
Erscheinungen dquivalent sind, die durch gewisse Gesetze der Wahrscheinlichkeit (Verteilungs-
funktionen, die zu einer Klasse gehoren, welche von Lehmann verallgemeinert worden ist)
beschnieben werden. Er gibt ein Kriterium an, um diese zu charakterisieren.

Danach wendet der Autor die Ergebnisse an. Zuerst betrachtet er Zulallsprozesse des
Ueberlebens, deren Typ von Verteilungsfunktionen verlangt, dass die Variablen separabel sind.
Die theoretischen Verteilungsfunktionen werden aus Sterbetafeln, die empirischen direkt aus
Beobachtungen abgeleitet. Die Abhangigkeit von der Zeit erhilt man durch Untersuchung
desjenigen Intervalls, welches einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit entspricht. Der Autor
wendet das statistische Verfahren von Smirnov-Kolmogorov an, welches die gleichen
Eigenschafien wie der Hypothesentest besitzt, und in einer friiheren VerotTentlichung beschrieben
worden ist.

Anschliessend betrachtet der Autor Anwendungen in der Nichtlebensversicherung, namentlich
bet Erscheinungen, welche die Schadenhohe betreffen. Die entsprechenden Verteilungsfunktionen
gehdren zu verschiedenen Typen; sie werden in dhalicher Weise untersucht wie die Prozesse des
Ueberlebens.

Um seine Argumentationen zu stiitzen, schligt der Autor in Abschnitt V zwei Tests vor: Der eine
betrilft dic Struktur der Funktionen in der Lebens- und Nichtlebensversicherung, der andere dic
verallgemeinerten Alternativen von Lehmann. Der erste Test bezieht sich auf den Vorzeichentest
und seine Eigenschafien, der zweite auf eine multivariate Statistik mit ihren bekannten
Eigenschaften.



