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RESUMEN

En este trabajo se analiza la rentabilidad efectiva de la inversién en
obligaciones clasicas cuya vida es aleatoria por ser amortizadas por
sorteo, planteando su determinacién en el momento de la emisioén y
suponiendo que se trata de suscriptores que van a mantener los valores
hasta su amortizacién.

La parte principal del trabajo consiste en el andlisis de la rentabilidad
efectiva de la inversion de un obligacionista mediante una
metodologia estocdstica, coherente con la naturaleza aleatoria de dicha
variable, y su aplicacidn en distintos ejemplos pricticos.

Asi mismo, se intenta determinar cuil es la relacién entre dicha
variable aleatoria —sus momentos- y el tanto efectivo del conjunto de
obligacionistas, asi como el valor informativo de esta variable cierta
en el contexto de aquel andlisis estocastico.
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1. INTRODUCCION.

Se utiliza la denominacién de empréstitos cldsicos de obligaciones
para hacer referencia a aquellos empréstitos en los que las cuantias de
los capitales que componen la contraprestacién de la operacion
quedan determinadas en el momento de la emisién, pudiendo tratarse
de magnitudes constantes o variables (en cuyo caso, sus valores se
preestablecen en la emision).

Frente a ellos se pueden agrupar todas las modalidades de empréstitos
en los que la cuantia de algin capital integrante de la contraprestacién
depende del valor de cierta variable externa a la propia operacién
financiera (caso de los empréstitos indizados, incluidos los participes
en beneficios y los convertibles en acciones).

Asimismo, también se puede distinguir entre empréstitos en los que, a
lo largo de su vida o duracién total, la amortizacién de las
obligaciones se realiza por sorteo, de forma que la vida de cada uno de
los titulos emitidos es una variable aleatoria; y, por otra parte,
empréstitos en los que la vida de las obligaciones es una variable
cierta o determinista, ya sea porque se trata de obligaciones perpetuas,
que nunca se amortizan, o de obligaciones con momento cierto de
amortizacién (denominadas también obligaciones con amortizacién
unica).

En este trabajo se analiza la rentabilidad efectiva de la inversién en
obligaciones clasicas cuya vida es aleatoria por ser amortizadas por
sorteo, y desde la perspectiva de un inversor que las adquiere en el
momento de la emisidn y las mantiene hasta su amortizacidn.

Como es sabido, la rentabilidad efectiva de una operacién financiera
viene dada por el tanto medio efectivo activo o del prestamista.

Que dicho tanto sea medio significa que se trata de un promedio por
periodo y para toda la duracién de la inversidn; y que sea efectivo, que
recoge el conjunto de rendimientos netos que produce la inversién
financiera. No obstante, en lo que sigue hablaremos del tanto efectivo
activo, sin mencionar expresamente su caricter de promedio referido a
toda la duracién de la inversion, el cual se da por conocido.

Asi, a efectos de determinar la rentabilidad efectiva de la inv;rsién en
obligaciones, consideraremos la contraprestacién que e:fectlvamente
percibe el inversor, la cual no sélo consta Qel norpmal de. ’cada
obligacién y los intereses devengados por la misma, sino tambl’el? de
otros eclementos, denominados habitualmente  caracteristicas

complementarias.

Sin embargo, para evitar la complejidad que ello conllevaria —afiemés,
en aspectos ajenos al objetivo metodoldgico de este trabajo-, no
tenemos en cuenta la fiscalidad derivada de la operacion, la cual puede
considerarse una caracterfstica complementaria mas y que, en el caso
del inversor en obligaciones, consistiria en los pagos por el 1m1?uesto
directo que grave los rendimientos netos de la inversién (reduciendo,
por tanto, su rentabilidad efectiva).

Asi mismo, también queda fuera del alcance de este trabajo la
inclusién del efecto de la inflacién, que obligaria a que la rentabilidad
efectiva se obtuviese en términos reales y no monetarios o nomjflales.
La metodologia de anlisis que se aplica en cste trabajo es estoc;éstica,
de forma que no se simplifica la realidad de la variable objeto _de
estudio —que es aleatoria- mediante el uso exclusivo de va.lo.res medios
en sustitucién de las distribuciones de probabilidad intervinientes.

2.  LOS EMPRESTITOS CLASICOS DESDE EL PUNTO DE
VISTA DE LOS OBLIGA CIONISTAS.

2.1. Caracteristicas financieras puras o basicas.

En primer lugar, las obligaciones pueden constituir Rréstamos
americanos -empréstitos con pago periddico de intereses,
supondremos que pospagables o vencidos- o prégtamos s1mp1es,o
elementales (empréstitos con pago acumulado de intereses O cupon
cero).

En lo que se refiere a la duracién total del empréstito, supondren_los
que se trata de emisiones no perpetuas, es decir, que tienen una vida



total de n afios, al cabo de los cuales estarin amortizados la totalidad
de los titulos emitidos.

El tipo de interés de la operacién, al que se abonan cupones periddicos
o se acumulan intereses hasta el momento de la amortizacién, puede
ser bien constante (i) o bien variable (i;, s = 1, 2, ..., n) pero con valores
preestablecidos en el momento de la emisién.

En cuanto al nimero de titulos que se amortizan en cada sorteo —que
supondremos que se celebra al final del afio correspondiente-, también
puede ser constante (M) o variable (M;, s = 1, 2, .., n); pero, en
cualquier caso, situdndonos en el momento de la emisién, todas las
obligaciones emitidas tienen la misma probabilidad de resultar
amortizadas en uno cualquiera de los sorteos periédicos (y, por tanto,
la misma vida media esperada).

2.2. Caracteristicas complementarias afectan a los

obligacionistas.

que

En este epigrafe vamos a hacer una breve referencia a las
caracteristicas complementarias mas comunes que afectan a los
obligacionistas, comentando el efecto que tienen sobre la rentabilidad
efectiva de su inversidn financiera.

Al no considerar el efecto de la fiscalidad derivada de la operacion,
todas las caracteristicas complementarias que se plantean son
bilaterales.

— Prima de emision.

Supondremos que la prima de emisidn (P,) es la misma para todos los
suscriptores —es decir, que la suscripcién no se produce mediante
subasta-, de forma que el precio de emisién o suscripciénes V= C -
P..

Cuanto mayor sea la prima de emision, légicamente, mayor serd la
rentabilidad efectiva de la inversién en obligaciones, pues menor serd

—_———

1a prestacién a desembolsar por cada una, sin que por ello varie la
contraprestacion que se recibird a cambio.

" — Prima de amortizacion.

La prima de amortizacion o reembolso, constante (P) o variable (P, s
=1, 2, ... n), es la cantidad que se agrega al nominal —en los
empréstitos con cupdn periédico-, o a la suma del nominal més los
intereses acumulados hasta la fecha de amortizacién —en los
empréstitos cupén cero, aunque en ellos es menos habitual su
existencia-, para determinar el valor de reembolso del titulo.

Incrementa el valor de la contraprestacién que el prestatario satisface a
cada titulo, por lo que, cuanto mayor sea su importe, mayor serd
también la rentabilidad efectiva de la inversién en obligaciones.

~ Lote.

Es la cantidad constante (L) o variable (L;, s = 1, 2, ..., n) que se reparte
entre un cierto ndmero de titulos obtenidos al azar entre los
amortizados en cada sorteo (h;, s = 1, 2, ..., n). Por tanto, tiene el
mismo efecto que la prima de amortizacién.

~ Fraccionamiento en el vencimiento —pago- de intereses.

Esta caracteristica complementaria, que también incrementa el valor
de Ia contraprestacion que el inversor recibe por cada titulo, sélo tiene
sentido en los empréstitos con pago periddico de intereses
pospagables.

Consiste en que, en lugar del cupén anual (C -1, ), el prestatario abona
in pagos por intereses en cada afio, uno al final de cada m-ésimo del
afio y todos de la misma cuantia: C-i"™.

Siendo i,™ el tanto asociado al m-ésimo de afio (en el afio s-ésimo),
que guarda la siguiente relacién con el correspondiente tanto anual i

Fats )



(+i™) =@+i)

Por no ser tan habitual como las ya mencionadas, y por razones de
simplificacién en las expresiones a manejar, no tendremos en cuenta
otra caracteristica complementaria como es la amortizacién seca 0 eX-
cupdn, la cual, a diferencia del resto de caracteristicas bilaterales,
disminuye el valor de la contraprestacién que el prestatario satisface a
cada titulo —mermando, por tanto, la rentabilidad efectiva de la
inversion-, pues consiste en que los titulos que resultan amortizados
pierden los intereses de ese ultimo afio.

En conclusién, los términos amortizativos anuales, constantes o
variables, que el emisor satisface al conjunto de los obligacionistas —
las  denominadas anualidades activas con  caracteristicas
complementarias- tienen, con cardcter general, la siguiente estructura,
dependiendo de que se trate de un empréstito con cupén vencido o de
uno cupon cero:

Cupén vencido: C-i -N,+(C+P )M +L,

Cupon cero: [C-H(l+ih)+ PS}-MS +L,
h=1

Si, en el caso del empréstito con cupén vencido, existiese
fraccionamiento en el pago de intereses, la anualidad anterior seria
igual a la suma financiera —valorada al final del afio- de los m-1 pagos
de intereses fraccionados y un m-ésimo pago que incluiria tanto los
correspondientes intereses fraccionados como el resto de elementos de
la contraprestacién de vencimiento en el afio.

£ A

2.3. Tantos efectivos de los obligacionistas.

La primera medida que podemos obtener de la rentabilidad efectiva de
la inversién en obligaciones es el tanto efectivo del conjunto de
obligacionistas (considerados globalmente como si fuesen un tunico
suscriptor). Se trata del tanto anual i, para el cual se satisface la
siguiente equivalencia financiera:

Prestacion efectiva
que desembolsan
el conjunto de
obligacionistas

iy Contraprestacion efectiva
< p| que obtienen el conjunto de
obligacionistas

Suponiendo los términos amortizativos anuales que hemos expuesto
en el epigrafe anterior (a;), la ecuacién de equivalencia financiera que
permite obtener el tanto efectivo activo i, , vélida con caricter general
—ya se trate de un empréstito con cupén vencido o de uno cupén cero-,
es la siguiente:

V-N1=Zas-(l+ia)"‘ —i

§=1
Siendo N, el nimero de titulos emitidos (y suscritos, se supone).

Al ser la duracién total del empréstito () una variable cierta (asi como
V, Nvy a, s = 1, 2, .., n), el tanto efectivo del conjunto de
obligacionistas también lo es, y representa la rentabilidad cierta que
obtendria un inversor que suscribiese todo el empréstito.

Sin embargo, puesto que no parece légico pensar que un mismo
inversor pueda adquirir la totalidad del empréstito —salvo que se trate
de inversores institucionales-, también se hace necesario medir la
rentabilidad efectiva de la inversién en obligaciones que obtiene un
inversor que suscribe un paquete o cartera de titulos (de la misma
emisioén). Se trata del tanto anual i, para el cual se satisface la
siguiente equivalencia financiera:
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Prestacion efectiva i, Contraprestacion efectiva
que desembolsa el < > que obtiene el
obligacionista obligacionista

Donde el valor de la prestacion efectiva es una variable cierta y el de
la contraprestacién efectiva una variable aleatoria, al serlo la duracién
o vida de la inversion y, también, ser incierta la percepcién, por cada
titulo, cuando resulte amortizado, de un elemento de la
contraprestacién que es el lote.

Por consiguiente, la rentabilidad efectiva de la inversién en un paquete
o cartera de obligaciones (i) es una variable aleatoria, a cuya
distribucién de probabilidad vamos a aproximarnos, en el epigrafe
siguiente, por medio del estudio de la distribucion de la variante
“rentabilidad efectiva de la inversién en una obligacion™.

Asimismo, y de forma complementaria, trataremos de determinar,
conforme a criterios légicos, cudl ha de ser la relacion entre los
momentos de dicha variable aleatoria y el tanto efectivo del conjunto
de obligacionistas, 1o que permitira establecer el papel que puede
asignarse a esta variable cierta cuando se analice la rentabilidad
efectiva de la inversién de un obligacionista, segiin cuales sean las
caracteristicas financieras puras y complementarias de la emision.

3. ANALISIS ESTOCASTICO DE LA RENTABILIDAD DE
LA INVERSION DE UN OBLIGACIONISTA.

Supongamos un inversor que suscribe un tnico titulo. En primer lugar
definimos la variable aleatoria “vida de una obligacién” —la misma
para cada una de las N; obligaciones emitidas-, que representamos por
N, v cuya distribuciéon de probabilidad, de tipo discreto, es la
siguiente:
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n=s P(n=5)=g;
1 M,
q, Nl
2 M,
‘h"ﬁ
n _M,
qn"Nl

Siendo g, la probabilidad de que una cualquiera de las obligaciones
emitidas resulte amortizada en el sorteo (afio) s-ésimo (M;, como ya se
ha dicho mas arriba, es el nimero de titulos que se amortizardn en
dicho sorteo).

Por otra parte, caso de que en las condiciones de la emision se prevea
el pago de un lote a repartir entre un cierto nimero de obligaciones de
entre las que se amortizan en cada sorteo, la percepcion o no de lote
por una obligacién que resulte amortizada en el sorteo s-ésimo es un
fenémeno aleatorio dicotdémico que puede ser representado por la
variable alecatoria binomial As.
s n 3
1 si se percibe lote; P4, =1)=1 = *
M,
A= A4 >, 5=1,2,..,n
0 si no se percibe lote; P{4, =0)=1 =1-1I;

\ s

Siendo A, el nimero de titulos que percibiran lote en el sorteo s-
ésimo, obtenidos al azar entre los amortizados en el mismo.

I; y I; son probabilidades condicionadas, pues los sucesos a los que

estdn asociadas s6lo pueden acaecer si la obligacién resulta
amortizada en el sorteo s-€simo (y no en otro distinto).

Por tanto, la probabilidad total de que un titulo resulte amortizado en
dicho sorteo s-ésimo y perciba lote, que representaremos por g;,,, €s:
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¥ M! hs h.f
q,,=49,l, = : =

w
—

Y, de la misma forma, la probabilidad total de que un titulo resulte
amortizado en el sorteo s-ésimo y no perciba lote:

M, M,-h) M, -h
— 'lsz l_l: — s XNTs TS TS s
qs,() qs 0 QS ( 1) ]\‘,—l Ms Nl
Nétese que si el nimero de titulos que perciben lote es €l mismo en
todos los sorteos (h; = h, s = 1, 2, ..., 1), la probabilidad g,, esla

misma para cualquier sorteo:

qu - F}

En realidad, la combinacién de la vida aleatoria de la obligacidn y el
fenémeno aleatorio de la percepcién o no del lote da lugar a una
variable aleatoria bidimensional, constituyendo las probabilidades g;,
su funcién de cuantia de probabilidad conjunta:

g, =Plp=s; A,=j); s=1,2,.,n j=0,1

n=sliA,=j—> 1 0 qs
1 qi qio q1

gs. g0 G2

n gn1 n0 tn

I I Iy 1

1
Légicamente: g, =Y g,

j=0

Y: lj =2q5,j y j=0,1
5=

aR

Siendo [, la probabilidad de que la obligacién perciba lote cuando
resulte amortizada; y [/, la probabilidad de que la obligacién no
perciba lote cuando resulte amortizada.

A continuacién obtenemos los posibles valores de la variable aleatoria
“rentabilidad efectiva de la inversién en una obligacién™ (i,), que

representaremos por i (s=1,2,..,nj=0, 1)y que son los tantos

anuales efectivos que satisfacen, respectivamente, las 2xn ecuaciones
de equivalencia financiera de la inversion en una obligacién
resultantes de combinar la vida aleatoria de la misma y el fenémeno
aleatorio de la percepcién o no del lote (cuando resulte amortizada).

En un empréstito con pago periddico de intereses pospagables, siendo
variable el tipo de interés al que se abonan cupones anuales:

- Percepcion de lote (j = 1).

5 -h 3
v=YcC-i, - [+i') +[C+Ps+f: ]n(1+i:"r—>i‘f", s=1,2,.,n

h=] 5

- No percepcion de lote (j = 0).

-h

V=X Ci, (+i*) +(C+P)(+i°T »i®, s=1,2,.yn

En el caso de que el tipo de interés al que se abonan cupones anuales
fuese constante, las ecuaciones quedarian de la forma siguiente:

5

. L .
v=Ccia_,, +[C+Ps+h—5]-(1+ij"f i, s=1,2,..n

V=Cia ,,+C+P )+ 50 \s=1,2 un

Si existiese fraccionamiento de intereses, entonces seria preciso
calcular previamente, para cada combinacién (s, j), el tanto efectivo

i



asociado a un m-ésimo de aifio (ii’”)"" ), ¥ luego determinar el tanto
anual efectivo equivalente.

En un empréstito cupén cero, siendo el tipo de interés al que se
acumulan intereses variable:

- Percepcidn de lote (j = 1).

V=|:C-li[(1+ih)+ﬂ+%}-(1+ij"r -, s=1,2,..,n

h=1 5

- No percepcién de lote (j = 0).

V=[C-li[(1+ih)+l’s}-(l+ij‘”r -, s=1,2,..,n
h=1

En el caso de que ¢l tanto al que se acumulan intereses fuese
constante, las ecuaciones quedarian como sigue:

1% ={C-(1+i)‘ +P +%}(1+i;-' JPsitt, s=1,2,..n

5

V=[C-(1+if +PS]-(1+i:'UTS =i, s=1,2,.,n

Por tanto, sea cual sea la clase de empréstito, la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria i, seglin, a su vez, las
combinaciones de las variables  y A, tiene la siguiente forma
(l6gicamente, también es de tipo discreto):

N=s As i =i P(i, =i )= 4.,
1 iel,'l di1
1 0 il’n 0
1 if‘l 9z
2 0 ie2 0 20
i:'l Gy
" 0 im0 4no

Si se disponen en orden creciente los valores de la variable i, y sus
respectivas probabilidades, su funcién de distribucién se obtiene
acumulando la funcién de cuantia de probabilidad ¢,;:

Fli)= Y4,

s, jfigd <i

La complementaria de la funcién de distribucién es la probabilidad
de que la rentabilidad efectiva de la inversién supere un cierto valor

(@)
1-F(i)= X.q,,=P@ >i)

5. jig »i

Asi, a partir de la distribucién agrupada u ordenada de i, resulta
inmediato obtener la probabilidad de que la rentabilidad efectiva de la
inversién sea inferior o superior a un cierto valor, el cual puede ser la
esperanza matematica de i.—la cual se determina mas abajo-, o el tanto
efectivo del conjunto de obligacionistas, o la rentabilidad efectiva
minima que estd dispuesto a obtener el inversor, por debajo de la cual
deja de interesarle la inversion; lo que, en cualquiera de los casos,
constituye una forma de medir el riesgo asociado a la variable
estudiada.

1






v(i,)=0=Eli, ¥ |-[£G,)F
Siendo: E[(ie Y ]= zn: i (i:'j )2 4,

5=l j=0

Por tanto, la desviacién tipicade i,: ¢ =+0c*

Los factores que hacen que la variable aleatoria i, tenga una mayor o
menor dispersién son las propias caracteristicas complementarias —
cuantas mas haya y mayor sea su importancia cuantitativa‘, mayor ser
la varianza de /.-, la duracién del empréstito —cuanto mayor sea,
menor serd la varianza de i.- y la estructuracién del nimero de titulos
a amortizar en los diferentes sorteos (M,), que determina las
probabilidades de amortizacién del titulo (gs).

Si, a efectos de comparacién del riesgo asociado a dos inversiones
alternativas, se quiere medir la dispersién de la rentabilidad efectiva
por unidad de rentabilidad efectiva media esperada, se puede
determinar el coeficiente de variacion de Pearson:

o)
EG,)

5=

Como es sabido, la esperanza de rentabilidad y la varianza o la
desviacién tipica de dicha variable son los pardmetros bésicos que el
inversor tiene en cuenta al analizar una inversién y, en su caso,
compararla con otras inversiones alternativas, resultando preferible la
que, segun su perfil mds propenso o adverso al riesgo —que determina
la pendiente de su funcién de utilidad-, proporcione una combinacién
Optima de esperanza de rentabilidad y riesgo asociado a dicha
rentabilidad.

Para completar la evaluacién del riesgo asociado a la variable i,
también puede ser de interés conocer el signo de la asimetria de su

* La cual no sélo depende del propio importe de las caracteristicas complementarias, pues el
efecto de éstas se reduce notablemente —y, por tanto, la varianza de i.- si en las condiciones de
la emisién se establece un periodo de carencia (ver tercer ejemplo de aplicacién).

AR e TRATE Iy T T T

distribucién, es decir, a qué lado del valor medio esperadp (.ic la
rentabilidad efectiva son més significativas las desviaciones
robables, teniendo en cuenta tanto su valor o magnitud como la

probabilidad asociada.

Como se sabe, el coeficiente de asimetria de una districhic’m, 0

rimer coeficiente de Fisher, indica si los valores de la.vana:ble se
hallan distribuidos o no siméiricamente respecto a l_a media, asi como
el signo de dicha asimetrfa, y se define como el siguiente cociente:

Siendo o’ el cubo de la desviacidn tipica y  ; el momento de tercer
orden en relacion a la media:

3

n =33 -G -a,,

s=1 j=0

0, en funcién de los tres primeros momentos en relacion a! origen:

wy=ElG. Y |-3-EG,) G ¢ |+ 2 [EG)F

1

Donde: E[(ie F]= iz (i:‘j )3 4.

5=l j=0

Logicamente, siempre serd preferible que la distribgcién de la
rentabilidad efectiva sea asimétrica positiva, esto es, hacia la} derecha
de su esperanza matemdtica; lo cual serd lo_ lhégico si en las
condiciones de la emisién se prevén prima de emision y, sobre todo,
pago de lote.

No obstante, la interpretacién del coeficiente dc_asimetria debe
realizarse teniendo en cuenta cudl es la probabilidad de que la
rentabilidad efectiva sea superior a la esperanza matemdtica de i, —ver
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més abajo los ejemplos de aplicacién-, pues, sino, podria llevar a
conclusiones desacertadas.

Por 1ltimo, es interesante poner en relacién la rentabilidad efectiva
media esperada de la inversién en una obligacion y el tanto efectivo
del conjunto de obligacionistas.

En tal sentido, y después de haber realizado las oportunas pruebas de
célculo numérico, puede afirmarse que, salvo que el ndmero de titulos
a amortizar cada afio decrezca a un elevado ritmo y el tipo de interés o
la prima de amortizacién sean crecientes, la rentabilidad efectiva
media esperada de la inversién en una obligacién ser4 superior al tanto
efectivo del conjunto de obligacionistas; y que, en cualquier caso,
aquel valor medio esperado estard tanto m4s préximo al valor de esta
variable cierta cuanto menor sea, a su vez, la varianza de i, (es decir,
Cuanto mayor sea la duracién total del empréstito y menor sea la
importancia de las caracteristicas complementarias, principalmente).

Ademds, el tanto efectivo del conjunto de obligacionistas puede ser
considerado el “valor financiero medio” —no el valor medio esperado,
en sentido estadistico-matematico estricto- de la variante “rentabilidad
efectiva de la inversién en una obligacién™, por la razén de que, como
puede demostrarse, es el tanto para el cual se satisface la ecuacién de
equivalencia entre el valor cierto de la prestacion efectiva que
desembolsa el obligacionista por la obligacién y el valor medio
esperado de [a contraprestacién que percibird®. Y, en virtud de 1o dicho
acerca de su relacién con la esperanza matemdtica de 7., su valor
como parametro relevante a efectos de la decisién de invertir serd
mayor cuanto menor sea la varianza de dicha variable aleatoria.

 RODRIGUEZ, A. (1994): . 349-350,
& Asi, por ejemplo, para el caso de un empréstito con cupdn vencido constante, prima de

emisién y prima de amortizacién Py, s=1,2, .., n, dicha ecuacién de equivalencia es la
siguiente:

V:i[C.;‘.aHﬂ +c+P)a+iy] A;
s=1 l

La demostracion de esta igualdad puede encontrarse en GONZALEZ CATALA, V T. (1992):
p. 237-238,

Por otra parte, el andlisis de la rentabilid.ad efec}iva de un tilnillo 21;(;(12

acompaiiarse de alguna medida de la vida de éste, p_ue]:)sl el onrtame

temporal de la inversién también pu?de. ser una varia i i{gpg tante
ara el inversor. Asf, establecida la dl.stnbumon de probabilida

vida de una obligacién, su vida media esperadq —en el momento en

que es emitida- se puede obtener de forma inmediata:

M 1 X

:E -‘—‘nS' S___ns___s_zr__ S.Ms
m (n) é q = Nl N[ o

Sin embargo, la representatividad de este valor med_io esperado es
limitada, especialmente si la duracion total del empréstito es corta.

Si, en vez de un dnico titulo, el oblig'fa(}ionista sqscribics_e un gru;c)lo ge
titulos de la misma emision, la rentabilidad efectiva meFlla esperada de
dicha cartera no concidiria con la que se }_13 d.etemnnad_o parcall ulna
obligacién, pues surgirian numerosas comb}naf:lones posibles de ils
vidas de los diferentes titulos —las cuales, s;tue_mdose. en e’l r_lgomen 0
de la emisién, son variables .a,leatorlas estocdsticamente
independientes entre si- y de la percepcion o no dc lote por'cadfaf ur:io
de 1os mismos —siendo, en el momento de la emision, la pe:rc‘epcmnt e
lote por una obligacién independiente de la percepcion de lotebl?or coi (;i
obligacién cualquiera de la cartera-, de f(_)rma que cac'la Som 111)1‘?‘(13,(1
darfa lugar a un valor distinto de la variable .al.eatona rentabili
efectiva de la cartera”, con su respectiva probabilidad asociada.

Por consiguiente, la obtencién de la distrib.uci(’)n de probabilidad de
dicha variable aleatoria puede ser muy laboriosa.

No obstante, puede afirmarse que cuanto mayor Sed el nuglerge ciz
obligaciones suscritas, la rentabilidad etjectwa media espera 'Ell) Nodn
inversién, ademds de ser mds representativa de los valores posibles

la rentabilidad efectiva aleatoria, estard mas cerca del tanFo efectl\io
del conjunto de obligacionistas; y que, légicame'n’te, la varianza cciie :
rentabilidad efectiva de la inversién ird reduqendosc, tendien ‘oh
anularse cuanto mds préximo esté el valor rr}edlc_o es.perado de dicha
variable al tanto efectivo del conjunto de obligacionistas (que es una

variable cierta).
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De esta forma, al aumentar el tamaifio de su cartera de obligaciones del
empréstito, el inversor reduce, siempre, el riesgo asociado a la
rentabilidad efectiva de su inversién (la dispersién de dicha variable
aleatoria); pero, a la vez, lo mds probable es que renuncie a parte de la
esperanza de rentabilidad efectiva, pues, como ya se ha indicado mds
arriba, salvo en ciertos casos muy concretos, la rentabilidad efectiva
media esperada de una obligacién se sitia por encima del tanto
efectivo del conjunto de obligacionistas. El tamafio éptimo de la
cartera, para un inversor determinado, dependera de su funcién de
utilidad, pues serd el que proporcione una combinacién éptima de
esperanza de rentabilidad y riesgo asociado a dicha rentabilidad’.

En el caso contrario, de que el tanto efectivo del conjunto de
obligacionistas sea superior a la rentabilidad efectiva media esperada
de una obligacién, la ampliacién de la cartera serd una decision optima
tanto desde el punto de vista del riesgo —que se reducird, pues se
tiende a una rentabilidad cierta- como desde el de la esperanza de
rentabilidad (que, légicamente, aumentard, al aproximarse al tanto
efectivo del conjunto de obligacionistas).

En cualquier caso, cuanto mayor sea la cartera, mas valor cobra el
tanto efectivo del conjunto de obligacionistas como pardmetro
relevante para el inversor, y menos importante es el error que se
comete al no tener en cuenta el riesgo asociado (pues menor es la
varianza de la rentabilidad efectiva de la inversién).

Asimismo, cuando se trata de una cartera de obligaciones de la misma
emisién, el valor informativo de la vida media esperada de la cartera
€s mayor que en el caso de un sélo titulo.

Finalmente, hay que destacar que todas las probabilidades que aquf se
han definido son de naturaleza objetiva —se obtienen mediante el
conocido como método de Laplace: ndmero de casos favorables entre
nimero de casos posibles-, no estimaciones de cardcter mas o menos
subjetivo; lo cual refuerza el uso de la distribucién de probabilidad de
la variable tanto efectivo de rentabilidad de un obligacionista (i), as{
como el de sus momentos.

7 La resolucién de este problema de decisién excede los limites de este trabajo.

T

EJEMPLOS DE APLICACION.

" 41. Primer ejemplo: empréstito a seis afios con pago periédico

de intereses, prima de emisién, prima de amortizacién y lote.

Se emite un empréstito a seis afios, formado por 100.000 titulos, de
5.000 ptas. de nominal y un valor de emisién de 4.800 ptas. El cupdn
anual vencido constante es de 400 ptas., y el valor de reembolso de
las obligaciones incluye una prima de amortizacion constante de 250
ptas. Asi mismo, existe la posibilidad de percibir un lote cuyo importe
total asciende a 5.000.000 ptas., a repartir entre los 1.000 primeros
titulos que resulten amortizados en cada sorteo. La anualidad que
amortiza el empréstito es constante.

Para empezar el estudio procedemos a determinar el cuadro de
amortizacién del empréstito, lo que permitird conocer las cantidades
anuales que ha de satisfacer el emisor al conjunto de obligacionistas —
las anualidades activas-, cuya estructura, dadas las caracteristicas del
empréstito emitido, serd la siguiente: :

a,=a=CiN,+(C+P)M +L

Para obtener la anualidad constante que amortiza el empréstito es
necesario llevar a cabo un proceso de normalizacién, que permita
equiparar la estructura de la anualidad pasiva con caracteristicas
complementarias —que coincide con la anualidad activa, al no habfar
caracteristicas unilaterales- a la de un empréstito puro o sin
caracteristicas complementarias. Una vez obtenida la anualidad
normalizada, y calculado, a partir de la misma, el mimero de titulos
que se amortizarin en cada sorteo anual, resulta el siguiente cuadro de
amortizacion:
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s |ay=cing+(cePIm +L| CiN, |[(C+P)}M, M, m, N..;
0 ] ] ] ] _ 100.000
1 117.255.750 40.000.000 | 72.255.750 13.763 13.763 86.237
2 117.257.800 34.494.800 | 77.763.000 14.812 28.575 71.425
3 117.255.000 28.570.000 | 83.685.000 15.940 44.515 55.485
4 117.257.750 22.194.000 | 90.063.750 17.155 61.670 38.330
5 117.257.500 15.332.000 [ 96.925.500 18.462 80.132 19.868
6 117.254.200 7.947.200 | 104.307.000 19.868 100.000 0]

Construido el cuadro de amortizacién del empréstito, se pasa al
andlisis de la rentabilidad efectiva que obtiene el suscriptor de una
obligacién.

Como se ha expuesto mds arriba, dicha rentabilidad efectiva es
aleatoria por serlo la vida de la obligacidn y la percepcidn de lote. Por
tanto, para obtener la distribucién de probabilidad de la variante
“rentabilidad efectiva de la inversién en una obligacién™ (i), es
preciso determinar en primer lugar las distribuciones de las dos
variables aleatorias de las que depende. Los resultados obtenidos son
los que se recogen en las dos tablas siguientes:

- Distribuciéon de probabilidad de la variante “vida de una
obligacién™:

n=s | PM=s)j=qg=M/N
1 0,137630
2 0,148120
3 0,159400
4 0,171550
5

6

0,184620
0,198680

La vida media esperada de una obligacién es 3,71 afios.

R0
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- Distribucién de probabilidad de 1a variante “percepcién de lote”,
por sorteo/afo:

s | PA==1=h/M, | PA=0=k"=1-1
1 0,072659 0,927341
2 0,067513 0,932487
3 0,062735 0937265
4 0,058292 0,941708
5 0,054165 0,945835
6 0,050332 0,949668

Por tanto, las probabilidades totales de amortizacion del titulo con y
sin lote (g, , = P =s; A, = j)) sonlas siguientes:

n=sl,A=j— 1 0 qs \

1 0,010000 0,127630 0,137630

2 0,010000 0,138120 0,148120

3 0,010000 0,149400 0,159400

4 0,010000 0,161550 0,171550 |+
5 0,010000 0,174620 0,184620

6 0,010000 0,188680 0,198680

{; 0,060000 0,940000 1

Como puede observarse, la probabilidad de que la obligacién perciba
lote cuando resulte amortizada (I,) es del 6%; y, 16gicamente, del 94%
la de que no perciba lote cuando resulte amortizada ().

Las probabilidades g, de la tabla anterior son las que corresponden a
los distintos valores que puede tener la variante i, (ij"j ), los cuales

son los tantos anuales efectivos que satisfacen, respectivamente, las 12
ecuaciones de equivalencia financiera de la inversidbn en una
obligacién resultantes de combinar la vida aleatoria de la misma y el
fenémeno aleatorio de la percepcion o no del lote —ver mas arriba-, y
que se han calculado por medio de hoja de célculo.



Asi, la distribucién de probabilidad de 1a variable aleatoria i. es:

n=s A, e = i) P(i, =i )= g,
| 1 1,218750 0,010000
0 0,177083 0,127630
> 1 0,531796 0,010000
0 0,127401 0,138120
3 1 0,354395 0,010000
0 0,111348 0,149400
s 1 0,273751 0,010000
0 0,103432 0,161550
5 1 0,227809 0,010000
0 0,098728 0,174620
¢ 1 0,198197 0,010000
0 0,095619 | 0,188680

Como se observa en esta distribucién, la rentabilidad efectiva que
puede obtener el obligacionista oscila entre un minimo del 9,5619%,
en el caso de que el titulo resulte amortizado en el dltimo afio y no
perciba lote, y un 121,875%, si se amortiza en el primer sorteo y
percibe lote. Esta importante diferencia se debe al efecto conjunto de
los dos factores aleatorios ya sefialados:

— Por un lado, la percepcion de lote, que, de producirse,
proporciona al obligacionista un elemento adicional de
contraprestacién que eleva sustancialmente la rentabilidad
efectiva de su inversion.

— Y, por ofro, el sorteo en que resulte amortizada, que cuanto
mas se retrase provocard la dilucion en un mayor periodo de
tiempo de los elementos de la contraprestacién que percibe
el obligacionista cuyas cuantias son independientes de la
vida del titulo. De esta forma, cuanto mayor es la duracién
de la inversion, menor es la rentabilidad efectiva.

MV EMG b IFETST BrrCy ¥ - -

Ordenando de menor a mayor los valores i/ y acumulando las
probabilidades asociadas ( P(l} =i )= g,,) alos mismos, obtenemos

la funcién de distribucién de la variante i, para todos sus valores
posibles, que es la probabilidad de que la rentabilidad efectiva de la
jnversién en una obligacién sea inferior o igual a cada uno de dichos
valores. La siguiente tabla indica dicha probabilidad acumulada, asi
como su complementaria (la probabilidad de que la rentabilidad
efectiva de la inversién en una obligacién supere cada uno de dichos
valores posibles):

i, =it | Pl =i)=q,, | FG;H=PG <i) | PG >i)
0,095619 0,188680 0,188680 0,811320
0,098728 0,174620 0,363300 0,636700
0,103432 0,161550 0,524850 0,475150
0,111348 0,149400 0,674250 0325750
0,127401 0,138120 0,812370 0,18763Q
0,177083 0,127630 0,940000 0,060000
0,198197 0,010000 0,950000 0,050000
0,227809 0,010000 0,960000 0,040600
0,273751 0.010000 0,970000 0,030000
0,354395 0,010000 0,980000 0,020000
0,531796 0,010000 0,990000 0,010000
1,218750 0,010000 1,000000 0,000000

A continuacién obtenemos la rentabilidad efectiva media esperada de
la inversion en una obligacion:

E(, )= iii}f -q,,; =0.136871

Al no tratarse, como se ha dicho mds arriba, de un ambiente
estadistico, este valor medio esperado debe ponerse en relacion, en
primer lugar, con la funcién de distribucién expuesta mds arriba, dg la
cual se desprende que la probabilidad de que la rentabilidad efectiva
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finalmente obtenida resulte inferior a dicha media es del 81,237%
(que es la probabilidad de que la rentabilidad efectiva no supere el

12,74% anual); y, en segundo lugar, y para medir el riesgo asociado a

la variable “rentabilidad efectiva de la inversién en una obligacién”
teniendo en cuenta no sélo la probabilidad de desviacién respecto de
su media, sino, también, la magnitud de las desviaciones probables,
con su desviacion tipica, la cual tiene el siguiente valor:

2

o= iZ[i:-f —E(ie)] -q,, =0,122951

1
Cs=1 =0
Asimismo, con objeto de complementar dicha informacién, podemos

determinar €] coeficiente de asimetria o primer coeficiente de Fisher
de la distribucién de i,:

v, =" =0013394

o

Lo cual indica que la asimetria de esta distribucién, siendo escasa —su
grado de simetria respecto a la media es alto, por ser el valor del
coeficiente préximo a cero-, es hacia la derecha, debido a que las
desviaciones favorables o ganancias potenciales respecto a la
rentabilidad efectiva media esperada son muy superiores, en valor, a
las desviaciones desfavorables o pérdidas potenciales respecto a la

misma (aunque en términos de probabilidad sea justo al revés, como
ya se ha observado).

Sin embargo, todas estas medidas del riesgo asociado a la inversién no
permiten extraer, con cardcter general, conclusiones objetivas, pues la
decisién del inversor dependerd, como también se ha indicado mas
arriba, de su grado de aversion al riesgo (a la vista de la combinacién
“esperanza de rentabilidad efectiva — riesgo asociado™).

Por otra parte, el tanto efectivo del conjunto de obligacionistas (i,) se
obtiene a partir de la siguiente ecuacién de equivalencia financiera
(habiéndose calculado también por medio de hoja de calculo):

6
4.800x100.000= Y a,(1+i,)~ —i, =0]121535
s=1

Como se observa, la rentabilidad cierta que obtendria un inversor que
suscribiese todo el empréstito es algo mds de un punto y medio
inferior a la rentabilidad efectiva media esperada de la inversion en un

titulo.

No obstante, debe tenerse en cuenta que dicha rentabilidad cierta -
que, como se ha dicho més arriba, también puede interpretarse como
la rentabilidad efectiva media en un sentido financiero- es el valor al
que tenderd la rentabilidad efectiva media esperada de la in_versi(’)n en
una cartera de obligaciones de la misma emisidn, a medida que el
niimero de titulos que la componen sea mayor (a la vez que
disminuiria la desviacién tipica de la rentabilidad efectiva).

4.2. Segundo ejemplo: empréstito a cinco afios con pago
acumulado de intereses y lote.

Se emite un empréstito a amortizar en 5 afios, formado por 100.000
obligaciones de 5.000 ptas. de nominal. El valor de reembolso del
titulo incluye los intereses acumulados hasta la fecha. El tanto anual
al que se acumulan intereses es del 7% el primer afio,
incrementdndose un 0,5% por cada afio mds. El emisor entrega,
asimismo, un lote constante de 5.000.000 ptas., a distribuir entre los
1.000 primeros titulos que se amorticen en cada sorteo. El niimero de
obligaciones que se amortiza cada afio es constante.

En este caso, las anualidades activas tienen la siguiente estructura:
a,=C, -M+L=[C-H(1+ih)}-M+L
A=1

El cuadro de amortizacién del empréstito se puede construir
directamente —es decir, sin necesidad de efectuar el proceso de
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Como se observa, la rentabilidad efectiva que puede obtener el
obligacionista oscila entre un minimo del 7%, en el caso de que el
titulo resulte amortizado en el primer afio y no perciba lote, y un
107%, s1 se amortiza en dicho primer sorteo pero percibe lote.

Asimismo, se observa que, en el caso de no percepcién de lote (A= 0,
s=1,2,3,4,5), la rentabilidad efectiva crece con la vida del titulo,
como consecuencia de la acumulacién de intereses a un tipo creciente.

Ordenando de menor a mayor los valores i’/ y acumulando sus

respectivas probabilidades se obtiene la funcién de distribucién de la
variable aleatoria /.. La tabla siguiente indica dicha probabilidad
acumulada, asi como su complementaria:

i, =i | Pl=i)=a,, | Fath=rd, <o) | PG> i)
0.0700 0,19 0,19 0,81
0,0725 0,19 0,38 0,62
0,0750 0,19 0,57 0,43
0,0775 0,19 0,76 0,24
0,0800 0,19 0,95 0,05
0,1981 0.01 0,96 0,04
0,2379 0,01 0,97 0,03
0,3089 0,01 0,98 0,02
0,4664 0,01 0,99 0,01
1,0700 0,01 1 0

Pasando a los momentos de i,, la rentabilidad efectiva media esperada
de la inversién en una obligacion es:

E(, )= izl:ij‘f -q,., =0,094053

s=1 j=0

FeTs]

| y la desviacién tipica:

2
o= \/i v [~ £G,)] -q., =0.109748

s=1 j=0

El valor medio esperado de i., ademds de con su desviacion tipica,
debe ponerse en relacién con su funcién de distribucié.n., de la cua]_ se
desprende que la probabilidad de que la rentabilidad efectiva
finalmente obtenida resulte inferior o igual al 8% anual es del 95%, de
forma que la media esta sensiblemente desplazada hacia la derecha de
Jos valores mds probables; es decir, que es enormemente mds probable
obtener una rentabilidad efectiva inferior a la media esperada que una
superior a la misma.

Dicha informacién se completa con el coeficiente de asimetria de la
distribucién de i.:

y, =t =752317
(o2

Este valor indica una fuerte asimetria de la distribucién de . hacia la
derecha de su valor medio esperado, debido, al igual que en el.primer
ejemplo, a que las ganancias potenciales respecto a la rentabilidad
efectiva media esperada son muy superiores, en valor, a las
desviaciones negativas o pérdidas potenciales respecto a la misma
(aunque, v de forma mdis acusada que en el ejemplo anterior, en
términos de probabilidad sea justo al revés, como ya se ha indicado).

Por otra parte, el tanto efectivo del conjunto de obligacionistas (i,) se
obtiene a partir de la siguiente ecuacién de equivalencia financiera
(habiéndose calculado también por medio de hoja de calculo):

5
5.000%100.000 =Y a, -(L+i,)" =i, =0,090969

s=1

Rentabilidad cierta que, como se observa, es inferior a la media
esperada de la inversién en una obligacién, y que representa el valor al
que tender4 la rentabilidad efectiva media esperada de la inversion en
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una cartera de obligaciones de la misma emisién, a medida que el |

nimero de titulos que la componen sea mayor (a la vez que
disminuirfa la desviaci6n tipica de la rentabilidad efectiva).

4.3. Tercer ejemplo: empréstito a veinte afios, siendo cinco de

carencia, con pago periédico de intereses y prima de
emision.

Se emite un empréstito a veinte afios, siendo los cinco primeros de
carencia en la amortizacion. El empréstito estd formado por 200.000
titulos, de 5.000 ptas. de nominal y un valor de emisién de 4.700 ptas.
El cupon anual vencido constante es de 400 ptas. A partir del
comienzo de la amortizacion del empréstito, la anualidad es
constante.

En este caso, las anualidades activas tienen esta sencilla estructura,
pues no hay caracteristicas complementarias que les afecten:

s
13
14
15
16
17
18
19
20

Non

a,=CiN +CM, | CiN, C-M, M, m,
116.830.000 |53.710.000| 63.120.000 | 12.624 78.349 | 121.651
116.830.400 148.660.400| 68.170.000 13.634 | 91.983 | 108.017
116.826.800 |43.206.800{ 73.620.000 14.724 | 106.707 | 93.293
116.827.200 |37.317.200| 79.510.000 15.902 | 122.609 | 77.391
116.831.400 |30.956.400| 85.875.000 17.175 | 139,784 ;. 60.216
116.831.400 |24.086.400| 92.745.000 18.549 | 158.333 | 41.667
116.826.800 |16.666.800) 100.160.000 20.032 | 178.365 | 21.635
116.829.000 8.654.000 | 108.175.000 | 21.635 | 200.000 0

a;=a=CiN +CM,

El cuadro de amortizacién del empréstito:

"y Ta=cin+oM, CiN, C-M, M m, N,

0 - - - - - 200.000
i 80.000.000 20.030.000 0 0 0 200.000
2 80.000.000 80.000.000 0 0 0 200.000
3 80.000.000 80.000.000 0 0 0 200.000
4 80.000.000 80.000.000 0 0 0 200.000
5 80.000.000 80.000.000 0 0 0 200,000
6 116.830.000 [80.000.000| 36.830.000 7.366 7.366 192.634
7 116.828.600 |77.053.600| 39.775.000 7.955 15.321 | 184.679
8 116.831.600 |73.871.600| 42.960.000 8.592 23913 | 176.087
9 116.829.800 |70.434.800] 46.395.000 9.279 33.192 | 166.808
10 116.828.200 (66.723.200| 50.105.000 10.021 | 43.213 | 156.787
11 116.829.800 (62.714.800| 54.115.000 10.823 | 54.036 | 145.964
12 116.830.600 |58.385.600| 58.445.000 11.689 | 65.725 | 134.275

a0

La tnica distribucién de probabilidad que es preciso obFenerdpaia
realizar el anilisis estocdstico de la rentablhd;.ld efict‘lvad e la
inversién en una obligacién (i) es la de la variante v1dla e una
obligacién”, en la cual hay que tener en cuenta que, al ser b;)s cug-:o
primeros afios de carencia, el primer valor posible de la variable es 6:

N=s P(n=s)=gq.=M/N .

6 0,036830

7 0,039775

8 0,042960 .
9 0,046395

10 0,050105

11 0,054115

12 0,058445

13 0,063120

14 0,068170

15 0,073620

16 0,079510

17 0,085875

18 0,092745

19 0,100160

20 0,108175
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La vida media esperada de una obligaci6n es 14,41 afios. La rentabilidad efectiva es decreciente con la vida de la obligacién por

la razén, ya indicada en ¢l primer ejemplo, de que cuanto mds se
retrase su amortizacién, los elementos de la contraprestacion que
percibe el obligacionista cuyas cuantias son independientes de la vida
del titulo se diluirdn en un mayor periodo de tiempo.

Los distintos valores de la variable aleatoria i, (i: ) son los tantos

anuales efectivos que satisfacen, respectivamente, las 15 ecuaciones
de equivalencia financiera de la inversién en una obligacién, cada una
resultante de uno de los valores posibles de la vida aleatoria de la
misma (s = 6, 7, ..., 20), y se han calculado mediante hoja de célculo. Si
se disponen dichos valores junto con sus correspondientes
probabilidades ¢, sc obtiene la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria i,:

Ordenando de menor a mayor los valores de i, y acumulando sus
respectivas probabilidades se obtiene la funcién de distribuciéon de
dicha variable aleatoria. La tabla siguiente indica dicha probabilidad
acumulada, asi como su complementaria:

=5 =i i =i’ )=
k 6 0,09351216 P(I(e),og,ggglo 4 fe= i P(ip =i, )= 4, | FG,)=Pi,<i;)) | PG, >1i)
7 0092002 0,039775 0,086405 0,108175 0.108175 0,891825
g 0.090876 0042960 0,086545 0,100160 0,208335 0,791665
o | 0090008 0046395 0086703 |  0.092745 0,301080 0,698920
10| 0089321 0.050105 0086883 | 0085875 0,386955 0613045 | :
11 0088765 0054115 0,087089 0,079510 0.,466465 0,533535
12 0,088308 0.058445 0,087326 0,073620 0,540085 0,459915 .
13| 0087925 0.063120 0.087602 |  0.068170 0,608255 0.391745
14 | 0087602 0.068170 0,087925 | 0063120 0,671375 0,328625
15 0,087326 0.073620 0,088308 0,058445 0,729820 0,270180
16 0,087089 0,079510 0,088765 0,054115 0,783935 0,216065
7| 0086883 0.085875 0089321 |  0,050105 0,834040 0,165960
18 0.086703 0,092745 0,090008 0,046395 0,880435 0,119565
19 | 0086545 0.100160 0090876 |  0.042960 0.923395 0,076605
20 0.086405 0.108175 0,092002 0,039775 0,963170 0,036830
0,093516 0,036830 1,000000 0,000000
Como se observa, la rentabilidad efectiva que puede obtener el . ) _ . .
obligacionista oscila entre un minimo del 8,6405%, en el caso de que La ‘ren!:abllldad efectiva media esperada de la inversion en una
el titulo resulte amortizado en el dltimo afio, y un 9,3516%, si se obligacion es:

amortiza en el sexto (primer sorteo). 20
E@,)=Yii-q, =0,088016
s=6
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A la vista de la funcién de distribucién de i,, la probabilidad de que la

rentabilidad efectiva finalmente obtenida resulte inferior o igual al
8,7925% anual es del 67,1375%, de forma que la media, al igual que
en los ejemplos anteriores, estd desplazada hacia la derecha de los
valores mds probables. No obstante, en este caso, aunque la
probabilidad de desviacién desfavorable respecto de la rentabilidad
efectiva media esperada es relativamente alta, la magnitud de la
posible desviacién negativa es muy pequefia —la maxima es de 0,16%,
lo que no ocurrfa en los otros dos ejemplos.

Si calculamos la desviacién tipica:

20
0=JZ[1‘5 —EG)f ¢, =0,001813

=6

Se comprueba que, como ya indicaba el reducido recorrido de la
variable —menos de un punto-, la dispersién de la variable i, es
mucho menor que en los ejemplos anteriores®, debido a que la
duracién del empréstito es mayor, a que existen menos caracteristicas
complementarias, y a que el efecto de la inica existente, la prima de
emision, es amortiguado por el periodo de carencia.

Ademds, si nos fijamos en que, aiin siendo menos del 33% la
probabilidad de obtener una rentabilidad efectiva superior a la media
esperada, se puede conseguir mas de un 0,55% mds de rentabilidad
respecto de la misma, ello indica que la asimetria de esta distribucién
ha de ser, al igual que en los ejemplos anteriores, hacia la derecha.

8 . . N .
En efeCt(?, el.COCﬁCICnte de variacion de Pearson de la rentabilidad efectiva de la inversién
en una obligacién es 0,90 en el primer ejemplo, 1,17 en el segundo, y 0,021 en este tercero.

. En efecto, el valor del coeficiente de asimetria de 1a distribucion de i,
es:

y, =£2 =150319
o

Finalmente, el tanto efectivo del conjunto de obligaciopistas (ia). se
obtiene a partir de la siguiente ecuacion de equivalencia financiera
(habiéndose calculado también por medio de hoja de célculo):

20
4.700%200.000= Y a, -(1+i,)" =i, =0,087711

s=1

Rentabilidad cierta que, como se observa, se sit}ig por deb_ajo pero
muy cerca del valor medio esperado de la renFab}lldacl gfectlva d_e la
inversién en una obligacién, al ser la desviacion tipica de dlc_hz}
variante muy reducida; y que represeqta el valor al que ird
aproximandose la rentabilidad efectiva media es'pfarada de la' inversion
en una cartera de obligaciones de la misma emisién, a medida que el
nimero de titulos que la componen sea mayor.
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ANALISIS DE LOS MODELOS DE VALORACION DE
OPCIONES SOBRE INDICES DE CATASTROFES. UN
MODELQO ALTERNATIVO.

Maria José Pérez Fructuoso' y Antonio Alegre Escolano’

RESUMEN

En este articulo se analizan en primer lugar las hipétesis de evolucion
propuestas en la literatura actuarial para explicar el comportamiento
del indice de pérdidas subyacente de los “catastrophe insurance
derivatives”. Alternativamente, se propone un modelo estocdstico
continuo de evolucion de dicho {indice de siniestralidad. Las
catdstrofes se clasifican en tres categorias y para cada una de ellas se
realizan diferentes hipétesis acerca de la magnitud, el nimero y el
proceso de reclamaciones asociado. En este contexto, se obtiene el
comportamiento de la ratio de siniestralidad por agregacién mediante
la convolucién de la distribucién individual de cada catdstrofe y se
determina el proceso estocdstico seguido por el indice de pérdidas
subyacente de las opciones catastr6ficas consideradas.

PALABRAS CLAVE: Cuantia de siniestros pendiente de declarar,
Cuantia declarada de siniestros, Tasa instantinea de declaraciéon de
siniestros, Proceso de Wiener, Proceso de Poisson, Distribucion
Condicionada, Distribucién Exponencial.
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