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PALABRAS CLAVE: Planes de aportacién definida y de prestacién
definida; contigencia de jubilacidén; planteamiento determinista y
estocastico multidecremental; riesgo de longevidad; Suma actuarial de
nivel o en los distintos métodos de evaluacién del coste actuarial;
Férmula de Haldane Tipo A.

1. INTRODUCCION

k]

Las Tablas de Mortalidad y de Supervivencia recogen los valores I, o
estimaciones de la media o esperanza matemética E [L(x)], donde
L(x) es la variable aleatoria que mide ¢l niimero de supervivientes a la
edad (x) de un colectivo Iy de recién nacidos.

Teniendo en cuenta que

L(x)= -lilj

1 si la cabeza (j) vive a la edad (x)

con

Ii=
0 si la cabeza (j) no vive a la edad (x)

resulta que, supuesta la independencia de los sumandos, L(x) sigue
una distribucién Binomial positiva de parametros n= Iy y p = s(x),
donde s(x) es la funcién de supervivencia a la edad (x), es decir la
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)rol;abilidad de que un recién nacido alcance la citada edad  P[ T(0)
> X

in c:,onsecuencia, el Riesgo de mortalidad o de supervivencia ests
1soc1afio a la correcta estimacién de los promedios I, = Iy s(x) en e:EIl
:Olcc‘tIVO de .partfcipes y beneficiarios a que se refiere el Plan de
’ens1c?ncs objeto de estudio. Es decir a la aplicacién de unas Tabl

ctuariales “correctas” desde el punto de vista estadistico para med?i

as verdaderas probabilidades de mortalidad y/o supervivencia que
irevalecen en el colectivo de pensiones.

yin embargo, t_el Riesgo de Longevidad tiene una naturaleza diferent

'a que a partir de una Tabla actuarial estimada adecuadamente 16,
odemos dcfll}ir como el riesgo asociado a que valor actual actua,ria(i
le las prestaciones a favor de una cabeza sea inferior al valor actual

iecesario para pagar las citadas prestaciones e érmi i
n los términos previs
n ¢l Reglamento del Plan de pensiones. F o

‘or tanFo, el Riesgo de Longevidad lo podemos vincular a |

h'lc-tuacwnes aleatorias de las prestaciones con respecto al romed?s
ltlhzad.o,_ derivadas de la mayor o menor supervivelljlcia dlc;
eneficiario respecto a sus valores medios o esperados. ’

in estf: articulo nos referimos exclusivamente al Riesgo de
;orcllgevu:(liad y no al consecuente de la aplicacién de una Tabla
1adecuada para medir, por ejemplo, las probabilidades de

upervivencia y fallecimiento px y gy . S iesg
/ : ' x - O€ trata, pues, de un ries
ctuarial, en sentido amplio, para el Plan de pensiones. >

- PLANES DE PENSIONES DE APORTA CION DEFINIDA

:;11111(; zls (llnére:c lizbéd(; en la legislaci6n espafiola un plan de pensiones
e ( ¢ las personas a cuyo _favor se constituye, a percibir
S O capitales por jubilaci6n, supervivencia, viudedad, orfandad
llvahdez y las obligaciones de contribucién al mismo. A,simismo 12
x)((: lco'nﬁgurz.l un fondo de pe.nsi.oncs COmo un patrimonio creadt; al
usivo objeto de dar cumplimiento al plan o planes adscritos a él y

cuya gestién y control se realizan por la entidad gestora y la custodia
se encomienda a una entidad depositaria.

Pueden ser entidades gestoras de fondos de pensiones las sociedades
an6nimas que, habiendo obtenido autorizacion administrativa previa,
revinan una serie de requisitos formales establecidos en la ley; también
podrin ser entidades gestoras de fondos de pensiones las entidades
aseguradoras autorizadas a operar en Espafia en los seguros de vida
que cumplan determinadas condiciones legales.

Respecto a la entidad depositaria, se trata de una entidad de depdsito
(banco, cajas de ahorro) cuya mision fundamental es la custodia y
deposito de los valores mobiliarios y demds activos financieros

integrados en el fondo de pensiones.
CLASES DE PLANES
1. Segiin la naturaleza del promotor: ,

-Sistema de empleo: El promovido por una empresa en favor de sus
empleados.

_Sistema asociado: Lo promueve un colectivo en favor de sus
miembros (colegios profesionales, asociaciones, clubs, etc.)

_Sistema individual: Promovido por entidades financieras (bancos,
compafifas de seguros) para que cualquier persona fisica que lo desee
se adhiera, excepto las personas vinculadas a ellay familiares hasta el

tercer grado inclusive.
2. Segiin las obligaciones estipuladas:

_Plan de prestacién definida: Define la cuantia de las prestaciones a
recibir por el participe y Jas aportaciones se calculan en base a ellas.

_Plan de aportacién definida: Donde se define la cuantia de la
aportacién al plan.
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-Plan mixto: define la cuantia de 1la aportacion para algunas

prestaciones y la cuantfa de la prestacién para otras, o bien, define
simultdneamente los importes de la aportacién y prestacién.

En la legislacién espafiola los planes de sistema empleo © asociado
pueden ser de cualquiera de las tres modalidades anteriores, mientras
que los planes individuales s6to pueden ser de aportacién definida,

Planes de Aportacién Definida

Denominando A; , A, |, Az ,...., A las aportaciones o contribuciones

imputables a las anualidades 1,2,....t, prepagables y correspondientes a
un participe determinado, G, , Gz, Gs, ..., G, los gastos de gestidn

(gestora, depositario y otros gastos) pospagables, el fondo de
capitalizacion al final de cada afio es:

F] = A[ (1+11) - G[
Fo=A | (1+i) (1+i2) + A; (1+5) - Gy (I+12) -G,

F3 = A| (1+1]) (]+12) (1+l3) + A2 (1+12) (1+i3)+ A3(1+13) —
- G[ (1+12) (1+1';) - G2(1+i3) - G3

F=3 A [1(1+i,)-3G, [1(1+i,)

s=1 h=s 5=l h=s+1
ip = Interés unitario realmente obtenido en el afio h

Para t=n (fecha de jubilacién del participe) resulta

b=

F, = SA, [1(1+i,)- 3G, [T(1+i,)

s=1 h=s s=1 h=s+1

]

importe que representa el capital de jubilacién acumulado en n.
La renta vitalicia anual actuarialmente equivalente, es:

F, = ij axj + Kij axj yi

donde
X;= Edad de jubilacién del participe

K = Fraccién de la renta reversible al cényuge del beneficiario cuya
edad es Yj

— Valor actual actuarial de una renta anual unitaria de
supervivencia.

aleyj

Si consideramos las variables aleatorias (rentas unitarias)=

-7, , cuyo espacio numérico es {Ou1:i: } V t'= 9,1,2,3,... (0-X; con

t 0 K,; = nimero completo de afios hasta el fallecimiento de X; y pl
Xj =

Zy = dul:i l = t/ gy YV t=0,1,2.3,... 0-X]

-7, ,cuyo espacio numerico es (K V'O } VU =123 @Y

4

con probabilidades |
P [ 22 = Kvl an+1! ] = -1/ qX_] [’py V t, = 1,2,3,.... - yj ]

la convolucién z = 2 + Zp expresa el valor actual de la prestacién de

i ’ 1 inci arametros
jubilacién reversible al conyuge, y tiene como principales p
los siguientes:

E(z) = E(z| )+ E(z2) =0y + K duy;
cz(z) = 02(z1)+02(22)+2C0v(21 z2 )

donde

1

GZ(ZI): ia][at+1:j]2v‘qxj —[ax ]2
=0



o-Y;
2 = v’ t 2 K
62(zy)= 3 [KV'Y, 11, ~up. —[Kd. o ]2
(z,) El [ ayj+t] t-1/9x, ¢/Py, —[ axjfy,-]

cov(z; z3) = E(z) z2) - E(z1) E(zy) =

w-X; 0=y, . ‘
- t§0 IEI (@13 XKV .a)’j”‘).P(Zl =032y =K-V' 'an+t') -
@)K, )

El Riesgo actuarial de longevidad, o riesgo asociado a las
fluctuaciones aleatorias de las prestaciones del Fondo de pensiones
con respecto a su esperanza matemética ( F,), se puede medir por el
Coeficiente de Variacién de Pearson (CV), es decir

cv=23 199
E(z)

csto_ es, la desviacién media de la prestacién con respecto al Fondo de
capitalizacion constituido, expresada en porcentaje del propio Fondo.

Cm:no mgdida c?mplementaﬂa, es importante obtener la probabilidad
fie Incurrir en pérdidas debido a la mayor supervivencia del participe
jubilado o su cényuge, es decir, si denominamos

P[z<E(z)]=«

la probabilidad de incurrir en pérdidas es

Pl[z>F, ]=1-«

Teniendo en cuenta que a partir de una determinada ley financiera (en
nuestro caso la ley de descuento compuesto) definimos la suma
actuarial de nivel o sobre un conjunto de capitales financiero-
estocasticos (S ;t; o) alacuantia oS tal que P[z()< oS |= &
siendo z(t) la variable aleatoria que recoge el valor equivalente en el
momento t (t € R* ) de los capitales que componen en este caso la
prestacion a favor del beneficiario o su cdnyuge, estamos en
condiciones de afirmar que el fondo de capitalizacion F, = E(z) es
la suma actuarial en el tiempo biométrico x; de nivel o, del conjunto
de capitales que constituye la prestacién del Plan de pensiones a favor
del participe considerado.

Finalmente, en caso de fallecimiento o invalidez del participe antes de
su jubilacién, é1 mismo o sus beneficiarios tendrdn derecho a percibir

el fondo de capitalizacién F acumulado hasta esa fecha.

Es decir, en caso de aproximacion lineal en la valoracion actuarial de
la renta si esta es fraccionaria, resulta

n m-—1
E=R 3" <R/,

y= Edad del beneficiario en t.

El riesgo actuarial de longevidad se obtiene ahora de forma andloga a
la que acabamos de exponer en caso de jubilacion.

3. PLANES DE PRESTACION DEFINIDA: MODELO
ACTUARIAL MULTIDECREMENTAL

En un primer enfoque cldsico o determinista, en la figura adjunta
aparece la dindmica de la operacién en (t, t + dt), t € R*,

1
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k
1= ndt
V(XIO) e e Y,(x’t) le Y t+dt) V(X n)
P(x,t)dt] "’

t t+dt n

siendo;
V(x,t) = Fondo acumulado en el momento t
P(x,t)dt = Aportacién pura en (t,t + dt)

(i dt - 111
no Probabilidad de que en (t, t+dt) se presente el suceso que da

lugar al pago de capital i
Plan, ctc) pital (fallecimiento, invalidez, salida voluntaria del

Si{:t (i=1925---.k)

3(t)dt = tanto de interés del periodo (t,t,+dt)

k
POx,dt = Y g0 & ,
?:'1: vk dt = Aportacién natural en (t,t+dt)

La ecuacidn dindmica sera:

 IVD+Pe0dE (14 8(0)dt)=
= (i - Z. ldt]- Vix,t+dt)+ Zk Sl dt

i=t

JESHS Yeguy:

en donde operando y haciendo que dt—0 se llega a la siguiente
ecuacién diferencial lineal o Ecuacién de Thiele.

dV(x,t)__ k i) (n 3
- —V(x,t)[ﬁ(t)+j§1pg+t]+P(x,t)—P (x,0 =

— VoD y 60+ P ) - PP

¥x,1) = tanto de capitalizacién actuarial multidecremental

La solucién particular de esta ecuacion diferencial que vamos a

considerar es:

[V(x,0)+ [ E(X, s)(P(x,8) — P (x,8))ds)

Vi = E(x,t)

- [y(x,s)ds .
donde E(x.t)=e ! es el factor de actualizacién actuarial y

Y(x, 1) =8(t)+ Zu“’ el tanto actuarial de capitalizacién asociado al

I
proceso, en el que los sucesos aleatorios j=1,2...k son incompatibles.

Cuando, ademas, se da la condicién de contorno V(x,n) o capital
reconocido al participe al final de la operacién se tiene la siguiente

ecuacion de equivalencia estitica.
E(x,n)-V(x,n) = V(x,0)+ [ J(P(x,5)— P (x,DE(x,1)dt

ecuacién que modeliza el planteamiento cldsico 2 aportacion constante

media.
Desde el punto de vista de los planes de Pensiones, nos interesa

contemplar los siguientes casos particulares:
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" El riesgo de longevmbnes

, 3B (x.s)d , o
onde E'(x1)=e O , es decir, el factor de actualizacién

nanciero puro. La ecuacion de equivalencia estatica es
V(x,n)-E'(x,n) = P(x)[ E'(x,1)d!

» bien, en el campo discreto
V'V(x,n) = P(x)am-

londe d, , es la valoracién actual de la renta financiera pura.
_a aportacion o contribucién anual constante serd en este caso,

P(x) = ;/n-V(x, n)

ni

londe V{(x,n) tiene el mismo significado del caso anterior (capital
squivalente a la prestacion en la fecha de retiro o jubilacién).

De forma andloga, en un enfoque cldsico o determinista, a partir de la
scuacion dindmica o ecuacién de Thiele podemos plantear cualquier
otra posibilidad que se contemple en el Reglamento del Plan de
pensiones.

Enfoque estocéstico

Sea T(x)=T la variable aleatoria de tipo continuo que nos mide el
tiempo hasta el cese del proceso de capitalizacién de un participe de
edad (x) y J(x)=] la variable aleatoria de naturaleza discreta que
recoge las distintas causas de interrupcién del citado proceso de
capitalizacién (fallecimiento, invalidez, salida voluntaria del Plan, etc)
La funcién de distribucién G(t) y de densidad  g(t) de la primera
variable son, respectivamente

GO =PT<t=q° =1-p 5120

k
donde , @™ =Y’ ,,q\" esla probabilidad temporal de eliminacion por

X
=

cualquier causa como suma de las probabilidades asociadas a cada una
de ellas (los sucesos aleatorios que las definen son incompatibles:

fallecimiento, invalidez...)

y  g®=p" w3,

siendo p'”+ pu'”dt la probabilidad de que la cabeza (x) interrumpa la
operaci6n entre t'y t+dt.

Aqui también se cumple la relacién aditiva

k
[ - o)
u'xﬂ - Zu’xﬂ

il

y, en consecuencia

k
t .
(1:} -L;ufflld‘
tpx =¢ :

la condicién de existencia de g(t) es
= Iy ED At =
-“0 [pir }.l.xrﬂdt—l

Respecto a la segunda variable (causas de eliminacién), si
denominamos por h(j) su funcién de cuantia P[J=j] resulta

2h()=1
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Distribucién conjunta bivariante

La funcién de densidad conjunta de ambas variables fri(tj) la
podemos definir mediante la expresién

fTJ(t;j)dt=P[(t<TSt+dt),(J=j)] [1]

o probabilidad de interrupcién del proceso en el intervalo (t,t+dt)
debido a la causa j

Anélogamente,
.‘-oth,J (s;)ds=P[(0<T<t),(J = j)]

expresa la probabilidad de interrupcién antes de t por la causa j.

k
y Z{ J;f']‘,](t;j)dt }'-:P[a<TSb]

j=1
indica la probabilidad de eliminacién por cualquier causa entre a y b.

A partir de la probabilidad del producto P(S; ~ S;) = P(S;) P(S, / S0
la expresion [1] se puede formular como probabilidad condicionada.

LGt =P[T>(]P[(t<T<t+dt)n(J = HIT > th= p. no gt

X X+t

que equivale a una probabilidad diferida de interrupcién del proceso
debido a la causa j.

Las sumas o capitales que componen las prestaciones S a favor del

X+t
participe del Plan cuya edad es (x) permiten calcular los distintos
parépletros y los distintos percentiles de nivel &, como por ejemplo, la
rr}edla (E) o valor actual actuarial de la prestacion total reconocida al
Citado participe

A partir de 1
pueden obtener las correspondien

Jestis Vegas ASensio o

i=l

k oo . .
Ezz{ N VvIS® o jde }

Distribuciones marginales y condicionadas

la funcién de densidad conjunta bivariante fT,{(t;‘]) se
tes distribuciones marginales Yy

condicionadas.

Asi, 1a funcién de distribucion marginal de la variable Tes

£ - L 02 ®
G =P[Tst]= E{[Sfm (t, pdt }= Z; 1A =ndx
= =

+

o probabilidad temporal de interrupcién del proceso por cualquier

causa.

Su funcién de densidad marginal queda

g(t) = ifm (t; ) =, (G +E, (B2 Fooo fr,(tX)

i=t
k
(v (i — [l
= z tpg)u%:tpx Zu‘xﬂ_tpx I‘Lx+t
; =
=l i

Respecto a la segunda variable (J) su funcién de cuantia resulta

) = RPN TR ¢ ()
P[J = ]] = h(_]) = j() fT,j (ta J)dt_locqu /u)—qu

ad de eliminacién pot causa j (fallecimiento,

- bilid -
que mide la probadiy juntario del Plan de pensiones...) cualquiera

invalidez, abandono volunt
que sea la fecha de ocurrencia.



En cuanto a las distribuciones condicionadas, podemos considerar, por
ejemplo, la funcién de densidad condicionada

Ly B9 _ ool pPu?
h(-]) P[J = -]] forx qj(j)

gt/ )=

0 bien

, Pl(t<T<t+a),(J=j)
t/jdt =
g(t/3) PD=j]

Tomando como variable condicionada (J), podernos poner la funcién
de cuantia

hejr = ra(tD) st < ]
g(t) I‘l‘x+i

Si j refleja la salida del Plan por fallecimiento la funcién h(j/t) sera, en
general, creciente con te R* y Lim h( j/)=1.
t-30a

Por el contrario si j recoge como causa de interrupcién la salida
voluntaria del Plan de pensiones, 1a funcién h(j/t) serd, en general,
decreciente con t y lim h(j/t)=0

1—oo

4. EL RIESGO DE LONGEVIDAD EN LOS PLANES DE
PRESTACION DEFINIDA

Considerando exclusivamente 1a contingencia de jubilacién a la edad
%) y un modelo de capitalizacién actuarial ordinario (no
nultidecrcmental), en el que el fallecimiento es la tnica causa de
liminacién, vamos a establecer las expresiones analiticas
undamentales.

Jesis Vegds Asensio

Subcolectivo de beneficiarios del Plan de pensiones

i jubilacié actuariales
En este caso las prestaciones de jubilacién son rer;ta; aeanates
inmediatas, cuyo valor actual unitario a la edad x (x 2Xj
representar por la variable aleatoria:

1
1—expl-o(k, + ;[I)]

«s{m) — (m) =
z akm+—‘—:i a™
m
siendo
d=log(l+1)
5
d"™ =m(l-e ™)
_ Ent[m'T(x)] :
m m

= i leatoria
con Ent [t] = mayor nimero entero < t. y T.(x) = \ial.jnablt?‘:il;o
continua que mide el tiempo hasta el fallecimiento del benefi .

m= Periodo de fraccionamiento de la renta

La Funcién de Distribucion de Z(™ es
1 si wz 1/d™
™ (u)= Kan Gx st 0 < u<1id™ 2]
0 si u<0

donde m
K. =L Ent-Plogd-ud™)]
m m 5



Y sus principales pardmetros resultan:

-Media

E['Z.(m)]zaim) :a _ m-—1]
Y 2m

En la hipétesis de distribucién uniforme de los fallecimientos en un
Intervalo anual podemos obtener una aproximacioén mds precisa de la

media, aplicando Ia férmula ©

a(m} - 1-d i_i[m)
X i(m)d(m) X i(m)d(m]

{m

con i

-Desviacion tipica

Fimiy _ Sriim 1
olZ™}=4/Var{Z' )]=d(_m) 2Aim)—(Aim))2

donde podemos aplicar la aproximacién

(m) __ i
Ax ~-(rr1) Ax

1

2 A(m) .
y x  indica que est4 calculado con el tanto de capitalizacion 28

-Coeficiente de simetria

V[ZE(m)]'—‘ E[(Z;m) —a(m )3J= M, )
el ek
U

1y
Ramsay, C.M. (1993) “Perc
aluations” $.0.A. Vol XLV
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Expresion que se puede calcular aplicando la férmula

_PA® _32Am) A™)+2( Ay
/2
[ZAE(m) ~ A(xm))2]3

vz |-

Suma actuarial de nivel o

Como hemos definido anteriormente, la suma actuarial de nivel o, que
ahora representamos por ,S.™, es la cuantia necesaria para asegurar

que la renta vitalicia inmediata, prepagable, fraccionaria, unitaria,
pagadera al beneficiario de edad (x), se paga en su totalidad con

probabilidad o, es decir,

P <, 8™ |=

+

Teniendo en cuenta [2], la suma actuarial la podemos también definir

como .

3.4
m

3 b 1

m

g [w

. . ) 1
us(xm) = a(k'j) si o=,q, Y k=—
m

o bien, con cardcter mas general

cm O o
asi)=Wal con d=,q, y teR’

donde @ es el valor actual de una renta financiera pura, continua y
temporal de duracion t.
Como la distribucidén de Z!™ es con frecuencia asimétrica negativa

(Y1Z'™ 1< 0), esto implica que en estos casos si fijamos un nivel o >
50% la suma actuarial seré mayor que el valor actual actuarial de la
renta, es decir SI" > 9"

-



Subcolectivo de participes del Plan de pensiones

La diferencia con respecto al conjunto de beneficiarios que acabamos
de analizar radica en que ahora las prestaciones de jubilacién son
rentas diferidas en lugar de rentas inmediatas (x<x;).

Es decir, considerando para simplificar, que m=1, el valor actual
unitario a la edad (x) se representa por la variable aleatoria

p
0 si ky =0,1,2,... h-1

g h/akx—h+1;i si ky =hh+1,h+2,... wx-1

donde
h=x; -x>0

k. = variable aleatoria que mide el nimero de aflos completos hasta el
fallecimiento del participe. Es decir ky = Ent. [ T(x) JconEnt .[t] =
mayor niimero entero < t

La funcién de probabilidad o de cuantia de Z, es

n h-1
P[Zx :O]: Ay :2 k/9x

x=0
Plzx = hfak—h+l:iJ= 9, con k=hh+L--,0—x-1

Los principales pardmetros de esta variable aleatoria son:

E[Zx]z 2 bt Oinati Ax = /9 = hE O

k=h

-Desviacién Tipica

olZ,1=VarlZ,1 = JEIZ, -|,,9. ]

o-x-~1
=\/ 2 (hfak—hﬂ:i)z'k/qx_[hfax]z

k=h

-Coeficiente de simetria

o E[Z,~,00] _MZ)

{olzIf {olzI¥

Asimismo, de forma andloga al supuesto de rentas inmediatas,
podemos definir la suma actuarial de nivel o, S, , como el capital

aTx

que verifica que la funcién de distribucién de Z_ en ese punto toma

el valor o, es decir P{Z_< S ]= o, por lo que la probabilidad que
el valor actual de la renta diferida unitaria prepagable, que estamos
considerando como prestacion de jubilacién a favor del participe, sea
superiora S, ,esiguala i-o.

atx
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Métodos de evaluacién o periodificacién del coste actuarial del Plan
de pensiones de nivel ¢

Siguiendo el esquema que figura en mi libro “Matemética Actuarial*®
se trata basicamente de sustituir en la formulacién de los distintos

métodos de evaluacién del coste actuarial las expresiones 0™ (rentas
inmediatas en el subcolectivo de beneficiarios) y ,,0™ (rentas
diferidas en el subcolectivo de participes) por sus correspondientes
sumas actuariales _S_ de nivel ¢ , probabilidad previamente fijada.

En consecuencia tenemos:
1) Método individual de los beneficios acumulados (o prestaciones
devengadas)

Sea K|(x)= Prestacién anual de jubilacién acreditada en el gjercicio,
a un participe cuya edad actual es x. (Edad de jubilacién = 65 afios).

El “coste normal” del participe (x<65) es:
I =Ki(x) 8"

donde ,S{™ es la suma actuarial correspondiente a una renta diferida
unitaria h=65-x

El “coste normal” del plan es

) I
wx

Vx

En el segundo afio-edad x+1- el coste normal resulta

H(l)

x+1

=K (x +1) 8

o~ x+1

) Vegas Asensio, J. ¥ Nieto de Alba, V. (1993) “Matemndtica Actuarial” Ed. MAPFRE pags
102 y ssg.

donde K: (x +1) = Prestacién anual de jubilacién acreditada en el
ejercicio al participe cuya edad actual es x+1.

Para un afio cualquiera t, el coste normal es

n® _ =K!(x+r=1 S,

x+r-1
Yt = 1,2,3,...65-)(

donde _S™ . es la suma actuarial asociada a una renta diferida
o K+r—

unitaria con h= 65-(x+r-1).

Para definir el “coste adicional o suplemcntario”,. sea K, (x)=
Prestacion anual de jubilacién por los afios de antigiiledad en la
empresa ( 0 por cualquier otra causa que figure en el reglamento)
anteriores a la fecha de efecto del plan de pensiones, a favor de un
participe cuya edad actual es X. )

%, = Edad de entrada en la empresa del citado participe (X, £ X < 63).
N, = Nimero de afios de antigiiedad; Nx = X - X¢
Fl “coste adicional o suplementario” del participe es:

M2 =K, (x) ,S™

Segiin el criterio de imputacion constante anual resulta:

X

Ky(x)= 65R" N (R, = Renta total anual de jubilacion)

€

El “coste suplementario” del plan al comienzo del mismo, es:

C.(@=Y %= K,(x) S
Wx vx



Ca(0) expresa el valor actual de lag obligaciones del plan asumidas
hasta Ia fecha, las cuales deben ser amortizadas en el futuro

(naturalmente, salvo que el colectivo afiliado aporte unos activos cuya
valoracién sea igual o mayor que C,(0)).

El pasivo u obligacién actuarial (PA) en la fecha de efecto del plan de
pensiones tiene por expresion,

PA(O) =Z KZ(X) agim)
¥x

valor coincidente con

(2)
2T
vx
EI concepto “pasivo actuarial” equivale al de reserva matemética en
los seguros de vida y, de acuerdo con este método, se define como la

suma actuarial de nivel o de la renta diferida cuyos términos son las

prestaciones acumuladas o devengadas por el plan hasta el instante de
su valoracion,

Asi por ejemplo, al inicio del segundo afio de funcionamiento del
plan, el pasivo actuarial del participe es

PA()=[K|(x)+K,(x)], §™

o x+

y andlogamente se obtendria en afios sucesivos.

2) Método individual de los beneficios proyectados basado en la edad

actual (x)

El “coste normal” - calculado a aportaci6n tnica - tiene por expresién

C,(0)=[K, (x)+K,(x)],§™

1T AN

donde K;(x) = Prestacién anual de jubilacion estipulada por los afios

futuros de permanencia en el plan (hasta los 65 afios).

R. = Ki(x) + K2(x) = Renta total anual de jubilacién reconocida al
participe.

= i iferi nitaria con h=
§(m) Suma actuarial de nivel o de una renta diferida u
atx

65-x.

ici io - nde a la
Este método -sin coste adicional o suple‘mer.lt,an_o .c%rrelsp(;ena
aplicacién del sistema actuarial de capitalizacién individual piena.

1 o de
Teniendo en cuenta que solo estamos considerando e; cas e
. . . o
contribucién o aportacién tinica, el pasivo actuarial se calmcl1 .a;ecri (111; o
el método anterior sustituyendo los términos de la renta di P
R« = Ki(x) + Ka(x).

ici les ) C.(0),
Para el conjunto de participes del Plan, el coste norma ;

4

es decir, la suma de los costes individuales.

3)Método individual de los beneficios proyectados basado en la edad
de entrada (X.)

El “coste normal” para un participe de edad actual {x), cu:adzgzﬁgﬁ
entrada en el colectivo a partir dg la cual se cormenza) dovenger
derecho a la prestacion de jubilg’cu’)fl es X ( X> Xe ),

aplicando la expresion (contribucidn tnica).

- om
C.(0)=[K, (x)+ K, (01,8 =R, .Sy

donde

i ] i a renta unitaria
S _ guma actuarial de nivel o correspondiente a un
o Xe

diferida h=65-x. afios.

143



El “coste normal” total del plan es ¥, C,. (0) y el “coste adicional” o |
suplementario para el participe de edad de entrada x. resulta (al 1§

comienzo del plan)
CA=R, S -R, S0=R [ - 8]

El coste adicional o suplementario del conjunto de participes es la
suma de los costes individuales de cada participe. Asimismo, la

expresion anterior recoge el pasivo actuarial en =0 del participe
considerado.

4) Meétodo Agregado basado_en la edad actual (sin coste
suplementario)

Sea ZM(R,) la variable aleatoria que mide el valor actual de las

prestaciones a favor del colectivo de participes en su conjunto (rentas

diferidas) asi como de los beneficiarios del plan de pensiones (rentas
inmediatas).

Si, para simplificar las notaciones, consideramos como en los métodos
anteriores, que Xx<65 (es decir, participes del plan) la variable
Z&P(R,)  es la suma de variables independientes si bien no
necesariamente idénticamente distribuidas.

ZPR)=Y ZM™R )
WX

donde

Z™ (R )= Variable aleatoria valor actual a la edad (x) de una renta

diferida h=65-x, fraccionaria (m), prepagable y cuyos términos
anuales son Ry (rentas de jubilacién).

Los principales pardmetros de ZZ™ (R, ) son;

| - Media

v m _ (m)
Elz((:m)(Rx)J'—- szElZim (Rx )J': % mai ) R = % os—x Ex a&s R,

-Varianza

Fze R )= TP R )]
Vx
-Coeficiente de simetria

. G Zi“‘)(Rx) ’ .
v[zg“(Rx)]@HMﬂ} 2 ®)

con y[Z"“)(RX)J = coeficiente de simetrfa de Z{"'(R,)

Aproximacién funcional de ZM(RY)

Si el niimero de participes que integran el Plan de pensiones €s

P (m)
suficientemente grande, por el teorema central del limite Z;(R,)

tendrd un coeficiente de simetria suficientemente pequefio ’(ngr
ejemplo, menor que 0’30 en valor absoluto), por io que resulta. vi A -a
la siguiente aproximacién funcional @', o férmula de Haldane Tipo A:

Si x es una variable aleatoria de media Ly ; desviacion tipica Ox Y
coeficiente de simetria s, entonces se verifica

P[x < x,1=04((1+ CX, ] —(r, O/ 0(r,0) }

@ Pentikainen, T. (1987} “Approximate Evaluation of the Distribution of Aggregate Claims
ASTIN BULLETIN
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donde

i():—»«—-xo—ux N C:.G_X; r:]—;}y_&;
GX “X

ui(r,C)= 1—%r(r—1)[1—:11—(2—r)(1—3r)C2]C2 :

o(r,C) = r-CJl - % (1-1)}1-3nC*

x 1 -1
y q)(X)—J:”.\/ﬁ

Evidentemente si el coeficiente de simetria "{lig’”(Rx )J = 0 entonces

la aproximacién de Haldane Tipo A coincide con la aproximacién
normal,

Volviendo al método agregado sin coste adicional o suplementario el
“coste normal” a aportacion o contribucién dnica se define como

CAT o (0)= .S ([Ki(x) + Ka()D= ST (R
donde la suma actuarial colectiva del nivel o« _S{™ verifica
P[ZM(R )< S (R)I=0

La notacion CAT , (0) simboliza el “coste actuarial total “ en el

origen, de nivel o, correspondiente al colectivo de participes del Plan
de pensiones.

El pasivo actuarial en t (t>0) lo podemos definir de forma analoga a

los casos anteriores, es decir,

144

PA(t) = ,S™ (t,R,)

donde agf:’“)( t. R,) es la suma actuarial del colectivo en su conjunto
valorada en t, o bien

P[ Z™(t.R)< SM(t R =0

5) Método Agregado con coste adicional o suplementario

{m)

cirey ( Ry) se define como la

En este método la variable aleatoria 7z

suma:

Zm (R = D Z™ (Ry

Wxe

donde x. (X, <x) es lo que hemos llamado anteriormente “edad de

entrada” de cada participe y Z\"'( R,) el valor actual de una.renta

diferida h=65- x, , fraccionaria, prepagable y cuyo importe anual es Ry
=Ki(x) + Ka(x)
El “coste normal” del Plan resulta '
CAT xe) (0)= S8 (X3 [Ki(®) + Ko = S (Xe 5Rx )
con
PZ7, (RS S (Xe sRe ) =t
Y el coste adicional o suplementario, se obtiene por diferencia

oCa(®) = SR, - SM(Xe ;Re )=CAT, (0) - CAT oxe) (0)

capital que a su vez corresponde al pasivo actuarial del Plan en ¢l
origen de acuerdo con este método de periodificacion.
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En conglusién, a partir de un
ejemplo 0=50%) las férmulas
obtener la aportacién o contriby

del método de evaluacién del coste actuarial utilizado.

Sin embargo, teniendo en cuenta
principio de equivalencia basa
matemdtica, es decir, la suma

SSV=E[Z™] , entonces el ardmetro o se obtiene de la ecuacign
[+ S 4 X

P{Z™ <E(Z™)]=q

resultando en la mayoria de los casos <50%.

En este caso, el ries

g0 de longevidad del Plan de pensiones
podemos medir, adem

lo
as de por el coeficiente de variacion

o
CV= %—]'100
u[z™

por la probabilidad 1-o, probabilidad del suceso asociado a la

insuficiencia de la suma actuarial 0!S'fj’” para cubrir el importe de Ia

prestacion de jubilacién a favor del participe considerado.

5. APLICACIONES NUMERICAS

Consideremos, en primer lugar, un Plan individual de aportacién
definida con las siguientes caracteristicas en la fecha de jubilacién del
participe:

Xj =65 afios (edad del participe beneficiario)
¥j =62 afios (edad del cényuge)

k =0,6 (fraccién de reversibilidad de la renta de Jubilacién)

148

nivel de riesgo o probabilidad o (por _
que acabamos de estudiar nos permiten ;}
cién al Plan de pensiones en funciép |

que en la prictica se suele emplear e]
do en el criterio de la esperanza
actuarial ,S\™ verifica la condicigy

i i (se puede
Bases técnicas: Tablas actuariales G.K.M. 95 para X; (se p

na); G.R.F.
ustificar su aplicaci6n por el estado de salud de esta a}::::fl )
]9115 para y; ; tanto de interés técnico i= 0,03 constante .
]

i i de afios
El dominio de la variable aleatoria kl{((] lxj2)3 0 ;1;171:1;1;1}2 anos
Hecimiento de x; es {0,1,2,3,..., e
Compl'eiaols }ll(asza e1) t:an:;lsmero de afios completos hasta la muerte de yél :
. Vc?n 1061 22 3 ” 127-62-1}. Es decir, el nimero total de pares
es e 3 laglrglgreey

valores [ ki (xj):ka(y;) 1 es 4.030.

ilidades
ceso de calculo ha consistido en obtener las pa(i)btailrlzﬂ;cil:ndo
Elo(I:)ir:l)das a cada uno de los citados pares de vall(()re(s, )s Or%l viendo
o j k ( X; ) <K y_] 3
k(x)zk(y)ykOx et 2
- (':als;::i()n 1]os( rejsultados obtenidos a ﬁn_de establecc;r la'ﬁrl:fC; e
Cf_’ﬂt{fl; cion de la variable - z (ver su sigmﬁca(.io fen el epig fo 2 &
dlStrel:nl::e articulo)- y, finalmente, calcular los principales mom
pres .
dicha variable aleatona.

indi i ién (para una
Las cifras resultantes son las que se indican a continuac (p
renta anual R,; = 1, prepagable, constante):

E(Z)= 865 + 0,6 865,'62 = 17,4773
0% (z) = 12,1186

Te] (Z) = 3,4812
cve 9P . 100=1992%
nz)

i ici ido por

El riesgo actuarial de longevidad asociado a este paﬂlc;l}::;lge;cﬁ;l ’ I113 o

1 CV, resulta bastante elevado pero hay que tefler en o
prictic tuarial debemos considerar mmultgne'amgx}te
Egﬁggnﬁ de participes que han alcanzado la jubilacion.

a 1 G(m ‘ < ls.(. ) l =0 N
En Cuanto a la suma Ctuarlal O:SEq ) tal que P = axj .

. . -
a gu Vv

de distribucién de z son los siguientes:
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S =E(2) o =46,13%

o =50% S0 = 17,8902
o = 60% S0V = 18,6841
a=70% oS = 19,5218
o= 80% S = 20,4458
o =90% S = 21,5651

Obsérvese que si el Fondo constituido (Fu ) coincide con el valor .?
actual actuarial de la renta de jubilacidn, F, = g5 + 0,6 desisr ,la |
probabilidad de que el Plan incurra en pérdidas por longevidad es, en

este caso, 1- ¢ =53,87%.

En segundo lugar, vamos a considerar un Plan de empleo de |
prestacién definida a partir de los siguientes datos demograficos Yy

econémicos de un colectivo de empleados o participes, en la fecha de
efecto del Plan de pensiones.

5. La prestacién consiste en ul
i constante, vitalicia y cuyo 1mp
 estimado a la edad de retiro.

:: Bases técnicas: Tabl
b =0,03 constante anu
B 1|02 (ley geométrica).

método -
:: f‘:::; el 2) - Beneficios proyec
| (capitalizacion indi
la edad actual (capit

X (edad) LN de empleados) | “i~{salario medio anual | |
2 2 750
50 2 775
3 > 805
s I 820
= ot 850
i - 385
” b5 910
i 2 915
i o 930
5 2 965
5 o 1.010
55 12 1050
58 10 1.135
58 5 1.220
2 ; 1335
” 4 1370
|

18N

I ble.
renta anual de jubilacién, prepagable,
i orte es igual al 60 por 100 del salario

as actuariales G.R.M. 95; tanto de interés t§cmco
al : Revalorizacién media anual de los salarios =

i lado
i ctuarial que hemos calcu
5 e oy C(t)::lf)sa basado en la edad actual

vidual plena ) y el 4) - Método agregado basado en

alizacion colectiva plena).

basado en la edad

Método individual de los beneficios proyectados

: actual

T cada empleado es:
La renta anual (E]ibléagl$xp$?'x =Ky (x)+Ka(x)

La variable aleatoria Z, tiene por expresion

si K, =0,1,2,3,...,65-x-1

* si Kx =65-%;...; 127-x-1

65-x/ a k,—65+x+1

y su funcidn de cuantia es
plZ, =0]= rsxdx

= 65-x;...; 127-x-1
pl ix = 5.x/ Ok-64x} = Wkx ¥ k=65-x;

La esperanza matematica de Z, resulta

S {(1 g I ] kU i)““*““*“]}qux

1

ElZ 1=

k=65-x
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Por ejemplo, para los empleados m4s joévenes (x=20), el valor medio
unitario es  E[Z,,] = 3,3293

En Apéndice a este articulo figuran las esperanzas matematicas de
Z, para todas las edades comprendidas entre 20 y 62 afios inclusive.

La desviacién tipica de la citad

a variable aleatoria en x=20,
efectuados los correspondientes calc

ulos, es igual a 2,0381, es decir:

6’ [ Z, ] =4,1537
ol Z, 1 =20381

por lo que el CV a la citada edad queda

CV20)=61,22%

La justificacién de una cifra tan elevada se debe a que se refiere a un
solo participe y con una edad muy alejada de la jubilacién.

Respecto a la expresién del ries

go de longevidad por la probabilidad
de incurrir en pérdidas, resulta

P[Z, >E(Z, )]= 0,553>0.50

Vamos a considerar a continuacién tres supuestos en la estimacién del
coste normal del Plan de pensiones que hemos tomado como ejemplo:

a) Criterio de la esperanza matemdtica o

principio de equivalencia
actuarial cldsico. Es decir  _§ = E( Z).

b) Criterio de la suma acarial de nivel o = 50%, Es decir

0sS = PlZ < ,81=050

152

. . 1 S (

a la asimetria negativa de la distribuci6n de Z,

i i = .Estoes
¢) Criterio de la suma actuarial de nivel 60%

06§x = P[Z, S O,GSK] =0,60

iguientes resultados
raciones correspondientes nos dan los siguie
Las ope

para los tres supuestos considerados:

a) Coste normal total

“EZ)1, = 30 u.m.

3 S 1.02)"*E(EZ )1, =2,1587

oL, = Y0.6W (1,
EZIOCX( | o te normal:

Para algunas edades tenemos COMO COS

4 u.m.
5 (33293)23 = 84.00

_ 1, =0,6750(1,02)" G, 566 wm.
ey E(()))) I =0,6910(L02° (6I816) 1 = e 8eum
x=40 :Cx 1L = 0,6 1010 (1,02)3 (8,5356) 4 _— 460.82 _—
R —C. ()L, -061370(102)° (1320674 =

X= =Llx X ’

nou

b) Coste normal total ( o =50%)

= W —* S = 03 u.m.
¥ C.(O1 20,6 x(1,02)65 (Q_SS,()Ix 2,3414
0.3 x X
(

x=20

; recargo
O-SC*(O) > 1, que podemos interpretar como un g
C,(0)

i i la ap
senico o de seguridad sobre : "
t;:;; entre un 3,5% y un 10%, aproximadamen

El cociente

ortacién pura, varia en funcion dela

¢) Coste normal total ( o = 60%)
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54

64
Y 0sC (01 = Y 0,6W, (1,02)5x (065,01, =2,639848 u.m.

x=20 x=20

: C.(0) :
En este caso, el cociente 36—&5)— toma valores comprendidos entre

X

el 11% y el 15%, aproximadamente.

Las cifras anteriores recogen las aportaciones o contribuciones tnicas
al Plan de Pensiones.

Para obtener las aportaciones periddicas
podemos aplicar el criterio cldsico de la esperanza matemadtica, como
parece légico, o bien, como alternativa, el criterio de nivel o en 1a

variable aleatoria asociada al valor actual de las contribuciones de

cada participe considerado, siendo 0= 50% 6 60% (casos b) y ¢),
respectivamente).

Método Agregado basado en la edad actual (sin coste suplementario)

Para simplificar los célculos hemos aplicado directamente el modelo
normal  en la distribucién  de la  variable agregada
e 64 .-
ZcR)=Y7Z (R)I
x=20
funcional de la prestacién agregada del colectivo de participes del

Plan de pensiones considerado (férmula de Haldane Tipo A - ver
epigrafe anterior- Normal Power, etc.).

x» €en lugar de obtener una aproximacion

En consecuencia, los parametros que definen Zx (R ;) son:

64
E{Z.(R )= QEIZ (R, = ZM:O,6WX L,O2)*E( Z )1

x=20 x=20

=2,158730 u.m.
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x=20

$036(W,)2 (02 *( )1,

x=20

G [Z. R )= 1/62‘ZC(RX)I =63.217,3 um.

7 . 63.217,3 ] los
Teniendo en cuenta que 7Z.(R) =NI 2,158730 ;

] i ia son:
principales percentiles de dicha variable aleatoria

o =50% 1s8c Ry ) =E [Ze Ry} =2,158730 um.
o = 60% 16Sc Ry ) =2,174746 um.
o =70% 118c Ry ) =2,191881 um.
o = 80% beSc Ry ) =2,211935um.
o =90% 0sSc Ry ) =2,239746 um. )

i = 100.
El1 CV colectivo, en este gjemplo, es CV =293 por

r o>50% en
En la practica actuarial parece razonable ton;ar un valo
nad } =60%.
una distribucion agregada, por ejemplo, o 6

i dria solo el
En este caso, el recargo técnico o de selgu(;‘ldadnsl‘;ll)oélmerio ' la
n i . s ot al ulada co
ra calc

la aportacién umca pu oo sunone ¢l
o matelr)nética Para un 0=70% el recargo técnico sup
esperanza .
1,54 por 100 sobre la cuota pura.

CONCLUSION

i la
' incipi ivalencia actuarial, que esta.blece
A B e Iiglsnacgl)rc’:r(:agf)nzgtzlvPlan y el valor actual actuarial c(l)er la;sl
lgualda'd . 1 riesgo de longevidad se puc:dej 'exprgszir Pll)an by
PTeStaC_SIODCS‘,i cvariac:ic’)n asi como por la probabilidad de an o
coeﬁ'(:len;edc e;ncurrir en pérdidas (1-o). En el calculo de las cu
pensione
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aportaciones de los participes parece razonable establecer un nivel ot > §
50%, si bien surge el inconveniente en la prictica actuarial de que, en }
general, se produce un encarecimiento inicial en el coste del Plag |
respecto a la aplicacién del criterio de la esperanza matemitica. Este |

incremento tiene el significado actuarial de recargo técnico o de
seguridad sobre la aportacién pura,

Finalmente, en el tratamiento de los participes y beneficiarios del Plan
de pensiones de forma conjunta, se presenta el problema de
aproximacién funcional de la funcién de distribucién del valor actual
de la prestacién a cargo del Plan. El modelo normal; la férmula de
Haldane Tipo A; la aproximacién Normal Power; la Gamma de 2 6 3

parametros, etc. son posibles soluciones a este problema, tipico por
otra parte, en la Matematica de los seguros No Vida.
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APENDICE

20,3.3293
21,3.4336
22,3.5412
23,3.6522
24,3.7666
25,3.8847
26,4.0064
27,4.1320
28,4.2615
20,4.3951
30,4.5328
31,4.6749
32,4.8215
33,4.9728
34,5.1289
35,5.2902
36,5.4568
37,5.6289
38,5.8069
39,5.9910
40.,6.1816
41,6.3789
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Esperanzas matematicas de la variable Zx X =20,

42,6.5834
43,6.7954
44,7.0154
45,7.2439
46,7.4814
47,7.1285
48,7.9861
49,8.2549
50,8.5356
51,8.8289
52.9.1356
53,9.4565
54.9.7927
55,10.1454
56,10.5157
57,10.9051
58,11.3154
50,11.7484
60,12.2063
61,12.6914
62,13.2067



