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RESUMEN

El estudio de los riesgos extremos, igual que los riesgos de masa,
implica la medicion tanto de la magnitud de su siniestralidad como de
la frecuencia de ocurrencia de los mismos. Centrandonos en el
recuento de extremos en escala nominal, este articulo analiza, desde
una perspectiva tedrica, el modelo no paramétrico de los excedentes
de Gumbel para medir la frecuencia en su acaccimiento v desarrolla
una aplicacién de dicho modelo a los datos de siniestralidad de
responsabilidad civil en el ramo de automoviles para dos compaiiias
de seguros que operan en el mercado asegurador espaiiol.
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1. INTRODUCCION

La nueva normativa sobre solvencia, Solvencia ll, establece tres
componentes del riesgo que deben afrontar las compaiiias de seguros:
volatilidad, incertidumbre y eventos extremos (IAA, 2004). Dichos
componentes, en especial los dos primeros, son la base de toda
investigacion actuarial interesada en calcular la prima pura de la
siniestralidad total de una cartera de pdélizas y en estimar, en funcidn
de la volatilidad y la incertidumbre de los riesgos asegurados, los
recargos de seguridad que le son aplicables. Este proceso de
tarificacion clasico de la siniestralidad, se fundamenta en la
distribucion central de los datos v en la ley de los grandes niimeros.
Pero los acontecimientos extremos, caracterizados por tener una baja
probabilidad de ocurrencia y una elevada severidad, sobre todo en lo
que a consecuencias econdmicas se refiere, provienen de
distribuciones de cola gruesa (Pérez-Fructuoso et al. 2004). que
muestran una mayor masa de probabilidad en la cola que las
distribuciones tradicionalmente utilizadas como la normal. En estos
casos, suponer normalidad en la distribucion del fendmeno aleatorio,
minimiza el efecto derivado de la ocurrencia de uno o mas sucesos
extremos que puede incrementar las fluctuaciones derivadas de
siniestros de elevada cuantia muy por encima de las que cabria esperar
como consecuencia de la volatilidad y la incertidumbre.

La Teoria del Valor Extremo proporciona a las aseguradoras un Gtil
instrumento de gestion del riesgo (Embrechts, et al.. 1999), ya que les
permite inferir estadisticamente sobre los valores extremos de una
poblacién o proceso aleatorio y, con ello. estimar la probabilidad de
que ocurran sucesos mas extremos que los producidos hasta el
momento del analisis. Mediante esta teoria se pueden predecir valores
elevados en las colas y situaciones que superen todos los niveles
historicos observados modelando los extremos separadamente de la
muestra global, sin recurrir a la distribucion del conjunto de datos
observados. A través del estudio del riesgo de eventos extremos es
posible asegurar la estabilidad y la solvencia de las entidades
aseguradoras, a pesar de la ocurrencia de pérdidas extremas, aplicando
modelos estadisticos que midan los riesgos y permitan establecer,
Optimamente, el volumen de capital necesario, el nivel adecuado de
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provisiones, la correcta tarificacién, o las posibilidades de cesion al
reaseguro.

En este articulo se realiza una aplicacién de la Teoria del Valor
Extremo al recuento, o frecuencia de ocurrencia, de los valores
extremos a través de procedimientos estadisticos no paramétricos o de
distribucién libre. Los modelos no paramétricos permiten realizar
inferencia basandose en los estadisticos de orden u ordenacion de las
variables aleatorias. En el campo actuarial, el método de recuento de
los excedentes desarrollado por Gumbel (1958) posibilita fa
estimacion de probabilidades y periodos de retorno asociados a la
frecuencia de los extremos a partir de 1a ordenacién de los siniestros.
De esta forma, las compaiiias de seguros y reaseguros pueden calibrar
sus necesidades financieras o de contratacion de capacidad a través de
reaseguro a partir de la probabilidad de ocurrencia de la siniestralidad
grave determinada mediante la distribucion de frecuencias de Gumbel.

La organizacion del articulo es la siguiente: en el epigrafe 2 se realiza
una explicacion tedrica de todos los conceptos relativos al estudio de
la frecuencia de los valores extremos que se van a aplicar en el
analisis de los datos de siniestralidad por responsabilidad civil en el
ramo de automdviles de dos compaififas de seguros e¢spafiolas. La
seccion 3 describe las series histdricas analizadas y presenta los
resultados obtenidos del ajuste del método de los excedentes de
Gumbel sobre las mismas. Finalmente, en el apartado 4 se resumen los
principales conclusiones alcanzadas en la aplicacion prictica.

2. LA FRECUENCIA DE LOS VALORES EXTREMOS SEGUN
EL METODO DE LOS EXCEDENTES DE GUMBEL

Uno de los principales problemas derivado del estudio de los eventos
extremos es la medicion de la frecuencia que se produce en este tipo
de siniestralidad. En la estadistica clasica, el recuento o frecuencia de
las observaciones se modela a través de distribuciones discretas como
la distribucion Binomial, de Poisson, Geométrica o Hipergeométrica.
Sin embargo, en el campo de los valores extremos, asumiendo la
hipotesis de independencia entre las observaciones, la estadistica que
mide su frecuencia es la no paramétrica o de distribucion libre.
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El método de los excedentes de Gumbel es uno de estos modelos no
paramétricos utitizados para la medicion de la trecuencia de los
valores extremos, el cual, a partir de la ordenacion de varnables
aleatorias. permite obtener, de forma relativamente sencilla,
informacion analitica acerca de los datos de siniestralidad estudiados.
La aplicacion de este método da respuesta a cuestiones fundamentales
tales como el numero de valores que, de entre las observaciones
futuras, excederan una determinada posicién en la jerarquia de los
datos historicos.

En este apartado se analizan, desde una perspectiva tedrica, los
procedimientos estadisticos utilizados para estimar el nimero medio
de valores extremos que ocurriran en los préximos periodos.

2.1. La distribucion de la frecuencia de los valores extremos

Sea X, 22X, z..2X,,2...2X,  un conjunto ordenado de

observaciones independientes ¢ idénticamente distribuidas, donde #
es el nimero de datos historicos o tamafio de la muestra de referencia
y % es la posicion % -ésima u orden en una jerarquia decreciente’ y
representa, por tanto, la k -ésima observacidn mas alta.

Ademas consideramos:

- N :numero de ensayos futuros o tamafio de la muesira para la que
se quiere predecir (que no tiene por qué coincidir con # ).

- h:numero de observaciones iguales o supertores al valor k& -ésimo
de la muestra original, en los proximos N ensayos o periodos de
tiempo, es decir, el nimero de valores extremos esperado.

Para determinar la distribucion de 4, de parametros £, » y N, con el
objetivo de analizar en cudntas ocasiones, de los N ensayos tuturos,
se igualarda o excedera el valor k-ésimo de las » observaciones
pasadas, definimos la variable aleatoria  distribuida
hipergeométricamente,

> k=1 ¢s la mayor observaciony & = es la menor observacion.
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En cuanto a los principales momentos de la distribucion de la
frecuencia de los valores extremos, pueden obtenerse a partir de las
propiedades de las distribuciones Hipergeométrica y Binomial
(Gumbel, 1958):

- El ndmero medio de los N valores futuros, que excederan el & -
¢simo valor mas alto de los # valores pasados, viene dado por:

N
n+l

X, =k

y coincide con la media de la correspondiente distribucion Binomial.

Algunos casos particulares de x,, de especial de interés para el
andlisis de la frecuencia de los valores extremos son los siguientes:

- Si N=n+1, el nimero medioes X, = k.

- El nimero medio de valores excedentes sobre el valor mas
pequefio de la muestra original (X,_, ), es »# veces ¢l numero
medio de excedentes sobre el valor mayor (X,_, =#x,_, ) dela
misma muestra.

- Si el numero de observaciones de la muestra original, ». es

. . n+l , .
impar y la mediana es & = 5 el nimero medio de

- .!;\7
excedentes sobre la mediana es E }

- Si n y N son elevados (tienden a infinito), el nimero medio
de excedentes sobre el valor més alto (k£ =1) de la muestra
original es aproximadamente 1,

- La varianza del nimero de valores que superan el & -ésimo valor
mas alto de la muestra original viene dada por,
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1 N g
wik,nk,N) = [ ’ ]
N+n N+n

- La probabilidad de que # valores de las N observaciones nuevas,
sobrepasen la observacion de & -ésima de las » observaciones
previas, cuando el tamafio de la muestra futura coincide con el de
la muestra original (N =nr). es independiente de » y tiene £
COINO Unico parametro.

- Finalmente, la probabilidad de que /% wvalores de las N
observaciones futuras, superen ¢l mayor valor (A =1) de las
observaciones pasadas, cuando N =#n, es:

wi:l) = (%)M

Estas probabilidades asintoticas son muy utiles porque no dependen
del tamafio muestral. Sin embargo no debe olvidarse que se han
obtenido suponiendo muestras originales y futuras muy grandes y
homogeneidad de 1a distribucion subyacente a lo largo de tiempo.

2.3. El comportamiento asintdtico de la distribucion del numero
de extremos

Hasta este punto se ha analizado la distribucion del numero de valores
extremos como una generalizacidn de la distribucion Binormal.
Vamos a estudiar ahora el comportamiento asintotico de esta
distribucidn, cuando las muestras analizadas tienen un tamaiio elevado
y los valores extremos se expresan en términos relativos, es decir,
cuando se quiere inferir sobre un numero N elevado de observaciones
futuras y el valor de & es pequefio.

Denotamos por ¢ la proporcion entre el mimero de futuros valores
extremos (/) sobre el nimero de observaciones nuevas (N ),
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=—,0=<¢g%<l
q N q

Si N toma un valor elevado, se puede demostrar que este cociente
puede aproximarse a través de variables continuas (Gumbel, 1958).
Para ¢llo, definimos en primer lugar la densidad de ¢ como:

Flan.k N)Nk(n] N(gN +k—1}(n-gN +n -k}

k] (N +mNgNN - gn)!

Expresién que cuando A — oo, se aproxima por la formula de
Stirling:

Sgin k)= [ﬂkq"“ 1-g)"*

kY )

La funcién de distribucién de g se obtiene integrando la funcion de

densidad y la solucion es una integral recursiva de & y » cuya
solucion viene dada por la distribucion Beta incompleta:

g e
Flg:n k)= Jf(r;n, k)dt = k[:J Jt"_l (1 - r)" t ot = Bl(q; kon—Fk+ l)
0 0

Las principales probabilidades a destacar en esta distribucion son:

- La probabilidad de que, como méximo, una proporcion g de las

N observaciones nuevas, supere el valor mas pequefio (& = #) de
las » observaciones previas es,

Flgnn)=q"
- La probabilidad de que en la futura muestra de tamafio N, como

maximo, una proporcidn g de observaciones supere todas las
observaciones previas (& =1} es,
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Si el suceso ocurre en el ensayo £, el experimento debe haber fallado
en 7--1 ocasiones. Por tanto, el momento en que se supera Z por
primera vez se distribuye geomdtricamente con parametro  p

{(Embrechts, et al. 1997} y cuya funcion generatriz de momentos es
(Gumbel. 1958):

G,(m) = ple™ - (1 p))

A partir de dicha expresion, la media del primer momento en que se
superara Z , también llamado periedo medio de retorno en Z , es,

E(},,Z):i:%:
p 1-F(2)

e indica que si un suceso tiene una probabilidad de ocurrencia p,
: : 1

entonces tignen que producirse — ensayos para que el suceso se
p

produzca una vez. Esta ecuacion puede invertirse para obtener el valor
Z 1l que el nimero medio de excedentes por encima de dicho valor
en un periodo de amplitud 7 seaigual a 1, es decir, para cada unidad
de tiempo ({(aflo, mes,...) existe una observacidon que cumple

By 1(X, 22)]=1.

El valor Z que se producirad con un tiempo medio de espera 7 viene
dado entonces por la siguiente ¢xpresion:

A1
Z{)=F (1 TJ

N

La varianza de Z a partir de su functon generatriz de momentos es,
Ve, Z)=(T-1r=7°-71

Normalmente, para valores elevados de la media, la desviacion
estandar tiende a aproximarse a la media, 77— 0,5, Por ello, desde un
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punto de vista practico, el periodo medio de retorno coincide con la
desviacion tipica de la variable.

En cuanto a la mediana de la distribucién, resulta:

L) T - ()

~La(i- )

un 44% menor que la media y su valor incrementa con el periodo
medio de retorno, 7. Ademads, la probabilidad de que el evento se
produzca antes del momento 0,693 ( Lrn(2)) del periodo de retorno, es

la misma que la probabilidad de que ocurra después.

Finalmente, si la funciéon de distribucion se define como
Wn =1—(1— p)' entonces, la probabilidad de que ¢l suceso ocurra
antes 0 en el momento exacto del periodo de retorno es:

(oY 1
W(I):I—L]—}—} ~1-—=0,63212

e

El analisis del periodo de retorno resulta interesante cuando las
observaciones se realizan en intervalos equidistantes, por egjemplo,
cuando las mediciones son mensuales y el maximo mensual es ¢l
objetivo del estudio. En ese caso, ¢l periodo de retormo es el niimero
de meses que en media, habria que esperar antes de que un siniestro de
una magnitud especifica ocurra otra vez.

3. ANALISIS DE LA FRECUENCIA DE LOS VALORES
EXTREMOS EN EL RAMO DE AUTOMOYVILES ESPANOL

En este apartado se realiza un estudio empirico sobre dos bases de
datos de siniestralidad por responsabilidad civil en el ramo de
automoviles, pertenecientes a dos entidades aseguradoras
suficientemente representativas del mercado de seguros espaiiol.
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El objetivo es aplicar los conceptos de la teoria del valor extremo,
analizados en el epigrafe anterior, al estudio de la siniestralidad mas
elevada tanto para el reasegurador de casos extremos como para el
propio asegurador directo.

La relevancia de esta investigacion reside en la posibilidad de inferir
sobre el acaecimiento de eventos extremos basandonos en la
informacion histérica disponible. La incertidumbre ante la ocurrencia
de grandes siniestros se reduce si se consigue obtener una distribucién
limite que modele la siniestralidad mds elevada y que permita conocer
su probabilidad y periodos de retorno. Por tanto, la inferencia que se
consigue modelando los valores extremos es un impui adicional al
sistema de informacion total que facilita la toma de decisiones 6ptimas
dentro de las entidades aseguradoras.

3.1. Descripcion de las bases de datos e hip6tesis de modelacion

Las bases de datos utilizadas para llevar a cabo el presente articulo
estan formadas por dos carteras de polizas de responsabilidad civil en
automdviles, que recogen 10 afios de experiencia siniestral para dos
compaiiias de seguros, A y B, que operan en el mercado espaifiol. Sin
embargo, hay que mencionar que los resultados estadisticos obtenidos
en cada entidad no son comparables entre si, por tres razones
fundamentalmente: en primer lugar, los 10 afios de historia no son los
mismos en las dos entidades analizadas; en segundo lugar, cada
compafiia tiene una posicion diferente en el mercado, una cuenta con
una larga trayectoria empresarial lo que da estabilidad a la muestra
analizada, mientras que la otra tiene una historia reciente con un fuerte
crecimiento en el sector durante los afios estudiados lo que hace
despreciables, en algunos andlisis, la consideracion de los primeros
afios de la muestra. Finalmente, se ha introducido una distorsion
distinta en cada compaifiia para mantener oculta su identidad lo que
impide Ja comparacion en valores absolutos y en determinados valores
relativos.

Para llevar a cabo el estudio, se considera que el coste de la
siniestralidad estd formado por dos conceptos:
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- El coste de los siniestros ocurridos dentro del periodo de
observacion y ya finalizados, cuyo importe esta formado por
todos los pagos realizados, netos de recobros efectivos.

- El coste de los siniestros ocurridos dentro del periodo de
observacion que todavia estdn pendientes de finalizar, cuyo
importe viene dado por los pagos (netos de recobros) que ya se
hayan realizado y/o las reservas de los pagos futuros estimados por
la parte pendiente de liquidar.

Ademas para cada siniestro, se dispone de informacion acerca del
coste total, expresado en unidades monetarias (u.m.), de la fecha de
ocurrencia, de la fecha de declaracién y de la fecha de su liquidacion
total.

El efecto de la inflacidn sobre la muestra. tinicamente se ha tenido en
cuenta en aquellos siniestros que ya han finalizado y su indexacion se
realiza desde la fecha de su liquidacion total hasta la fecha de
realizacion del analisis estadistico. En los siniestros pendientes de
liquidacidn o pago, la constante actualizacion de las provisiones y la
continuidad en la realizacién de los pagos, genera desconocimiento
acerca de la inflacion que afecta a cada siniestro lo que lleva a asumir
que su coste esta actualizado y expresado en u.m. presentes.

Finalmente, respecto a las hipotesis de modelacidn se supone que la
distribucion subyacente de los datos no ha variado sustancialmente a
lo largo del tiempo, por lo que cuaiquier cambio real en la distnbucién
de la siniestralidad extrema provocaria una actualizacion del estudio.

En las tablas 1 y 2 a continuacidn, se presentan, para cada una de las
compafiias de seguros analizadas y para cada uno de los 10 afios de
experiencia, ¢l nimero de siniestros registrados, el coste total de
siniestralidad y el coste medio individual, ambos en u.m. nominales:
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i TABLA 1: Numero de siniestros, Coste total y cosie medio de la cartera de la

Entidad A
1 1 -7 1 /71 T
Afio Ne¢ Coste total Variacion Coste medio Variacion
siniestros | (u.m. nominales) | interanual | (n.m. nominales) | interanual
1 3.103 24.702,2 7,96
2 3530 30.702.5 24,290% 8,70 9,247%
3 3.948 34.616,6 12,749% 8,77 0.799%
4 4.336 40.367,7 16,614% 9,31 6,187%
5 4.845 4(.389,7 0.054% 834 -10,447%
6 5.046 42.707,5 5,739% 3.46 1,511%
7 5618 48.359,7 13,235% 8,61 1,717%
8 5.894 52.649.0 8.870% 8,93 3,773%
9 5.959 57.097.8 8,450% 9,58 7.262%
| 10 6.025 61.580.8 7.851% 10,22 6,673% ‘

[

TABLA 2: Nimero de siniestros, Coste total y Coste medio de la cartera de

la
Entidad B _}
A N¢ Coste total Yariacion Coste medio Variacion
o] . . . . . .
L siniestros | (u.m. nominales) | interanual | (u.m. nominales) | interanual
1] 2099 654.865 3119
2 5.697 1.827.451 179% 320.8 2 B4%
3 9.400 2.847.242 56% 3029 -5,58%
4 11.569 3.754.142 32% 3245 7,13%
5 13.717 4.443 433 18% 3239 -0.17%
6 16.397 5.858.425 32% 3573 10,29%
7 20,923 8.313.259 42% 3973 11,21%
g 28,039 11.775.184 42%, 420,0 5.69%
9 34415 14 086.821 20% 409,3 -2,53%
10 | 39501 17.743.476 26% 4492 9,74% |

Resulta evidente al observar los datos, que no existe, en ninguna de las
dos entidades, un comportamiento estable en la evolucidn de la
cuantia media de la siniestralidad. Ello se debe a diversos factores
entre los que cabe mencionar la descomposicion del siniestro en
distintas garantias, mnflaciones dispares en los distintos conceptos de
gasto, diferentes tiempos de liquidacién, siniestros punta, etc.
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Analizando la siniestralidad respecto al niimero total de polizas en las
carteras, recogida en las tablas 3 y 4 siguientes, se observa que, debido
a la consolidacion de la entidad A en el mercado asegurador espafiol,
la frecuencia de la siniestralidad sobre las pélizas esta acotada entre el
14% y el 16% y la media ponderada por el numero de siniestros es del
14,98% no cxistiendo fuertes desviacion respecto a dicha media. Sin
embargo, la historia menos consolidada de la entidad B provoca que la
frecuencia de siniestralidad sobre pdlizas sea mas elevada (la media
ponderada de los ultimos cuatro anos es 45,13%), si bien se observa
una propension decreciente en esta ratio, tendente a estabilizarse a
medida que el volumen de pélizas de la entidad es mayor.

TABLA 3: Siniestralidad sebre total de pélizas en cartera Entidad A

Afio | . 'N° -‘v'ariaci(m N".de -Variaci()n . _Relaci(’)n
siniestros interanual polizas interannal Siniestros/Polizas

l 3.103
2 3.530 13,770% 26,029 13,562%
3 3.948 11,855% 28.861 10,880% 13,681%
4 4.336 9.819% 30.420 5.404% 14.254%
5 4.845 11,726% 31.724 4,287% 15271%
6 5.046 4.165% 32.5919 3,766% 15,330%
7 5.618 11,323% 34.887 5,9738% 16.103%
8 5.894 4.912% 36.962 5,946% 15.945%
9 5.959 1,107% 39.482 6,820% 15,093%
10 6.025 1,104% 41.476 5,049% 14,526%

TABLA 4: Siniestralidad sobre total de pélizas en cartera Eudidad B

- R Variacion N* de Variacion Relacion
Afio | N” siniestros | - . - £
interanual polizas interanual Siniestros/Polizas
1 2.099 0
2 5.697 171.34% 7.913 72,00%
3 9.400 65,01"% 14.207 79.54% 06,16%
4 11.569 23.08% 18.454 29.90% 62,69%
5 13,717 18,56% 22.300 20.84% 61,51%
6 16.397 19.54% 28.564 28.09% 57,40%
7 20,923 27.60% 41.027 43,63% 51,00%
8 28.039 34.01% 59.467 44,95% 47.15%
9 34.415 22,74% 78.297 31,67% 43,95%
10 39.501 14,78% 93.444 19,35% 42,27%
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A partir de esta informacién bruta se deduce que un estudio agrupado
de siniestralidad no permite extraer conclusiones particularizadas para
cada grupo de riesgo o para cada tramo de coste. Un analisis
pormenorizado de la siniestralidad requiere segmentacion por tramos
de coste, que permita identificar, aislar y modelar el comportamiento
de los siniestros mas graves.

3.2. Resultados de la aplicacion prictica

Como ya se ha comentado anteriormente, a partir del método de los
excedentes de Gumbel, es posible obtener una serie de resultados
analiticos bastante sencillos, basados en la ordenacion de las variables
aleatonas, que proporcionan informacion sobre los datos analizados
de utilidad para la gestion del riesgo en el sector asegurador.

Para llevar a cabo el estudio, se han observado 10 afios de experiencia
de siniestralidad en las dos compafiias de seguros, A y B,
considerando los méximos valores mensuales, lo que da lugar a una
muestra de 120 valores extremos mensuales en cada compariia
{n=120). A partir de estas series histéricas, se pueden obtener las
probabilidades de frecuencia de ocurrencia de valores extremos para
los proximos 3 afios (N =12,N =24 y N =36).

Hay que mencionar en este punto que al tratarse de un método
independiente de la cuantia de los siniestros maximos, las frecuencias
que se estimen seran idénticas para ambas entidades. La diferencia se
encuentra en el nivel de los maximos mensuales histdricos registrados
en cada entidad.

En los 10 afios estudiados, los cinco siniestros méaximos registrados
para ambas entidades, aparecen indicados en la tabla 5 a continuacion:
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TABLA 5: Coste del siniestro (u.m.)
Slmestrokde orden ENTIDAD A ENTIDAD B
1 388,598 71.851
2 282,769 71.541
3 195971 60.152
4 171,105 54.792
5 169.675 54.420

Aplicando el método de Gumbel y a partir de la funcion de densidad
w(h nk,N), la informacién obtenida es la siguiente:

A. Frecuencia esperada de siniestralidad para el préximo afio
(N=12)

En el siguiente grafico (Grafico 1), realizado a partir de la
informacion disponible en la tabla 6. se muestran las frecuencias
esperadas para los préximos 12 maximos mensuales. En el ¢e de
abscisas se representa el nimero, &, de siniestros esperados y en el eje
de ordenadas la frecuencia esperada de que ese suceso ocurra ( w(k)):

1

0.9

0.8

0,7
0.6 m k=1
wi{h) 0,5 m k=2
04 O k=3
0.3 O k=4
0.2 B k=5

0,1

0

0 1 2 3 4 5
h

Gridfico I: frecuencia esperada de valores extremos para el proximo afo
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TABLA 6: Probabilidades Individuales y Acumuladas de que el siriestro de orden &, sea superado # veces en los
proximos 12 miximos mensuales

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
wih) Wih) wih) Wih) wih) Wih) wih) Wih) w(h) W(h)

0.90909091 0,909090900 | G,8258 (5406 0.825815406 | 0,749586202 0749586202 | 0,679857334  0,679837334 | 0,616120709  0,616120709
1| 00R3IZTSS 0992366412 [ 0152458220 0,978273635 | 0,200186872 0,958773164 | 0,2540465  0,934803835 | 0,20108065 0,907201359
2 | 0.00704639  0.999412801 | 0.019500471 0997774106 | 0,035953994 0994727157 | 0,055204951 0,990008785 | 0,076235408 0,983436767
3 | 000054623 0,999950033 | (0031299 1.999805405 | 0,004718372  0,999445520 | 0008762601 0,998771476 | 0,01423061 0997667377
4 | 3.8407E-D5  0,99999744 | 0.000179938 0999985343 | 0,00050554 0.999951069 | 0,001104099 0,999875575 | 0,002065734 0,99973311)
5 | 2.4103E-06  0,999900859 | | 37096E-05  0.999999052 | 4,52964E-05  0,999996363 | 0,000113972  0,9999893547 | 0,000241842 0,999974953
6 | LAJ4IE-D7 0999599993 | § 95691E-07 0,999999948 | 34094E-06 0,999999775 | 0,72928L-06 0999999276 | 2.3127E-05  0.9999980%
7 | 6.4516E-09 1 495313608 0999999908 | 2,1383E-07  0,999999985 | 6,835565-07 0999999959 | 1 K021E-06  0.9999998K2
8 |2,6014E-10 1 2,26515E-09 1 1,09544E-08 L 3.88384E-08  0,999999998 | { 12631E-07 0.999999994
9 | 84599C-12 1 8,25192E-1 1 4,42603E-10 1 1,72615E-09 1 5 46856E-09 1
10 | 2,0803E-13 | 2,25052E-12 1 1,32781E-11 t 5.65713E-11 1 1,94644E-10 1
11 | 34385E-15 1 4.09186E-14 1 2,63736L-13 ! 1,22034E-12 1 4,53715F-12 1
12 | 2.8654E-17 | 3,72508E-16 1 2,60756E-15 1 1,30378E-14 1 35,2151 1E-14 1
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Analizando los valores recogidos en la tabla 6, se estima que en las
proéximas 12 observaciones maximas mensuales, el maximo valor
mensual histérico (& = 1) no serd superado en el afio siguiente (= 0)
con una probabilidad del 90,90%. Sin embargo, a medida que aumenta
el valor de & (es decir, a medida que se reduce el importe del valor
extremo considerado), la probabilidad de que dicho maximo no sea
superado se va reduciendo.

La probabilidad de que el mayor maximo histoérico (kK =1} sea
superado uvna vez (#=1) es del 8,32% y a medida que vamos
descendiendo posiciones en la jerarquia siniestral, la probabilidad va
incrementando, alcanzando su maximo valor para el quinto valor
maximo con un 29,10%.

Considerando los 5 wvalores maximos mensuales historicos
(k=1,2,3,45), las mayores frecuencia estimadas se producen para

h =10, y por tanto, en conjunto, resulta mas probable que ninguna de
las 12 observaciones maximas futuras supere en ningin caso los 5
valores extremos historicos.

B. Frecuencia esperada de siniestralidad para los préximos dos
aiios (N=24)

De igual forma que en el apartado anterior, estimamos la probabilidad
de que los maximos mensuales historicos sean superados en alguna de
las 24 siguientes maximas observaciones. Los datos obtenidos de la
estimacion se presentan en el grafico 2 y la tabla 7. a continuacion:

0.9
0.8
07
06
05 | k=1
wi(h) 04 m k=2
D k=3
0.3 O k=4
0.2 . k=5

0,1
0

Grifico 2: frecuencia esperada de valores extremos para los proximos
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Analizando los valores obtenidos, la probabilidad de no superar el
mayor valor de los méiximos mensuales historicos (A=10) es del
83,3%, por tanto la probabilidad de que dicho maximo sea superado
alguna vez, por alguno de los préximos 24 maximos mensuales, es del
16,7%.

Para el valor extremo mensual historico mas elevado (k=1), en
h =2 se acumula una probabilidad del 99,58% lo que implica que
existe una probabilidad del 0,42% de que ¢l maximo histérico sea
superado 3 o mas veces en los proximos 2 afios.

Las probabilidades individuales mads altas se concentran en 4 = 0 para
los 5 valores de %, lo que indica que es mds probable no superar
ninguno de los 5 maximos mensuales histdricos que superarlos en
alguna ocasion, en los 24 maximos mensuales proximos.

Finalmente, destacar que para el menor maximo mensual historico,
k =5, la probabilidad de que no se supere su valor en ninguno de los
maximos mensuales de los proximos dos afios y la probabilidad de
que se supere una unica vez son muy similares (w(h=0)=39,6% y
w(h=1)=34,2%).

C. Frecuencia esperada de siniestralidad para los proximos tres
(N=36)

Como se deriva de los resultados de la estimacién (ver grafico 3 y
tabla 8), a medida que aumenta el namero de observaciones futuras
( V), disminuyen las probabilidades de que los maximos historicos no
sean superados y aumentan las probabilidades de superar los valores
mensuales extremos histéricos.

La probabilidad de que no se superen los tres siniestros historicos
mayores en los proximes 36 maximoes mensuales, sigue siendo mucho
mayor que para ¢l resto de situaciones, pero no ocutre asi para el
cuarto mayor valor, k=4, que presenta una probabilidad de ser
superado en una ocasion (32,8%) muy similar a la de no ser alcanzado
en ningun caso (34,6%). En el quinto mayor siniestto mensual
histdrico (169,675 u. m. en la entidad A y 54.420 u. m. en la entidad
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TABLA 8: Probabilidades Individuales y Acumuladas de que el siniestro de orden #, sea superado # veces en los
priximos 36 miximos mensuales

N=36 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
Probabil, Probabil. Probabil. Probabil. Probabil.
wih) Acumulada w(h} Acumulada wih) Acumulada wi{h) Acumuiada wih) Acumulada
0 [ 0,76923077 0769230769 | 059057072 059057072 | 0452515227 0452515227 | 0346041056  0,346041056 | 0,264083964  0,264083904
1 0,17866005 0,947850819 | 0,276110986  (0.866681705 | 0319422513 0.77193774 | 0,327828369 0.,673869424 | 0,314802076 0,578886039
2 | 0.04060456 0,988495376 | 0,094743966 0,061425671 | 0.147102473 0910040213 | 0,18996677  0,863836194 | 0,220361453  0,799247492
30 10,00902323 099751861 [0,628256972 0.989682643 | 0.055204019 0974244231 | 0.086118269 0.949954463 | 0117328917 0916576409
4 | 0.00195899 0,999477602 | 0.007719206 0997401849 | 0.018217326 0,992461557 | 0,033378054  0,983332517 | 0,052322335 (.968898764
5 1000041515 0,999892753 [ D,001976117 0,999377966 | 0.005477424 0997938982 [ 0,011547002  0,99487952 | 0,020501821 0,989400585
6 | 8,5798E-05 0999978551 | 0000479661 0,999857628 | 0.001529731 0999468713 | 0,003652623  0,998532143 | 0,007255211  0.996655795
7 1,7275E-05 0999995825 [D,000111118 0.999968746 | 0.000401387 09998701 | 0,001072199 0,999604341 | 0,002358837 0,999014632
8 33R49E-06  0,9999992] [ 246615E-05 0,999993407 | 9,96393E-05  (0.999969759  0.000294855 0,999899196 | 0,000712565 0,999727197
9 | 6£,4475E-07 0999999855 | 5,25511E-06  0,999998663 | 2,35212E-05 0,99999328] | 7,64438E-05  0,99997564 | 0,000201534  0,999928731
10| LLI923E-07  0.999999974 | 1,07639F-06 0.99999973% | 529226E-06 (0.999908573 [ 1.87635E-05  0,999994403 | 5,36477E-05  0,999982379
11 2I38E-08  0,999999996 | 2,12017C-07 0.999999951 | 113718E-06  0,99999971 | 437254E-06 (,999998776 | 1,34897E-05  0.999995869
12 [ 3,7118E-09  0,999999999 | 4,01547E-08 0.999999991 | 2,33576E-07 0999999944 [ 9.69091L-07 0.999999745 | 3.21184E-06  0,99999908
13 | 6,2296E-10 1 7.30876L-09 0.999999998 | 45874 1E-08  0.9999999% | 2,04468E-07 0,999999949 | 7,25198F-07 0,999999806
14 1LOO9E-10 1 1.27737E-09 1 S.6131E-0%  0.999999998 [ 4,10826E-08  0,99999999 | [.554E-07  0,999999961
15 | 1.5743E-11 t 2,14111E-10 1 1.534499E-09 1 7,83929E-09  0,999996998 | 3,16092F-08  (,999999993
16 | 2,3615E-12 1 3.43694k-11 1 2,64495L-10 1 1.43059E-09 1 6,10105E-09  0,999999999
17 | 3.3979L-13 1 5.27408E-12 l 4 31551E-11 1 247507E-10 1 11165309 1
18 | 4,6782E-14 1 7.72078E-13 1 6.69891L-12 1 4.06401E-11 ! 1.93495E-10 1
19 | 6.1466L-15 i 1.07565E-13 | 9.87208E-13 1 6,32108E-12 1 3,17004E-11 1
20 | 7,6832E-16 ) 1.42225k-14 1 1,37767C-13 1 9.29151E-13 | 4.89916E-12 1
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4. CONCLUSIONES

La preocupacion internacional por la solvencia de las entidades
aseguradoras, derivada de los continuos avances en tecnologia y
desarrollo econdmico, exige el tratamiento actuarial de los grandes
riesgos asegurados por ser aquellos que, a pesar de su baja frecuencia,
pueden ocasionar consecuencias devastadoras.

Hasta ahora, la biisqueda del equilibrio financiero-actuarial se ha
basado en conseguir prestaciones cobradas a priori adecuadas a las
contraprestaciones  que se han de afrontar a posteriori. Pero
actualmente, tanto el seguro y como el reaseguro, encargados de
proporcionar cobertura ante la ocurrencia de sucesos econdmicamente
desfavorables, aceptan el riesgo de situaciones, como la ocurrencia de
catastrofes, que pueden dafiar su estabilidad. Esto conileva una
preocupacion por la solvencia ante quien deposita su confianza en
ellos y la subsiguiente necesidad de coberturas que garanticen la
supervivencia de los mismos. Es aqui donde la Teoria del Valor
Extremo comienza a jugar un importante rol, ya que, a partir de los
modelos que cuantifican todos los aspectos relativos a los valores
extremos se puede medir su frecuencia y consecuencias de un modo
estadisticamente dptimo.

La Teoria del Valor Extremo complementa a la teoria clasica del
Riesgo basada en la ley de los grandes numeros y el teorema central
del limite y es medio adecuado para adoptar decisiones financieras
optimas relacionadas con los siniestros esperados mas graves. Esta
teoria permite obtener resultados y conclusiones validos para la toma
de decisiones, de manera que se garantice la solvencia y la capacidad
de afrontar situaciones extremas futuras, bien a través de capitales
propios, bien a través del Reaseguro.

Las hipotesis en las que se basa la teoria del riesgo desprecian la
informacidn acerca de los sucesos que presentan una probabilidad de
acaecimiento extremadamente pequefia con consecuencias graves en
términos monetarios, puesto que contaminan el comportamiento
central e incrementan la dispersion. El anadlisis de una cartera de
stniestros no se debe limitar a realizar una transformacion logaritmica
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que permita gstandarizar el estudio. Las distribuciones de cola gruesa
muestran mayor masa de probabilidad en la cola que distribuciones
como la normal. Esto significa que situaciones extremas ocurren con
mayor frecuencia que bajo hipotesis de normalidad y que requieren de
un estudio propio que tome las ‘puntas’ como base del analisis.

En este articulo se pone de manifiesto la utilidad de la Teoria del
Valores Extremo en la gestion de riesgos de las entidades
aseguradoras, a través de un estudio empirico de la cartera de
siniestros de responsabilidad civil en automéviles de dos compafiias
representativas del sector asegurador espafiol. La aplicacion de la
Teoria del Valor Extremo en este caso, se ha centrado en el andlisis de
la frecuencia de ocurrencia de dichos extremos con el fin de
determinar el nimero de valores, de entre las futuras observaciones,
que excederan una determinada posicion en la jerarquia de las series
de datos disponibles para de esa forma establecer provisiones
adecuadas y poder afrontarlos con garantias de solvencia.

Los principales resultados obtenidos con el estudio se presentan a
continuacion:

Tomando como referencia el maximo sinestro historico £ =1, en las
series de datos disponibles para las dos entidades, se observa que
cuanto menor es ¢l namero de maximos futuros mensuales sobre los
que se realiza la inferencia (es decir, cuanto menor es N ), menor es la
probabilidad de alcanzar la cuantia maxima historica. Por otro lado, a
medida que este nimero de maximos futuros (#) incrementa, dicha
probabilidad tiende a disminuir:

Resumen
N=12 N=24 N=36
h=0 90,%09% 83,13% 76,92%
h=1 8.328% 13,99% 17.87%
h=2 0,705% 2.26% 4.06%

La aplicacion del método de los excedentes de Gumbel también
permite calcular otro tipo de frecuencias como por ejemplo aquellas
relacionadas con la mediana de las observaciones histéricas. En este
caso, la probabilidad de que la mediana de las 120 observaciones
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pasadas (60), no se supere en ninguna de las N observaciones futuras,
wh=0n=120,k=60,N),con N=12, N=24 N =36:

w(0:120,60,12) ~ 0,44%
w(0:120,60,24) ~ 0%
w(0;120,60,36) ~ 0%

cuyo resultado es practicamente nulo en los tres casos analizados lo
que indica que, casi con toda seguridad, en los proximos 12, 24 y 36
meses, el maximo de siniestralidad mensual superara al menos en una
ocasion a la mediana de los 120 extremos histdricos mensuales.
La probabilidad de que la mediana de las 120 observaciones pasadas
se supere en todas las observaciones futuras,
wh=N;n=120,k =60,N}), con N =12, N =24, N =36 es,
w(12:120,60,12) = 0,037%
w(12;120.60,24) = 0%
w(12;120,60,36) = 0%

Légicamente, resulta imposible que todas las observaciones futuras
superen a la mediana de los maximos mensuales historicos.

Finalmente, la probabilidad de que la mediana de las observaciones

pasadas sea excedida en la mitad de las observaciones futuras,

w(h = %;n =120,k = 60, N}, resulta:

w(6:120,60,12) = 21,5047%

w(12:120,60,24) =14,71%
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w(18;120,60,36) =11,577%

Respecto al nimero medio de valores de las & observaciones futuras
que se espera que excedan el k-ésimo valor mas alto de los datos

L _ N :
historicos, x, :k——l, los resultados obtenidos se muestran en la
n+

siguiente tabla:

TABLA 9: Numero medio de siniestros esperado por encima de los maximos
histéricos en los proximos afios

k=1 k=2 k=3 =4 =5
N=12 0,099 0,198 0,298 0,397 0,496
N=24 0,198 0.397 1,595 .793 (.992
N=36 0,298 0,595 0,893 1.190 1.488

Esta tabla indica, por ejemplo para N =12, que si el niimero medio de
siniestros que se espera que superen el maximo historico en el
proximo afio es 0,0992, entonces, el tiempo medio esperado para que
el méaximo historico sea superado una vez es de 10 afos
(0,0992 x 10 afios = 0,992 ~ [ siniestro) mientras que el tiempo de
espera para que el quinto miximo mensual histdrico sea superado una
vez ¢s de s6lo 2 afios (0,459 x 2 afios = 0,992 ~ | siniestro).

La dispersion o desviacidn tipica respecto a la media viene dada por la
siguiente expresion:

IN(n —k + 1)+ N +1)

K :J_ (42N 1)

La tabla 10 muestra las desviaciones respecto a la media de los
proximos 12, 24 y 36 maximos mensuales:
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TABLA 10: Desviacidn respeto a la media de los préximos miximos

mensuales
k=1 k=2 k=3 =4 k=5
N=12 0,327 0,461 0,562 0,647 0,720
N=24 0,484 0,681 0,830 0,955 1,063
N=36 0,616 0.868 1,058 1,217 1.355

Asumiendo que x, +5, es una aproximacioén prudente al nimero

maximo de siniestros probable que se espera que superen el £ -¢simo
valor maximo histérico, las estimaciones para dicho nimero se
muestran en la siguiente tabla,

TABLA 11; Nnimero maximo de siniestros probable

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
N=12 0,426 0,659 0,86 1,044 1,216
N=24 0,682 1,078 1,425 1.748 2,055
N=36 0,914 1,463 1,951 2,407 2,843

Para relativizar la dispersion respecto a la media y conocer cual es la

media con mayor desviacion, se emplea el coeficiente de variacion
definido como,

S
Cy ==4

Xi

y cuyos resultados (mostrados en la tabla 12) confirman que existe
una mayor dispersion en la estimacion de la media cuanto menores
son £ y N . Asi por ¢jemplo, mientras que para k=5 y N =36 la
dispersion respecto a la media es del 91%, para k=1 y N=12 la
dispersion es del 329,6%.

TABLA 12; Coeficiente de variacion

k=1 k=2 k=3 =4 k=5
N=12 329.6% 232,5% 188,9% 163.1% 145.2%
N=124 244,0% 171,7% 139.5% 120,4% 107,2%
N=36 207,0% 145,9% 118.5% 102,3% 91,1%
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Esto supone que existe un riesgo mayor en la estimacion del numero
medio de siniestros que se espera que superen el valor mayor de los
registrados en los ultimos 120 meses de historia de la entidad
aseguradora.

Otra importante conclusion que se puede obtener a través de la
distribuciéon de Gumbel, es la estimacion del tamafio de la muestra
necesario para obtener una determinada probabilidad de frecuencia.

Consideremos el siguiente ¢jemplo: se supone que ¢l tamano de la
nueva muestra de datos (N ) es desconocido aunque se sabe que es
elevado. El objetivo es determinar un nimero suficiente de
observaciones de referencia, », para tener un 95% de probabilidad de
que como maximo el 10% de los extremos futuros excedan el mayor
valor de los datos de referencia {(k=1). Esto implica que, la funcion de

distribucion es F =095 y %:q =(,1. Entonces, a partir de la

aproximacion de Gumbel,
F(OLnD)=1-(1-0,1)" =095

despejamos » y obtenemos que el numero de observaciones de
referencia necesarias es de 28. Por tanto, si tomamos por ejemplo, los
mayores siniestros de los ultimos 28 afios, se puede decir, con una
probabilidad del 95%, que como maximo el 10% de la siniestralidad
futura superara al mayor de esos 28 datos anuales.
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