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CONSIDERACIONES SOBRE LA POLITICA DE DESFTRIBU-

CION DEL EXCEDENTE RESULTANTE PROPIEDAD DE UN
ASEGURADOR DE RIESGOS MONOGRAD

Julie G. Villalén

J. Introducciéon

Vamos a tratar de obtener un modelo matematico, que nos
permita determinar la politica dptima que ha de adoptar el Ase-
gurador con respecto a los excedentes anuales que pudieran sur-
gir a su favor en la cobertura de riesgos monogrades anuales o no
anuales, con reparto horizontal y sin tener en cuenta la influencia
contributiva que sobre los excedentes pueda tener el interés ge-
nerado por una materializacion de reservas.

Denominaremos por C’ el capital que tendra que entregar el
Asegurador en caso de siniestro, v P la cantidad recibida por el
Asegurador en concepto de prima del seguro. Ahora bien, con el
fin de dar mayor simplicidad a los razonamientos que utilizare-
mos para obtener el modelo matemiatico, operaremos con una
prima igual a 1 v con un capital igual a € que es la relacién por
cociente entre C’ v P, lo que no significa ninguna restriccion, pues
cualquier caso que pudiera presentarse, se resolveria teniendo en
cuenta que operamos mediante maddulos.

En primer lugar, determinamos la expresion funcional de la
esperanza matematica de la suma de los valores actuales de las
cantidades a relirar segun la estrategia de banda W que, como
se debe saber, es estacionaria ¥ optima, a la vez que como va
implicado en su misma notacién, es una reunion de estrategias
de barrera. Procedemos a esta obtencion porque W sera la es-
trategia que proporcionara al Asegurador la politica éptima.
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En el apartado 1V v V, obtenemos una expresion sencilla de la
esperanza matematica de la suma de los valores actuales de las
cantidades a retirar segiin una determinada estrategia y su ma-

ximo para los casos en que las estrategias sean de barrera o de
banda.

Finalmente, recogemos las conclusiones obtenidas de nuestra
investigacion y la Bibliografia que hemos consultado.

I1. Relaciones basicas

‘Consideraremos un Asegurador de riesgos monogrados dotado
cn el instante inicial de un capital d,, el que por ]a misma natu-
raleza del seguro ira variando a lo largo del tiempo, debido a las
contribuciones aleatorias {B,} de cuantias —C (C, entero positivo)
y 1, con espacio de probabilidad q ¥ p respectivamente.

Por ser la estrategia de barrera una estrategia estacionaria, se
verificaran las relaciones siguientes:

o WO = (dy — d2) + ddey; W)L Gn (@) ()
¢
{d(du; W) =, /d(d; 1v1”)} Co, 400, (do) 1]

de donde se deduce que
{a’(do s WOy =

— op ddy + 1; WO) + vg iy — ¢; WO Ceoam (o) [2]

(*) Utilizamos aqui la notfacién C(d“’ Mo (d»), siguiendo la notacion
o yvo

internacional para expresar la funcion indicatriz del conjunto abierto
(dg“, No), donde No representa el cardinal transfinito mas pequefio.
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[.a relacidn [2], tiene eslructura de ecuacion en diferencias,
que cumple las condiciones

a0; Wy = da(—1; W) =
= .. — d(—c¢ + 1; W) — 0 "3]

# por ser la estralegia consecuente
a(de + 1; Wy =1 4 d(dy; W) 4]
Utilizaremos con frecuencia, el valor actual de una contribu-

cion positiva diferida en un afio, el que en principio acotare-

. , c
mos superiormente por el cociente ————.

c+1

III.  Estudio de la politica a adoptar como funcién de las aco-
taciones a vp

, 1 C o « r s
Veanios que cuando UPE(—z—, T;t—lm]’ la Unica decisidn

posible para el Asegurador viene dada por la estrategia de barre-

ra W@ y cuando va(O, ~;—] la decision posible viene dada
por la estrategia de barrera W,

En efecto, considerada una estrategia estacionaria y optima
W®, sabemos que define una estrategia de banda para la sucesion
de conjuntos cerrados

[de = 0, ], [d° d*], ........ , [, de)

en los que las retiradas son nulas y para la sucesion de conjuntos
abiertos

(d, d), (d°°, d7), ......... , (dee, db)

en los que Jas retiradas son mayores que cero.




Por una parte, d®° < ¢, ya que si vp < e y la estrate-

ia W es estacionaria v optima, entonces el conjunto
y op ;

Vi dy > G WOy =0y WOl + 1) > 0}

es vacio, pues si este conjunto constara de un elemento d; > c,
entonces por ser W®(d; 4+ 1) = 1 v también

dld;; W) > ¢ + d(d; — C; W©)
Por la [2]

(1 — vp) id;, W) = vp + vq dld; — C; W)

ald; — C; W©y < [(c + Hoep — (‘] A—0) <0
Ahora bien,

@d; — C; W) > d;—C > 0

contradictorio a la supuesta optimabilidad de W, luego efecti-
vamente el conjunto de los d; es vacio.

Por otra parte, si 2 < d” < (, entonces por tratarse de una
estrategia de banda

wed?) =0 =
cxd(d; W) == pp d@”® + 1; W 4 vg d(d, — C; W)
= vp + vp d(d>®; W)

por las condiciones recogidas en [3] v [4].

De donde

a(de ; Wy = —h"f’up < d(doe ; W)

confradictorio a la optimabilidad de W°,

30



Visto que si 2 < d" < €, la W no puede ser 6ptima, los tinicos
posibles valores de d*’ entero posiiivo, son 0 y 1, lo que nos indica
que nada mas pueden existir dos posibles esirategias optimas W
y W definidas por las relaciones

i(do; W) = d,, dy > 1
y

sds WY — d L >

ade; W) = dy — 1 2P do 51
por ello

d(dy; W) < d,,

¥ up E(O, %*) = ald,; Wy < dld,; W)

d(do; WOy = d,,

fuvy

vp = = d(d,; W) = d(de; W)

N

d(de; W) > d,,

vp > % = d(d,; WD) > d(dy; W)

Debido a que se presenta un problema de ambigiiedad para el

€aso en que Uvp == segin las dos estrategias W© y W®, te-

1
2
nemos que recurrir al criterio de preferencia basado en la ley de
subestimacion de las necesidades futuras (*), para adoptar la estra-

tegia W©,

IV. Formulacién adecuada de d(d,; W) para su estudio

Para llevar a cabo esta formulaciéon, haremos uso de la pro-
piedad definida por la ecuacién en diferencias [2], de ecuacidén
caracteristica

f(r) = (vp)yr°+' — r° L pg = 0

-—
(8]
a?

(") CASTANED4, J.: Leccriones de Teoria Econdémica, p. 223, Madrid, 1965.
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cuyas (G + 1) raices, son distintas entre si y no nulas. En el caso
de ser C impar existen dos unicas raices reales pertenecientes a
los intervalos (0, 1) v (1, 2) vy el resto son raices complejas, Cuan-
do C es par, existen solamente tres raices reales pertenecientes
a los intervalos (—1, 0), (0, 1) vy (1, 2) y el resto son raices com-
plejas. :

< . i '
Suponiendo que vp > R lo que mantendremos en lo
R
sucesivo salvo mencion expresa, el modulo de cada una de las
raices complejas de f(r) — 0 esta acotado superiormente por la
unidad.

Puesto que la ecuacidon [5] carece de raices multiples y siendo
la dimension del espacio vectorial integrado por las soluciones de
la [2] de orden C + 1, la expresion de su solucion general sera

C41
{d(do; W) = ? kg 1y § Cra, a201 (do) (6]
- ]

8=
y de la [3] y [4] se deduce el sistema en las ks siguiente:

41

2 Ly Py — 0, [7]
S—=1

% j, entero perteneciente a [0, - - C 4 1]

41
E ks rio(rs — 1) = 1 (8]

§=1
cuyas raices vienen dadas por expresiones del tipo

Ry

1{'3 S ~*ﬂm1?r, S = 15 2» reey (C + 1) [gJ

donde AR(d®) es el determinante del sistema y Ry es el determi-
nante que resulta del AR(d®") al sustituir en éste la columna
s-6sima por la columna formada por los términos -independientes,
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Sustituyendo en la [G] los valores de kg, obtenemos la expre-
sién

C+1
. . R .
ga(dtﬁ Wy = **Z\'I—{‘(ﬁ(fu)i ,,go} Cis, tluf”'] (do)
RESSY o
Ry |
= Ay G @) 10]

Ahora bien, con el fin de operar con funciones reales y dado
que las funciones R(d,) son reales para

CcH+1Hud 42

e imaginarias puras para

Cedud+ 3
definiremos la funcion

T(do) = h R(dy) 1]

donde h = 1 cuando R(d,) es real y

cuando R(d,;) es imaginaria pura,

¥inalmente, teniendo en cuenta que siempre se puede suponer
que T(1) es positivo y por tanto AT(d,) > 0, lo que implica que

T'(d,) es una funcion no negativa creciente para todo d, no nega-
tivo, podemos expresar el valor de d(d,; W) bajo la forma ade-

cuada

{(i(do; ‘V(”) — *A_T‘(HT;U)‘} C[u, ri?)U] (do) [12]
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En virtud de ia [4]

. , Ty +t

de donde la [12] se puede prolongar a

- T(dy)

d@ldy; W) = NIOR C-m,dfi.lﬂl (d,) (13]

V. Cilculo del maximo de éd(d.; W)

A) Caso de estrategia de barrera

1. Si cbservamos la expresion de d{d,; W) segun la [13],
vemos que para maximizar esta funcion con respecto a la estra-
tegia a elegir W/, bastard minimizar con respecto a d% (infimun
del conjunio de excedentes que generan retiradas no nulas) el
denominador AT(d}").

Para ello, tengamos en cuenta que

C+1 00

AT®) = Z h Ry(rs — 1) - rio

§=1

donde
tg==h Rs(rs — 1)

y observemos que AT(dS") es creciente para d% €[1, (], oscilante
para d?° > C debido a que ry € (—1, 0) o que r, sea comple-
ja. No obstante, podemos suponer que para un d* suficientemente

grande, la contribucién del ¢, - rée para r; € (1, 2) neutraliza estas
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influencias oscilatorias y por ser #, > ( la AT(d*) sera creciente
con d%, Las estrategias de barrera que surgen a partir de un cierto
valor de d* estan dominadas por estrategias del mismo tipo ob-

tenidas para valores de d'* menores que aquél.

Si el crecimienio de la AT(C) se verifica ¥C > 1, entonces WV

es la cstrategia optima de entre las de barrera,

En efecto, teniendo en cuenta que

_ 9 td L
ATy = — Y AT, — 8) + o Tidy)
=1
obtenemos
C .
q \ i
AT(d,) — -3 T(d, — & L} ATWy) > 0,
T(d,) psz_lAT(d 9)+(p ) (dy) = 0
vC > 1
Por otra parte,
d(dy; WOy = dy — 1 + —A%l]))—
u'o—l
Z AT(s) + T(1)
e, Ty S
Ado; Wto? = — gp(goy = AT ()

por tanto
d(de; W) > d(dy; W),
vd, <d? y wdr>1
Analogamente se demuestra que ¥ d, > d% se verifica

dld,; W) > d(d,; W),
Yd, 21 y ¥d®>1.
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2. Ahora vamos a hacer algunas consideraciones respecto al
concepto de preferencia para elegir la estrategia optima,

En el caso de que

Al(d”) = AT(@d™ + 1)
implica que

Wdy; WE') = d(d,; W' +v), v d,

Ante tal circunstancia, aplicando la ley de la subestimacion

* ’ . a0
de las necesidades futuras adoptariamos la estrategia W ) Pero
esta decision vamos a ver que en algunos casos no es la correcta.

Efectivamente, para
AT(d") = AT({d" + d), vd > 1
AT(d™ + 8) > AT, §=1,2 .., —1)
existe una relacion de domirio de la estrategia

00 Q 00
W +d7) respecto a we )

Para demostrar esto, nos vanios a apoyar en la relacion
. W T'(da)
X (douJ o)
’“(d“’ £ AT(d*)

T(dy)
AT + d9)

— a(do; W(dtno-fdo ))} C[l, a0 1] (dﬂ)
Por otra parte, se verifica la relacion

{d(dgv 1S Wa') —

I+ 1)

=8+ —xpgew — <A@+ 148 W@+ €, oy (S)
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Ademas
{.ﬁ(d.,; We') =d, — (@ + d° + 1) +
+ dde + & 4 1; WE) <
< dld,; ‘/V(d"w-'—d‘j))} C(d.w+d°°+1. Ng) ()
Por tanto,
d(dy; W +4%) = d(de; WW'™),
v dy € (1, d° + 1]
d(de; W@+ > d(dy; W),
Vd, € (d® + 1, Ny)
c.q.d.

B) Caso de estrategias de banda

Debido a que en el caso anterior el maximo de d(d,; W®)
puede depender de d,, daria lugar a un conjunto de estrategias
de barrera que gozaran de la propiedad de optimabilidad con es-
tructura de grafo (*), en tal caso procederia la determinacion de
un camino critico (**), el que en nuestro caso equivale a una es-
trategia de banda.

1. Considerada la estrategia de banda W), definida para la
sucesion de conjuntos de excedentes que dan lugar a retiradas

nulas
[dp

o

dg“],ﬂ (de, d‘;"],’ ......... , [d°, d7]
{*) PinLa, Fz. J.: Economia y Gestién de la Empresa, Pablo Lépez, Ma-

drid, 1967.
(**) Troconiz, Fz. A.: Nuevo mélodo para la investigacion de los cami-

nos hamiltoniunos de un grafo. Facultad de Ciencias Politicas, Econdmicas
y Comerciales de Bilbao. Bilbao, 196G5.
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y por la sucesién de conjuntos de excedentes que dan lugar a re-
liradas distintas de cero

%, d°), (d®, d2), ......... , (deo |, d2)

n—1?

que ademas de ser oplima, cumple la relacion

d(d; WLy > ,J("%’_f_)_i ).

- —C

entonces

de € (0, d* + C).

Ya que si existiera un d* € [d* + G, N,] tal que la retirada
para un excedente d° fuera nula e igual a uno para el mismo
excedente incrementado en una unidad, entonces

bp + vg G — C; WW)

@de; W) == o

Ahora teniendo en cuenta la optimabilidad de WU, se veri-
fica

ide — ¢ wwy < BBl o Crlup—C
i ; 1 =
y de aqui
R a(d:0 —_— C; ‘V(U)) > a(d:)‘o, W(U))
y

_E(_?‘) — € > @dr; W)

lo que al ser contradictorio al enunciado, nos indica que el
de® € [d* + C, N,]
no es limite inferior de una barrera.

{*) E(Bs), es la esperanza matematica de la’ variable aleatoria de las
contribuciones.
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2. Para la misma estrategia W) que verificase la hipétesis
complementaria respecto a la acotacion de la d(d®; W), pode-
mos afirmar que existe una estrategia W' definida por los
mismos conjuntos que la WU v ampliada en el conjunto abierto

e, do,, = dy,, = d» + € = d)

gue niega la optimabilidad de la estrategia W,

Para ver que se verifica lo anteriormente enunciado, bastaria
demostrar que C

(.i(( ‘In —{— C, “'(U)) < {'i(d”;“ + C, ‘V,(U))

lo cual se deduce de la hipotesis complementaria utilizando un
procedimiento analogo al anterior,

2.1. En el caso de que n = 0 y si para una estrategia de ba-
rrera se cumple la hipdtesis complementaria citada anteriormen-

te, existe una estrategia de banda W' definida por el conjunto
abierto (d, d°) y por el conjunto cerrado

d! = d° = d» + C = d* ]
que niega la optimabilidad de W,

2.2, Para toda cstralegia W' o6plima no puede existir un
d% que verifique la hipdtesis complementaria.

3. Para toda estrategia de banda daptima W que verifique

ady; Wy e [EEL BB )

se verifica que
de € [d® + 2, d° + C]
En efecto, puesto que
ata; W) € (o, B0 c)
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se ha demostrado anteriormente que d* € [d* + 2, No|. Luego
bastara probar que

4 € 10, d® + C]

Para lo cual, si suponemos que d*° € (¢ + 2,/V,) y para
este d°°

“'(U)(d[)‘o) ] ¥ ‘V(Ul(dﬂo + 1) =1
entonces

_’,i(_fiL €+ ) > dde; W)

lo cual al ser contradictorio con el enunciado nos lleva a que

d® § (d + C, No)

C) Caso particular para C = 2~

En este caso se pueden presentar como estrategias doptimas
tanto las estrategias de barrera como de banda, donde cada banda
es tal que

o dw =2

nil n

La funcion caracteristica correspondiente obtenida de la [5]
al hacer € — 2 seria

f(r) = (wp)r* — r* 4+ vg = 0

Recordando la hipétesis vp > , que en este caso se

&
CF1

convertiria en vp > -, existen tres raices

3
r€(1,2; €10 y reQ 1.
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Ahora bien,

a
00
AT(de) — 2 ke ry

8=1

y cuando d sca lo suficientemente grande, e igual a df, como
para gue predomine el primer térimno del sumatorio, la estra-
legia optima es una estrategia de barrera en d*. Ahora bien, todo
d* para el cual AT(d*) sea oscilante, dara lugar a una estrategia
de banda 6ptima respecto a todas las estrategias de barrera.

VI. Concluéiones

1. Cuando hacemos el estudio de la politica a adoptar por el
Asegurador en funcion del dominio del valor actual unitario y
contingente vp, vemos que cuando éste se encuentra acotado su-

periormente por , unicamente son posibles dos estrategias

C
C+1
estacionarias .del tipo de barrera que quedan univocamente de-
. . . 1
terminadas por los intervalos del recorrido de vp, (O, ~—2—] y

(_1_ —C_.;] respectivamente,
27 C41

2. En el caso de que el valor actual unitario v contingente
estuviera acotado jinferiormente por —Ci—-l—, hemos obtenido
una expresion fraccionaria de la esperanza matematica de la suma
de los valores actuales de las cantidades a retirar segiin una es-
trategia de barrera, que presenia Ja particularidad de que sola-
mente depende su denominador del infimun del conjunto que
permite retiradas no nulas. Debido a esta particularidad, la de-
terminacion de la estrategia 6ptima para el Asegurador se logra
de forma simple calculando el valor que hace minimo el deno-
minador.

3. Hemos probado que para las estrategias de barrera, se pue-
den presentar casos en los que la eleccién de la estrategia optima
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a adoptar por el Asegurador, en base a una preferencia apovada
en la ley de la subestimacion de las necesidades futuras, no es la
adecuada.

4. Se han estudiaao los casos en que el maximo dz did,; W)
con respecto a W' dependa de d, y se ha cbtenido como resul-
tado una estrategia de banda, en la que el supreniun del conjunto
de excedentes de retiradas nulas pertenece a (0, d°" 4+ C).

5. Podriamos hacer consideraciones de lipo tedrico desde un
punto de vista colectivo suponiendo que el seguro es un juego
equitativo, 1o que implica la no existencia de recargos de segu-
ridad y la completa absorcion de los recargos, que en Espana lla-
mamos de administracién v comerciales. Nos referimos al caso
particular en que € = 1 y P — 1, lo que significaria gue el mon-
tante total de las reclamaciones es igual al total dc las primas
recibidas. En este caso, las unicas estrategias estacionarias opti-
mas, si existieren, son las estrategias de barrera.

El modelo matematico que recoge el caso de seguro tedrico
mencionado anteriormente tal es, que-la decision adecuada a se-
guir por el Asegurador ha de ser dada por una estrategia de
barrera dptima frente a todas las estrategias de barrera. La es-
trategia de barrera dptima es

cuando d® = 0 para vp <

o0
“r(do )

cuando ar > 1 para vp >

En este caso, cabe considerar la estrategia mas general

0. C 00, (d,)

(s, 4§

tdy’s @) . .
W (do) = du o (dr:,o + 1 — 6) C(dgo

, ?\;0) (dﬂ)

que es consecuente v tal que para ¢ = 1 se reduce a la estrategia

hasta ahora utilizada, W),
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6. En el caso de que C =1 y P == 2, asociariamos el tipo de
seguro considerado en forma colectiva donde hubiera recargos
de seguridad y gastos de administracién no totalmente consu-

midos,

En este caso, la expresion de d{d,; W) es un cociente de
funciones de d, que no permite calcular facilmente su maximo,
luego la estrategia a seguir por el Asegurador es muy dificil de
calcular. Por ello, creemos podria intentarse otro procedimiento

para salvar esfa dificultad.
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