Estimacion del espectro de las series
temporales

Por ¢l Doctor en Ciencias Econdmicas

FRANCISCO JAVIER URBELZ IBARROLA

Catedratico de Estadistica

INTRODUCCION

1. En mi articulo (1) expusimos un breve panorama histérico de los
procesos estocdsticos y dijimos que los primeros estudios de las series de
tiempo se realizaron en el dominio del tiempo y se utilizaron diversos méto-
dos ingeniosos de dificil justificacién cientifica.

Sir Arthur Schuster introdujo un método denominado periodograma y el
. cual estudia las series temporales en ¢l dominio de la frecuencia. Desgracia-
¢ damente, el periodograma, aunque es un estimador asintdticamente insesga-
i, do del espectro, es inconsistente y, por esta causa, es poco fiable.
i

2. En 1927, G. U. Yule estudia los modelos autorregresivos y de medias
méviles, y también Wold sigue idénticas directrices con los procesos anterio-
res y estudia ademas el proceso arménico en el dominio del tiempo.

3. En 1930, Wiener y Kolmogorav, independientemente, desarrollaron

el andlisis de las seties de tiempo por métodos espectrales diferentes. Siguie-

' ron esta linea los conocidos autores Khintchine, Slutsky, Cramer, Karhunen,
- Dob, etc.

. 4 En los trabajos de Daniell, Tukey, Bartlett, etc., en el periodo 1946-50
introdujeron el concepto de “ventanas ponderativas™, que permitieron la
' construccion de estimadores promedio y de covarianzas ponderadas que go-

(1) F.J. URBELZ: “Introduccién a la teoria de los procesos estocdsticos™, Anales del Insti-
* fwto de Actuarios, 1978,
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zan de propiedades importantes: la de poder formar estimadores del espectro
asintdticamente insesgados y las de ser consistentes, propiedad ésta que no
gozaba el periodograma, segiin hemos dicho.

5. La introduccién de estas ventanas hizo que nuevamente se estudiaran
las series temporales en el dominio de la frecuencia, donde sin total exclusi-
vidad se desarrolla gran parte de la investigacion.

6. A partir del afio 1950 se utiliza sistemdticamente el célculo electronico
en el estudio de las series de tiempo, y por el algoritmo FFT (Fast Fourier
Transform), preparado por Cooley y Tukey en 1965, permite obtener rapidi-
simamente los periodogramas y, consecuentemente, los estimadores de las
funciones espectrales basados en ellos.

Las aplicaciones de la FFT se extendieron a las estimaciones de las fun-
ciones de covarianza, lo cual permitié que las series temporales se estudiaran
también en el dominio del tiempo.

7. De lo expuesto se observa que el analisis de las series temporales ha
pasado alternativamente del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia.

Fundamentalmente, la posibilidad de estudiar el analisis de una serie
temporal, en el dominio del tiempo o ¢n el de la frecuencia, se justifica
cientificamente por la equivalencia entre la funcién de covarianza (definida
en ¢l dominio del tiempo) y el espectro o funcidn de densidad espectral (de-
finida en el dominio de la frecuencia), y esta relacion nos la proporciona las
transformadas de Fourier por ser una de ellas la transformada de la otra
funcién (2).

8. Las dificultades para €l estudio de las series por analisis espectral
surgen porque precisa recursos especificos, y basicamente son:

1.2 Analisis arménico generalizado.

2.2 Espacios abstractos (especialmente el de Hilbert) y operadores li-
neales.

3.2 Teoria de las probabilidades, inferencia estadistica y procesos esto-
casticos,

9. Entre las ventajas del andlisis espectral sefialamos las mas importantes:
1.2 Las propiedades muestrales son mas simples en el dominio de la
frecuencia que en el dominio del tiempo. La razén fundamental es que Jos

valores del espectro en frecuencias proximas estdn prdcticamente incorrela-
cionadas;, no ocurre asi con la funcién de covarianza,

(2) Recuérdese la funcién caracteristica en estadistica y su relacién con la funcidn de
densidad por medio de la transformada de Fourier. Véase nuestro trabajo citado,
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ESTIMACION DEL ESPECTRO DE LAS SERIES TEMPORALES

2.2 Si se analiza la serie en el dominio de [a frecuencia, no es preciso
prefijar modelos como en los métodos clasicos, que los prejuzgan y después
ajustan sus parametros. En el dominio de la frecuencia, las diferentes com-
ponentes surgen al analizar €l espectro.

3.2 El analisis espectral permite ¢l estudio individualizado de los com-
ponentes armoénicos en las diferentes bandas de frecuencia y medir la contri-
bucidn de cada banda a la varianza total del proceso.

4.2 El andlisis espectral, en cooperaciéon con la teoria del filtrado, per-
mite eliminar componentes, determinando su importancia por su contribucién
a la varianza del proceso. Esta eliminacién facilita el analisis posterior en la
teoria de la prediccion,

5.2 La caracteristica del espectro es de ser atemporal.

6.2 Aunque los métodos espectrales actualmente estén referidos a los
procesos débilmente estacionarios (0 también denominados de covarianza
estacionaria), pueden aplicarse a procesos de clases mas amplias si antes se
les libera de la tendencia en media.

10. Las consideraciones anteriores necesariamente nos conducen al es-
tudio de la serie del tiempo estimando su espectro.

Y en este articulo tratamos exclusivamente este problema en forma ele-
mental y en ¢l caso que la funcion de densidad espectral sea una funcién
continua de la frecuencia. Esta restriccion, si es limitativa, no lo es desde el
punto de vista practico, porque la estructura de los procesos de tipo econo-
mico tienen funcién de densidad espectral de tipo continuo.

11. La representacidn grafica del espectro estimado nos proporciona un
primer conocimiento de la estructura del modelo y nos sugiere modelos mas
apropiados: si existieren realmente periodos en la serie temporal, en las fre-
cuencias correspondientes a dichos periodos presentaria la grafica picos muy
prohunciados con grandes concentraciones de masas espectrales.

12, En las series econémicas, los picos pronunciados suelen presentarse
en las componentes estacionales: anuales, semestrales, trimestrales, mensua-
les, etc., y, en general, estas series no presentan ciclos perfectos, es decir, con
repeticién a intervalos de tiempo exactamente iguales y amplitudes iguales.

Las amplitudes v los intervalos de separacion entre los madximos varian a
lo largo del tiempo, y precisamente esie fendmeno ciclico de amplitud y
duracion variables es el que origina las bandas ciclicas con perturbaciones
redondeadas, mas o menos agudas, segiin la intensidad o regularidad del
fenémeno pseudo-ciclico.

13. El espectro de las series econdmicas es tipico contengan gran parte
de la masa espectral en las muy bajas frecuencias motivadas por la tendencia
en media y los posibles ciclos de gran duracion contenidos en las bandas
ciclicas y que no pueden estudiarse por la limitacién del tamafio de la muestra.
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i4. En este articulo exponemos, en su breve capitulo primero, el perio-
dograma de una serie temporal de parametro ¢ discreto o continuo para
modificar el clasico periodograma y examinar su relacién con la funcién de
densidad espectral, recordando que si B(?) es la funcidn de covarianza cen-
trada poblacional, la funcidn de densidad espectral (en los casos sencillos) es:

f()\)=%‘re—"“5(1)dt §ireR

o sea, ung fransformada de Fourier. O también:

I ! . ,
FAy=—1Lim X e~™B() siteZ
2 mw nee—y
En otras palabras: segiin 7 sea de naturaleza continua o discreta, la funcién
de densidad espectral viene expresada por una de las dos formulas anteriores.

En el capitulo primero comprobamos cémo la esperanza matematica del
periodograma asintdticamente tiende a la funcidn de densidad espectral y
demostramos de forma rigurosa, pero elemental, la inconsistencia del perio-
dograma para estimar el espectro.

El capitulo segundo 1o dedicamos exclusivamente a la estimacion de las
funciones de covarianza, tratando estimadores centrados {o asintoticamente
centrados) y consistentes.

El capitulo tercero lo dedicamos a la estimacion del espectro, y para
evitar los defectos de los estimadores inconsistentes se introduce un concep-
to, ventanas espectrales, que son funciones ponderativas sobre un intervalo
de frecuencia para conseguir estimaciones promedio (en lugar de estimacio-
nes en un punto de la frecuencia), de manera andloga a como se determina la
altura de un histograma, que es un promedio de la funcidén de densidad de
probabilidad de la poblacién. Se estudian las ventanas desplazadas (lag), o
generadores de ventanas, y las caracteristicas de los estimadores espectrales
promedio.

El capitulo cuarto, dedicado a la prictica y estudio del espectro prome-
dio, particularizando con cierto detalle algunos generadores de ventanas, y
de forma grafica se estudian y se complementan con observaciones sobre las
propiedades mas importantes: las relaciones de varianzas, grados de libertad,
etcétera.

Termino el capitulo cuarto y iltimo con la estimacién de la funcién de
densidad espectral mixta, previa estimacion de la funcién de covarianza, y
aplicamos estos conceptos (en consideraciones finales) y generalizamos al
vector proceso de tipo estacionario.

Finalizo con una breve bibliografia complementaria de esta exposicion,
que sintetiza muchos trabajos de prestigiosos autores.
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CAPITULO PRIMERO

Periodograma y espectro

SECCION 1.2
Consideraciones previas

1. En este trabajo resumimos las técnicas existentes en la actualidad y
omitimos demostraciones innecesarias para remitir al lector a articulos y
libros sobre la materia, que exponemos en la bibliografia.

2. Las realizaciones muestrales pueden ser del tipo continuo o discreto.
En tales casos, y a fin de no repetir idénticos razonamientos para férmulas
semejantes, afiadimos al nimero de la férmula una de las letras ¢ o d, segan
sea continuo o discreto el parametro  del proceso { £{(r), 1} que estudiamos.

3. Para estimar la funcion de densidad espectral se estima previamente
las funciones de covarianza.

Las funciones de covarianza se estiman de las series de datos, pero los
autores no eligen los mismos estimadores.

4. Pareceria innecesario el estudio del analisis espectral si las funciones
de covarianza se relacionan por las transformadas de Fourier con las fun-
ciones de densidad espectral.

5. Pocos autores exclusivamente estudian las series temporales en el
dominio del tiempo utilizando las propiedades de las funciones de covarian-
za. La técnica moderna se inclina en €l sentido de estudiar los procesos en el
dominio de la frecuencia.

6. En resumen, practicamente disponemos de una realizacién muestral
de un proceso de parametro continuo o discreto y, a partir de esta informa-
cion {dejamos otras cuestiones de menor importancia), las etapas fundamen-
tales de la merodologia son:

1.»  Formulacidén de hipotesis previas.

2.2 Eleccién de la serie temporal a analizar y con suficiente longitud.
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3.2 Estimadores de las funciones de covarianza y de densidad espectral
de forma que los estimadores sean consistentes. Y, por Gltimo,

4.* Interpretacidn de la funcién de densidad espectral muestral.

SECCION 22
Periodograma modificado. Su relacion con el espectro

1. El conocido periodograma para descubrir periodos utilizado en el
analisis arménico ha sido desacreditado en los ultimos afios porque descu-
bria ciclos aparentes cuando no existian en realidad.

2. Estadisticos eminentes aplicaron el periodograma a modelos estocds-
ticos, vy el andlisis de sus resultados no satisfacia a los modelos tedricos ori-
ginales propuestos. Por un tcorema de Slutzky (3), mediante sumas y dife-
rencias en una serie, se producen ciclos para frecuencias determinadas.

3. Existe una relacidn entre espectro y periodograma modificado, y en
muchas hipétesis éste era un estimador insesgado (o asintdticamente inses-
gado) de la funcién de densidad espectral, pero no era consistente, es decir,
la varianza del estimador del periodograma no tendia hacia cero cuando la
longitud de datos n— e,

4. La conclusién inmediata era la imposibilidad de relacion con el calculo
de probabilidades, ni aplicar Tchebycheff para determinar un intervalo de
confianza para la funcién de densidad espectral que contuviese el verdadero
parametro poblacional de la funcion de densidad espectral.

5. Formulas del periodograma (discreto, continug) y del modificada.

Para las conocidas del periodograma son:

1 T 2

Prd)=—; | 3 x e | — <AL+ [1d}

e 1= teN

1 T ] 2
PrN=—5 J:X,e”“dt| AeR [tc]
y para las del periodograma modificado (difieren en el coeficiente):

l T 2
Fra)=—— | = X,e—"’”l 2d
r(A) 7 |2 f2d]

P ! f i 2

AN)=— Xe—™Mdt c
= — J’" [2¢]

{3) SLutzKY, E.: “The summation of random causes as the source of cyclic proceeses”™,
Econometrica, 1937, vol. 5. -
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Demostraremos que las [2d] v [2 ¢] son estimadores asintdticamente in-
sesgados de la funcién de densidad del proceso cuando éste sea del tipo
estacionario.

Sea el proceso
{ X, te R} [3]

de funcion de covarianza estacionaria y de media nula. El estimador [2¢]
para una realizacidén sera una estimacién y cuando n— 2, la esperanza ma-
temdtica tiende asintdticamente a [a funcién de densidad del proceso [3] en

el punto A.
1 L
EPr(N)= — —- EJ‘J‘X, Xe= 2=V ds =
27T

[4c]
= 21'r p ffB(t—s)e‘“’“”dtds—if ] B(z)e *dz

Hemos hecho el cambio z=¢— s e integrado respecto a s, y recordando
que B(t—s)=E' X, X..

Tomando limites T— % en la [4c¢]:

En efecto:

Lim E%(A)=L f mB(z)e*'“-‘a‘z=f{?\) [5¢]
T—oc 2m J .

¢, h d

Dhrymes (4) estudia y plantea erréneamente el periodograma modificado
para variables de tipo discreto y tnicamente el resultado seria exacto st
¢ B(z)= B(—2z), es decir, solamente para el caso real. Su teorema piede la

- generalidad que le da su autor y es valido para procesos reales ¢ innecesa-
riamente utiliza complejos en tal caso, y se justifica por simplificar demos-
traciones.

Completamos la demostracion de referido autor atendiendo al caso X:e C.
La esperanza matematica de [2d] es:

EP, (x)———' ES X Xe 2oz $ o~009EXX,
TI'

Ls=1 rs=1

(4) PuotBus J. DHRYMES: Econometrics Statistical Foundations and Applications, Harper
- International Edition, N. Y., 1970, pag. 422. De su planteamicnto llega a:

2L Lim $ ( I ] B(r) e f(A) porque no siempee es B(r)= B(~ )
H

T p—oo—H

223




FRANCISCO JAVIER URBELZ [BARROLA

Si hacemos z=¢-—s5 y B(z) es la funcidn de covarianza de Kernel, ten-
dremos:

Eﬁn(k): __i__:_r_'_t__ “ér‘;l B(t—s)e—ru—9=

[4d]
| .
=—0 3 ( _ 14 ] e B(2)
2 I z=—n+l n
Recordando las sumas de Césaro y tomando limites:
Lim Eﬁ‘,.(,\)=m]_— S B(z)eM=f(\) [5d]
n—o 2 === zeZ

Las férmulas limites {5 ¢] y [5 d] son vilidas para los procesos estaciona-
rios de pardmetro continuo o discreto y siempre que:

fw|B(z)|dz<°° [6c]

S |B(z)|dz< [64d]

2= —an

condiciones que garantizan la continuidad de la funcién de densidad espectral,

8. El periodograma modificado es un estimador asintdticamente inses-
gado de la funcidn de densidad espectral si cumple la condicién [6] ¢.h.d.

SECCION 3.2
Inconsistencia del periodograma medificado para estimar el espectro

1. Hemos demostrado que el periodograma modificado de un proceso
de tipo estacionario (parametro continuo o discreto) s siempre un estimador
asintoticamente insesgado de la funcién de densidad espectral del proceso.

2. Desgraciadamente, no todo estimador centrado es un buen estimador
de la funcion de densidad espectral, porque en muchos casos no es consisten-
te, es decir, la varianza del estimador no tiende a cero cuando n— o=,

3. La afirmacién precedente la demostramos para el periodograma del
proceso estacionario real {£, tez}, denominado perturbacion aleatoria de
variables aleatorias independientes y de las caracteristicas conocidas:

Ee.=0
B(t—s)=Eee,=0" b.. Vi,seZ [1d]
Si de una realizacién del proceso
{e, tez} - [24d]
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formamos el estimador [2d] de la seccién 2.2, comprobamos cumple las si-
guientes propiedades:

1.2 Es un estimador centrado de la funcién de densidad espectral.

2.2 Es un estimador inconsistente del parimetro poblacional.
.2 En efecto:

En principio recordemos que el proceso [2d] tiene por representacién
espectral:

€= ‘f " endg (A) [3d)

donde [(\) es un proceso de incrementos ortogonales, siendo la funcién de
densidad espectral:
o

f\= s [4]

El estimador del periodograma modificado sustituyendo x: por el proce-
so [2d] es:

n 2
ﬁn(x)=—'--—| Ze.e““'l =
2un V=t

1

EP.(\)= ES eee— 9=
211’" o [6]
1 = |z} a’
= 11— | B(2)=
2T z=—2n+l ( n ] @) 2w —nr<A=mw

que coincide con la poblacional [4], es decir, ﬁn(h), en este caso un estima-
dor insesgado de f(A) porque

B(o)=¢> y B(z2)=0 paraz#o

2,2 Determinemos la funcién de covarianza centrada en los puntos
A=Ay y A=Aa:

EA,(\) B, (hy) — [_29;_] g

: 2 3 b a
= E Erfsé’_"‘l“—’) E“éve—f)\z(u-._y) . =
( 2 mn ] 15 v ] 4 Trl
7d)
: ’ i ¢’ [
= E 3 esese— MU=ty __
[ 2 mhn ] LUV —4 "2

La esperanza de la [7 d] depende de:

3 FEesstuty [8d]

f5u v
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Por hipétesis, el proceso { €, } es de variables independientes y, segiin [1d],
se anulard la sumatoria excepto en los siguientes casos:

a) t=s, u=v t¥u

b) t=u, s=v (Fv

¢) t=v, s=u tFs

d) t=s=u=w.

En el caso a) la esperanza de la [8d] se reduce a:
‘EvEe%e%=‘2:, Ee?e%=l§ll vg' o' —no' =n*o* — no' 9]
t#v ¥y

En el caso b) la esperanza de la [7 d], sustituyendo valores, se reduce a:

n n
g 3 g i—0—M=gt 3 3 g -0 -2 — pgt {10}
hs

3 =1 s=1
[ 1]

En ¢l caso ¢) tendremos igualmente:

L L n
g 3 e i tiI=g? 5 T o= A gt [l l]
Ls

3 r=1 s=1
(k3]

Y, finalmente, el d), tenemos:

Eet=ki+30*=> 3 Ee!=nki+3no* [12]
=t t=s=u=vy

donde k4 es el cumulante 4 de la distribucién (5).

. Los valores [9] a {12] los sustituimos ¢n la [7 d] y tenemos la funcién de
covarianza centrada;

EP, (A1) Bu(ha) - [i]; ( : ]2 [n’a“+nk4+

27 2mn

n n . . 04
gt 3 [e—r(l—:)(A1+A2)+e—t(r——s)(A]—AZ)] — =
t=1 3= 4,”2
4 n o [i3
= Ka + ag . 3 3 [e—it—0 a4 e_m—s)(x,—.\z;] ]
2on (2mn) ==

(5) M. G. KENDALL: The advanced theory of statistics, vol, 1, Charles Griffin, pag. 70,
3.2 edicién, 1969.
Si {¢,} fuesen normales, el valor del cumulante Ay =0.
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La funcién de covarianza [13] para A, 7 X A, si el cumulante de cuarto
orden es finito, el segundo miembro asintéticamente tiende a cero (6).

3.2 Funcién de varianza del estimador ﬁn()\).

Sin embargo, para Ay =t A=A\ tenemos de [13]:

2 2 4
o§,=Eﬁ,,(x)2—( d ): ko _° -
27 2mn (2m)
ot . [14]
— 2{r— )AL
(2w ny El 206

E! segundo miembre ahora no tiende asintdticamente a cero.

Luego la varianza del estimador ﬁ,.()\) asintoticamente tiende a

0,4

2wy

y que prueba su inconsistencia. Hannan (7} demuestra la [15], asi como la
inconsistencia del periodograma modificado y también la incorrelacion para
A1 # Az cuando n— <. En el caso del proceso [2 d] es sencilla esta demostra-

¢ion como lo hemos hecho y que referido autor generaliza para procesos
estacionarios.

2
Opx—

S [15]

42 Hemos demostrado dos cuestiones importantes: primera, que la
funcién de covarianza del estimador de la funcion de densidad espectral para
dos frecuencias cualesquiera diferentes (no siendo simétricas) no estdn corre-
lacionadas; segunda, que en el periodograma del proceso estudiado, aunque
sea un estimador centrado en la funcion de densidad espectral, sin embargo

no es consistente, por lo que precisamos buscar estimadores que gocen de
esta propiedad.

CAPITULO 11

Estimacion de 1a funcién de covarianza

SECCION 1.2

Introduccion

1. Expusimos en otro articulo (8) las condiciones de ergodicidad para la
funcion de covarianza, y si las cumpliere puede estimarse por una realizacion.

(6) PHOERUS J, DHRYMES, ob. cit., pag. 426, pues:

n A ) ”i 1 N [ rlg § i l rl "
— Al — 3= _— —iAr —_ L A —
-',zte r=un+l[n 'fl]‘.’ # n r=-—n+l n € 0
(7) E. J. HANAN: Time series analysis, Londres, 1960, pags. 52 y 33.
: (8) F.J. UrbELZ “Introduccion a la teoria de procesos estocasticos”, Anales del Instituto
'; de Actuarios, pag. 207, 1979.
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2. En las series econémicas disponemos de datos limitados y los errores
al estimar las magnitudes del proceso de las covarianzas pudieran ser signi-
ficativos.

Hipotesis previas

1. Las hipdtesis previas las formulamos para procesos estacionarios de
segundo orden y siempre consideramos las cumplen, salvo que expresamente
s¢ indique lo contrario.

2. Las caracteristicas de todos los procesos se consideraran:

Para la media:
m(@=EE()=0

Para la funcién de covarianza desplazada z, denominada lag o retardo
{desplazamiento):

B(2)=E{(t+2)£()

3. La hipétesis adicional (segun sea discreta o continua) (9):

f}ls(z)|dz<oo [1¢]
I |2B@)i<e [1d]
SECCION 2.8

Estimadores centrados de las funciones de covarianza

I. Para el desplazamiento z (lag). son estimadores centrados:

B‘(z):LTj‘Zr(Hz)mdr [1c]
1 —
B)=— £+ ED [1d]
También gozan de mencionada propiedad ios estimadores:
B(z)= Lf e+ EDa [2¢]
2T J
1 LA —
B@y=—— I (6+)TO [2d]

(9) Puede emplearse la hipétesis Z|z|*| B(z)|(g>> 0). E. PARZEN: *On consistent stimates
of the spectrum of a stationary time series”, Annals of Mathematical Statistics, vol. 28, 1957,
paginas 327 a 348,
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Todos estos estimadores son centrados y la demostracién es simple: no
hay mas que hallar esperanzas y recordar las caracteristicas expuestas en las
hipétesis previas. Asi, por ejemplo, para el estimador [Ic]:

Eﬁ(z)=—;—fg(r+ﬂmdr=~—;—f%&)dr=g(;) [31
° ° chd

Puede ampliarse el numero de estimadores centrados, pero los expuestos
son los mas frecuentes.

SECCION 3.2
Estimadores asintdticamente insesgados de las funciones
de covarianza (10)

I. Definamos algunos:

ﬁl(z)=LT e+ ED d, T>z>0 [1c]

ﬁ(z)-’-%‘r?('f)'f(rﬂzl) at lzZl<T [2¢]

Igualmente:
1 7
Bi@)=— 3 ¢WEC D [34]
z=to0,t142+ . +(T—1)
=0 2= TE(T+D*...

2. También podemos definir estimadores asintéticamente insesgados y
utilizados en la practica:

1 T—z —_—
é\l(z)=3-T~— E(+z)E@)dr z>0 [4¢]
—-T

T—z
ﬁl(z)=%‘=z_rg(z+z)g(r) 0<z< T [4d]
En general, el estimador 8 (z) es asintéticamente insesgado de orden 7™
si (> o) se cumple:
Lim T E{ Br(z) — B(z)} =¢ 5

T—o

. siendo ¢ una constante.

(10) PARZEN denomina a estos estimadores “funciones de convolucion™ “The rule of

- spectral analysis in time series”, Review of the International Statisticai, vol. 35, 2, 1967, phg. 126.
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4. Todos los estimadores definidos anteriormente son asintdticamente
insesgados de orden T.

Asi, por ejemplo, para [1c]:

: (63
Lim TE{ ﬁr(z)—B(z)} Lim T[ ~j.B(z)dl B(z)] =—zB(2)
T— o0 chd

SECCION 4.2
Estimadores consistentes de las funciones de covarianza

1. En el caso de las funciones de covarianza, para que un estimador
ﬁr(z) sea consistente, debe cumplir:

¢
E{| Br(z)— B@)"} = — [1]
Mais general: la consistencia es de orden T?* (a positivo)} si
Lim 77 E| Br(z) — B(z)|* = constante 2]
T—ecn

2. Los esquemas para construir estimadores consistentes algunos se ba-
san en la continuidad de las funciones mondtonas, F(\), porque si es un
estimador consistente:

B(?)= f F(N) d [3]

Br= [ eronan [4]

la convergencia de estas funciones caracteristicas .
Br(z)— B(2) [5]
implica la de sus funciones de espectrales.
3. Las condiciones demostradas por Parzen (11) para que ﬁr(t) sea un
estimador consistente son:

Lim T* E{|Br(z)— B(z)|} =0 [6]
T—oc

(11) E. PARZEN: “On consistent estimates of the spectrum of a statlonary time series”,
Ann. Mathem. Statistic, vol. 28, pag. 330.
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y
Lim T cov { Br(z)) ﬁr(zé) 1= 4§ [(P@a,uutz)— B(n) B(z2)] dz (7]
siendo .
Br(2)= J‘ XU+ X dr
y o

P(z1, 2, 2)= EX(1) X(t+21) X(t+2) X(t+23) [8]

La [6] nos indica el orden de consistencia y la [11] la ergodicidad, y mads
expresamente, si zy=2z:=2z, ¢l orden d¢ la varianza de ﬁ(z) (12), -

SECCION 5.2

Estimadores de la funcion de covarianza de un proceso estacionario
de media no nula

1. Si en el proceso {€(f), te T} continuo o discreto modificamos las
hipétesis previas y hacemos que la caracteristica media no sea cero:

m=a [n
pero si fuese conocida podemos formar estimadores diferentes de los anteriores.

2. Serdn centrados los del tipo:

ﬁ(z)=#T f [E(+2)—o) ED —a] [2¢]

o también: | 1 .
Boy=—r 3 [E¢+2) —al T —a] [24]
3. Igualmente formariamos estimadores asintéticamente insesgados, como
lo hicimos en la seccién 3.2

4. Si desconocemos «, debemos previamente estimarla, y los estimado-
res de la media pueden ser muy distintos:

=L Cenar z=—' (evar x=—"" (ewyar
T ’ T—=z ’ ¥ T—:z

o o : [3c]

T T T

SEW : x=3EO o m= 3 EO [
Tr—:z T—z

Estos estimadores son centrados vy asintGticamente consistentes.

(12} D.R. MCNEIL: “Estimating the covariance an spectral density functions from a clipped
¢ slationary time series”, pag, 196, 1966, Journal of the Royal Stat. Society, serie B, 180/195.
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5. Estadisticos muy utilizados para estimar las funciones de covarian-
Zas son:

o= [+t 5 ds [4c]

o

1 n—z 1 n n—z
b= { Tearat0——— £ c0'E t0

(4d]

Estos utilizan las medias muestrales estimadas {3 c] o [3d] de los prime-
ros datos n — z o los siguientes a z.

Los estadisticos [4] son sesgados, pero asintdticamente centrados.

SECCION 6.2

Complemento a los conceptos expuestos de media y funcion
de covarignza muestrales

1. Estudiamos el case discreto sin perder generalidad, pues las sumato-
rias se transforman en integrales para el caso de que el pardmetro ¢ del
proceso fuera continuo.

Una media es una combinacién lineal:
. :
L=3 B X=> (1]
Tomando esperanzas.<e la [I] tenemos:
E(D)=3%2BEX,  VBeR [2]

y si el proceso fuese estacionario (E X,=u)=>

E{L}=,ur§T'B, ) [3]

2. La funcién de covarianza es:

T 2 T—1
0}_=E [fgl Br(Xr—'M)] l% ﬁl B-’ B([‘—S)='=—ZT+I B(r)nz:gr Bf‘!’:ﬁs [4]
siendo
S={12,..T—r}rzz0 vy S=f{l—r2—r, .. T}r<o [5]

3. Para que L sea un estimador centrado en media, la [3] impone la
condicién:

Ep=1 . (6]
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4. En caso dc ser B.=—lf— se cumple la [6}, y la varianza [4] de la media

muestral en este caso {de la seccion 6.2 del capitulo 1) es:

gi=_'_ 3 BU—g=— %' (1—ﬂ) B =
T T T

r=—7T+1
T

Lim Tol=Lim 3 _B(z)=2mf(0) (13) [2]
T—o  T—o ™7

Luego si f(0) estd acotada, o? tiende a cero con Ty la consistencia es de
orden T.

5. No indicamos la esperanza matematica de ﬁ(z) de [4d] de la sec-
cidn 5.2, que puede consultarse en Anderson (pags. 448 y ss.), por ser excesi-
vamente laboriosa y hay que analizar los distintos casos particulares de z.

Sin embargo, expresaremos la esperanza matematica en términos de la
funcién de densidad espectral (14):

sen ——)\-— (T—27)

Eﬁ(z)=v["cos )\z{ [1—,[ 2 ]2] }f()\) dA

A
(T— Z) sen EN

SECCION 7.2

Comentarios de utilidad prdctica

‘ l. Para estimar la covarianza existen criterios diferentes mas o menos
. justificados,

_ Tukey (15) menciona que si se dispone de n datos, moderadamente no
- ¢ debe de elegir méds que un 5 por 100 (maximo un 10 por 100) para deter-
minar los desplazamientos (fags) o covarianzas.

1 = .
(13) Recuérdese que f{A)= Y. L B(z)e— v =
T —w=
. cwando A— o tememos la [2].

{14) ANDERSON, ob. cit., pag. 450, en el caso real de ser:

1 T—h _ e —
B)= 3 (Xi— X#) (Xe+s— Xa+) donde Xp=
T'—h 1=t — =1
| T;‘:—kX
T—h 177"
.. {15} R. B. BLACKMAND y J. W. TURKEY: The measurement of power spectra, Dover,
c Nueva York, 1959, pag. 1.

Xrto=
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Granger (16) dice que raramente debe ser z&<Kn/3 y que para n no muy
grande el maximo de z sea del orden n/5 o n/6.

Parzen (17) sefiala unos puntos truncados y determina tres: M, My y M,
¥ que como porcentajes de los datos disponibles T son:

SREM/TSI0%  ; W0RSM/T25% ; WsM/T<T5%

2. Desde el punto de vista econdmico, si los datos son mensuales, la
eleccion del registro T es recomendable que siempre sea un multiplo de doce
meses. También debe elegirse para determinar M que sea multiplo de doce
meses y que M sea como maximo un 20 por 100 de los datos, y si los datos
fuesen semanales es preciso que M sea multiplo de los afios expresados en
semanas.

3. Algunos autores utilizan estimadores sesgados para estimar las fun-
ciones de covarianza. Las principales razones expuestas por E. Parzen son:
los estimadores de la seccién 3.2 son funciones definidas no negativas y el

error minimo cuadratico es inferior a los de las [3). Remitimos al lector al
trabajo de citado autor.

4. En 1965, Cooley y Turkey (18) introdujeron el algoritmo de la FFT
(Fast Fourier Transform) para estimadores de periodogramas y aplicandolo
también para las funciones de covarianza, obteniendo rapidisimamente las
funciones estimadas.

CAPITULO 111
Estimacion del espectro

SECCION |2

Funciones estimadoras de la densidad espectral asintoticamente
insesgadas e inconsistentes

1. En las hipdtesis indicadas en el capitulo anterior, seccién 1.2, para una
realizacion muestral de media tedrica conocida tenemos estimadores de lon-
gitud 7 similares al periodograma modificado para la funcién de densidad

espectral: .
f/?m=2#j‘e'“ B(2)d: [tel
m

—T

A 1 TS

Fro=- 5 e ) [1d]
T Biay=olzlz2T

(16} W. J. GRANGER: Ob. cit., pag. 6l.

{17) E. PARZEN: “The rule of spectral analysis in time series analysis”, Review of the
International Statistical Institute, vol. 35,2, 1967, pag. 129.

(18) CoOLEY y TURKEY: “An algorithm for the machine calculation of complex series”,
Math. Compl., 19-297/301, 1965.
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donde ﬁ(z) puede ser cualquier estimador de los estudiados en e_l capitulo
anterior, pero con preferencia las funciones de convolucién definidas en la
seccion 3.2 de citado capitulo.

2. En el caso de ser el proceso real las [1c¢] y [1d], son las transforma-
das del coseno:

A | T
fr(N)= ——f Er(z) cos Azdz AeR [2¢]
27 .
j’}(x)=2L 'S Br(z) cos Az <A< [2d]
m =—T+1
Br(z2)=0 =T (3]

Si los estimadores elegidos para las funciones de covarianza son insesga-
dos o asintoticamente insesgados, tenemos:

Lim Efr ()\)=—2l— Lim f El Br(2)} e=dz=

T—oo ™ T-.oo
| ' [3c]
=—J‘ B(z) e ™dz=f(\) AeR
2w J
y
~ 1 =1 .
Lim Efr(AM)=—— Lim 2 e ™EBi(2)=
T— o 2w T—0o =T+l
| . [3d]
=—— 3 e ™B(@)=f(\)
27 ==

— <AL

-Es decir, los estimadores [1] y [2] son asintéticamente insesgados de la
funcién de densidad espectral.

4, La misma propiedad subsiste caso de ser ¢l proceso real y elegir es-
. timadores para las funciones de covarianza asintéticamente centradas.

5. Los mismos inconvenientes expuestos al estudiar el periodograma
. modificado tienen estas funciones estimadoras.

6. Pero ademds carecemos de una realizacién infinita y el tamaiio de la
. muestra es 7. En este caso precisamos la formacién de estimaciones ponde-
rativas de la funcién de densidad espectral sobre un intervalo con el fin de

L obtener un estimador consistente.
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SECCION 2.2

Funciones estimadoras de la funcion de densidad espectral consistentes.
Concepto de ventanas espectrales

1. El planteamiento de nuestro problema se centra en elegir funciones
ponderativas sobre una longitud de frecuencia de banda (h1, A2}, cuya an-
chura puede disminuirse para que nos exprese el promedio de densidad es-
pectral similar a como la funcion de densidad de probabilidad refleja la idea-
lizacion de la altura del histograma.

2. Las funciones ponderativas deberdn reunir ciertas condiciones, pero
es natural que cuando el nimero de datos disponibles tiende a infinito y el
intervalo de la frecuencia disminuya hasta reducirse tedricamente a un pun-
1o, ¢l resultado del promedio tienda a la funcion de densidad espectral,
siempre que el estimador clegido sea consistente.

Resumiendo: la varianza del estimador promedio debe de ser del orden T«
para que sea consistente ¢l estimador elegido si la de la media es del orden T™.

3. Entre las formulas de tipo ponderativo, Parzen (19) define el concep-
to de densidad espectral media para una funcién A (A) —continua y aco-
tada— de la forma:

J(A)= ﬁ:A (A} fN) dh [4<]

e

=J~"A (A) F(A) dh [4d]

4, Sl en lugar de emplear la funcién de densidad empleamos una esti-
macién fr (M), entonces las anteriores seran:

Jr(A)= J‘ ANA () dr [5¢)

=J‘”A M\ () dA [5d]

Estas expresiones son promedios espectrales muestrales con funcién pon-
derativa 4 (A) y las llama Tukey (20) vemtanas espectrales.

Si elegimos la ventana A(A)=8(v —\), siendo & (v - A) la funcién de
Dirac, es natural que por la propiedad de esta funcidn:
Jr(A)~fr (V)
Justificaremos la denominacién de ventana en la seccidn siguiente.
(19) E. PARZEN: "Mathematical considerations in the estimation of spectra”, Technome-
trics, vol. 3, nim. 2, mayo 1961, pag. 170.

(20) J. W. TukEeY: An introduction to the measurement of spectra, pags. 300-380 U. Gre-
nander, Wiley, Nueva York, 1959,
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SECCION 3.2

Estimacion del espectro en general por distintas ventanas
y de sus caracteristicas

1. Introduccion

1. Recordemos las [2d] y [2c] del periodograma modificado (seccion 1.%)
del capitulo primero y sus desarrollos, sin tomar esperanzas [4c] y [4d]. Te-
nemos como estimador de la funcién de densidad espectral:

o = l T _I_zi —fAz
fT(A)—zT.[T[l - ]ﬁ(z)e dz [1¢}

s (1 Y g
= % (1 T]B(z)e [1d]

2 =—THI

2. Las estimaciones de las funciones de covarianzas disponibles son Bz);
|z|< M< T, segiin los comentarios hechos en ¢l capitulo segundo, seccion 7.2
Esta limitacion la justificaremos mas adelante.

Llamemos:

||
k(2)=1——— lz|[<T

= T lzizT 2]

Sustituyendo [2] en las [1] tenemos la funcion estimadora de la funcién
de densidad espectral que podemos estimar para unos datos disponibles T:

A= (k@ B@) ez [3¢]
27 .

= % k@ Byen [3d}
2@ =—=

- 4. Enlas[3] a la funcion [2] daremos mayor gencralidad, pero siempre
‘ que cumpla determinadas condiciones:

k(o) =1
E k(—2)=k(2) [4]
; k(zy =o zzT (0o z2MLT)

Estas funciones se¢ denominan “ventanas desplazadas” (21) o mejor: gene-
radores de ventanas.

(21) Lag window.
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5. Aplicando a las [3] el teorema de convolucion (22) tenemos (si elegi-
mos las funciones definidas en [5] de la seccion 2.2):

A= f AW A—v) dv [5¢]
= I AW A —v) dv [5d]

—_

Estas formulas son similares a las [4] de la seccion anterior.

Siendo
L”Jwé‘(z) e—Ndr AeR [6¢]
fo= -
T 3 B@ye™ — <A< [6d]

La ventana espectral cs la funcién:

A(v)= ———J‘ e~ "k(z)dz ZeR [7¢c]

:__

e~k (z) zeZ [7d]

y vemos por [5] que es la parte de funcidn de densidad espectral que deja
pasar a través-de la ventana.

6. El generador de ventanas k (z) es la transformada de Fourier de A (A):

k(z)=fn:e“‘“A (A} dh ze R [8c]

= J‘ e A (A) d\ zeZ (8d)

22) $ifAy= [ £i( /(A —v) dv sc eseribe simbolicamente fi (A\)* /3 (A)
La transformada de Fourier de f{A) en sentido de las f. c. es:

T 1AM ® SO =g () g () =>
Tai () g2 (D =/ (V) * (M) = 3’;;}1 () g2 () e— it =

=f}1 (V) 2 (A —v) dv, siendo g (r)=f:'-f*'ﬁ()\) d\ {i=1,2}
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7. Toda ventana espectral tiene que cumplir las condiciones siguientes:

AN =o
-r;l Ndh=1 (z=0) [9]
B A N=AR)

La ventana de la funcién [2] es:

A
T sen’ r

2
T v w?
271—( )\T]
2

que cumple las condiciones de [9].

AN)= [i0]

. , T .
Obsérvese que si A— o0, A{0)= 5 — o 51 T— o, en cUyo caso s aseme-
w
ja a la funcion de Dirac.

Es natural considerar que si T es grande, en un entorno pequefio de A,
(A\) no oscilard y pasara por la ventana, es decir:

Efr (V)= f AN B o—X) dA~f (0 [11]

. 2. Esperanzas, varignzas y estimadores espectrales promedios
‘ ¥ sus carcteristicas

1. El estimador de ﬁ(h) con longitud T es de orden T* si podemos
poner;

Fr= 0+ 20 a0 121

2. La varianza de este estimador es asintdticamente centrado, ya que
F aproximadamente es:

TAY
Var [fr (A)]=/(A) [13]
mas términos de orden _L% que tienden a cero con 7. Este hecho es ca-

racteristico de que el estimador ﬁ (M) no es consistente.

L 3. Bartlett fue el primero que ide6 un artificio: en lugar de estimarﬁ (A)
e una muesira, la dividid en partes. Asi, por ejemplo: si N=400, la divide
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en diez series de 40 y calcula para cada subserie ¢l espectro estimado f,\ ny
" después la media en la misma frecuencia:

T = 2 fw [14]
siendo:
ﬁm=LJ‘M§,(z) e Mgz [15¢]
2w o
=1 ¥ hen [154d]
2 —M

para K series cada una de longitud M=> T=KM.

4, El estimador de la media espectral muestral de Bartlett ¢s;

Jr( =—Il}— g f\(?\)=——‘f ﬁ(z) e~ tidz [16]
donde:
iM—|z!
@ %rcﬁ “_f)(;“) X () dt zzo [17]

5. La esperanza de la media de las funciones de covarianza [17] es:

iM—|z]
E B(2) =Tlf§.71f B(z)dt= (1—u] B(z) [18]

{i— DM

6. De forma semejante, la esperanza del promedio muestral espec-
tral [16] es:

Ef (N =— f EBQG) edz

2
M
=LJ‘M [1_1—’] B(z) e ™dz [19]
2 M
-M
l ]
=TI K(2) B(2) e ™dz [197]
donde:
|z|
k(D)=1—— <M
(Z) M |Z| [19"]
y siendo T=k M. =0 \z|l=2M
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Siendo la [19'] una transformada de Fourier, utilizando las férmulas de
convolucién tenemos:

Efrv=L ro—wv- _d\ [20]
AM
- 27
(%)
7. Observemos que K(z) es la funcién definida en [2], pero ahora hay
que sustituir T por M, y en consecuencia las expresiones ponderadas [3c]

¥ [3d] con las funciones generatrices de ventanas [4] son promedios espectra-
les, es decir:

fﬁ=%f’1<(z) B(z) e zeR [21¢]
m

__ 3 K(z) B(z) e™ 7€ Z [21d]
2 i=—=

siendo K(z) los denominados generadores de ventanas,

8. La esperanza del promedio espectral muestreado es (previa utiliza-
cidén de la convolucion):

Eﬁ;\—)=E‘fi{ ML —v) dve

EJ‘Q MFf A —v) dv =7 (N

y coincidira con f ( A) si es un estimador insesgado. Lo mismo ocurre para el
caso discreto, excepto limites.

[22¢]

9. La varianza def (A) depende de la longitud Ty de la eleccion de la
ventana A (v). El criteric de eleccidén de la ventana estd relacionado con las

. funciones generatrices de ventanas (lag windows) y aproximadamente es (23).

|
3

Var{rz()\)}zﬁ_gﬂfl (A)zdh=l;)fwl(z(u) du [23]

- habiendo utilizado la férmula de Parseval (24) y siendo expresada en ciclos
. la frecuencia.

(23) JENKINS y WATTS: Ob. cit, pags. 247-251,

(24) TITCHMARSCH: Theory of fourier integrals, 2.* edic. reimp., Oxford, 1967, pag. 51.
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10. Relacion entre varianzas. De las [13] y [23] deducimos:

r o
"V _ L f e aum— [24]
7 (f ) .

i= J‘ u}('(u)l du= f WA(,\)Z dA [25}

Si el tamafio de la muestra es T’y utilizamos un maximo de M funciones
de covarianzas estimadas, la relacién entre varianzas puede expresarse por:
I M ¢ T

= = y k=— [26]
T T K M

1. La consistencia del promedio del espectro del orden n™ es:

AT T ¢
ELF (M —f(FI<— a>o [27]
Se ha planteado el problema de minimizar la expresion:

f“E{lf(T)—W\)l"‘} 28]

—=

para encontrar la ventana espectral adecuada.
El criterio que minimiza la [28] es (25):
B(u)’
B +o' { Bw)}

que imposibilita calcular la ventana optima.

k()=

o<u<T [29]

CAPITULO 1V
Estudio y practica de la estimacién del espectro promedio

SECCION 1.2
Conceptos generales sobre generadores de ventanas

I. La funcién k{u) tiene que ser de cuadrado integrable, definida para
todo valor real u y tal que:

1 —k(w)
fulé

sea una funcién acotada de u(g> o).

(1]

(25) JENKINS y WATTS: Ob. cir., pag. 275.
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2. Si se elige
X

kw=k | — 2
w=k (=) (2]
donde M es constante, de forma que por la [26] de la seccion anterior sea:

M
——0 si T—o 3
= [3)

para que el estimador promedio espectral sea consistente.

3. En el caso de ser un proceso discreto la estimacién, vimos en [21 d]
de la seccidn anterior que:

JT)\) = % Mi I+ 1 Kqe—2n B (n) [4]

T =—M

¥ k» puede considerarse como funcidén generadora de ventanas (lag windows),
siendo la ventana espectral;

1 M—1 ‘
AD(A): '-2? _E+l K"e—xm\ neZ [5]

4. Si k(x) es una funcién continua y

K,.=k[%) ; Iwkz(x)dx<°° k(0)=1 6]

y k(x) un generador de ventanas, es mas convenicnte considerar, en vez de la
ventana discreta Ap(A), la

AN = J‘ "k (x) e~ *ndx [71
2T .

¥ que aproximadamente es:

Y n . 1 A Gl (8]

z K — A = A o k —|Aud

ST b (M]e ] " D[M) 211"['(“)8 u
. ] 1

pues haciendo u=— = Au=——~du.

- M M

De la [8], despejando Ax(-) y sustituyendo A por A M, tenemos:

Ao()\)"‘% f k() e My 87
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SECCION 2.2

Algunos generadores particulares de ventanas

. Rectangular (también denominado de Dirichlet).
Se define por:

k(=1 lul< 1
0 [u|>1 (]

La ventana espectral es:

1 i sen A
Ah)= — e Mdy=_""_ " 2
M= I . o [2]
También pudiera definirse:
kw=1 ; |ZL]|<i [3]

Entonces la ventana A, () seria aproximadamente, recordando la 87y
despejando Ap(A), haciendo previamente A=A M:

M A
A(,\)=_2_I_ J” e‘”“‘du=ir:r)\£— [4]
-M

T

Obsérvese que es el anterior sustituyendo A por M A, pero multiplicando
por M.

En la tabla damos las ventanas correspondientes a las covarianzas em-
pleadas (M).

2. Bartlett:
k(wy=1—]|u| lul< 1
=0 Iul)] N {5] ;
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3. Tukey (26) (lo denomina hanning):
k(u)=%(]+cos TU) ju|<1
. [ul>1 63

Esta ventana no cumple la condicién de hacer siempre el espectro posi-
tivo (27).

4. Tukey (26} (lo denomina hamming):

k(u)=0,54+0,46 cos mu jul<
=0 Jul>1 17
5. Tukey generalizado:
k()=1—2a+2a cos nu lu|<1
=0 u>0 [8]

para a constante positiva.

6. Daniell:

k(u)=—2nH [9]

7. Parzen (1.2) (28):
k@y=1—[ul lul<ty (g2 1)

10
=0 en otro ¢caso L10)
8. Parzen (2.9):
1
k(w)=1—6u"+6|ul’ |u|<3
1

=2(1—uly ?<|u|$l (1]

=0 en otro caso

En el cuadro siguiente exponemos algunas de estas ventanas.

(26) R. B. BLACKMAN y J. W. TUKEY: The measurement of power spectra, Nueva York,
Dover Publications, 1959, pag. 98.

(2Ty E. PARZEN: The rule of spectral analysis in time series, ob. cit., pag. 129.
(28) E. PARZEN: Mathematical considerations..., ob. cit.. pag. 176. ‘
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CuADRO 1
Cuadro “lag” y “windows” espectrales (*)

(Algunos generadores y ventanas espectrales)

VENTANAS
GENERADOR —
Tiro — =_! F — M
K(¢) A(A)—szit(!)e it
i |l M M sen A M
Rectangular | k()= T [ AM
o lu|l> M
A
|22 Msen — M
k(u)=lV7 |uls M o
Bartlett R AMY?
0 |u|>M "’(‘2_]
u 2 |u|3
1_6[M) +6 ; s
M
M M M sch
M il
<5 e \TaM
4
Parzen k()=
3
2 1—M ;—~Mf£u<M
M 2
0 lul= M

*} JENKINS, ob. cir., pag. 244, rectificado en cuanto a la variable A, ya que utiliza lah
frecuencia medida en ciclos.

SECCION 3.0
Grdficas de algunas ventanas

1. En principio, mostramos en la figura 1 el grifico correspondiente a
la ventana relativa al lag window de Bartlett:

|ul

Kuw=1—— ul<M
(w) v |ul
=0 lul= M : t
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Observemos que los ceros de esta ventana son:

2wk
Ae=—1 % kX1, 22,2 (2]
M
y por la simetria del area estd practicamente centrada entre los puntos:
—27 27
—_— 3
v Y [3]

La figura 1 corresponde a la ventana de Bartlett para M= 10

nl.()
1.4
1.2
A
M sen? 5
1 As{d)= VRS
2 ARl
: )
r 0.8
0,6
0.4
0,2
4 ir 2 s 0 T 2T k¥4 2
- — —— ——— — — — T
5 5 5 5 5 5
FIGURA ]
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La expresion de la ventana se deduce del -generador {18%:

A(A)=er(u) e—nuduzL f‘" (Iklﬂ_] e— My =
2 . 2 Y M
l M
=g a [1—7](e—r.\u+emu)du —f 1——7) cos Audu=
___{[[1__] Sen }‘” M J"“ sen )\udu
A . M

2

2 sen

[cos Aul¥
M ™ MA*

2. En la figura 2 representamos las graficas de las ventanas rectangu-
lar (R), Bartlett (B) y Parzen (P) (2.2) para un mismo valor de M. Por
simetria de las ventanas representamos el semieje positivo.

Existen caracteristicas comunes y diferencias importantes.

La ventana rectangular se concentra en torno al origen mas que las otras
dos ventanas. Observemos que toma valores negativos y que aproximada-
mente la concentraciéon del area unidad esta entre las frecuencias angulares:

T
AT - B

Si la frecuencia fuese medida en ciclos, la concentracién del drea seria
entre las frecuencias:

1 1 ‘
-, o+ 57
2M 2M 5

En la ventana de Bartlett la concentracion del area esta entre los limites
frecuenciales angulares:

. 27 R 2r 6]
M M *
y si estuviere medida en ciclos seria entre las frecuencias:
1 1
M M . €]
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Finalmente, la ventana de Parzen es la de menor concentracién del drea
alrededor del origen. Aproximadamente la superficie unitaria esta entre las
frecuencias angulares:

Irx Rt inr (7
2M 2M

o entre las frecuencias medidas en ciclos;
3 3
+

—_ 7
M 2M (7]

Ventanas espectrales para un mismo valor de M (29):

M
T M senAM
Rectangular Ap=——
m (M)
: AM
M sen 3
Bartlett Ag= .
MA
(3
4
IM sen
Parzen Ap= 4
8w AM
M 4
W
20 | ¥
X
IM
2 -
A4
”
\
* \
¥ \
AN
of
M
Rectangular:
Bartlett t+ 4+
Parzen | FiGura 2

(29) JENKINS y WATTS: Ob. cit., pag. 246.
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En todas las ventanas la medida de los intervalos decrece cuando aumen-
ta M, pero las ponderaciones del espectro se concentran en una frecuencia
de banda que depende de la “anchura de la ventana™y a través de ésta pasa el
espectro muestral promediado.

SECCION 4.2

Formulas para determinar el espectro promedio muestral

1. La estimacién del espectro utilizando funciones de convoelucion para
la estimacién de covarianzas {(capitulo II, seccidén 3.2) y con el generador
rectangular [3] de la seccién 2%

ﬁBLLJWEmeWZ [1¢]
27 o
=711-T_ z:iE—MIH §1 (@)e™ [1d]

En el caso real tenemos:

Foo=_1 " Bi(2) cos hzdz [2c]
2 o
=" B2 cos Az [2d]
2."- I=— M+1

Observaciones importantes
1.2 Las estimaciones de las covarianzas para lag superiores a M se des-
precian.

2.2 Si se eligen estimadores de covarianzas sesgadas pueden utilizarse
referidas férmulas.

3.2 Si las covarianzas estimadas fuesen centradas por ser:

T—2 7 1 T-2
§1(2)=—l" Xvz Xdt = [ 1 — ] . Xivz Xdt =
T J T) 1—2 )

[3]
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lbs estimadores ﬁl (z) en las formulas anteriores se sustituirian por la [3]
Asi, por ejemplo, en la [4c] seria:

()\)——f [I—IL] B(2) e~z [4c]

42 Elalgoritmo FFT (Fast Fourier Transform), de Cooley y Tukey, se
emplea para el célculo rapidisimo de espectros.

3. Estimacién del espectro utilizando lg ventana de Bartlett y estimado-
res de la funcion de covarianza centrados:

f()\)=——f l—ﬁl—] B(2) e~™dz [5¢]

=L [1-’%) B(z) e [5d)

Fa¥ Fa .
En el caso real, como B(z)=B(— z), las anteriores se reducen:

;\(—7;):2_111,' _J: (l———lf%) ﬁ(z) cos Azdz [6c]
__tos o, 12
2 z=—EM+1 [ ! M ) E(z) cos hzdz [6d]

Las observaciones hechas anteriormente son utilizadas aqui.

Asi, si en lugar de emplear un estimador centrade de la covarianza B (z)
empleamos uno sesgado, recordando la [3], sustituiriamos ﬁ\(z ) en funcidn
de las B (z). Para la [5d], por ejemplo, tendriamos:

12
f(r)\—)=—l— 5 M A(cosaz [7d]
dmoemmw 12l
T
4. Bartlett modifico su formula empleando funciones de convolucion, y
ast elimino el divisor 1 — I—f‘— Por ejemplo, al utilizar el generador modi-

ficado, la [5¢) es

(A)—-—f (1—ﬂ) [1—%] B(z) e~z

=— _M[ -—-Lﬂ ) é\l(Z) e~z

21r

[5¢1

Todas las férmulas finales, como la [5d], carecen de divi ¢, y algunos
. -autores no hacen distincidn con la [Sc¢'] y puede compararse con la [7d].
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5. Estimacion del espectro utilizando la ventana de Parzen (1.2} y fun-
cion de convolucion,

Si del generador de Parzen [10] de la seccién 2.2 hacemos g=1, es el de
Bartlett meodificado.

Para ¢l estimador del espectro en el caso real y utilizando el generador de
Parzen mencionado y ¢=2 tenemos:

2
fj'(T)=-il-#—j:I: (1 fﬁ ] ﬁ\l(z)coskz [8c]
I z
=5 % (1-— — ] Bi(z) cos Az [8d]

No repetimos las férmulas para los otros casos, ni tampoco ponemos las
estimaciones de las funciones de convolucién de las covarianzas

é\l (2)

en funcién de las covarianzas centradas ﬁ(z).

6. Estimacion del espectro por la ventana sugerida por Parzen (M par)
¥ para proceso real. Del segundo generador [11] de la seccidén 2.2 tenemos:

A 1 M2 ZZ 23
FN=o— 3 (1—6 6 'ML ] B (2) cos Az+
[9d]
2 M Z 3
+-—— X 1—— +
P r=%+|( M] ﬁn(z) CcOos Az
M
2 2 3
+—2; r=§M (1ﬁ|—fd|—) EI(Z) cos Az

Son validas las observaciones precedentes respecto de sustitucion de
| Z|

B (z} por ( T) ﬁ(z) y de depreciarse las funciones de covarianza
para desplazamientos [Z|> M.

No insistimos sobre las otras ventanas ya indicadas por la sencillez de su
aplicacidn.

Algunas propiedades de las ventanas espectrales se condensan.en el cuadro:
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CUADRO 2
. Anchura de la =
. Relacién entre Grados de _
Descripcién T varianzas ibertad ventana I—j‘ K () du
estandarizada —w
M
Rectangular 2 - T/ M 0,5/M 2M
M
Bartlett 0,667 - 3IT/M 1,5/ M 0,667 M
M
Parzen (2.9) 0,539 K3 3NN T/M 1,86/ M 0,539 M

Notas explicativas

1.2 La relacién entre las varianzas son las del promedio espectral y la de
la funcién espectral, es decir, la [26] de la seccién 3.2 del capitulo 111, sien-
do T la longitud del registro e I la [25] de mencionada seccion y que figura
en el cuadro.

2.2 La funcién de densidad espectral muestral j’\ (A) sigue la x* con dos
grados de libertad el cociente:

FAS
S
3.* El estimador f(A) promedio de densidad espectral la expresién:
——
__fw o
FAGY

sigue la distribucién x: con v grados de libertad (30). Los grados de libertad
se determinan aproximadamente por:

—
E{lr?
==
a? {f(N)}
De la [13], [23] y [24] de la seccién 3.2 del capitulo IIL, y si
AT . A
Ef(MN)=f())
los grados de libertad son aproximadamente:
Loy 5T
Lo, I

T

siendo [ la [25] de citada seccién y capitulo.

ve 2 [11]

[12]

[13]

- TT(30) JENKINS: Ob. cit., pégs. 231 y 252,
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En el generador rectangular

I=J‘M;iu=2M [14]

M
sustituido en [13] nos da T/ M, que es ¢l que figura en el cuadro 2.

4.2 En resumen, el cociente

—
Sy _ X (5]
S ) v

se distribuye como una media de una x5 con v grados de libertad, determi-

nandose v por

27T
I

5.2 Intervalo de confianza para la funcién de densidad espectral. Fija-
do a, estableceremos intervalos de confianza para la funciéon de densidad

espectral: V}T{) . roy> vjA(_)\)

(-5) k(5

y nos da la confianza que en el 100 {1 — &) por 100 de los casos se encuentre
entre mencionados extremos el valor tedrico poblacional de la tuncién de
densidad espectral f(A).

6.2 La anchura de la ventana se expresa en ciclos. Véanse férmulas [5],
[6] ¥ [7] de la seccion 3.2 y el siguiente parrafo.

A TR

[16]

(17

7.2 Anchura de las ventanas utilizadas:

1. Hemos indicado que f (A) era un promedio y dijimos en el paragrafo 2

de la seccidén 3.2 que se tomaba un intervalo del eje de frecuencias para este
promedio.

2. Para dar el concepto de anchura (31) de la ventana utilizada emplea-
remos la ventana de Daniell, que es la mas simple:
h

h
— —— <AL — 18
h 2 2 [18]

=0 en otro caso.
Es decir, a través de esta “ventana rectangular” para todo el espectro
. . h
estimado en ¢] intervalo —T<)\< N se calcula la media (semejante a

la altura del histograma en la base dada).

(31) Este término se denomina bandwidth en la literatura inglesa.
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3. La varianza del promedio muestral del espectro utilizando la ventana
de Daniell, segiin las [24] y [25] de la seccién 3.2 del capitulo anterior, es:

o fny~ L2 [19]

.‘7()\ f (!

T h

4. La anchura del intervalo es A, que puede ser una forma de dar la idea

i . , . 1
como se determina el y el drea de la ventana, la unidad (base 72X altura T).

5. De la relacién entre las varianzas del promedio espectral muestral y
de la estimacidn del espectro anteriormente citadas, [24] y [25], vy del concep-
to de anchura de la ventana de Daniell, se define anchura de la ventana
A (A) por la expresién:

1

h= - [20]

6. En el cuadro se indica la anchura de cada ventana, y en principio
pudiera tomarse como tal a la distancia entre los dos ceros simétricos conte-
niendo el origen de la ventana medida en ciclos. Asi, para la rectangular:

[ 1 1
M T 2M

Para la de Bartlett:

(44

aunque ya decimos esto no es mas que una idea aproximada, porque depen-
de de la forma de la ventana, segin expusimos en el pardgrafo 3, y puede
comprobarse examinando las representaciones graficas de la seccion 3.7

7. Las unidades de medida de la anchura de las ventanas, segin las
exposiciones [5], [6] y [7] de la seccidn 3.2, nos confirma que en el cuadro 2
se expresa la medida de la frecuencia en ciclos. Para que la medida de la
anchura de la ventana sea homogénea con la unidad de medida utilizada en
nuestras formulas y estar la frecuencia medida en radianes, hemos de multi-
plicar la anchura de la ventana que figura en el cuadro 2 por 2.
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SECCION 6.2

Estimacion de la funcidn de densidad espectral mixta.
Representaciones de procesos muiuos

1. Cuando tratamos de dos procesos { x, y, te R} de naturaleza esta-
cionaria, estos procesos tienen las representaciones espectrales:

a) De los procesos:

x= f eMdL (\) re R [

= f eMdl, (\) te R [2]

b) De las covarianzas en el gaso de ser absolutamente continuos los
espectros: -

Bue() =J' eMs (A) dA [3]

By ()= f e (\) N 4]

Estas dos funciones se denominan autocovarianzas por algunos autores.
Nosotros las hemos denominado simplemente covarianzas porque no existia
posibilidad de confusion. Las otras dos funciones propiamente se denomi-
nan covarianza mutua del proceso, y si son de tipo estacionario, se definen y
su representacion espectral es;

EY, . X,=Bux (t)=f:'“'ﬂ, (A)dA [5]

EX:+, Y,=By()= f :,,-% (A)dAr [6]

Si te Z, los limites de estas integrales es el intervalo (—m, m).

Las funciones de covarianza B.:(f) y B« () no son iguales y es sencillo
probar que estdn relacionadas por la expresion en la forma méas general:

—
Bo (— )= B, 1) [N
indicando la barra encima el nimero conjugado de B, (— /).
Esta relacién nos permite, dada una de ellas, determinar la otra.
Si los procesos | X, Y, te R} son estacionarios, tenemos:

By (— 0= Bu (1) =I2ﬂyﬁ.,()\) dn =IZW o (V) dA=>

Fr) =T (0 , (8]
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e implica que las funciones de densidad espectrales de (v, x) o de (x, y) son
conjugadas; no es preciso sine estimar una de ellas y conocemos la otra,

2.  Si escribimos la funcién de densidad mutua:
So(M)=c(A)—ig(N) %

a la parte real de la funcién espectral se la denomina coespectro y es funcion
de la frecuencia; y a la funcién g(A) se la denomina cuadratura del espectro.

Las funciones ¢(\) y g(A) tienen las propiedades
cM)=c(—A) ; g(=N=—q) (10]
3. Tres conceptos se deducen de las expresiones anteriores:

De la {10] deducimos la fase:

vy (\)=artg % [11]

y es una funcién que depende de la frecuencia A.

En los procesos de tipo econémico tiene importancia porque nos indica
la relacion entre las variables y su posible retraso o retardo (medido en fre-
cuencias).

El segundo concepto es la amplitud:
AN=V c) +q ) [12]

El tercer concepto es la coherencia, semejante al coeficiente de correla-
cién de dos variables:

2 2 2
_ 060 _ HME _ lten gy

v (M)
S ) frA)  fe W) fxA) S Q) S(N)

recordando las {8] y la [9].

Estimaciones de las funciones de covarianza

1. Todo lo expuesto en el capitulo II es aplicable para las estimaciones
de las funciones de autocovarianza mixta.

2. §ilas medias tedricas de los procesos { x, v, e R} son nulas, pode-
mos formar estimadores centrados o asintéticamente centrados. Ejemplos de
los primeros son:

n=—" (x..-7
() T— 0X+ Y.ds [14]

o=—" 'x..7
0=z | Ko Vs [15]

.
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Comprobemos la propiedad mencionada para el primero de estos dos
estimadores. Tomando esperanzas tenemos:

Eé‘g(z)=%_t f (Ex,+Y) ds= By (1) [16]
° c.hd

En el caso de desconocerse las medias formariamos estimadores asintoti-
camente consistentes, y remitimos al lector al capitulo 11 para o repetir fér-
mulas semejantes,

Estimaciones de las funciones de densidad espectral mixta media

1. En esta seccion, y por brevedad, hemos expuesto férmulas para el
proceso mixto { X, ¥, te R}. Indudablemente ahora expondremos las for-
mulas para el espectro cuando te R o re Z.

Asi, las estimaciones de las expresiones recordando el capitulo 111 y fun-
ciones de convolucidn:

ﬁ\y(:\)=2LJWK(Z) é‘”(z) e Py [17¢]
e
=LY k@) By e [17d]
—

donde K(z) son los generadores de ventanas /ag window, segin expusimos
en la seccion 3.2 del capitulo IIL

Las expresiones precedentes nos permiten: estimar la funciéon de densi-
dad espectral mutoa; descomponer ¢sta funcion en dos funciones: la parte
real serd la estimacion del coespectro, v el valor real de la parte imaginaria
cambiado de signo es la funcidn de la cuadratura del espectro.

Por ias definiciones de coespectro, cuadratura del espectro, fase y cohe-
rencia, estimada la funcién de densidad espectral mixta, las obtendremos
todas ellas.

2. Estim:aﬁdaf:f;.‘ {A), obtendremos sencillamente la de f,.(A) por ser su
conjugada. ot

La estimacion del coespectro y cuadratura del espectro puede obtenerse
directamente: el primero, por la transformada del coseno, y ¢l segundo, de la
dei seno de la funcién de covarianza con las ventanas indicadas.

La funcién estimada de la fase se obtiene hallando el arco tangente del
cociente; cuadratura del espectro entre coespectro [11].

La coherencia es sencilla: sustituir en [13] los valores estimados.
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Consideraciones finales

1. Las funciones de covarianza pueden estimarse por puntos (en un re-
gistro de tipo continuo) o por una integral de naturaleza estocastica y que
para una realizacién es una funcién del tiempo.

2. En estas estimaciones debemos precisar la longitud del registro del
tiempo:

T=NAt [18]
donde N es el nimero de puntos y A¢ el intervalo de tiempo entre dos
muestras. Por ejemplo, At=1 dia; A7r=1 semana; A/=1 mes, etc.

En estos casos T se denomina dominio de la ventana.

En los fenémenos econdmicos el intervalo entre las muestras A ¢ suele ser
el dia, aunque puede reducirse a la hora excepcionalmente, y mejor el mes.

3. En el dominio de la frecuencia nos encontramos con los dos casos
expuestos: te R o te Z

También aqui dividiremos en puntos el dominio de la frecuencia y de-
nominamos

A X, el intervalo de longitud de la frecuencia.
2A M indica el primer armoénico; 3 A X, el segundo, etc.

La reduccién de A A nos permitira dibujar la grafica del espectro, pero se
recordard que pudiera en este caso no ser consistente.

. N . .
El nimero de puntos escogidos es ——, es decir, la mitad de los datos
originales (véase el punto 5). 2

4. Importa aclarar el concepto de frecuencia y “frecuencia angular™,
porque se adoptan formulas distintas para la estimacién del espectro.

@) La primera basada en el concepto fundamental de frecuencia, como
inversa del periodo, e indica el nimero de ciclos recorridos en la unidad de
tiempo (7 periodo):

|

p—

. . l
Si te Z, la frecuencia varia entre — Tﬁ.)\g +—

Site R, la frecuencia varia entre o<\ <{+eco,

t  Tanto si el pardmetro ¢ pertenece a una sucesién de numeros enteros
icomo si el parametro ¢ pertenece al conjunto de ntimeros reales, las formulas
s¢ distinguen viendo si la frecuencia estd multiplicada por 27 o no. En el
'primer caso utiliza el concepto expuesto. En el segundo, el concepto que
tXponemos a continuacién.
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b) La frecuencia angular expresa el nimero de circunferencias (expre-
sado no en ciclos, sino en radianes), y se define por

2
T

A= [20]

Las variaciones de A son:
Para te Z, —msAS+m
Para 1e R, —oo<{A <0,

Esta concepcidn la hemos adoptado siguiendo a prestigiosos autores y,
ademas, por el hecho de su similitud y relacién entre las funciones caracteris-
ticas y la funcién de densidad de probabilidad.

No existe ninglin inconveniente en utilizar nuestras formulas o viceversa,
pues esta relacién es muy simple, pero advertimos que la frecuencia (medida
en ciclos) es diferente a la también denominada por nosotros frecuencia
{medida en radianes).

El intervalo de frecuencia estd relacionado con el registro del tiempp
medido por medio de las férmulas [19] o [20], y en el caso de frecuencia
angular, [20], el limite de variacién A es porque el maximo valor es m; luego:

— LAl =
K2T"<rr=> [21]

K{.L
2

es decir, la longitud del tiempo se reduce a la mitad.

6. Las funciones generatrices de ventanas truncan valores de covarian-
zas para estimar mejor el espectro y se aplican igualmente a las funciones de
densidad mixta o cruzada.

7. En un proceso vector multivariante —X (s)’ es el vector fila—
{ Xi(D), te R} k=1,2,3,....n [22]
formado por n procesos componentes, si es estacionario tendremos:
Bu(n), Bi(t), ..., Bin(t)
Ex(r+syx(9={B@} =| B, B, - Bn(®) (23]
Bai (1), Baa(1), ..., Bun(t)

En la matriz [23] los elementos B;(—t), Bi(?) se relacionan por la igual-
dad B;(t)= Bi(—1) [24], donde si tenemos un vector de n componentes,
B;(#) nos indica la covarianza de los dos procesos { x:{7), X;(?), te R}, com-
ponentes ambos del proceso anterior [22].
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En el caso de ser i=J tendremos la funcidn autocovarianza Bu.(r) del
proceso { X;(), te R}, componente { del procese vector { X(z), ¢ R}.

Estas funciones son la diagonal principal de [23].

8. Tomando transformadas de la matriz [23] tenemos todas las funcio-
nes de densidad espectral del proceso vector [22]:

L), fi2(N), s fin (V)
(=] L2 Q) f2)s ooy fn(R) [25]

_ﬁ”(A)v ﬁ:Z(A), (133 j;'" (A)

La matriz {25] es hermitica. Las funciones de densidad espectral de la
diagonal principal son las funciones de los componentes { X.(f), tA R} del
vector proceso y son reales.

Las otras funciones estan relacionadas por la expresién:

JASESAN L26]

9. Las estimaciones de las expresiones de las covarianzas y de las fun-
ciones de densidad espectral multiple se calculan exactamente igual que las
de los dos procesos mutuos y deberan hacerse todas las combinaciones de

los componentes del proceso. Recordando (24}, reduciremos €l nimero de
formulas a estimar.

10. La matriz de la funcidon de densidad espectral [25] puede descom-
ponerse en dos matrices:

{rM=Cc)—iQ@) (257

La matriz C()\) es simétrica y contiene los coespectros, excepto en la
. diagonal principal que son las funciones de densidad espectrales de los
. componentes del proceso. La matriz (J(A) estd formada por las cuadraturas
' del espectro y es una matriz antisimétrica.

11. Las estimaciones de las funciones de densidad espectral multiple se
calculan por los procesos parejas { X, X, 1€ R}, y no es necesario determinar
la del proceso { X, X, te R} porque nos lo da la relacién [26).

12,  Finalmente indicamos que en el caso discreto fe Z las transforma-
- das son sumatorias, como hemos repetido en las anteriores secciones, y las
férmulas son similares.
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