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El problema de la descomposicion de la prima

Por el Dr. Usatpo NIETO DE ALBA

INTRODUCCION

El problema de la descomposicién de la prima ha reci-
bido siempre atencion especial dentro de la literatura ac-
tuarial. Se trata de precisar el significado que cada una de
las componentes de la prima juega en la operacion.

Este trabajo se inicia con una referencia al problema en
la literatura para después entrar en el estudio critico del
mismao.

El origen del problema, entendemos, se encuentra en los
principios en que se apoya la concepcidn clasica de la ma-
tematica de estas operaciones. En ella predomina el calculo
de primas, que se apoya en el principio de equivalencia es-
tatica, sobre las reservas. Para el calculo de éstas aparecen
en el orden siguiente los métodos: prospectivo, retrospectivo
y de recurrencia o de Fouret. Este tltimo es el que sirve de
base para el estudio de la descomposicion de la prima.

La capitalizacién financiera y un concepto muy restrin-
gido de capital en riesgo completan el cuadro de ideas sobre
el que reposa la concepcion clasica de la descomposicion
de la prima.

Entendemos que en este problema hay dos aspectos: uno
real, en cuanto se trata de fijar el significado econémico que



42

dentro del ente asegurar tiene cada una de las componentes
de la prima, Pero existe el aspecto formal del problema, en-
caminado a una construceién mas racional de la matematica
de estas operaciones.

De acuerdo con los principios que informan actualmente
el estudio de estas operaciones, es decir: situar en primer
plano el principio de equivalencia dindmica, predominio de
las reservas sobre las primas y tomar como base la capitali-
zacion actuarial, parece mas fecundo formalmente el con-
cepto de prima de ahorro condiciona a la capitalizacion ac-
tuarial, va que en la misma aparecen recogidas las causas
que modifican la variacién de las reservas en la evolucién
estocastica de la operacion. Esta idea ya aparece en Hag-
stroen en 1940 (“Sur la notion de prime d’épargne”, Skan.
Akt)).

En la ultima parte se hace aplicacidon de estas ideas esta-
bleciendo una ecuacién dindmica general de las reservas que
nos lleva a generalizar el concepto de capital en riesgo.

El concepto de prima de ahorro condicionada nos per-
mite obtener la ecuacion funcional de lag reservas con re-
cursos puramente actuariales.

El trabajo termina con unas aplicaciones a modalidades
gue ya habian sido tratadas con arreglo a la concepcidn
clasica.

II

EL PROBLEMA EN LA LITERATURA ACTUARIAL

2.1. Antecedentes.

La primera nocion de prima de ahorro se debe a Zillmer
(Deutsche Versicherungs Zeitung, 1867). Posteriormente
(1887) este mismo autor divide la Prima total ep dos partes:
prima de ahorro y prima de riesgo.

V
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Suponiendo la siguiente ecuacion de recurrencia genera-
lizada:

(tVx 4+ Px) (1 + i) = Ct gx4t + Kt Dxye -+ Prye * e41V2

tenemos que Bortkiewicz (1903) divide la prima en tres
partes:

Px = vq,+(Ct — Kt — t 4+ 1Vx) 4 (vt 4 1V — tVx) 4 vKi
= Prima de riesgo +
-+ Prima de ahorro 4
4- Residuo.

Sin embargo, M. Jacob (“Sugli integrali di Stieltjes e sulla
loro applicazione nella Mattematica attuariale”, Giornale
dell'Istituto It, degli Att., 1932) une este residuo a la prima
de ahorro.

W. Saxer (Versicherungsmathematik, tomo 1I, pag. 42)
sienta el principio de que la prima total P puede dividirse
en prima de ahorro y prima de riesgo. Es decir,

P@t) = Pa(t) 4+ Pr(bH)
siendo:
Pe(t) = V() — &V(®)

)

x+t

P =0 + Y U(l — V@) ¢
1

Este autor no hace referencia al residuo, que, por otra
parte, en el caso de ser negativo, estaria comprendido en la
prima de riesgo sin mas que suponer:

(g4+1) (m)
= ,,, — U = 0
x4+t x4+t
O sea:

x+t

Pty = = + Y U(i“— V) O

—Y v
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Esta idea aparece confirmada cuando (tomo I, pags. 100-
101), al hablar de la descomposicion de la prima en el se-
guro de renta de invalidez establece:

t—1Vex 4 Pix) 19 ., ., (1 + i) =
= lux+t~1 * ix+t—1 a!x+t +
lu'x+t . tV“‘X
definiendo la prima de ahorro:

Py — ytVeix —  ,Vlx

y diciendo que a la prima de riesgo se llega indirectamente"

Prx = Pix — Pitx — i, , v(Q;y, — tVUR) — q% ¢, viV8x

No obstante anade: También se podia definir, la prima
de riesgo, directamente entre la prestacion (teniendo en
cuenta la reserva acumulada) por invalidez y la reduccion
por muerte. Estas ideas nos servirdn de base para generali-
zar el concepto de capital en riesgo.

Sobre este problema han hecho aportaciones, ademas de
los autores citados: Insolera, Bohlman, Wright, Broggi. Karup
y, especialmente, el profesor Lasheras-Sanz.

22. Casos de residuo negativo.

Las mayores aportaciones en estos casos corresponden
al profesor Lasheras-Sanz (R. Y. §., IV trimestre 1953). Vea-
mos los siguientes ejemplos:

a) Seguro para caso de muerte en estado de actividad —
La prima media constante se calcula de acuerdo con el prin-
cipio de equivalencia estatica, es decir:

pary Q0lx — A%
Para el estudio de la descomposicion de la prima se
parte de la siguiente ecuacion de recurrencia:

(tveax L. Pox) (1 - i) =
= q% ¢ + pMiie o t 4+ 1 VOx
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sustituyendo
P =1 — ¢ — Exyy

y operando se llega:

Plx — vq®%h, 1 — 1 - 1 V8x)

4 (vt + 1 V%x — tV¥x) — ve,, ¢+t + 1 Vaayg
="Pr __ Pl |- R

en donde el residuo R esta formado por las reservas de los
que se invalidan, que, al liberarse a favor del asegurador,
repercuten en la disminucidn de la prima.

b) Seguro para casos de invalider. —L.a prima media
constante se calcula a partir de la ecuacion de equivalencia
estatica:

(Prx) a%x = (A%Y)

En la ecuacion de recurrencia
[tVeix L (P%x)] (1 4 1) = &y4¢ + Py, ¢ t + 1 VOx

sustituyendo
P e =1 — q%; ¢ — Exq¢

y haciendo operaciones se llega:

(PYx) — (vt + 1 V@ix — tVUix) L
+ ver l —t 4+ 1 VUx) — v, -t + 1 Vox
= P¢ L pPr - R

Aqui el residuo estd formado por las reservas de los que
fallecen activos, que también vienen a incrementar los fon-
dos del asegurador, repercutiendo en la disminucién de la
prima.

¢) Caso de renta de invalidez.—Al igual que en los ca-
sos anteriores, se tiene para la prima

Pox %x = (%x
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La ecuacion de recurrencia sera:

(tV¥x 4 PUx) (1 + i) = vpUer » Bliry +
+ vp® ot + 1 Vix

sustituyendo:
Pt =1 — %%y — Expe =
=1 — "% — @%+e + g%+

y haciendo operaciones se llega:

Poix — (V o t + 1ve __ tV‘“x) + mex+t(aix+t+1_ —t + 1 Vu'iX)
— v(@%%e + q¥eee) t 4 1 VOx

En este caso el residuo estd formado por las reservas
de los que fallecen, bien como activos o como invalidos.
d) Renta de supervivencia—La prima media constante
viene dada por
Px/y dxy = Ox/y

L.a ecuacion de recurrencia es:

{tVx/y + Px/y) (1 4+ i) = Qxte Py+t ypern +

+ Psye Dy4r = t + 1 Vx/y
en donde operando se llega:

Px/y = Vx4t Pyst Qyyitr + V0 —Qxyt) Pyye® 141 Vx/y —
— tVx/y
= VQx+t Py+t Qyserr — t 4 1 VX/¥) 4 Vpyyr ¢
«t + 1 Vx/y — tVx/y
= VQxz+t Py+t @ytre4a —t + 1Vx/y) 4 (vi41 Vx/y —

— tVx/y) — V@y4e + t + 1 VX/Y
— P4+ P4 R

en donde R es el Residuo negativo correspondiente a las
reservas que se liberan a favor del asegurador en los casos
que fallezca la cabeza Y.
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23. La prima de ahorro como elemento formativo de las reservas.

La prima de ahorro tal como ha sido definida anterior-
mente proporciona las reservas mediante su capitalizacion
financiera. Suponiendo V(0) = 0 y iratandose del caso con-
tinuo, se tiene:

k k
J €30s—t Po(t) dt = €k j e-3 (Vi(ty — 8V(1)) dt
(] 0

k kK

= @k [J €% Vi(t) dt — 3 J €=t V(Y dt]

k

Kk
— @k {[e—ﬁtv(t)] 4 & [‘e—ﬁ‘V(t) dt —

0 * o

k
— & f €3t V(1) dt}

= €% (€-% V(k) — V(0)) = V(k)
Para el caso discreto podemos escribir:

tVx = (1 4+ 1) P%hyers +t — 1IVX) = (1 + i) [P%4e—0 +
+ (1 + i) (PG,+1_2 + T — Q'VX)]

t—1

=Z(I+_i)t—'-P“x—{—r

r—=0

No se puede decir que en la literatura actuarial no haya
quien considerara la capitalizacién actuarial como elemento
formativo de las reservas., Pues ya Hagstréem (“Sur la no-
tion de prime d’épargne”, Skan. Akt., 1940, ntms. 1-2) es-
tablecié dos primas de ahorro. Situindonos en el campo
continuo y en base de la ecuacién diferencial de Thiel:

Vi, ) =V(x, ) 3 4+ px +t) + P(x, ) — Sx + tpx 4 ¢
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estas primas de ahorro serian:

Po(t) = Vi(x, t) — 8V(x, t) = P(x, 1) —
— (Sx +t—V(x, t)) ux + t
POM) = Vi(x, ) — (B + px + 1) V(x, ) =
— P(x, t) — Sx + L px + t

La primera (mas usada en la técnica del seguro, dice
Hamstroem) proporciona las reservas mediante capitaliza-
cion financiera y la segunda mediante capitalizacion ac-
tuarial, es decir:

. |
V(x, k) = ezk[V(x, 0) + f Pe,(t) e%n]

k -
Vix, k) = T;:?[V(x, 0 + j o) tEx dtJ

Este autor propone la siguiente terminologia para desig-
nar cada una de estas primas de ahorro:

P?%, =— prime d’accompte
P, — prime d’accumulation

1Ix

ESTUDIO CRITICO DEL PROBLEMA

3.1. Origen del problema.

Este se encuentra en los principios en que se apoya la
concepcion clasica de la matematica de estas operaciones.
En esta concepcién predomina el principio de equivalencia
estatica mediante el cual se calculan las primas medias. En
segundo lugar se calculan las reservas y posteriormente se
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plantea el problema de la descomposicién de la prima media,
apareciendo las componentes de ésta en funcion de dichas
reservas.

Esta concepcion se pone también de manifiesto obser-
vando como al hablar de los métodos para el calculo de re-
servas aparecen en este orden: prospectivo, retrospectivo y
de recurrencia o de Fouret. Por otra parte, al contemplar las
sumas en riesgo positivas v negativas asociadas al mismo
suceso ha dado lugar a un concepto muy restringido de Ca-
pital en riesgo causante de la apariciéon del residuo.

A este cuadro de ideas es preciso, todavia, afiadir la uti-
lizacion, casi exclusiva, de la capitalizacion financiera.

3.2. La descomposicién de Bortkiewicz.

La descomposicidén de la prima, con arreglo al criterio
de este autor, parte de la ecuacion de recurrencia de Fouret
generalizado por Broggi (*). Como ya hemos visto, esta ecua-

: cién es

(t\’YX —+ P(X, t)) (1 —+ i) = Ct qz4+t + Kt Pxyt * t + 1Vx

En principio esta ecuacidn capta la dindmica de una ope-
racién del siguiente tipo: Al comienzo del afio se paga una
prima que junto con las reservas acumuladas y los intereses
correspondientes tiene que ser suficiente para pagar al final
del mismo afio la cantidad Kt si el asegurado vive y la
suma Ct si fallece en el transcurso del mismo afio, asi como
la constitucién de las reservas en caso de sobrevivir dicho
asegurado.

Como va hemos sefialado anteriormente en la concepeion
- clasica predomina el calculo de primas sobre el de reservas
_y por tanto al hablar de la ecuacidon de recurrencia o de
Fouret dichas primas respondian a modalidades de seguros
conocidos de antemano.

(") LasHERAS-SAwZ, A.: Matemdtica del Seguro, pag. 538.
4
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Supongamos que en la generalizaciéon de Broggi se pres-
cinde de esta condicion. En tal caso estaremos ante una au-
téntica ecuacion de equivalencia dinamica y vamos a ver
qué pasa cuando calculamos la prima en base de la ecuacion
de equivalencia estatica que se desprende de condiciones de
-contorno.

Para resolver esta ecuacion escribiremos:

Vpzie* t + 1IVX — tVX = P(X, t) — Ct Vdx+t— Kt Vpyye
t 4 1Ex

tFx ct 4+ 1Vx —tVx =P(x, t) — Ct Vqz4: — Kt Vpyye

multiplicando por tEx y sumando se tiene:

k—1

Z(t+1EX’t—|—1V"——tEx-th)=

t=0
k—1

— Z {Ex (P(x, ) — Ct Vgzye — Kt Vpgid

t=—o0

k—1
KEx » kVx — OVx — Z tEx P(x, t)

t=o0

k—1
— 2 Ct V{x+t ¢ tEx

t=0

k-1
— 2 Kt « Vpyse » tEx
=0
es decir:
k—1 k-1
ZtExP(x,t) + 0Vx — kEx - kVx 4 Z Ct vqx + t - {Bx +
o 1]

k-1
+ 2 Kt vqz4¢ « tEx
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Caso a):

Prima constante media..... e P

Condiciones de contorno.............. OV = nVx =0
Sumas aseguradas constantes....... Ct= G CKt=K

La ecunacion de equivalencia estatica sera:

n—1 n—2

Paxd| = C Y ¥auro - tBx + K Y vPays - tBx
0 o

’ — —
= CAxn| 4+ KQxn|

en donde operando se llega:

-
P=(C—K) __Axn| + vK
axn|
es decir: la prima de un seguro temporal de capital (C-K)
combinado con una operacién cierta cuya prima P, = vK

da derecho, mientras se paga, a un capital final de periode
de X pesetas. Para el caso particular en que C — K estamos
ante una operacion cierta.

Caso b): Tomando los mismos datos pero con las con-
diciones de contorno:

0Vx = 0 nVx = K

La ecuacion de equivalencia estatica seri:

- ¢
K « nEx — Paxn| — CA xni — KQxnl

en donde operando se llega:

Axn| 1K nEx + K

axn| axn|

P = (C — K)

es decir: la prima de un temporal y un capital diferido com-
binada con una operacion cierta. En este caso, para C =K
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tendriamos

Ex
P—K "2 |«

axn|

Estos resultados nos dicen que la generalizacion de Broggi,
para primas medias constantes, encierra modalidades ya co-
nocidas combinadas con una operacion cierta. Siendo esta
ultima componente el residuo positivo de la descomposicién
de Borkievicz.

En el capitulo IV estableceremos una ecuacidén general
en donde apareceran residuos positivos que no seran térmi-
nos ciertos de la operacion.

3.3. Aspectos del problema,

En el problema de la descomposiciéon de la prima po-
demos contemplar dos aspectos. Uno real en cuanto trata
de precisar el significado eonomico que cada una de sus
componentes juega en la operacion. Desde el momento en
(ue éstas se dan en el seno de un ente econdémico se impone
un analisis de la operacién encaminado a fijar el significado
gue cada uno de sus elementos tiene dentro del mismo.

Pero existe un aspecto formal encaminado a una cons-
fruccion mas racional de la matematica de estas operacio-
nes, En este sentido encontramos mucho mas fecundo el
concepto de prima de ahorro condicionada a la capitaliza-
cidon actuarial asociada a la operaciom.

En nuestro trabajo “Teoria unitaria en la matematica de
las operaciones de seguros sobre la vida” (RIS, II trim. 1968)
hacemos un estudio unitario de estas operaciones en base
de los siguientes principios:

1) Tomar como base la capitalizacion actuarial asocia-
da a la operacion (Insolera).

2) Situar en primer plano las reservas de la operacién
{Hansen, Franckx, Hagstroem, Séderstrom, Potteker, Zwing-
gi, Gil Pelaez, ete.).
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3) Elaborar un sistema de ecuaciones multidimensio-
nales que capten el equilibrio dindmico de la operacion ha-
bida cuenta de su estructura estocastica, es decir, utilizando
el principio de equivalencia dinadmica, cuyo principal pre-
cursor ha sido Fouret.

Como dice E, Franckx (“L’algorithme du Broyage des tra-
ces”, B. 1. A. F.,, marzo 1967): Toda operacién que satisface
una relacion de equivalencia dindmica, junto con sus con-
diciones de contorno, posee solamente una trayectoria en el
tiempo que nos da la totalidad de las reservas. La concep-
cion dindmica no hace ya la distincién entre el calculo
de primas y reservas. Estos principios son fecundos en con-
secuencias practicas cuando se calculan las operaciones-vida
por métodos electronicos,

4) Dichas ecuaciones dinamicas seran lo suficiente ge-
nerales para que recojan operaciones tales gue en la des-
composicién real de la prima aparezcan los casos de residuo
positivo, nulo y negativo. Es decir siguiendo la linea de
Bortkievicz ampliamente desarrollada por el Profesor Las-
heras-Sanz.

5) Resolver este sistema con respecto a las Reservas,
apareciendo como mas natural el método retrospectivo. Cuan-
do las primas se calculen por el principio de equivalencia
estatica que se desprende de condiciones de contorno se pue-
de hablar del método prospective y de su equivalencia con
el retrospectivo.
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PLANTEAMIENTO GENERAL

4.1. Ecuacién dindmica de las reservas.

Con arreglo a las siguientes notaciones:

V(x, t) — Reservas en el momento t
P(x, t) dt = Prima pura en (i, t 4+ dt)
&(t) =— Tanto instantaneo de capitalizacién

(r)
Y,,,dt = Probabilidad de que en (t, t + df) cese el pro-

ceso de capitalizacion debido a la causa r-ésima

®
B, .. dt = Probabilidad de que en (i, t 4 dif) se presen-
te el suceso que da lugar al pago del capital

(r)
S, (=12 ..,m

S ®
P® (x, ) dt== ) S, ptxse dt = Prima natural en (t, t 4 dt)
1

y en base del principio de equivalencia dindmica podemos
escribir la siguiente ecuacién:

[Vx, t) + P(x, )] (@ + &(t) dt) =

k
(r}

_ (1 *va dt) Vix, t + dt) +

1

) ()

x+t p’!—i—t dt

- ‘§1 S
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haciendo que dt — 0, y operando se llega a la siguiente ecua-

cién diferencial:
x

Vix, t) = V(x, 1) (5(1) + Z v(xj-t) +

2 (r) &)}
+ P(x, 1) — 2 Sx+t. Worpe
b 8

es decir:

Vix, 1) = V(x, t) p(x, t}) + P(x, ) — P®(x, 1)

en donde
* (r)
px, ) = 5O + ¥ V.,

es la fuerza actuarial asociada a la operacion. El factor de
actualizacién actuarial sera:

t

—_ J.p(x, 8) ds
0

Ex t) =¢€

Dada la condicion inicial V(x, 0) se tiene la solucidén:

1 . :
k) = W[V(X, 0 + [‘ Ex 1) (Px, ) — PO(x, 1)) dt]

o

Cuando, ademas, se da la condicion de contorno V(x, n)
se tiene la siguiente ecuacidon de equivalencia estitica:

Ex, n) V(x, n) = V(x, 0) +

4 f E(x, t) (P(x, ) — Po(x, 1)) dt

que permite el calculo de las primas medias y hablar del
método prospectivo para el calculo de las reservas,
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Ejemplo—Seguro mixto unitario:

Fuerza actuarial ................... p(x,1) = & 4 px + t
Prima natural ..............ooeee. PM(x, 1) = px ++ t
Condiciones de contorno......... V(x,0) =0, V(x, n) = 1

La prima media constante se obtiene de la siguiente ecua-
cion de equivalencia estatica:

mn

V(x, n) E{x, n) = j Ex, t) (P —px + t) dt =

0 o _ . 3
= P Qxn| — A xn|
es decir:
— - —t_ - —
POxn| = A xnl + E(x, n) = Axn|

La reserva retrospectiva es:

k
1
PQxk| — X’;qﬂ
T Ex K

Teniendo en cuenta la condicién de contorno V(x, n) =1
se llega a la reserva prospectiva:

Vix. k) =Ax +t:n—t —PQx +t:n—t

4.2. Capital en riesgo.

Partiendo de la ecuacién dinamica de las reservas:

k

Vix, t) = V(x, t) (8 -+ Z v:t) + Px, t) — Z S(:)H 1t

()

x4+t
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y admitiendo como prima de ahorro:
Pn(x’ t) = V\l(xs t) - SV)X, t)

tendriamos la siguiente prima de riesgo generalizada:

i ) (r) (r)
Pi(x, 1) = 2 S, b, — V&Y Z v,
1 1

la cual estd asociada a la esperanza matematica de la va-
riante:

t=mn—E¢
en donde 1 y £ son:

(r)
P(§ = Vix, ) = ). v,,, dt

1

es decir, asociadas a los sumandos positivos y negativos
respectivamente del capital en riesgo. La variante { nos ha-
bla del capital en riesgo v la prima de riesgo generalizada es:

P®)X(x, 1) dt = E()

En esta prima de riesgo generalizada se encuentra inclui-
do el Residuo tal como aparece, para casos menos generales,
en la concepcion de Saxer,

Para ver mejor la relacion que existe entre los concep-
tos de prima de riesgo incluyendo o no el residuo veamos
los siguientes casos que se pueden presentar al suponer que
las probabilidades asociadas a la capitalizacion actuarial coin-
ciden con las asociadas al pago de capitales, es decir, que

(r) (r)

vx-!-[ = p’!—}—l
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a) Caso en que k < m.—En tal caso la descomposicién,
con prima de riesgo generalizada, seria:

P(x, t) = (Vi(x, t) — &Vx, t)) -4
m k
()] (r) E (r)
+ Z Sx+t I"’x+t — Vix, 1) 2 p’x+t
1 1

= Pa(x, 1) + Pr(x, t)

Admitiendo la existencia del residuo tendriamos la si-
guiente descomposicion de la prima:

P(x, t) = (Vi(x, t) — 8V(x, t) +

- (r) (r) m )
+ Z (S_\'ALt - V(X; t)) "!'xﬁ‘t + Z V(X, t) ”'H»t
1 X+1
— PYx, t) + Pi(x, ) + R

Un caso particular seria aquel en que k =0y m =1, es
decir:

V(x, t) = V(x, t) 8 + P(x, ) — S+t px4 t

la cual coincide con la ecuacién diferencial que establece
Hansen (*) para los seguros de vida con ahorro no-condi-
cionado.

En el caso general hay m — k causas (r =k + 1, k + 2,
..., m) que dan lugar, ademas del pago del capital, a la de-
volucién de las reservas.

b) Caso en que k = m.—Aqui la descomposicion de la
prima seria:

o ® @
P ) = (Vi(x, ) — V(D) + Y 5, — V= Dp,

+ x+1
= P%x, t) &~ P(x, 1)
(") Canr. HanNseN: “Sobre algunos teoremas y féormulas de la Ma-

tematica del seguro de vida sobre una cabeza”. Skan. Akt., 1960,
nam, 3-4.
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En este caso no hay residuo y todas las causas que dan
lugar a pago de capitales liberan reservas a favor del asegu-
rador.

¢) Caso en que k > m.—Aqui la descomposiciéon de la
prima sera:

P(x, t) = (Vi(x, t) — 0V(x, ) +
1)
+ 2 (Sm — Vix, B) p. . Z Ves, o,
m+41
en donde el ultimo sumando seria el residuo, en este caso

negativo, ya que las causasr = m + 1, m + 2, ..., k liberan
también las reservas a favor del asegurador.

4.3. Prima de ahorro condicionada a la capitalizacion actuarial.

Ya hemos dicho que éste es un concepto mas fecundo for-
malmente, puesto que en dicha capitalizacion aparecen re-
cogidas las causas que modifican la variacion de las reser-
vas en la evolucion estocastica de la operacion.

Partiendo nuevamente de la ecuacion dinamica:

k m
() (r) (r)
Vix, t) = V(x, 1) ( 5+ E vm) +Pxt—VYS

1 1

= V(x, 1) p(x, 1) + P(x, t) — P"(x, t)

x4+t ’L x4t

Esta prima de ahorro sera:

PYx, t) = Vi{x, t) — V(x, t) p(x, t) = P(x, t) — P® (x, 1)

En base de dicha capitalizacion actuarial podemos esta-
blecer:

k k :
fE(X. t) Pix, t) dt = f E& ) (Vi(x, ) — V(x, 1) o(x, t)) it

= E(x, k) V(x, k) — E(x, s) V(x, s)
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es decir:

)

E(x, k) V(x, k) = E(x, s) V(x, s} +

k
+ J- Bx, §) (P(x, t) — Po(x, 1)) dt

1a ecuacion funcional de las reservas de Schéirf obtenida aqui
con recursos exclusivamente actuariales. Para s — 0 tendre-
mos las reservas retrospectivas ya obtenidas anteriormente.
4.4. Aplicaciones.

Veamos los mismos casos tratados en el capitulo 2.2.

a) Seguro para caso de invalidez.—La ecuaciéon dinami-
ca sera:

(tVox  PO(x, t) (1 4+ i) = ex + t + p8x + £+t + 1V¥x

la prima de ahorro condicionada a la capitalizacién actuarial
sera:

vp®¥x 4 t ot 4 1VUx — tVUx — PO(x, t) — vex 4 {
es decir:

t + 1Eax

. Vaix _ tVéix — Pl(x, t) —
TRty t + 1Vax x = PY(x, t) — vex |- t

procediendo a actualizar en base de tE%%x;

k—1
E(t 4 1E%x - t 4 1VOx — (Rl . Vi) —
t—=0 k-1 '

= 2 tE%x (P¥(x, 1) — vex + t)

t—0
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se obtiene:

kEWx « kVOix — (V8x
k—1

+ 2 tE%x (PY(x, t) — vex + t)

t=0

Para las condiciones de contorno 0V¥x — wV%x = 0 la
prima constante media se obtiene de la siguiente ecuacién
de equivalencia estatica:

—_ w—1

(P 2 tR%x — Z tE%x + v ¢ EX 4 t

0 sea:
(P*)x d%x = (A%x)

b)Y Caso de reniam de invalidez—l.a ecuacion dinamica
sera:

(tVix + PO(x, ) 1 + i) =p¥x -t Ax +t 4+ 14
+ p%x - t.t L 1VUx
siguiendo el mismo camino podemos escribir:

t 4 1E%x ) :
——————— « t L 1Vaix — {VOx = PUi(x, t) —
tEx
—vplx ;- taix +t 1
. procediendo a actualizar (actuarialmente) se llega a:

kE%x . kVY — QVlx
k~1

+ z {E%ex(Pi(x, t) — vpYx + t Alx 4 t + 1)

0
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Para condiciones de contorno 0V%x =— wV%x = ( se ob-
tiene la prima constante media de la siguiente ecuacidon de
equivalencia esfatica:

w—1
P 88x = Z tE%x - Vp¥x - t-8x 4+t 4+ 1

0 = Qloix

¢) Caso de renta de supervivencia.—La ecuaciéon dinami-
ca sera:

tVx/y + Px/y) A + 1) =
=qx +-ipy +t-ady +t4+ 1 4px 4+ tpy+t-t+ 1Vx/fy

haciendo operaciones se tiene:
t4+ 1 Exy

tExy
=Px/y—vgx + t-py 4 tay +t+1

~t + 1Vx/y — tVx/y =

aplicando el factor de actualizacion tExy y sumando se
llega a:
kExy « kVx/y = 0Vx/y +

k—1

+ Z tExy(Px/y — vqx + tpy + tdy + t 4+ 1)

0

Para condiciones de contorno ®Vx/y = 0Vx/y = 0 se llega
a la siguiente ecuacion de equivalencia estatica:

w—1 w—1

EtExny/y=ZtEx’qux+tpy+tay—{—t—[-l

0 ]

v la prima constante media se obtiene de:

Px/y Axy = Qx/y
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