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I. INTRODUCCION

Ei problema del reparto de costes puede abordarse a través de fa aplica-
cién de la teoria de juegos cooperativos, siempre que se cumplan ciertas
condiciones previas.

Esta afirmacion podemos entenderla partiendo de un conjunto de usua-
rios que desean acceder a un determinado servicio. Entre los distintos usua-
rios puede existir una cooperacion de modo que se logren ventajas para cada
uno de ellos. Dicha cooperaciéon puede presentarse entre todos los usuarios
existentes o también por medio de subcoaliciones entre algunos de ellos. En
ambos casos, el tema que abordamos es, una vez determinado el coste total

de acceder al citado servicio, como deberia distribuirse €l mismo entre los
usuarios.

Ante este problema, la teoria de juegos cooperativos, nos ofrece una
aproximacion importante, que deseamos recoger. La literatura que abarca
este problema piantea su solucidon foermulando el reparto atendiendo a los
beneficios obtenidos por la cooperacion. En nuestra exposicién, abordare-
mos ¢l tema en funcién de la asignacién de costes en lugar de beneficios, ya

que pensamos que, de este modo, la exposicion es mas clara y no trastoca la
evidente relacidn entre ambos.
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El irabajo presentado se encuentra estructurado siguiendo el esquema
que indicamos a continuacion. En la Seccion 2 ponemos de relieve las prin-
cipales razones que justifican las causas por las que interesa realizar el repar-
to de costes. La Seccién 3 plantea los conceptos basicos de la tcoria de
juegos para el estudio de los costes comunes. En la Seccién 4 abarcamos
aquellas soluciones para juegos n-personales cooperativos gue pensamos gue
tienen una relevancia especial en el problema planteado. LLa Seccién 5 realiza
una comparacion entre las soluciones planteadas y presenta las caracteristi-
cas fundamentales que las diferencian entre si. Y, finalmente, en la ultima
seccidn planteamos un ejemplo de introduccion al tema, que pretende, por la
simplicidad con que se ha presentado, ofrecer una vision clara y concisa de
las soluciones recogidas previamente.

2. JUSTIFICACION DEL REPARTO DE COSTES

La aparicion de costes comunes (1) en la empresa surge cuando existen
elementos de costes que no pueden afectarse de las clases de costes a los
portadores. Por ello, puede plantearse la necesidad de encontrar «bases de
reparto» que permitan una asignacion mas efectiva de los mismos, generan-
do de esta forma informacion suficiente para la toma de decisiones empresa-
rial.

Si partiéramos de la consideracion de la empresa desde una perspectiva
global y no individualizada para cada uno de los elementos que la compo-
nen, el reparto de costes podria ser innecesario,

Sin embargo, es evidente que la implantacién y el desarrollo de la Con-
tabilidad por niveles de responsabilidad (2) exige una evaluacién continuada
de la actuacion de las divisiones de la empresa. Para que dicha evaluaciéon
sea completa, debe plantearse el reparto de los costes comunes entre los
centros, de modo que cada uno de ellos sea considerado como generador de
costes ¢ ingresos (3).

La idea de llegar a repartir estos costes supone encontrar una clave de
repartio adecuada y consistente con nuestros objetivos. No obstante, como

(1) Siguiendo a Fernandez Pirla, podemos definir los costes comunes como «aquellos
costes en los que técnicamente no se puede individualizar la imputaciény, FERNANDEZ PIRLA,
J. M.: Teoria economica de la Contabilidad. Madrid. ICE. 1970, pag. 234,

(2) Esto implica el establecimiento de un sistema de control de la direccion que permita
evaluar a los directores de las distintas divisiones. Puede consultarse, entre otros, FERRARA,
W. L.: Responsibility accounting: A basic control concept, en THOMAS, W. E.. Readings in
cost accounting, budgeting and control. Cincinnati. Ohio. South-Western Publishing. 1973,
pags. 60-72, .

(3) Nos referimos a la consideracion de los centros de responsabilidad como «centros de
beneficioss. ’
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apunta A. Thomas (4), «la mayor parte de los repartos de costes son arbitra-
rios» (5) v, por tanto, indtiles de cara a la toma de decisiones empresarial (6).
A pesar de esta afirmacion, y por lo expuesto con respecto a la importancia
de la descentralizacién en la empresa, en muchas ocasiones es conveniente
realizar este reparto. Podemos sintetizar los métodos existentes para su dis-
tribucioén en los siguientes grupos (7):

1. Métodos pragmaticos.

Consisten en la asignacidn de costes basindose en las relaciones técnicas
de los productos.

2. Meétodos basados en el andlisis marginal.
Se basan en las funciones de costes y de demanda de cada producto.
3. Meétodos basados en la programacién matematica (8).

Se utilizan al extenderse la aplicacion de los ordenadores a la gestion
empresarial. El problema planteado resuelve decisiones respecto a la combi-

nacion de factores a efectuar para obtener una determinada cantidad de los
productos.

4. Métodos basados en la teoria de los juegos.

Por todo lo sefialado, y a pesar de que compartimos la postura expuesta
por Thomas y de que asumimos la arbitrariedad de los métodos clasicos
propuestos, pensamos que, en particular, con la utilizacién de la teoria de
juegos, podemos abordar la resolucion del citado problema, llegando a con-
clusiones bastante satisfactorias, ya que la teoria de juegos suministra una
medida del efecto interaccion entre los factores (9).

(4) Véase, entre otros: THOMAS, A, L.; «The allocation problem: Part twon. Studies in
Accounting Research 9. American Accounting Association. 1974,

(5) Esta afirmacidn ha sido mantenida por la mayoria de los autores que han tratado el
lema.

(6) Sin embargo, el propio Thomas sefiala que existen repartos no arbitrarios que se
encuentran «teéricamente justificadoss. Puede consultarse, por gjemplo, THOMAS, A, 1..: «On
joint cost allocations». Cost and Management. Septiembre-octubre, 1974, pags. 14-21.

(7) Los tres primeros grupos pueden consultarse en: CANIBANO, L., y MaLLO, C.: «El
cilculo de costes en la produccion conjuntar. Revista Espariola de Financiacion y Contabili-
dad. Abriljunio, 1974, pag. 105.

(8) A este respecto puede consultarse un interesante trabajo realizado por: KAPLAN, R.
8., ¥y THOMPSON, G. L.; «Overhead allocation via mathematical programming modelss. The
Accounting Review. Abril, 1971, pags. 352-364.

HARTLEY, R, V.: «Decision making when joint products are involveds. The Accounting
Review. Octubre, 1971, pags. 746-755.

(9) Los requisitos minimos que debe cumplir un método de reparto, podemos expresarlos
del siguiente modo: «Debe ser posible especificar el método que se emplee y defenderlo ante
otras alternativasn. THOMAS, A. L.: «The allocation problem in Financial Accounting Theory».
Studies in Accounting Research 3. American Accounting Association, 1969, pag. 7.
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3. CONCEPTOS BASICOS DE JUEGOS PARA EL ANALISIS
DE LOS COSTES COMUNES

Nuestro estudio se encuentra basado en Ia teoria de juegos cooperativos
desarrollada por Von Neumann y Morgenstern (10). Por ello, estamos supo-
niendo que las partes que intervienen en el juego obtienen ventajas positivas
por actuar conjuntamente, es decir, en nuestro caso, ¢l actuar individual-
mente llevaria a que cada centro tuviera que soportar unos costes mas eleva-
dos que en el caso de que exista una cooperaciéon (11) entre los
departamentos.

El problema planteado se desarrolla considerando las «n» divisiones de la
empresa como los «n» jugadores que intervienen en el juego. La cooperacion
entre ellos vendra medida por el ahorro de costes que surge al actuar conjun-
tamente.

El ahorro de costes se plantea cuando las divisiones deciden formar co-
aliciones, es decir, agrupaciones de las mismas para conseguir una utilidad.
Por eso, el término «ahorro de costes» lo entendemos como la disminucién
de los costes totales de las divisiones al formar una determinada colacién.

Nuestro problema sera indicar como afecta este ahorro sobre los costes
de cada divisién. Por ello, debemos encontrar algin método de reparto que
beneficie a todas las partes. Si dicho método no plantea ventajas en cuanto a
la disminucién de costes en alguna division, la misma no tendra razones
motivacionales gue le lleven a constituir la citada coalicidén para utilizar los
servicios comunes y, por tanio, podria acceder a fuentes ajenas a la coalicién
que pueden ir en detrimento de la empresa en su conjunto.

Antes de plantear ¢l desarrollo de los modelos matemdticos posterio-
res (12), conviene precisar una serie de conceptos necesarios para el desarro-
llo de los mismos:

— La empresa consta de n divisiones que representamos por el conjun-
to N,

-~ En un deseo de minimizacion de costes, el acceder todas las divisiones
conjuntamente a los servicios requeridos le supone a la empresa un
coste X.

— La utilizacion de los servicios de un modo independiente por cada
una de las divisiones le supone un coste u(i)= ¢V¥i—=1,....n/
¥ ;.= C. Se supone que dicho importe se ha ontentdo por una

seleccion eficiente entre las alternativas existentes.

(10) VON NEUMANN, J., ¥y MORGENSTERN, Q.0 Theory of games and economic heha-
vior. Princeton. Princeton Universjty. 1953,

(1) El que exista cooperacion significa que hay una coordinacidn de las estratcgias indi-
viduales para maximizar la utilidad accesible a una colacion.

(12) Para una exposicion al respecto, puede consultarse: LUCAS. W. F.: «An averview of
the mathematical theory of gamesn. Management Science. Enero, 1972, pags. 3-19,
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— El coste conjunto es tal que X=C.
— Fl ahorro de costes vendra definido por: ¥=C — X.

— Nuestro problema sera repartir los costes conjuntos X entre las divi-
siones, considerando el ahorro de costes expuesto.

— Por P(N) representamos las partes de N.

— Todo reparto vendré expresado por medio de un vector u = (u,
u,, ... ,u,), en donde u, expresa el coste asignado a la division i, para
i=1,2,...n, de modo que w,=0.

— El problema que abordamos es determinar repartos «satisfactorios».
Con ello queremos expresar que el reparto propuesto no debe perju-
dicar a ninguna de las divisiones que intervienen en el mismo.

— En un deseo de subsanar el problema de la arbitrariedad del reparto,
vamos a exigir que para que un reparto sea satisfactorio, reGna los
siguicntes requisitos:

a. Toda divisién debe beneficiarse al cooperar en la utilizacion de
servicios comunes. Por ello, &, = ¢ (i) (13).

b. Los costes comunes X deben ser asignados en su totalidad a las
divisiones. Ello supone que, en ningin caso, serd la alta direccion
de la empresa la que haga {rente a una parte del mismo a traveés
de bonificaciones. Del mismo modo, las divisiones no deben so-
portar un coste superior a X, negando, en tal caso, la posible
pena11zac10n impuesta por la central al acceder conjuntamente al
servicio requerido. Por ello, 2‘ w=c(N)= X (14).

— A todo vector de reparto u:(u,, ..., 1,) que cumpla las dos con-
diciones anteriores, le denominaremos «imputacion» (15), si-
guiendo la terminologia de la teoria de juegos (16).

(13) Cuando se da esta condicion se dice que «el reparto es individualmente racional».

{14) A esta condicidn se le denomina «optimalidad de Paretos.

{15) Nuestro concepto «imputacion» no coincide exactamenie con et definido por la teoria
de juegos. Esto es debido a que nuestro planteamiento estd basado en una funcion caracteristi-
ca definida en términos de costes y no en términos de beneficios. La razén fundamental por la
cual seguiremos utilizando el término imputacién, y no otro paralelo, es que con el mismo
recogemos la idea de un reparto minimamente satisfactorio.

El concepto imputacion puede consultarse en EKELAND, | La théorie des jeux er ses
applications a l'économic mathémarigue. Paris. Ed. Press Universitaires de France. 1974, pags.
57-38.

{16) Por lo expuesto ¢n la cita 15, en los apartados sucesivos utilizaremos la misma ter-
minologia de la teoria de juegos. No obstante, convienc precisar que al trabajar en términos de
costes en lugar de beneficios, los planteamientos clasicos de la teoria de juegos sufriran deter-
minadas modificaciones que iremos incluyendo paulatinamente. Omitiremeos las demostracio-
nes entre estas equivalencias, puesto que las mismas son casi paratelas.
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4. APORTACION DE LA TEORIA DE JUEGOS AL REPARTO
DE COSTES COMUNES

4.1. PROPUESTA DE MORIARITY

El método que pasamos a desarrollar no se incluye, con generalidad, en
las soluciones basadas en la teoria de juegos, sino que se engloba dentro de
lo que anteriormente hemos denominado «métodos pragméticos». Sin em-
bargo, debido a que la propuesta sugerida se encuentra desarrollada sobre
uno de los conceptos mas destacables de la teoria de juegos (17), pensamos
que es valida su inclusién como punto de partida hacia otras propuestas mas
desarrolladas.

Como sefiala Moriarity, la razén que justifica la existencia de costes co-
munes no es otra que ¢l ahorro de costes que se produce con la utilidad de
los mismos (18). Por ello, cada portador de costes debe beneficiarse del suso-
dicho ahorro. De este modo, siguiendo la nomenclatura e€xpuesta anteriot-
mente, el ahorro de costes vendra dado por:

Yy=~C- X

La relacion de los costes de cada divisidn con respecto a los costes totales
SETa:

La propuesta de Moriarity consiste en asignar a cada departamento una
parte del ahorro generado, en funcién de la incidencia de los costes indivi-
duales de una determinada divisién con respecto a los costes totales:

N ¢
Ahorro por division e

(C—X)

De este modo, tras deducir el ahorro de costes, tendremos un coste impu-
tado a cada division expresado del siguiente modo:

¢ X
e e (C— X)=C,
¢, Y, ¢

(17) Nos referimos al concepto de «ahorro de costesn.
(18) MORIARITY, S.: «Anather approach to allocating joint costsn. The Accounting Re-
view. Octubre 1975, pag. 792. -
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Con este método, siempre existen determinadas ventajas que conducen a
la cooperacién conjunta. Sin embargo, pensamos que no existe motivacion
en cuanto a la reduccién individual de costes ya que el beneficio, asignado

en funcién del coste, se reparte en funcion directa a los costes especificos
(19).

4.2, EL nNOCLEO

Puesto que nos encontramos realizando una aplicacién de los juegos
n-personales cooperativos a un problema de contabilidad interna, podemos
recoger todas las soluciones presentadas por la teoria de juegos al respecto y
adaptarlas al caso expuesto. No obstante, y dada la poca relevancia que
muestran algunas de ellas, pensamos que posee un mayor interés la exposi-
cidn de una selecciédn de las mismas que aporte soluciones validas al prable-
ma del reparto de costes.

Dentro de las soluciones seleccionadas, pasamos a desarrollar &l nucleo,
que aunque individualmente tiene sentido por si mismo, nos servira con pos-
terioridad, como base de referencia de las otras soluciones que presentare-
mos, debido a las conclusiones que de ella deducimos.

Con el fin de que todo reparto gue se propenga sea aceptado por todas
las divisiones, teniendo en cuenta las posibles coaliciones que se puedan
formar, exigiremos que para que se acepte una imputacién, ésta no debera
estar blogueada por ninguna colaciéon (20). Al conjunto de soluciones que no
estan bloqueadas por ninguna colacion se le denomina «nucleos.

El cilculo de las imputaciones que estan en el nucleo podemos determi-
narlo, de un modo sencillo, a través de la siguiente caracterizacién:

Una imputaciéon «u» esta en el nucleo del juego si y sélo si V.Se P(N)
se cumple en > u, = ¢ (S) (21).

(I9) El método de Moriarity es objeto de una réplica a través de la exposicion de un
ejemplo planteado por LOUDERBACK, | G.: «Another approach 10 allocating joint costs: A
commenty». The Accounting Review. Julio 1976, pags. 683-685.

No obstante, ¢ste autor aplica de un modo indebide el modelo de Moriarity, por lo que
este dltimo reafirma su método en. MORIARITY, S.: «Another approach to allocating joint
costs: A Reply». The Accounting Review. Julic 1976, pags. 686-687. Existe una conjuncion de
ambos procedimientos en BALACHANDRAN, B. V.| vy RAMAKRISHMAN, R. T.: «Joint cost
allocation: A unified approach». The Accounting Review. Enero 1981, pags. 85-96.

(20} Una coalicién S, se dice gue «bloguea una determinada imputaciéns cuando los
miembros qe constituyen dicha coalicion se encuentran en una situacion mds ventajosa gue la
resultante de la imputacién, siempre gue se forme esa coalicion y se repartan entre sus divisio-
nes el ahorro de costes generado. Es decir. S bloguea a la imputacion & = (u,,
VieS{wi<u v u’'=c(S)

e

i)

(21} Una demostracion equivalente a ésta se encuentra desarrollada en EKELAND, [.; O,
¢ir., pags. 58-59. No obstante, dicho autor desarrolla su exposicién en términes de beneficios,
pere nosotros la hemos adaptado mostrandola en términos de costes.

39



MARIA ANTONIA GARCIA BENAU Y ANTONIA IVARS ESCORTELL

Dada una imputacion del nacleo (22), no existen razones que justifiquen
la creacion de subcoaliciones entre las divisiones de la empresa. Ello se debe
a que si se forma la coalicidon S, las divisiones componentes se repartiran el
coste ¢ (5} tal que ,.(ZS u; = ¢ (§). Estas mismas divisiones en el reparto pro-
puesto por ef nicleo tendran un coste v, de modo que 3 u, <= c (§5).

s

Esto permite afirmar que a las divisiones que forman la colacién S les

interesa aceptar el reparto del nucleo, ya que:

— Si 5—3. u, = ¢ (§), implica que a todas las citadas divisiones les seria
indiferente aceptar el reparto del nécleo o formar la coalicion (23).

-— Si ES. u, << c(S§), implica que las divisiones de la colacién § soportan

un coste menor aceptando, por tanto, €l reparto del nucleo.

Existe gran cantidad de juegos, en los que el nicleo no es vacio. En tales
casos, y por todo lo expuesto, aceptaremos su solucién como aquella que
nos asegura un reparto satisfactorio para todas las divisiones. No obstante,
pueden presentarse, juegos en los que el nicleo sea vacio. En dichas situa-
ciones, intentaremos buscar soluciones alternativas que resuelvan nuestro
problema.

4.3, ¢-NUCLEO

Dentro de las soluciones aportadas por la teoria de juegos, y que pueden
transcribirse facilmente en instrumentos de asignacion satisfactoria de los
costes comunes entre las divisiones de 1a empresa, vamos a referirnos a una
de ellas, que a pesar de no ser considerada, con generalidad, como una de las
vias mas claras para resolver problemas de distribucion, pensamos gue su
utilizacién aporta una visién interesante al mismo.

La solucion propuesta por este método abarca dos problemas muy dife-
renciados entre si. Esta distincion la hemos efectuado tomando como base la
exposicion mostrada por Shubik (24). Dichos apartados son los siguientes:

a. Nucleo vacio

Existen determinados casos en los que el nicleo del juego propuesto es
vacio. En tales circunstancias, podemos aplicar una serie de procedimientos
que nos conducen a la existencia del nucleo,

(22) Siguiendo a Jensen, a toda imputacién que esté en el nicleo, se le denomina «reparto
mutuamente satisfactorion. JENSEN, D. L.: «A class of mutually satisfactory allocationsw. The
Accounting Review. Octubre 1977, pags. 842-856.

{23) Esia afirmacion debe entenderse en sentido global, puesto que puede ocurrir que una
determinada division tenga un coste menor si esta en la coalicion S, a cambio de incrementar
los costes de otra divisidn de S.

{24) SHUBIK, M. «Game theory models and methods in political economy». en ARROW,
K. J., e INTRILIGATOR, H. D.: «Handbook in economics». North Hoiland 1981, pag. 305.
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Como sabemos, una imputacidon & esta en el nucleo cuando se cumple
que:
2 u,< ¢ (5)(25)

it

Por tanto, si el nicleo es vacio se verifica para toda imputacion 4 que
existe al menos un Se P(N)tal que /.5 &, >> ¢ (S). Un procedimiento para que
aparezcan imputaciones en el niicleo consistira en aumentar el término ¢ (S)
de modo que logremos que se cumpla la condicion necesaria para que exista
nicleo, Para ello, introducimos una constante «e», con significado econdémi-
co propio y que posteriormente concretaremos para nuestro casc, de modo
que {26):

<o (S)+e VSeP(N)

it s

Obsérvese que en las colaciones, 8 en las que se cumplia |Z\ u=c(S8’)

también se cumple j(zs,u,‘_:c (S)+e

El problema planteado puede resolverse aplicando programacion lineal,
quedando formulado el programa del siguiente modo:

Min e

2 u<c(S)te YSeP(N)

ieS§

> w,=c(N)

b. Nucleo no trivial

Puede suceder que en el problema inicial el nucleo lo formen muchas
imputaciones, es decir, que existan muchos vectores @ = (1, iy, ..., U4,) quUe
cumplan que Eg u,=c(S)

En un deseo de reducir ¢l conjunto de imputaciones en €l nicleo, pode-
mos reformular el problema anterior. Para ello, utilizaremos la constante e,
de modo que nos enfrentaremos a un problema del siguiente tipo:

Maxe

{25) Esta relacion se dara en el supuesto de hablar de reparto de costes y no de ahorro de
costes. En este ultimo caso, deberia cumplirse 2 1w, = ¢ (S)
ieX

(26) Obsérvese que ¢l problema inicial queda reformulado en un nuevo problema, en el
cual ya existe el nicleo.
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sujeto a
u=c(s)—e VSeP(N)
’Z' u,=c(N)

i=1

Observemos que la solucion obtenida de este problema no tiene por qué
resultar una tnica imputacion, sino que pueden existir un ndmero de impu-
taciones que serdn cuantitativamente inferiores a las obtenidas con el pro-
blema inicial. La obtencidn de una u otra solucidon dependerd, evidentemen-
te, del problema planteado.

4.4, EL NucLroLo

Otra de las soluciones propuestas para la resolucion de juegos n-persona-
les fue introducida por Schmeridler (27) a través del concepto del «nucleoclo».

Planteamos el problema definiendo:
efx, S)=c¢(S)— 2 x

T el
donde:
X €$ un vector imputacion.

e {x, §) mide el «grado de aceptacién» de la coalicion § con respecto a la
imputacion x.

Detallemos, en primer lugar. el sentido de «grado de aceptacionn.

Cuando e(x, 5)=0, se cumple que ¢ (S)EHES x,. Esto muestra que los

miembros de S aceptan el reparto propuesto, de modo que el coste asignado
por el vector imputacion a los miembros de S es menor que el que hubieran
obtenido al formar la coaliciéon S independientemente de las demds divisio-
nes.

N
Cuando e (x, §) =0, se cumpie que ¢ {.S)= = x,. En este caso, el grado de
aceptacion seria nulo, puesto gque las divisiones de § saldrian perjudicadas.

Para el calculo del nucleolo, formaremos un vector Z e R* ', donde cada
componente viene definido por e(x, S)V¥V 5e P(N), realizando una ordena-
cion de las mismas siguiendo un orden creciente de aceptacion.

- Cada imputacion dara lugar a un vector de 2"—1 componentes, por lo
que procederemos a realizar un orden lexicografico (28}, de modo que selec-

{27) LITTLECHILD, 8. C.; «A simple expression for the nucleolus in a special casen. faf.
Journal of game theory. Vol. 3, 1974, pag. 21.

(28) Dados dos vectores Z, y Zhtal que Z=(Z,, Z,, .., Z,,. ) Z'=(Z", 2}, ..., 2%, ) s¢
dice que el vector Z es mayor o igual que Z’siguiendo un orden lexicografico si y sélo si existe un
I=m=nptalqueVje {1.2,..m} Z=L yvparai=m+1 Z>Z7Z
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cionaremos aquella imputacién cuyo vector Z asociado sea maximo con res-
pecto a la ordenacion efectuada.

Al vector imputacion resultante se le denomina nucleolo, pudiendo apli-
carse para su resolucion el algoritmo de Kopelowitz (29). Como caracteristi-
cas mas significativas del nucleolo sefialaremos que su solucion es dnica, y
siempre esta incluida en el nicleo cuando éste no es vacio. No obstante, si el
niicleo es vacio, el reparto propuesto por el nucleolo es una imputacion sa-
tisfactoria.

4.5, VALOR DE SHAPLEY

L. Shapley (30) propuso un método para determinar el valor para cada
jugador en un juege n-personal, basdndose en la funcion caracteristica y
haciendo abstraccion de otros factores (31).

La aplicacion del denominado «valor de Shapley» a los problemas con-
tables fue introducida por Shubik (32) al considerar la incidencia de esta
aproximacion en la asignacidon de costes conjuntos (33).

La propuesta planteada por Shapley es la mas utilizada por los autores
que han trabajado el tema del reparto de costes a través de la teoria de
Juegos. Su justificacion se encuentra en que cumple las condiciones deseables
de cualquier reparto satisfactorio, en la mayoria de las ocasiones.

El método de Shapley (34) reparte los costes seglin ¢l incremento de be-
neficio que aporta cada division a la coalicion del modo siguiente;

s (5= D! (n-s)!
W N

Se PPNy

[¢(S)— (S —i)] i=1,..n

donde:
S representa una determinada coalicion.

5 niumero de divisiones que integran la coalicion S.

(29} Puede consultarse un desarrollo de este algoritmo en LITTLECHILD, 8. C.: Oh. cit.,
pags. 22-23.

(30) SHarLeEy, L. S.: «A value of n-person gamese, in KUHN, H. W., y TUCKER, A, W.:
Contributions 1o the Theory of games. Princeton University Press, 1953, pags. 307-317,

(31} Puede consultarse al respecto DAVIS. M. Teoria de juegoy. Madrid, Alianza, 3.4 ed.,
1979,

(32) SHUBIK. M.: «Incentives, decentralized control, the assignment of joint costs and
internal pricing». Management Science. Abril 1962, pags. 325-343.

(33) La exposicion de Shubik ha sido ampliada por ANTON, H. R.: «Discussion: the
budgetary process and Management Controls, in BONINI, C. P2 JAEDICKE, R. K., y otros:
«Management Controls: New Directions in Basic Researchs. McGraw Hill, 1964, pags. 227-
236. Del mismo modo, existe una breve exposicion al plantear el tema de los precios de trans-
ferencia en ABBEL-KHALIK, A, R., ¥y LUsK. E. J.: «Transfer pricing: A synthesiss. The Ac-
counting Review. Enero 1974, pags, 8-23.

(34) Puede consultarse una exposicion del mismo en: JENSEN, D, L.: Ob. cit. CALLEN, J.:
aFinancial cost allocations: a game theorctic Approachs. The Accounting Review. Abril 1978,
pags. 303-308.
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Vamos a efectuar un andlisis de la expresion propuesta por Shapley:
El término ¢ (S)— ¢ (§ — i) puede tener dos aceptaciones:

— la primera de ellas se basa en el supuesto de considerar que la divi-
s16n «i» no forma parte de la coalicién §. En tal caso, ¢(§)=
=¢ (S — i}y, por tanto, el término analizado sera cero.

c(S)—c(S—i)=0

Este caso indica que la divisién i no aporta ningin coste a la coalicion.

-- la segunda aceptacion considera que la divisidn i forma parte de la
coalicion § objeto de estudio. En tal caso,

cAS)—cfS — =0
que indica el incremento de costes que supone la incorporacién de la divi-
sion { a la coaliciéon §'={ S —1i}.

Como puede observarse, ¢l reparto esta en funcion del coste generado a
través de la expresion ¢ (5) — ¢ (8§ — i). Dicho reparto se asignard por medio
de la proporcion:

(s- 1! (n—s)!
n!
donde (s — 1)! indica el nimero de permutaciones que se pueden formar con
{s — 1) divisidn, excluida la division £, {(n — s)! es el nidmero de permutacio-

nes de las divisiones que no estan en la colaciéon S; n! es ¢l numero de
permutaciones que se pueden formar con las n divisiones.

Al considerar en el cociente anterior la relacion entre casos favorables de
que la divisién i aparezca en el lugar «s» y casos posibles, estamos refirién-
donos al concepto de probabilidad. En todas las situaciones, abordamos la
inclusién de la division en el lugar «s», cada alternativa se supone equipro-
bable, ponderandola adecuadamente segin la expresion utilizada (35).

Por todo lo sefialado, podemos afirmar que aunque el reparto de Sha-
pley cumple las condiciones de un buen reparto, no permite ninguna flexibi-
lidad a la direccion en cuanto a la asignacién de costes, puesto que presenta
un unico esquema de reparto,

Del mismo modo, el analisis de Shapley puede resultar laborioso cuando
el numero de divisiones que formar en juego es muy elevado. En tales casos,
existen algoritmos desarrollados que agilizan su célculo (36).

{35) Puede consultarse una aplicacion del valor de Shapley a un caso concreto en LITT-
LECHILD, 8. C., y OWEN. G.: «A simple expression for the Shapley value in a special casen.
Management Science. Noviembre 1973, pags, 370-372,

{36) Puede consultarse al respecto: MEGIDO, N.: «Computational complexity of the game
theory approach to cost allocation for a treen. Marhematics of Operations Research. Agosto
1978, pags. 189-196.
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Para terminar, sefialaremos que el valor de Shapley es consideradoe como
un instrumento 0til en una toma descentralizada de decisiones (37) e igual-
mente dicho reparto satisface las condiciones de niicleo para gran parte de
los problemas de asignacion de repartos comunes (38), aungue existen casos
en los que no pertenece al ndcleo.

Fl esquema propuesto hasta ahora de la aproximacién de Shapley po-
driamos denominarlo «reparto simple de Shapleys. Su determinacion nos ha
lleva a la conclusién de que su valor no siempre se encuentra en el nicleo,
por lo que pueden formarse subcoaliciones que actuando independientemen-
te incrementen los costes totales de la empresa. Reulta evidente que esta
actuacién afectaria a los resultados potenciales de la empresa de un modo
negativo, lo que plantea como insatisfactonio el reparto de costes propuesto.

Por ello, y en un deseo de lograr que la solucidn a la que lleguemos
reuna las condiciones del nicleo, Hamlen, Hamlen y Tschirhart (39) propo-
nen ung generalizacién del reparto anterior (40). Para ello, proponen la mo-
dificacién de dos de los axiomas basicos, pero tomados de une en uno, de
modo que se mantengan el resto de hipotesis invariables.

En uno de los casos planteados por dichos autores rechazan la pondera-
cién de Shapley y proponen su sustitucidon por un cociente que muestre Ja
relacion entre las demandas individuales de las divisiones con respecto a la
demanda total (41). Esto nos permite pensar que, al igual que los autores
examinados consideran las demandas a la hora de calcular la ponderacion,
nosotros podriamos referirnos a cualquier otro concepto que tenga una im-
portancia relevante dentro del tema que nos ocupa. Por ello, desde nuestro
punto de vista, si sustituyésemos la anterior relacion por la existente entre
los costes individuales de una seccidn con respecto a los totales, obtendria-
mos un cociente que se aproximaria mas fieimente a nuestro planteamiento.
No obstante, pensamos que la ponderacion obtenida mostraria gran simili-
tud con la propuesta por Moriarity, lo que asemejaria ambas soluciones.

La segunda modificacién propuesta por Hamlen, Hamlen y Tschsirhart
{42) es la determinacién de las ponderaciones de modo que todas ellas sean
iguales. De esta forma, cada division recibiria una parte de las contribucio-
nes residuales efectuadas por las coaliciones a las que pertenece. No obstan-
te, a pesar de que esta visidon simplifica ¢l reparto, no muestra bases con
rigor que permitan su aceptacion.

) (37) HAMLEN, S.; HAMLEN, W,y TSCHIRHART. J.: «The use of core Theory in evalua-
ting joint cost allocation schemess. The Accounting Reiew. Iulio 1977, pag, ¢24.

(38} Posteriormente critican diche procedimiento sugiriendo una generalizacion del mis-
mo a través de los axiomas de Lochman y Whinston. Su reparto es tal que requiere sélo el
axioma de aditividad.

(39) HAMLEN, S.; HAMLEN, W_ y TSCHIRHART. J.: «The use of the generalized Shapley
Allacation in joint cost allocations. The Accounting Review. Abril 1970, pags. 269-287,

(40) Su propuesta se encuentra basada en los axiomas de Loechman y Winston.

(45) HAMLEN, S; HAMLEN. W, v TSCHIRHART. J.: Ob, cit., afio 1980, pags. 276-277.

(42) HAMLEN, S; HAMLEN, W., vy TSCHIRHART. J.: Qb. cir., afio 1980, pags. 277-279.
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5. ANALISIS COMPARATIVO DE LAS SOLUCIONES PLANTEADAS

Las soluciones mostradas en el apartado anterior suponen una seleccion
representativa de todas las existentes en juegos n-personales cooperativos.

Debido a las peculiaridades de cada una de ellas, podemos agruparlas en
dos apartados:

— EIl primero de ellos recoge aquellas soluciones que utilizan un deter-
minado «factor de ponderacién» a la hora de la asignacién de costes. Dentro
de este apartado agrupariamos la propuesta de Moriarity y el valor de Sha-
pley.

— El segundo grupo abarca métodos de reparto realizados por medio de
imputaciones. En este apartado recogemos las soluciones de nicleo, nucleolo
y €-nucleo.

Esta clasificacién no debe entenderse en sentido estricto, ya que existe
una relacion entre ambas (43). A este respecto, sefialamos que la solucién de
Shapley cumple las propiedades del vector imputacion.

La propuestia de Moriarity y la generalizacién del reparto de Shapley
pueden plantear esquemas de asignacion paralelos. Esta circunstancia se pre-
sentara cuando la distribucidn se realice utilizando la relacidn existente entre
los costes individuales de una division y los costes totales de la empresa. Por
ello, pensamos que ¢l denominado «recparto generalizado de Shapley» pro-
puesto por Hamlen, Hamlen y Tschirhart no es mds que una aproximacion a
la solucidon ya expuesta por Moriarity.

Esquematicamente, la comparacién entre la solucidon de Moriarity y el
reparto de Shapley podemos representarla del siguiente modo:

Concepto Moriarity Shapley
Ahorro de costes C_ ¥ C_ X
total

— Ponderacion del ¢ (s — D!{n —5)!
ahorro de costes C n!

— Reparto decostes @ o) x OBy o)
a la division § C Bebids n!

El segundo de los grupos presentados abarca las soluciones relacionadas
con las tmputaciones. Puesto que su exposicion analitica ya s¢ ha realizado

(43) Gonzalo Angulo realiza una demostracion de cudndo la propuesta de Moriarity v el
valor de Shapley estdn en el nicleo. GONZALO ANGULO. J. A Modelos normativos para el
edlculo y el control de costes en la empresa. Tesis Doctoral, Universidad Auténoma de Ma-
drid. 1979, pags. 209-212 y 219-220. '
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en apartados anteriores, procederemos a desarrollar las relaciones que exis-
ten entre ellas, tomando como punto de referencia el nicleo.

Sabemos gue si existe nucleo, todo vector que esté en €l cumple que
Es ;= ¢(S) o, lo que es lo mismo, que ¢(S) — lg ;= 0. A partir de esta
tel LE I

imputacién podemos construir un vector Z de 2" — [ componentes, ordena-
dos de forma creciente, en ¢l cual por definicidn, las mismas serdn mayores o
iguales que cero. Como el nucleolo consiste en elegir un vector x de modo
que ¢l vector Z asociado sea maximal con respecto al orden lexicografico,
resulta evidente que el vector elegido pertenece al nucleo.

En el supuesto de que no exista nucleo, ¢! razonamiento anterior no tiene

sentido, por lo que en este caso, ¢l nucleolo resulta una alternativa a tener en
cuenta.

{on respecto al nucleolo, conviene también realizar una reflexion en re-
lacién a los componentes de cada vector Z. El primer componente de Z esta
formado por e(x, S)=c¢(S)— ,ES_ u, de modo gue dicho valor sea menor o

te!

igual que e (x, §)VS'e P(N)A 8% S. Esto indica, como vimos anteriormen-
te, el grado de aceptacidn de la coalicidon S. El orden lexicografico nos con-
duce a maximizar este primer componenie, representando el mismo a la co-
alicion mds desfavorecida. Por ello, podemos concluir afirmando que con el
nucleolo se intenta mejorar, a las coaliciones mas desconientas con orden
prioritario respecto a las mas favorecidas.

En relacion con la solucidon mostrada por e-nicleo, conviene realizar un
analisis del valor € dentro de nuestro contexto. El valor € lo podemos enten-
der, en nuestro caso, como incentivos ¢ penalizaciones creados por la direc-
cién central. Al iniciar el estudio de este tema, planteamos como hipotesis de
partida el hecho de que debian repartirse todos los costes comunes, sin incu-
rrir, en ningin momento, en un exceso o defecto en dicho reparto. No obs-
tante, creemos que la inclusion de este método, a pesar de lo apuntado,
permite obtener una vision mas amplia de la empresa y de la descentraliza-
cidon en la toma de decisiones, Por ello, pensamos que € puede reflejar las
bonificaciones o penalizaciones impuestas por la central en pro a la consecu-
cion de un reparto de costes satisfactorio (44).

Una vez expuesto el sentido de ¢, queremos realizar un analisis del méto-
do de reparto e-nficleo que nos permita extraer ciertas conclusiones. Para
ello, distingamos dos casos:

a.—Puede suceder que al determinar el e-ndcleo, obtengamos una sola
imputacién; deducida del problema de programacion lineal planteado, De-
bido a la coincidencia de este programa con el primer paso del algoritmo de
Kopelowitz para el cdlculo del nucleolo, tenemos:

{44) Existen otras soluciones de jucgos n-personales aplicados al reparto de costes, A este
respecto, pueden consultarse los métodos wnucleolo proporcionals v «nucleolo disruptives, en

LEMAIRE, J.: «An application of game theory: cost allocations. Astin Bulletin. Vol. 14, n.o 1,
1984, pags. 71-72.
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e-nucleo

Max ¢
EEC(S)—'E'SM,-

u,=c(N)

Kopelowitz

Primer paso:

Max K
KSC(S)—r:isu,-
s u,=c(N)

i=1

En el supuesto de unicidad del e-nucleo el algoritmo de Kopelowitz conclu-
ye, ya que en el caso de que existan infinitas soluciones procederiamos a
efectuar el paso 2.

Segundo paso:
Max K
Sujeto a: ¥V Sef,
siendo [, ={Se PIN)/ K, =c(S)— “ZS u}

KIZC(S)i'.(E'Sut
K<c(s)— X u, VS ¢ P(N—I,
Zu=c(N)

llamando a K, el maximo calculado en ¢} paso 1, lo que muestra la coinci-
dencia de e-nucleo con el nucleolo cuando el primero de ambos permite
obtener una dnica imputacion.

b.—En este segundo caso consideramos que ¢n la determinaciéon del
e-nlcleo nos aparecen infinitas soluciones. En este caso, el nucleolo sera una
imputacidon que pertenece al conjunto deducido del e-nicleo.

Por todo lo apuntado, graficamente la relacion existente entre las solu-
ciones planteadas, podria representarse, en el supuesto de que el niicleo no
fuese vacio.
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6. UN EJEMPLO DE APLICACION

Vamos a exponer un ¢jemplo de aplicacion que permita observar, de un
modo sencillo, cudl seria la asignacion de costes comunes propuesta siguien-
do las directrices mostradas por cada una de las soluciones anteriores.

Supongamos que la empresa Delta desea acceder a un servicio de publi-
cidad ofrecido por la empresa Alfa.

La estructura organizativa interna de Delta consta de tres departamentos
(1, 2, 3}, cada uno de los cuales elabora un producto concreto.

Las tres divisiones desean llevar a cabo una campafia publicitaria que
eleve las ventas de los mismos. Se sabe que si cada division decidiese afron-
tar individualmente la campafia de sus productos, los costes en que incurri-
rian son;

¢ (1) = 5.000
c(2) = 3.000
¢(3)= 7.000

Del mismo modo, si decidiesen agruparse para acceder al citado servicio,
formando coaliciones, los costes de cada posible coalicion, se situarian en:

c(1,2)= 7.000
c(1,3)= 10.000
(2, 3) = 10.000
(1,2, 3)=12.000

Puesto que Delta se encuentra organizada bajo una estructura descentra-
lizada, y ya que cada divisidn debe analizar individualmente sus costes y sus
ingresos, ;cual seria el reparto de costes comunes que deberia hacerse entre
las mismas?

Para ello, procedemos a la aplicacién empirica de las soluciones desarro-
lladas en los apartados anteriores.

a.— Propuesta de Moriarity

Al formar las tres divisiones una coalicion, incurrimos en €l siguiente
ahorro de coste:

Y=C— X=(5.000+ 3.000 + 7.000) — 12.000 = 3.000

69

e e g i e £8P



MARIA ANTONIA GARCIA BENAU Y ANTONIA IVARS ESCORTELL

De este modo, tendremos:

Ahorro de Ctes. divisionales Ctes. divisio-
Divisiones costes por util. serv. nales sin
departamento comunes cooperacion
1 3-000 3 000=1.000  5.000—1.000= 4.000 5.000
15.000
2 3000 3500 600  3.000— 600= 2.400 3.000
15.000
3 7000 36500--1.400  7.000—1.400= 5.600 7.000
15.000
3.000 12.000 15.000

Resulta evidente la aplicacion de esta propuesta ante cada una de las
posibles coaliciones, por lo que obviaremos su céalculo.

b.—El Niucleo

El niicleo esta formado por todos los vectores imputacion, d = (u,, 4, u,)/
tales que:

S u=c(s) VSeP(N)
s w,=e¢(N).

La adaptacion a nuestro problema es la siguiente:
u, < 5.000

u, = 3.000

u, = 7.000

,tu,= 7.000

u, + 1, = 10.000

w, + v, = 10.000

u, + t, + u, = 12.000.

La resolucion de las anteriores inecuaciones nos da como resultado las
siguientes cotas:

2.000 = u, = 5.000
2.000 = u, = 3.000
5.000 = w, = 7.000

con la condicién de que: u, + wu, + u, = 12.000.
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Como observamos, el problema presentado muestra un nicleo no vacio
con infinitas imputaciones, cuya representacién gréfica es la siguiente:

Divisién 1

5.000

2.000
Divisian 2 / / /\ \ \ Divisién 3

5000 7.000 3.000 2.000

Analicemos con detalie la representacion grafica. En los juegos formados por tres
jugadores cada imputacion puede representarse mediante un punto iaterior a un
tridngulo equilatero cuya altura es ¢ (N), debido a la propiedad de que la suma de las
distancias de todo punto interior de un triangulo equilatero a cada uno de los lados
es constante € igual a su altura.

El coste asignado a la divisién ¢ (i), i =1, 2, 3, se representa por un punto interior
a un tridngulo equilatero cuya distancia al lado opuesto del vértice i nos mide ¢ (i).
De este modo, en el siguiente grafico:

Division 1

Uz

uy

u,y

Divisién 2 : Divisién 3 -
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se representa por 4 = (u,, 43, ;) un vector imputaciéon en donde u, nos mide
el coste asignado a la division 1, w, el asignado a la division 2 y u, el de la

divisién 3, tal que u, +u, +u; = ¢ (N), siendo ¢ (N) la altura del tridngulo
equilatero.

c.—e-Niucleo

Tal y como hemos observado en la solucién del niicleo, existen infinitas

imputaciones dentro de é1. A través del e-nicleo se pueden reducir las mis-
mas con el empleo del término e.

El problema gueda presentado del siguiente modo:

Max €
Sujeto a: “23_ u=c(S)-e . VSeP(N)
S = ¢ (N)
i=!
Siendo u, =0 i=1,2,3.
En nuestro caso concreto, se debe resolver:
. Max e
sujeto a:
u, = 5.000 —e¢
, = 3.000 —¢
u, = 7.000 —¢
wFu, = 7000 —¢

u + iy, = 10,000 —e
ty; T uy <= 10.000 — ¢
u, + uy+ u, = 12.000
w,=0 i=1,2, 3.
Para resolver este problema de programacion lineal mediante el método

de las penalidades, se introducen las variables de holgura y la variable artifi-
cial, quedando el problema modificado del siguiente modo:

Max e+ Mu, | MeR™
u,+ul = 5000-¢
u,+uy, = 3.000-¢
u,+ul = 7.000-¢

u,+u+ul = 7.000-¢
w, o+ ut =10.000-¢
w,+u,+ ul =10.000-¢

Ut u, Fu+d = 12,000

uw'=0 i=1,2,6 u=0 w=0 i=1,273
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La resclucion de este problema nos permite obtener en la tabla sexta la
solucion optima (v, = 4.000, u, = 2.500, u, = 5.500), y en la tabia séptima, la
solucién: (w, = 3.000, U, = 2.500, u, = 6.500).

Obsérvese que la solucidn es de arista, lo que implica multiples solucio-

nes. De este modo, hemos conseguido acotar las imputaciones del nicleo,
obteniendo las siguientes imputaciones:

d {3.000, 2.500, 6.500) + (1-d) (4.000, 2.500, 5.500) =

=(uy, t, )

para todo de[0,1] .

Aunque se ha reducido el conjunto de imputaciones siguen existiendo
infinitas soluciones.

d.—El Nucleolo

Para calcular el nucleolo, siguiendo la exposicion efectuada anteriormen-
te, debemos resolver el problema de programacién lineal:

Max §

sujeto a:
¢(S)— X u=8 VSeP(N)
3 u,=c(N)

i=1
=0 i=1,2,3.

En nuestro caso, tendremos:

Max &
5000 —u, =6
3.000—u, =8
7.000 —u, =8

7.000 — ty — 14,= 8
10.000— 1, u, =8
10.000 — u, — w, = 6
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e, + u, + u, = 12.000

=0 i=1,2,3.

‘Dada la similitud con el problema planteado en la resolucion del e-
nucleo, sabemos que es una sofucion de arista dada por la envoltura lineal
convexa de los puntos: (1, = 4.000, w, = 2.500, 1, = 5.500) y (1, = 3.000, w, =
2.500, u; = 6.500), siendo & = 5.00. Puesto que la solucién no es unica debe-
mos proceder a aplicar el segundo paso del algoritmo de Kopelowitch:

Para ello partimos de la solucién (u, =4.000, w,=2.500, u,=5.500 y
8§ = 500) modo que [, estd formado por las coalicicnes: {{2} {1,2} {1,

3} }va
3.000 —2.500 = 500=48= 3.000 — u,
7.000 — 4.000 —2.500=86= 7.000 — u, 1,
10.000 — 4.000 — 5.500 = 6 = 10.000 — u, — u,

debiendo resolver el siguiente problema:
Max 5

s.a. 5000 —u =6
7.000 — u; =98
10.000 — v, —u,; =0
u, + w, + = 12.000
3.000 — u, = 500
7.000 — v, — u, = 500
10.000 — 1, — 1, = 500
u,=0 i=1,2,3

Resolviendo este problema obtenemos una tnica solucion (45):
u, = 4.000, 1, = 2500 y u,= 5.500

e.—Valor de Shapley

La asignacion de Shapley, segin el ahorro de costes que aporta cada
divisién entra a formar parte en una coalicidon, nos permite obtener:

u, =(1/3)5.000+ (1/6)4.000+ (1,/6) 3.000 + (1/3) 2.000 = zl—gﬂ = 3.500

5.000

u, = (173)3.000 + (1/6) 2.000 -+ (1/6) 3.000 + (1/3) 2.000 = = 2.500

u, = (1/3)7.000+ (1/6) 5.000 + (1/6) 7.000 + (1/3) 5.000 = 6.000 = 6.000

(45) La solucién obtenida es independiente del punto de partida que se tome.
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Como hemos expuesto anteriormente, todo valor de Shapley es una impu-

tacion, por lo que

3
2 u,= 12,000 = ¢ (1,2, 3).

Pasamos a realizar la comparacion de las soluciones anteriores:

Ctes. asig.
5. 2
YSIONES  DIVISION | DIVISION 2 DIVISION 3
Solucién
MORIARITY 4.000 2.400 5.600
NUCLEO
<7
wtu,+u=c(N) 2.000 = i, =< 5.000] 2.600 < u, = 3.000{ 5.000 << u, < 7.000
eNUCLEO 4.000-1.000d 2.500 5.500 -+ 1.000d
d [0,§]
NUCLEOLO 4.000 2.500 5.500
VALOR DE
SHAPLEY 3.500 2.500 6.000

La comparacién de las soluciones recogidas en el presente ejemplo nos
permite poder reafirmar las conclusiones expuestas en el plantcamiento ted-
rico desarrollado anteriormente.

En el planteamiento del nucleolo vimos que el esquema de reparto pro-
puesto mejoraba a la divisiéon que se encontraba en una situacion mas desfa-
vorable. En este caso es a la divisién 3 a la que se le asigna un ahorro de
costes mayor, Dentro de esta misma linea resaltamos la propuesta de Moria-
rity, la cual asigna un ahorro de costes superior a aquellas divisiones que
tienen unos costes individuales mayores. Por ello, puesto que la division 3
representa aproximadamente el 47 por 100 de la suma de los costes indivi-
duales de los tres centros, se le asigna un ahorro de coste proporcionaimente
superior que a las otras, de modo que dicho ahorro disminuye considera-
blemente ios costes que se le han asignado.

Tal y como expuesto en el desarrolio analitico anterior, las soluciones
propuestas por e-ndcleo y nucleolo, en el caso de que el niicleo no sea vacio,
se encuentra incluido en el nticleo, El presente ejemplo pone de manifiesto
dicha propiedad.
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Si representamos griaficamente las anteriores solucioncs tenemos:

Division 1

2.000

N
% %

Division 2 / /

El nucleo vendra definido por el area ABCD.
El e-nicleo reduce el drea anterior y la situa en EFG.
El nucleolo vendré definido por la imputacién E.

El valor de Shapley lo constituye el reparto F.
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