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&Sobre la construcción de funciones de 
elasticidad variable según ley  prefijada^ 

Por Leoncio FERNANDEZ NAROTO 

S.abido es el papel fundamental que representa en las 
aplicacio,nes econbmicas el concepto de elasticidad de una 
fu,ncion (") . Ello es debido a que en dichas apkaciones revis- 
te a veces más interés, cuando se estudian las relaciones ,de 
dependencia entre magnitudes ,económicas, el comportamien- 
to de los incrementos relativos o porcentajes que el de los 
incrementos aboolutos. La elasticidad E'(y/x) de una función 
y = f(x) viene dada, segun se sabe, por el límite del cociente 
de incrementos relativos, por lo que ti,ene, en el punto x, la 
siguiente expresión : 

es decir, es i g u d  a la derivada de la función en dicho punto, 
multiplicada por el cociente de la variable independiente por 
la función, en e:l punto considerado, 

En la teoría económica general y, en particular, en la 
teoria matemática de los ingresos públicos, interesa a veces 
hallar la expresibn analítica de funciones sencillas que cum- 
plan la condición de que su elasticidad varíqe según una ley 
prefijada : lineal, cuadrática, polin6mica en general, etc. El 

- - - - - -. . 

(*) Véase, y. ej., Econometria,~deE. C h a ~ ó n , o ~ ~ ~ f c r t h e m t i c a l A n a -  
lysis for Econornists, de R. G .  D. Allen, 



objeto de este trabajo es indagar la solución matemática ge- 
neral de este problema y particularizarla para algunos casos 
seiicillos que pueden tener importancia en las aplicaciones 
económicas o fiscales (**). 

Consideremos primeramente el c.aso de  funciones de una 
vnriable. Si la elasticidad E(y/x) h a  de variar segun una .ley 
prefijada ~ ( x ) ,  e11 funci6.n d-e la variable independiente x, ten- 
dremos : 

ccuacibn diferencial ordinaria en la que, separando variables 
: eri emos 

por lo que 

d' 

y en definitiva será: 

habiendo puesto eC = A. 

'Hemos obtenido así la expresibn general de las funciones 
y, buya elasticidad es una funeiRn determinada, a x ) ,  de la 
variab.1 e independierrte, 

Ejemplos : 

a) En el caso extremo de que ~ ( x )  sea constante, es decir, 
no dependa de x, tendremos: 

----- 
(**) Véase L. FernAndez Maroto, "Sobre la construcción de esca- 

las tributarias con una medida prefijada de pro,gresiv,idad puniu~aI". 
Técnica Econhnica, año VI, num. 2, 1961, pp. 35-42. 



expresión potencial que representa las funciones de elastici- 
dad constante k. 

b) Sea rp(x) = ax + b, e.s decir, queremos hallar la ex- 
presi6.n generica de las funciones cuya elasticidad varia en 
función lineal de x. S,erá : 

sencilla función de  tipo misto, exponeiicial potencial, que 
puede ser de vicilble empleo en las aplicaciones. La constante 
h representa, evidentemente, la eilasticidad en el origen. Se- 
gún que a (> O, la elasticidad de [6] será, de manera respec- 
tiva, creciente o decreciente, 

c) Caso de variación parabólica: rp(x) = ax2 + blx + c. 

Tendremos : 

I ""i'" dn 
ar2 
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y = ~e I; A e  XC VI 

función que permite matizar con mayor suavidad que la ley 
lineal el crecimiento o decrecimiento de la elasticidad y, en 
consecuencia, el comportamiento de los incrementos relativos 
de la función con respecto a los de la variable independiente. 

d) Caso de variacih pdinornica. E31 tal supuesto, seri 
~ ( x )  = au + a,x + a,x2 + .,.... + a,xn. Sin dificdtad se 
041 tiene : 

que es la ge,neralizacibn natural de (6) y (7). 

En general, puede decirse que las expresiones particulares 
que resulten dem [4: serán más o complicadas según 

'P(x) ,Jx, las posibilidades de integración de la diferencial -:-- 
S 

y que en las aplicaciones serán de preferente uso las expre- 



siones mas sencillas o más acc.esib3es al cilcullo, dentro de las 
finalidades previstas. 

Trataremos ahora el caso de: funciones de varias varia- 
bles. Sin perjuicio de generalización posterior al caso de n 
variables, consideremos primero, por razones de sencillez, el 
caso de la función z = f(x,, x,), Si las elasticidades parciales 
de la misma han de variar según kyes prefijadas cp, (x,) y 
~ , ( x , )  en función de las respectivas variables independientes 
x, y xf, habrá de verificarse, en virtud de dic.ha hip0tesis 
de la d,efinicibil de elasticidades parciales, que 

o bien 

sistema coinpletaiiicnte iiilegrable' porque la coiidicibn de iil- 
tegrabilidad 

en la que 



se reduce a una identidad como se comprueba fácilmente. La 
integración del sistema r1Oj se realliza (*) integrando la pri- 
mera de las [IO] considerada como 'cuación diferencial ordi- 
naria en x, y z, lo cual conduce, dada su identidad esencial 
con la [S] del caso de una variable, a la expr&ón 

en que u ha de ser funci6n de x,, que se determina por la 
condición que ha de satisfacer, de cumplir la segunda de! * 
las '10]. En seguida <e obtiene 

esencialmente iditntica a las [lo] y [S]. En consec.ueilcia, 

por lo cual, en [12j sera 

c.on A constante ar%itraria. La 1141 es pues, la integral busc.a- 
da del sistema :la']. 

En el caso de 11 variables, se plantea análogamente el sis- 
tema 

que es completamerite in tegrable, pues las condici«~ies de in- 
tegraibilidad 



cn  que 

se reducen iodas a la ideniidad 

S,e ve claramente, por arialogia e iteración del procedi- 
miento expuesto para dos variables, que la solución de.1 caso 
general die n variables viene dada por 

espresión general de las funciones de n variables x,, s,. .... x,, 
con elasticidades parciales prefijadas epil(xi), (i = 1, 2, ....... n) 
respecto de cada una de dichas varizibles. 

Ejemplos : 

....... a) Caso de que cp(xi) -= ki (i - 1, 2, n), obtenemos 

funciún que presenta elasticidades parciales ki constantes res-' 
pecto de todas sus variables xi. 

b) Si n - 2, siendo rpdx,) = a,x, $- h.,, y cp&) = afi2 + b8 
se- llega sin dificultad a 



cuya f u n c i h  tiene elasticidades parciales que varian lineal- 
iiien te con relación a la respectiva variable independiente. 

Anhlogarnente se desarrollarían los ejemplos c.) y d) ante- 
riormente expuestos ,en el caso de variable única, e idéntica 
corisideracibn cabe hacer respecto de las expresiones obteni- 
das en el c,aso d:e n variables, con relación a su estructura 
analítica, que depender5 de las posibilidades de in legracihn 
de la suma de diferenciales 

que interviene en j16]. 


