
Aplicaciones al seguro de la distribución 

binomial negativa 

Por 

EUGENIO PRIETO PEREZ 
Catedrático de la Universidad Aut6nona de Madrid. 

Director del Gabinete Técnico del Sindicato Nacional del Seguro 

Pretendemos con este trabajo; en primer lugar, presentar las caractensti- 
cas esenciales del modelo de la distribución binomial negativa, ahalizando 
algunos fenómems del mundo empírico que ofrecen tales caracterfsticas, de 
entre los que le sirven de substrato empírico. 

Muchos de estos fenómenos pertenecen al campo actuarial, de aquí la 
importancia que este asunto tiene para los interesados en el desarmllo teórico 
de la ciehcia actuarial. Las apIicaciones que desarrollaremos y la mayor parte 
de la bibliografia consultada se refieren a este campo. 

Consideramos con cierto detalle las distintas formas. de generarse el 
modelo, por cuanto1 lo exige su racional utilización. 

En este orden de ideas supongamos el fenómeno del acaecimiento de los 
accidentes de automóviles a las póllizas aseguradas en una cierta entidad 
aseguradora. Las pólizas dentro de Ia cartera de la ehtidad presentan dife- 
rentes grados de propensión al accidente, concretados en diferentes valo- 
res de ?,, en una distribución de Poisson, pues bien, demostraremos que 
si h se distribuye según una ley de Pearson de tipo 111, Ia distribución del 
número de accidentes para el mtal de la cartera de la entidad sigue el 
modelo de la distribucih binomial negativa. 

Si con Arbous y Kerrich distinguiéramos entre prop-dn al accidente 
y exposiciún al accicEente, caracterizando la primera "por ser un atributo 
del individuo que no presenta fluctuación alguna, y no muestra, por tanto, 
tendencia a aumentar o a dismihuir durante un largo periodo de tiempo : 
incluyendo la segunda, esto es, la exposición al accidente, además de la 
propensión al mismo, los efectos de otros factores significativos como son 
la edad, Ia experiencia conseguida, fatiga, estados emotivos, etc., resulta 
que, al admitir una idéntica propensión inicial al accidente en cada indi- 
viduo hasta que aqukl se presente, pero cuyo acaecimiento co'mporta mo- 
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dihcaciones en la propensión elevándola o reduci6náola según los casos 
y siempre que los accidentes o sucesos en general ocurran aleatmiamente, 
eh ciertas condiciones, llegamos al esquema de la b'inomial negativa. Más 
adelante trataremos ampliamente es.ta cuestión, como un proceso' estocás- 
tico. 

M. G.  Kendall y A. Stuart (1) llegan al modelo de la bnomial negativa 
de la siguiente forma: 

Despues de M accidentes para Ia totalidad de la cartera de  la entidad 
considerada, la probabilidad de que una póliza haya sufrido 0, 1, 2, ..., 
accidentes, seguirá, evidentemente, una distribución binomial de  paráme- 
tros n, p, q, siendo p la probabilidad de que una póliza se siniestre. Su- 
pongamos, ahora, que la cantidad aseguradora aplica una politica de selee 
ción tal que r siniestros en un 'tiempo menor al año, por ejemplo, supone 
la anulabilidad de la correspondiente póliza. Ocurre que la probabilidad 
de una anulación como consecuencia del acaecimiento del n-ésimo sinies- 
tro y de la aplicación de la citada poIitica de selección, sigue la función den- 
sidad de la distribuctún binarnial negativa. 

Histhicamente fueron Greenwood y Yule los que presentaron por vez 
primera (1920) un interesante estudio encaminado a la elaboración de un 
modelo matemático que describiera los: problemas ps.icológicos y sociol6gi- 
ccrs que lleva aparejado el fenómeno de la propensión al accidente. E,vi- 
de'ritemente, si personas distintas presentaran diferentes propensiones al 2c- 
cidente, seria conveniente detectarla y cambiarla. Este estudio fue magnffi- 
camente resumido por Luigi Vajani, en su libro Saggi sui pocessi st~cast ia ' .  
Examinaron Yule y Greenwood la distribuc,iíin del número de accidentes su- 
fridos por los operarios de una fib,rica de proyectiles, y vieron que, a los 
datas por ellos recopilados, no era edecuado ajustarle ni el modelo de la dis- 
t r ibucih binomial hi la de Poisson, que, como es sabido, se caracterizan : 

a) Distribución binomial : 

6 )  Distribución de Poisson : 

Teniendo en cuenta que q es menor que 1, se verifica 

- Los datos disponibles suge,rian, por el contrario; uh modelo de distribu- 
ción que satkfaciera la desigualdad m<2. Pi-ecisamente, la distribución bino- 
mial negativa cumple esta propiedad. A este modelo, comol ya hemos señala- 
do, llegaron Greenwood y Yule, suponiendo que la población considerada 

(1) Véase M. G. KENDALL y A. STUARD, The m n c e d  2hetn-g of statistics, volu- 
men 1, 1958, 
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estaba compuesta por individuos c m  diferentes grados de propensión al ac- 
cidente, representados por diferzntes valores de X en una distribución de 
Poisson (2), y siempre que h se distribuya siguiendo un modelo de distrjbu- 
ción de Pearson-tipo III, 

La primera aplicación a cuestiones actuariales del modelo de la binomial 
negativa, a juicio de Le Roy J. Simon, tiene lugar en un trabajo1 de Keffer 
en 1929, referente a un plan de tarificación del seguro de vida colectivo, basa- 
do en la experie'ncía (3). En los últimos años fue utilizada frecuentemente, 
entre otros, por Bichsel, Lundberg, Ammeter, Delaporte, Thyrion y o t r a  
muchos actuarios, como puede verse sin más que consultar el The Astin 
Bulletin, las Memorias de los Congresos Internaciondes de Actuarios o cual- 
quiera de las revistas especializadas en cuestiones actuariales. 

El modelo de la binomial negativa nos es mostrado c m  frecuencia bajo 
diferentes formas : distribución de Polya-Eggenberger, distribución compues- 
ta de Poisson y otras. De las relaciones entre estos modelos y de la estimación 
de Ios parámetros del modelo que estudiamos nos ocuparemos ampliamente 
en las páginas siguientes. 

m. EL MODELO DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA 
Y SUS PROPIEDADES 

: (2) Esta distribución tiene por función de cuantía P (e =X)= -!- e@ y es E([ )  = A, 
x! 

29 

decimos que sigue la distribuci6n binomial negativa. 

funci6n generatriz de momentos de El] vendrá dada por: 
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Dando valores a x resulta: 

La serie contenida entre c~~rchetes es el desarrollo de 

(1 - q ee)-" 
Así, pues, 

Recordando que la función generatriz de la distribución binolmial es : 

la comparación con [2] parece justificar la denominaci6n de binornid nega- 
tiva, por el hecho de aparecer en [2] el segundo factor elevado al expmen- 
te (-n), miehtras que en la binomial ordinaria el exponente es n. 

El cálculo de los momentos basándonos en G(B) se simplifica haciendo el 
cambio : 

con 20. que 

B) La función cumuIativa ~@)i=log, G(m6) en nuestro caso es: 

K ( B )  = - n log,(l + a - aeB) [31 

C) Los cuatro primeros momentos cumulantes de la distribución bina- 
mial negativa cm : 

dP K (e) naee(1+a-aea>+aeenaee  
3: n a ( 1  + a )  1 
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Las expresiones de K ~ ,  K ~ ,  K~ y K~ en función de p y q aparecen con s6lo 
considerar que : 

Por tanto, serán: 

Recordando que 
m =media= K~ 

tenemos : 

III. LA BINOMIAL NEGATIVA GENERADA POR UNA SUMA DE n 
= VARIANTES INDEPENDIENTES DISTRIBUIDAS GEOMETRICAMENTE 

Resumimos brevemente las principales características de La distribución 
: geom6trica: 

Función de cuantfa: 

P ( ~ = s ) = p q ' ( x = 0 , 1 , 2  ,..., a) p + q = 1  
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Funcióln generatriz : 

La Última expresi6n resulta del cambio 

Función cumulativa : 

9 Momentos : media= - 
P 

Veamos, pues, que la distribución binomial negativa puede ser obtenida 
como suma de n distribuciones geométricas independientes e igualmente dis- 
tribuidas. En efecto, sea 

en donde 

La funcióln generatriz de es: 

esto es, la función generatriz de 5 es la de una variable aleatoria con distri- 
bución tn'nomial mgutiva, Como corolario podemos señalar que la distri- 
bución geombtrica es el caso particular (n= 1) de la binomial negativa. 
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IV. LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO LIMITE 
DE LA BINOMIAL NEGATIVA 

Partiendo de la func ih  de cuantía 

resulta : 

a:! 

esto es, la funci6n de cuantía de la dis,tribución de Poisson de parámetro 
;,t aparece como límite de la correspondiente de la distrhción binomial 
negativa cuando 

y n tiende a infinito. 

V. DISTRIBUCIONES COMPUESTAS DE POISSON Y BINOMIAL 
NEGATIVA 

Sin entrar en detalles nos limitaremos a recordar que Ilarnamos distri- 
bución compuesta de la variable aleatoria 5, respecto a otra T, a la que tie- 
ne por función de probabilidad 
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donde f(x, ;) representa la función de densidad de dependiente del pa- 
rámetro X, que a su vez es una variable aleatoria r; ron función de distri- 
bución U(,h). 

Cuando en [4] sea 

tenemos la denominada dish-ihción compuesta de Poisson. 
Si, como en la introduccih, suponemos que 

kX 
f (S, E.) = e-- 

a !  

es la probabilidad de x siniestros para una p6liza correspondiente a la 
cartera de una determinada entidad aseguradora, con propensión al sinies- 
tro de 1 en un cierto peridw, y si fuera 

aparece que el número de accidentes o siniestros. por póliza para el con- 
junto de la cartera de la entidad se distribuye según una binomial negativa. 

En efecto, la probabilidad de x siniestrm o accidentes será: 

La 153 es el coeficiente de ' tx  en. el desarrollo de 

Haciendo en [6] (c + 1 - t)h = u, tenemos : 

La probabilidad de x éxitos es, por consiguiente: 

C Al hacer p= - Y 4'- , resulta la función de cuantía de la 
c+'r c + i  

distribuci6n binomial negativa : 
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VI. EL PROCESO DE POLYA-EGGENBERBER 
Y LA DISTRIBUCION BlNOMIAL NEGATIVA 

Denotemos por P,(t) la probabilidad de que en el intervalo (O, t) una 
póliza haya tenido n siniestros, En el transcurso del intervalo (t, t S-&), es 
posible : 

a)  El acaecimiento de un nuevo siniestro, esto es, en el lenguaje 
tual de 10s procesos estocistim, se produce el tránsito del estado E,, a 

b) Que Ia póliza permanezca en t+&, en el estado E,. 
Denotando por In,(t) la probabilidad de transici6n de E, a EnT1, 

mos escribir: 

Pasando al límite para dt+O queda: 
m 

habi- 
.1 E,+P 

pode - 

ecuación válida solamente para h a l ,  pues para n=0 sólo es posible la 
transición E, a E,, y la [7] se reduce. a:  

Al dar valores a )z en [q obtenemos un 'sistema de infinitas ecuaciohes 
diferenciales (o en diferencias) que, junto con las condiciones iniciales, nos 
permite estudiar el comportamiento del proceso estocástico de riesgo. 

Las condiciones iniciales, evidentemente, son : 

1 proceso de Polya-Eggerberger se caracteriza porque para él X,,(t) es 
mente proporcional al numero n de siniesnos acaecidos a la póliza 

6n, en (O, t),, e inversamente proporcional a la longitud del periodo 
derado. Por consiguielite, tendrá una expresión tal como: 

n + n  
h, ( t )  = - 

fi + t [81 

rataremos de obtener la llamada distribución de Polya-Eggenberger, 
terizada por ser la distribución marginal del proceso estocástico que 

barnos de definir. 

I para n=O 
P,(Oi)'= 

O para n*O 
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Veremos c6mo esta distribución pertenece a la familia de las binomia- 
les negativas. 

Para obtener este resultado se requiere integrar el sistema 

Satisfaciendo las condiciones 

La solución aparece fácilmente si efectuamos en [8] la siguiente transfor- 
mación : 

n 
a + n  a(l+:) 1+; ( t )  = ---- = - - . - 

t b "' b ( 1 - i ; )  1'7 

a Haciendo - =h encm traremos : 
b 

a b c -  
A 

y, por tanto: 

Entonces, la solucilln de [9] podría obtenerse asi: 

Si en [&'j hacemos n=O, resulta : 

así que la ecuación diferencial 

a h Po' ( t )  = - 
a + h t  Po (0 
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O sea, 

de donde 
log Po (t) = - a lúg, (a + A t )  + log K 

La constante K podemos determinarla haciendo uso de las condiciones 
iniciales. En e£ec,to, para t=O tenemos: 

Resulta, pues, 

La primera ecuación de 191 para n= 1 es: 

Siendo : 

por tanto, 

La [Il] es, a diferencia de la primera ecuación de [9], una ecuación di- 
ferencial, pero no en diferencias finitas como ésta. Es. izna ecuación diferen- 
cial Zifneal de primer orden. 
La solución particular correspondiente a las condiciones iniciales propues- 

tas es: 

Para obtener P,(t) se procede en forma análoga a la segu-ida para dedu- 
cir P,(t), método que es general para cualquier valor de n entero y positivo. 
Resulta : 
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La [12] se denomina camúnmente distribución de Polya, por cuanto pro- 
viene de este modelo, pero es fácil demostrar que pertenece a la familia 
de la distribucich binomial negativa, 

En efecto, la 1121 puede escribirse así: 

o sea, la distribución binomial negativa. 
La distribución de Polya aparece en ocasiones bajo al forma 

que surge de 1121, sin más que dividir numeradolr y denominador por cr en 

el segundo y tercer factor de [12] y hacer h =y, Tenemos : 
CL 

VIII. EL PROCEDIMIENTO DEL MUESTRE0 SUCESIONAL 
DE M. G .  KENDALL Y A. STLJART 

Este procedimiento de obtención de la b,inomial negativa se encuentra 
en el lib,ro The avmced themy of statistz'c (4) y es en extremo simple. En 
efecto, después de N siniestros, para el total de p6lizas de la cartera de 
una entidad aseguradora, Ia proporción de las siniestradas 0, 1, ..., veces 
v&drA dada por el correspondiente término del desarrollo, ( p i -  q)', en don- 
de p es la probabilidad de que una póliza se siniestre en el período consi- 
derado y p + q= l .  Tal y como hemos señalado1 en la introducción, si la 

(4) Véase pág. 130, vol. 1, 1958. 
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entidad anulara toda póliza al acaecerle el n-ésimo siniestro, la probabili- 
dad de anulación para una póliza de tal cartera con el n-ésimo siniestro es: 

Ahora bien, las anulaciones ho comienzan hasta el n-ésimo siniestro ; por 
consiguiente, la probabilidad de una anulación con el acaecimiento del n-&si. 
mo, (nf l), &irno, .. ,., siniestro, son: 

esto es: 

Kendall y Stuart, en su libro, deducen la binomial negativa, contexnph- 
do el caso de una población sujeta a los efectos de los sucesivos ataques 
de una cierta enfemedad, cuando las personas afectadas lo son al azar, y en 
una proporción p en el supuesto de que n ataques a un mismo individuo 
de la poblaci8n le fuerah fatales. 

vIn. LA DISTRIBUCION BINOMLAL NEGATIVA Y LA LEY 
DE DUBOURDIEU 

Denotemos con P,(t) la probabilidad de que en el intervalo, (O, t )  ocu- 
rra x veces un cierto suceso S .  

Llamamos ley de Dubourdieu (5) la definida asf: 

con 

donde P,(t) es una función analítica absolutamente monótona, tal que 

-- 
(5) V h e  J. DUBOURDIEU, Remwques relcrtives a la théorie de l'cassurance acci- 

dents, 1938. Les fonctions absolutement manotones et la théorie methemritique be 
l'assumce accr'dents, 1 93 8. 



Demostraremos que las distribuciones de Poisson y binominal hegativa 
cumplen la5 anteriores condiciones de Dubourdieu. 

La pdmbilidad de que el suceso S no ocurra en (O, t), en la hipotesis 
de Poisson, es: 

Po g )  = ' k > O  

que es una funcián absolutamente monótona. Además sc verifica 

Sustituyendo [13] en 

rcsult a 

1" (1, ti" (- 1)" e-" " = - ,y": 
= -xx x ! 

es decir, la ley de Poisson de parárnetro ht. 

En cuanto a la distribución binomial negativa tenernos: 
Partiendo de la expresión 

encontramos 

Po (ti = (1 + -(t)-a 
Y 

Llevando esta expresión a [12] resulta: 

es decir, la distribucibn de Polya. Basta remitirnos al epígrafe VI dc este tra- 
bajo para que la proposición enunciada quede probada. 

Entonces, 1a relacián entre la ley de reclamaciones de Dubourdieu y las 
distribuciones de Poisson y binomial negativa es que aquélla es una genera- 
lización de éstas. Esta generalización supone, como muy bien expuso Guido 
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de donde 

Santacroce (6), que si en la ley general expresada por [12j la probabilidad de 
que, dado un intervalo (0, T), al que dividimos en dos contiguos (O, t )  y (t, T), 
y conocido que en (O, t) hah ocurrido x sucesos, se verifiquen m sucesos en 
(t, T), depende, en general de X y de t -así ocurre en la binomial negativa- 
mientras que resulta independiente en el modelo de Poisson. 

IX. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS 

La determinación del modelo de la binomial negativa exige la estimación 
de los parhetros que en él figurah. De los diferentes métodos estadísticas 
para la estimación de parámetros cmsiderarernos dos, por resultar especial- 
mente simples, a saber: 

a) El método de los momentos, y 
b) El método de máxima verosimilitud. 

Sea x la media de la di~~tribución empírica del numero de siniestros por 
póliza, acaecidos en un determinado período a una cierta cartera. El método 
de Karl Pearson consiste en igualar los momentos del modelo con los corres- 
pondientes de la muestra. En nuestro caso haremos: 

O sea, 

Et método de la máxima verosimilitud considera el máximo de 

o bien de 

En el Último tbrmino de 1141 se sustituyó q por 1-p, para así manejar un 
solo parámetro, Entonces : 
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Por tanto, la aplicación de los métodos a). y b) conducen a un mismo es- 
timador para p, la frecuencia relativa. 

Como es sabido: 

n 

= var (p) = - 1 
d"og L 

En nuestro caso es : 

luego 

. h 

a' = var (p) = 

Podemos concluir: el estimador de p así obtenido es eficiente y centrado. 

El autor estudia con cierto detalle la distribución binomial negativa desde 
el punto de vista de las aplicaciones actuariales, analizando las diversas formas 
de generarse este modelo, a saber: 

a) Distribución compuesta de Poisson, cuando el parámetro X sigue una 
distribución de Pearson-tipo III. 

b) Como un proceso de Polya. 

C )  Segun el método del muestreo sucesional de M. C.  Kendall y A Stuart, 

Se prueba que cumple las condiciones de J. Dubourdieu y se discute el 
ajuste del modelo pm los métodos de K. Pearson y máxima verosimilitud. 
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