Aplicaciones del espacio de Hilbert a la Estadistica

Por

FRANCISCO TJAVIER URBELZ IBARROLA
‘Actuarie, Catedrdtico de Estadfstica (1)":

1. INTRODUCCICON.

En este articulo expondremos brevemente el coneepto de espacm de
Hilbert y su fundamentacién axiomética para dedicarnos, en prmmplo, a las
aplicaciones estadisticas en sus dos aspectos: cuando los elementos co'rres-
pondientes son de naturaleza funcional o estocistica. ' :

En las aplicaciones funcionales trato, en principio, .de las func;ones orto-
gonales en general v especialmente dedico atencién preferente a las fum:lo-
nes de Fourier para, entre otros, demostrar la relacién entre Ia funmén
caracterfstica ¥ su funcién de densidad. SR

Siguiendo el mismo método de las funciones ortoggmales (ggﬁe'ialiﬁéaéis
respecto a una funcién ponderativa o niicleo) estudiraerios, a titils de ejemi-
plo, aIgunos desarrollos sencillos, como son los de Charher y de Hermxte

De forma semejante, podrfan construirse polinomios. ortogo

son los de Legendre, Thebychev, Laguerre, Hermite ,etc., que. ‘corm ntaremos
brevemente. '

La segunda parte de nuestro estudio, preferentemente la dedicamdé/ al
espacio estocdstico de Hilbert. En esta parte, puntualizaremos la. métnc;a de
este ‘espacio que, como se verd, son esperanzas matematlcas

Es importante la formacién de elementos estocasticos prtonarmahzados-
es decir, construir unz base y cualquier elemento de natusaleza estocdstica
representarlo en esta base, La determinacion de las coordenadas.en.la base
elegida, es similar a la de naturaleza funcional. Consecuencia inmediata es
la posibilidad de representar una recta o un plano de regresién. por medio
de la base estocdstica ortonormalizada elegida, que. tiene la propiedad de ser
minima la varianza residual.

- (1) Este trabajo estd basado en algunos conceptas:bdsicos de"mi tesis doctoral
de Ciencias Econémicas: “Andlisis Espectral de Procesos Estocdsticos Estacionarios”,

a9



FRANCISCO JAVIER URBELZ 1BARROLA

2. ESPACIO DE HILBERT

2.1. AXIOMATICA.

A finales del siglo pasado se estudiaron las propiedades primarias de ma-
trices. Los métodos del élgebra lineal.estudian dos conceptos de espacios y
se aplican a sus transforrmaciones, formas de operadores, proyectores, etc.,
aunque, como dice Maltsev (*} el objeto del algebra lineal es el estudio de

las “‘matrices, espacios y formas algebraicas, cuyas teorfas estin estrecha-
mente vinculadas”.

Son inmensas las aplicaciones a la Estadistica y a la Econometrfa y he
creido necesario dedicar estas breves pdginas en forma elemental al estudio
de los conceptos basicos de los espacios de Euclides y’ “de Hilbert, para des-
pues aplicarlos a la Estadfstica.

En los espacios abstractos se . 'denominan elementos a un conjunto de
puntos, variables estocdsticas, vectores, funciones que gozan determinadas
propiedades, que se establecen como axiomas o postulados. Particularmente
importantes son los espacios euclideo —de n dimensiones—, y el espacio de
Hilbert, de infinitas dimensiones.

Sintetizaremos la axiomitica para. ambos espacios, representando por H
el espacio de Hilbert o euclideo —#— dimenisones; pero cuando expresa-
mente nos refiramos al euclideo, representaremos el espacio .H. indican-
do el subindice la dimensionalidad; '

L—Axioma de grupo.—Dados dos elementos pertenementes al. espacm
x ey € H estd definida la operacmn adicién, con las. propiedades de poseer
el elemento neutro, el simétrico, (La operacién adicién es conmutativa y
asociativa.)

I—Axioma de lmeahdad —Para todo xCH y para cualqmer numero
complejo esta definida la’ operacién producto ¢x o c. x. que goza ‘coh respec-
to a la adicién de ser distributiva a derecha e izquierda y en consecuencia
si x,y€H, clx+y)=cx+cy €Hj -c(di_')="(~'dd}x € H donde ¢'y d ‘sor mime:
ros escalares cualeséluiera. El product'o p"o'r -Ofy I 'sb’h: Or=0 " lx=1. -
' Hl—Axioma métrico—Se define una operac16n interna (tamblén deno-
minada producto internc) conlas siguientes’ propledades

~{*) A. I Mdltsev: “Fundamentos de: Algebra: Lineal”, Editorial Mir, Mosci,
1972, pég. 12, : S R o]
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APLICACIONES DEL ESPACIO DE HILBERT A LA ESTADISTICA

Si #,y¢H denominamos producto interno al nimero complejo (x, y) que
cumple las sagulentes condlmones

(=, y) o)

(ax, y)y=alx, y)
@ un escalar cualquiera.

(x+y, 2)=(x, 2)+(y, 2) o ' (1]
(ax+ by, z)=a(x, z)+ by, z)

corolario de las dos precedentes.
(x, @p)=alx, y)
igualmente corolario de las dos primeras y también
(x, 2)>0
Se denomina longitud de x o norma:
[1xf{=(x, xp [2]
(e—y, x—yr=/fx—yil _ S L

y al producto:

Se llama distancia del elemento x al elemento y; si es cero x-'—y, y ‘ma-
yor que cero cuando r=y. NPT

IV, Axiomas campfenwntmo.s de Hilbert. ~Axlomas de convergencla
Dos axiomas se introducen en este espacio:

a) Propiedad de Cauchy: Si x.€ H y dado un >0 por pequefio que- sea,
si para un #>>N se verifica:
/./xn - xn+p/[<€ . [4]

existe un glemento x al que converge x,.

Hm ffr—xff=0 o .f.-»[s1
Suele sustituirse este axioma por la propiedad denommada espac:o corn-
pleto, :

b) Separabilidad—Cuando hay una sucesién (x;€ H) la que se aproxima
a x¢H con error arbitrariamente pequeiio, podemos del espacio:H-extraer
una sucesién de elementos de x,€ H de forma que:

fr—zfl<<e '.“_[6]

Se denomina a esta propiedad espacio separable cuando el error es arbi-
trariamente pequeifio.
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2:2; CONCEPTOS 'DE ORTOGONALIDAD.
Dados dos clementos z,y € H se den'qmina.lﬁ ortégcmales cuando:..
‘=0 [1]
- La ortogonalidad se representa también.de la forma: |
xly 1
En el caso particular, si para ¥€ H el producto escalar es:
C @mw=1 2]

se denomina al elemento x que estdi normalizade o tiene médulo unidad.
En un conjunto de puntos: é.€H,(h=1,2,3...n) que poseen las pro-
piedades [1I] ¥ [2].
h=k =1 o
(Cn @) =% .. {31
- h=k 3=0

donde &y, es simbolo de Kronocker.
Tal conjunto de puntos e, se denomina: elementos ortonormalizades.

En una sucesidn xy, x,, ... ¥, de elementos de H: (o de H,) gue cumplen
Ia [1] por los axiomas [1] de 21 su producto mterno es:

g+ @y b @y (P = I A a4
- 8i el espacio es de- Hilbert, la expresién [4]

o = tim ¥ | 2 [41
i=l

Cuando ¥ es ortogonal a todo elemento de un siibéoniunto L de H de-
cimos que es ortogonal a L y éscribimos x{L. 8i L, y L, son dos subconjun-
tos, tales que todo elemento de L, es ortogonal a todo elemento de L, di-

remos que ambos subconjuntos son ortogonales si camplen [1] para todos
los elementos de los subconjuntos correspondlentes

2.3 COORDENADAS DE LOS ESPACIOS H Y H:

... Sea el conjunto [3} de 22 de elementos ortonarmahzados, pud:endo ser
¥ elementos (espacio euclideo) o @n conjunte numerable (espacio de Hilbert).
“w‘i'_,I'odo‘pun_to x€H, (0o x€H) es representable por una ‘combinacién lineal.

r=xne+tnet... +xe, T 1
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donde ¢ son los elementos bésicos. [3] de-2.2. ortonormahzados. Si n tiende
a infinito el punto x¢€ H. T R [2]

Multiplicando escalarmente la [1] por & tenemOS'

@, e)=x | SR
recordando las [3] de 2.2, AR
A x; se denomina la .coordenada Xy x puede representarse en funcién
de sus coordenadas, por la [1] o una sucesién-ordenada:
x=(x1, %x‘xn) P sl s A,a-.:. - [4]

Cuando x€ H la sucesién de las coordenadas se extiende a infinito.

[ P A LR P L

2.4, PROCESO. DE onrocomumc:én DE GRAM- SCHMIDT TR

Hemos parndo de la hlpétems que conociamos " una base en un espacm
H, o H.

. A veces se desconoce; y el método de Schmidt se ut111za en_los espa-
cios fiincionalés’ para determinar una base.

Sea:

Vp V... Vn - [1]

un sistema de elementos pertenec:lentes A un espacio H.
Se pretende construir un sistema ortenormahzado. e

: (efa,geg oy ,) . [2]

de forma que el elemento e; se-exprese en funcidn lmeai de :logelemens
tos Uy, U Uy . kRS SRR A -3’ [

-

En principio, formemos los elementos ¢; auxiliares de la forrna sngulente
y a partir de ellos los elementos ¢; que son ortonormalizados:.

/ Lt
Crm o= (e e) =1
! (?1,751)_1{2 ’ b
¢
€y = vy — (g, €)) &5 € = 'ﬁz—ﬁ——
A Lo : o V(esrei}, SRR
€3 = vy — (U5, &) eg — (g, €3) €55 & = ——
] V{es €'yl
n-1 B
; 3"
entvn_z( nre)en ——— S o 13

i=1 - V{\en! e
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Los vectores €, son auxiliares y de los ¢; se comprueba Ia ortogonahza-
c1én de manera sencilla. Para:

(€, &)={vy, &)~ (va &) (&, &)=0
por la [3].
Supuesto j<on -por induccién,

(8.21 ej] ) j Z (11&! I) (eu ej) - {vm e) (vn! ej) = 14}

¥ la normalizacign de los vectores o elementos ¢ es inmediata a partir de
los auxiliares.

2.5, DisTancia mINIMA DE x€H A UN SUBESPACIO H,.

El problema planteado es encontrar una descomposicion de x en dos:
uno perteneciente al espac1o H, y otro y¢ H, de forma que ¥/ H,

r=x' -ty ' (1]
El elemento ¥ € H, serd combinacién lineal de los elementos basicos de

este subespacio: .
x’ = Z (Z,- é-"" [2]
i=1

Resolveremos por mayor sencillez en el caso de ser los elementos x¢ H
reales, en cuyo caso para V x, y€ H serd:

@ =, %) i3]

de acuerdo con el axioma métrico III de 2.1.
La distancia j/D?/ es:

H’D’f’,’ﬂ =jfx - mr/r/s (z - 2 a,e,a— Z )

=1

=@ a)— Yoy o + Yl e-al (4]

=t

La distancia //D// no depende de los dos primeros sumandos y si del
término no negativo:

Siw, ed—al (5]
TOSi elegiﬁws: - : :
a=({z, e)=2x (el

0%
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se anulan todos los términos de [5] y el valor minimo de [4] se reduce:

Min /; D/ = (x, :c) Z{a:: e = (e, @) — z:c [(7)

=1

recordando -la [6]). A
La [1] la escribiremos sustituyendo a, por los’ Valoréé‘determinados por

la [6]: _ - _
©=Ywe g

Si las coordenadas se han elegido segin la [6] de la [1] y {7] deduc:mos
para (¥ y): ‘-

(g, ) = 2‘;,, BRI )

La distancia x a su aproximacién x' combinacién lineal 2’¢ H, puede ha-
cerse tan pequefia como querames. 8i el conjunto es denso, decimog que x
se puede aproximar con expres:ones lineales con “error cuadrético” y escri-
bimos:

2
w:Za‘,—e‘- R R 1))

Cuando n—co y el error tiende a Cero, MNamamos convergencia cuadra-
tica a la expresién [10].

3. FUNCIONES ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE HILBERT

3.1. GENERALIDADES.

HEERT3 AR

La eleccién de los elementos bdsicos pertenecientes.al esp&cm de Hilbert,
pueden ser funciones segdn dijimos y subrayamos en- 2.1.-

En tal caso, se define previamente el campo de var1ab1lldad C""(a, b)
que supondremos un intervalo cualquiera.

Llamamos sucesién de funcmnes ortonormahza.das dentro del mtervalo
(@, b) a: :

fﬂ’fl’fz"tfﬂ.‘ TS ST B : E [l]

ﬁ fify de = _'[_o i .

g5

con las condiciones:
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Definamos. la operacién: : : :
1

8 = f 14 de 13
@ :

para V[, g v examinemos si podemos formar un espacio funcional de Hil-
bert, con Jos siguientes axiomas:

1. Axioma de grupo.—Dadas dos funciones de {1] cualquiera, f, g¢ H
la suma f4+g€H; la diferencia {—g&H,; existe un elemento neuiro y el
simétrico que pertenecen a H,

- II. Axioma de linealidad.—Dadas dos funciones cualesquiera ngH y
los nimeros complejos @ v b, af +bgc H.

1. Axioma métrico—Para¥f, g, h€ H con la definicidon dada en [3]
para el producto escalar, son inmediatas las relaciones:

t8=@&n
(af; g)=alf, g} (4]

fi
. = f P dx

IV. De convergencia:

a) Criterio de Cauchy:

Vgn 82€ H (5]
18n—8nsol <&

existe un elemento g€ H tal que:
lim//g — gi/{<e [6]

b) Separabilidad.

Se puede elegir una sucesién de funciones pertenecientes a H, de for-
ma que si g,£H todo f&H puede expresarse conh error arbltrarxamente
pequeiio.

3.2, REPRESENTACION POR FUNCIONES ORTOGONALES.

Sl fe H dada la sucesién de funciones [1j, cumphendo la [2] de 3.1,
podemos representar la combinacion lineal :

i1 .
e g=afitafi+... +af, i

%6
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siendo la coordenada:
-, b . ] o .
2= f f-Fo da 2]

deducida la distancia minima de f a la combinacién [1] y de forma seme-
jante, como hemos deducido en 2.5.

La distancia de f a la combinacién lineal [1] cuando sea menor que
debe suceder: :

. . -
i —g 17 =f/f—gﬁ‘dx<e " 3)
¥ en este caso escribiremos:

2 . . .
f= E afi=g. S LR ['ﬂ
k=1 T . R R
Si f(x) es una funcién de cuadrado integrable, el érroridisminuye- al
agregar términos en [4] y cuando la distancia tiende a cero-estamos- en ‘el
concepto b) del axioma 4.° de convergencia de 3.1. respecto a ser el espa-
cio funcional separable,

i

3.3. CONVERGENCIA UNIECRME Y CUADRATICA.

La convergencia uniforme de una funcién f(x) aproxunada por una com-
binacion lineal [1] de 3.2. para x€(q, b) es:

If(x)—-glx){<<e . 1]
aproximdndose uniformemente a f(x) en el intervalo (a, b).

La convergencxa uniforme de gix)—>fx) en (@, b) 1mp11ca la convergen-
cia cuadratica. :

) =g(o) BREEE I -

porque la distancia de f(x) a g(x) segiin [3} de 3.2 serd:
/ Lo —swparcdba<e D
recordando la [1]; luego: g :
o) =fx) 4]
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3.4. FUNCIONES ORTONORMALIZADAS DE FOURIER,

La sucesién de funciones [1] de 3.1, dentro del campo —a, -+a, pue-
de ser:

L 1
fol@)= ——
’ , V2a
1 TE _ 1 nxaL
fi m‘=%:cosT; foni fo) = Va 08 [11
‘ 1
HLia) = ‘/la.. senff‘“; . Fou (w)=WSennzw

Esta sucesion de funciones se comprueba sencillamente que es una base
ortonormalizada de un espacio funcional ‘por. las propiedades de las inte-
grales de senos y cosenos.

La representacién de un elemento f¢H por el conjunto de sucesiones
ortonormalizadas - de Fourier, representands o, ¥y b’,, las coordenadas en
gste espacio, es: .

frae) = ]/Qa + = I/a [a1 cos — . +blsen7a:]+ ..
. -;—w—l:—[a',,sen nrT + b, sén m:m]+ (n=1,2,3,'...) {2]
Va a a

por la [2] de 3.2. tenemos:

(f(m), VL)Z“°=V%”ffm)dw 31
a a o
(f( a), _":99.]1/1;‘5’_‘_‘_= ’ I;m) cos—dw al—f f(w)cos-w_d.x,
’ sen na/al 1 e :
by =(nw). Ve )= o | f@sen= "o
a,= |/1cT faf(a:)cos RE% dw _ [4 a]
(n=1,2,3, ...)
¥, = Vlgf fix)sen n:xdw (4 1]
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3.5. FUNCION CARACTERISTICA.

4 ) A partir de la [2] en 3.4, podembs deducif la f{l.néic’m caracteristica en
relacién con la funcién de densidad. Sustltuyendo en [2] las coordena-
" das [4a] y [4b], tenemos: ' :
a:)'“ — f f(t‘dt+ — f Fiti) cos nrt n-?:mﬁ—;l-":ée211 ni 'séii'nﬂw']&'t=
- a .a a a
1 b :::)
- f(t)dt-{— f(t cos ]dt_=
2a ), ?} SECIRPUIPRSELE NS
‘1 a nT t Fr IS S R :‘»‘
- m—f LLED) f f it co 4)—
2a /.

ff(t) x{f—a) dt__ __“__f £it) cos m:(t-—

por ser la funcién coseno funcién par. Precisamente por esta clrcvunstancm
y por ser la funcidén seno 1mpar, la {11 es 1gua1 ' ‘ i SRR

fkw)=2 Ef f(t) 008M+isenwlat=

@

_ax(t-=z)
ff(t)——— Ze a ‘] t [2]
ATk
Si hacemos . s RSO RRI AR
nrx —=u [3]

@ G LYERGIAS

como n€ N cuando varia de n a n+1, tenemos que’ ¢t inerémenttde % es:

SEAREI N

(nf})xl nx ;= Sy Lo -
N SRR @ [+ R S T T .

Llevando este valor a la [2], ténerhbé:

f () = ;T ..nfr't)ng;“"‘;"’” su 2]
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y cuando a—»oo, [4] tiende a la diferencial du y a la sumatoria [27] a una
integral,

f(m)m—f f(t)dtj gy '['5]

T

fla) = éf'e”mdg/ £ ()it ™
Llamando funcién caracteristica a la expresi6n:
Olu) = f fit) e dt=f fix) ™ da (6]

Sustituyendo en [5] tenemos queﬂ conbciendo esta funcién puede deter-
minarse la funcién de densidad de probabilidad, Sust1tuyendo Ia [6] en
la [5], tenemos:

mw—jr%mw"J-'{n
2n .

La reciprocidad de las expresiones [6] ¥ [7] es bien conocida y como
pretendiamés hemos demostrado estas fdrmulas conociendo las expresio-
nes ortonormalizadas de Fourier,

Para que f(x) sea desarrollable en serie de Fourier [1] debe cumplir las
condiciones de Dirichlet:. Tener un nimero finito de-discontinujdades_en
el periodo; tener un nimero finito de mdximos y minimos y

f"/‘f(m)'/dm<ao

4. FUNCIONES ORTOGONALES EN EL ESPACIO DE HILBERT
RESPECTO DE UNA FUNCION PONDERATIVA (NUCLEO).

4,1, AXIOMATICA.
Este caso puede reducirse al estudiado en 3. Unicamente el Axioma III
es donde la operacidén escalar tiene una significacién diferente.

. - Los Axiomas I, II, III y.IV de 3.1. se dan por reproducidos y entonces en
el Axioma métrico Il se introduce la funcién. ponderativa.

h(x)>0 _ (1
denominada nucleo. o : :
Sea un c¢onjunto de funmones

ffh fll fm vary fm_ (SN : [2]
1o
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deflmdas en un mtervalo (2, b) Ia operacuSn escalar V’f gEH respecto al
nicleo h(x) se defirie asf:

t, = f f), ), M de [3]

A veces representamos por una integral de StIelt]es Lebesgue con fun
cién ponderativa dF(x)>0. La [3] se definiria: -

. B e Lot
. 9= f 1) 8@ dF() [37

Si [2] son funciones del espacio funcional de Hilbert respecto del ni-
cleo h(x} o dF(x) (segiin sea [3] o [3'] se puede reducirlas al ;.spacw fun-
cional estudiado en 3, sélo haciendo la sustitucién de las ‘funciones 1'2j
por las nuevas:

k=i B R

habiendo eliminado el nicleo.

4,2, ORTOGONORMALIZACION Y COORDENADAS.
Decimos tenemos una base ortonormalizada

gx), glx), ... [t

respecto del nicleo A(x) cuando se cumple:
5 .
(edx), gilaN= f 8lx), glx)h(x)dx=23, 2]

Una funcién f(x)€ H puede expresarse por una combinacién lmeal de
la base [1].

f(x)—axgl(r)+az glx)+.. +mgn’(x)+ (x) [31

El término =(x} se ellge de forma que sea minima la distancia de f(x)
a la expresion:

hH=ag@)tag®+. +agx M

AT

7 La distancia de f«{x) a f(x) se determina por el producto escalar,

i @) —fo @) [ = [f (@) ~ S 0,2, (), F0) — B ayg; (@]
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Es evidente y de forma semejante a como demostramos 2.5, esa. distan-
cia es minima cuando los coeficientes de [4] son las ordenadas de f(x) en el
espacio de la base ortonormalizada [1], es decir, cuando:

. b ) .
&, = [f @), g1 (@)] = f £ (@) 8@ h(e) dis (6]

a, es la coordenada k del desarrollo 0 representac:lén de f(x) por [3].
De [5] deducimos, teniendo en cuenta [2]:

/i & (@) f/—//f(w) £ )l = @) ftx}l—Z/akF (7]

4.3. DESARROLLO DE CHARLIER.

Una aplicacién inmediata de lo estudiado en 4.2 es considefar como
niicleo la funcién de densidad normal tipificada, cuyoc campo de variabili-
dad es el eje real.

Formemos las expresiones:

Eolx) =1
&1 () = Py (x)
L Py ()

= 1
g,(w)“ V|2_ f1}
nly =n D

Vim

................

Las expresiones P,,;(.r) .son los polinomios de las defivadas de la distri-
cién normal tipificada:

' . 1 (a2t -
fo (m) = _];_2__ e (x/2} , [2]
L L3 o )
fO@) = —=— eI P, @) 3]
. Vor o : '
- Se comprueba sencillamente que {g(x), gu(x), g(x), ...} [1] es una base

ortonormahzada respecto a la funcién de densidad:

- 1 : . ’
h = — - (=3/2) 4
L e o 4]

102
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. Evidentemente para m>n
= . _
R 1 ‘_e_(_rzlg) Pm({ﬂ) P (ﬂ?}
e Vorz V@ V|n

=T|Ef%/—?“f [ (@) P, (x)dz =

[&n (@), &, (@) =

= 7|:_—"~:“[ftm'1 {x} P, { w) - —f-wéf‘”"'l @) P, (x)dx =
m o
(_1)2 A -2 " .
"V v | e ] ‘51

pues al integrar por partes deducimos en consecuencia, al ser m>n por

hipétesis y ser nulos los términos 1ntegrados entre +oo y ser.
(8}

(n-{-l)(x)— i nw [6]

por ser P,{¥) un polinomio de grado n deducunos la ortogonahdad de las
funciones:

(£ (), £ ()] = (w} P i) da:]

- f -(x'm
Vim Vl'm o Vor o
V(Im f £ (@) P, () d.:c] = —l—-»[(-l)" FOE () PE () d’m] -

= ‘“,“ me(.n)f £ (&) da = (= 1) (—=1)™

1 5]

l§}§

por ser P,™(x) una constante y ademds es factorial de s con el sigho +
seglin sea m de naturaleza par o impar.

Puede escribirse:
(gnl®), Zl)=2um. » 5”1

La base [1] formada como hemos visto, estad ortonormalizada con el nid-
clec [3].

Una funcién cualqmera f(x) puede desarollarse por medio del sistema or-
tonormalizado [1] en la forma:

fxX)=aglx)+ag )+ aglx)+ ... +Fangn(+ ... 71

~En consecuencia las coordenadas con nicleo [4] se determinan por Ia ex-
presion [6] de 4.2

&=1f @) gu(@)] = f f(z) Py (a)

e—fﬁ‘e’lﬂl
Vir _d_.f.;; . LB]
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En nuestro caso recordemos la [3] y formemds un desarrollo de la funcién

de densidad f(x) con relacién a la funcién normal fyx) y sus derivadas
f™x) (m=1, 2,...), en forma de combinacién lineal.

fR)=af(x)+af =+ ... +af* )+ ... [9]

Multiplicando escalarmente en [9] por P.(x)/|% tenemos:

(e S ) = [ e e = - [ rene

Luego:

a’k=

[10]

porque todas las integrales se nos anulan per las [5], [5] v [5”].

Dando valores a k=0, 1, 2... encontramos los coeficientes del desarro-
llo [9] denominado de Charlier.

Solamente a titulo de informacién daremos los 'tres.primeros. Para ello
conozcamos Pix) deducimos P,(x)=1 de la derivada de la normal [3]:

Pyx)= —x ‘
Px)=3—1 n
Px)= —(*—3x) N

En consecuencia: i o

'fwf<m)d'x=aofﬂ.ra:)dw=1=>

a0‘= 1

a1=f’f(w).P_1i§E_}__dwz_f :.cf(a:} =—

ag=—,—‘2—-f @ 1) f(@)do =[5~ 1]

f B - ) f(@)dew = —— |3 Bay—a) 2]

-......--..._-.p---.---'---_---- ---------------

. Estos coeficientes, llevados a. la [9] nos dan el desarrollo de Charlier
para una funcién de densidad en relacién con la normal,

. Indiquemos que para la validez del desarrollo son necesarias las condi-
‘¢iones de continuidad de f(x) y se anule la funcién y sus derivadas en +oc.
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44, QOTROS DESARROLLOS., DESARROLLOS DE HERMITE:

La analogia con los de Charlier nace por el hechd que se forman de la
normal por derivacién, pero de la forma 51gu1ente

Si

fatay = |/12 A )
T

y hacemos el operador derivada:

a S :
D= SR
.4
nr= da” 3]
tenemos: : . O
(~DYR@=H® H{» o 4]
y en consecuencia: T TR
fola)=( — LY HAx)folx) e I N )
siendo:
- Pr(x)=(—1)'Hr(x) o (6]

los polinomios [3] de 4.3. estudiados en el desarrolle de Cha.rher (‘)

Rey Pastor (**) da una tabla de polinomios ortogonales. con dwersos
niicleos, interesantes y que enunciamos, come son los de Legendre, Tcheby-
chev, Laguerre, Jacobi, etc., asi como las func1ones generatrices de los poli-
nomios.

5. ESPACIO ESTOCASTICO DE HILBERT

5.1. AXIOMATICA.

En 2.1. postulamos, en general, el espacio de Hilbert v subrayamos di-
ciendo que los elementos pertenecientes al espacio podfau ser. varlables esto-
césticas.

En el espacio de Hilbert cuando la naturaleza de los elementos sean va-
riables estocdsticas, 1o llamaremos espacio estocdstico de .Ifﬁlbett._

~(*}. M. G. Kendall and Stuard: “The Advanced . Theory of, Statistics”, vol. I,
pég. 1553 ¥ ss., quien demuestra propiedades importantes de’ ‘estos y otros polmomms

("') ]. R. Pastor: “Los Problemas Lineales de la Fisica”, Intaet pig. 312 ¥
siguientes. '
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Aiadiremos, sin embargo, que pueden ser funciones aleatorias o proce-
s0s estocasticos, pero no-se:estudiaran estas clestiongs en este articulo.

L. Axioma.de grupo.—Si x,y son variables aleatorias x,y<H deberd
suceder que:

x+yE H ; x—yEH
Existe elemento neutro 0, y el simétrico que pertenecen al espacic.

II. Axioma de lineaidad.—También se verifica el axioma II de 2.1, para
combinaciones lineales ax+byc H y demds propiedades ya indicadas. =

III.  Axioma métrico—Definimos para el espacio estocdstico Vo, y€H
la operacién interna:

(x, )= f xyd*F(x, y)=Exy By
B

El simbolo E es el operador esperanza; y R, el campo bidimensional;
y el valor conjugado de y cuando las variables aleatorias tomen valores
complejos: y F(x, yy la funcién de distribucién conjunta de x e g;

En el caso de ser reales, tenemos que la [1] seria:
v, ©)=(x, )= f Y& F(, yy=Exy [

Definida la [1’] para variables aleatorias reales comprobemos cumple el
axioma métrico las propledades s1gu1entes‘

@H=@ 221

(ax, y)=afy, x) + [2b}
(x+y, 2)=(x, D+, 2) [2¢]
(ax+by, 2)=alx, 2)+b(y, z) [
corolario de las precedentes. o '

“(x,v ﬂy)‘:ﬂ(x; y) [23]
1gualmer1te corolarlo de las anteriores.

| o wozo
Demostremos la [20]': '

(x+y, 2)=E[(x+y)zl= Exz+Eyz ‘ . [3]
por la propiedad del operador esperanza E

IV, Axiomas complementarios dé canvergencza —Dd.mos por - ‘reprodu-
cldos los axiomas IV a) y b), sxendo los elementos Xy %, variables esto-
cAsticas.
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52. CONSTRUCCION DE UNA BASE ESTOCASTICA ORTONORMALIZADA.

En un espacio estocistico H, —euclidec de n dimensiones— a partir de
unas variables estocasticas podemos construir otras variables estocdsticas
ligadas por una relacién lineal y que tengan la propiedad de¢ estar ortonor-
malizadas. Cuando #»—+co formaremos el espacic de Hilbert:::.

En principio, y sin pérdida de generalidad, supondremos las variables:

. ) X1 xg,_ X3 ... : T P [1]
estdn centradas; es decir: o
Ex,=0 {2]

5i no cumpiiesen {2} y fuese 2. la media teérica correspondiente a Ia
variable x,, la nueva variable serfa:

e

Xy, =t . . {2’}

y siempre supondremos las variables aleatorias ¥, son centradas, sm que
perdiéramos generalidad por esta hipdtesis adicional,

A partir de las variables centradas

Xoy X5 ... L R

fo

[

construyamos unas variables estocdsticas ortonormalizadas v que llama-
remos:

En k... 4

‘Recordemos el procedimiento de ortogonalizacidn de' Gram Schmidt ex-
puesto en 24. y expresamente sustituiremos en [2] el conjubtoii{p;}: por
las correspondientes variables aleatorias {x..} e igualmente para-lasva:
ria.bles ortogonales e v ¢, por sus correspondientes variables aleatorias
£’ (auxiliar y ortogonal} y 2., ortonormalizadas.

Segin hemos indicado, tendremos:

By = £y = ——r , (5]

? : V(mm 502} B SR EI TR TR
pero: G et oapy N {opine
(xy, X)=Ex"=gg [61

segin [1] de 5.1. y por ser x;, centrada; luego ia [5] puede escmb:rse
G=- = (Ezyiz)— t B

2

o sea, la variable tipificada que goza de la propredad de tener . madulo
unidad. :
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Encontremos &, pero antes introduzcamos la variable auxiliar £:

Ghy ripege E}3="F3—h(x3’ 52) “ s : ‘ L {71
af i ' = es (Fyi)=0 - . -7
recordando [5]. o _ .

Si llamamos: . _

' EXi%i=0y= puysio; : - [8]

donde g, es el coeficiente de corrélacidn entre las varlables x v x,. Te-
nemos: _
Ty Ty Oas
(arg, ‘o) =y, — = = * 9y = st C3 (%1
, 9y Gy 92 % .

Normalicemos la variable auxiliar %,
(&3, E'3) = [y — (o0, Ea1 &y, 1‘3 (-’1?3, B2 Ba) = &% (1 — p'an) (10]
Luego: : S :
By wy—lwy EE |
ol P =2 s
V(E's, &) Vl — (%5

La [11] puede escribirse recordando Tas [571, [9] y [10]:

E __l___.fﬂ___ﬁ__.m_? - [11_1

' V1-piy % .. V1ol %

Procederiamos continuando formando. la base estocastica ortonormali-
zada siguiendo el método expuesto-en 24. para nuestro espacio estocdstico
v la base obtenida es combinacidén lineal: de las . variables estocdsticas [3].

5.3. HIPERPLANO DE REGRESION EN COORDENARAS ESTOCASTICAS
ORTONORMALIZADAS.

Construida la base %, % ... %, un elemento x; podemos representarlo esto-
cast:camente en esta base de forma

xl—-bm».z + bmﬁs +b1ﬂ.‘n T [1]

Si el elemento aleatorlo x se proyecta sobre H ¥ 7 es ortogonal ala
base {&. & ... 5.} -

El problema es determinar los paxémetrds by (h=2, 3 ... #) que llama-
remos coeficientes de .regresion respecto al ‘sistema’ ortogonalizado. Se :de-
ducen sencillamente aplicando los concepto de coordenadas (ya que sen- las
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coordenadas de la base estocdstica. ortogonal) que vimos.en 2.3, formula [6]
¥ que, en nuestro. ¢aso, se reduce a:

by =y, %k)=ExlEh o ) [2]

Dando a k valores, obtenemos todos . lgs: coeficientes del hiperplano de
regresién.

Dela[lly cuando se han determlnado los coef1c1entes por la férmula [2]
tenemos la varianza residual o error minime:

{ﬂ:'fi}-“qle, 501,-’1'1)_'23’ 1k"°1 : -.Ebask 13}
Feg

Esta expresién puede compararse con la [9] de 2.5

- St x,£ H, el error serd nulo porque la distancia de x, al subespacio H,
(donde se encuentra x;) es nula. Podemos represeritar en este caso, por una
expresion lineal:

. #
&= Z, by, o, ' - [4]
. - k=1, - L . - .

A ¢4, ..., se denomina varianza residual y viene expresada en tér-
minos de la varianza de x, y de las coordenadas sobre el sistema ortogonal
elegido, disminuyendo cuando se incrementa la dimensionalidad del espacio
pudiendo llegar a ser nulo cuando la proyeccion de x en el sistema ortogo-
nal estocastico elegido coincida exactamente con la~ dimensionalidad de x
segin hemos indicado.

Brevemente completaremos estas ideas y emplearemos las notaciones in-
troducidas por Yule (*) para nuestras regresiones,

La [11 la escribiremos as{:
#y = bio s pietbiaae. n st FOinm en B T Ty {5}

Llamaremos (como hace Yule) a los primeros submdlces primarios y a
los restantes secundarios. El primer subindice ; en los coeficientes de regre-
sién en base ortonormalizada indica la variable x; el segundo subindice de
los coeficientes, indicativo de que es el coeficiente correspondiente a la va-
riable estocdstica ortonormalizada, representa su influencia: los coeficientes

"y G U Yule yM G. Kendall: “Introduccién a la'Estadfstiéa’;.' Aguila;i'; 1954,
pag. 304 y ss, .
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secundarios representativos de las restantes variables ortonormalizadas que
intervienen. Por idltimo, comparando [3] con (1] vemos que:

N=®1 83, 0=®— bu,s...n By i = binstnen En 6]

es la desviaciéon o error estocdstico.

Multiplicando escalarmente @, ,:._, por %,(A=2,3..n) y recordando
[2}, tenemos:

(a:l.%ﬁ... n, Eh] = E-’”i,as...n Eh ==
= E(xy — L by; 3.5 0,040 5 Fn =

=E2 5 — by ss-nmen..n =0 . 17}
segin la [6]. Este hecho nos permite escribir:

%y 2. = (@135, 00 Ly 33..n) = : (8]
= (‘Tl,ﬂs...ns Ly =~by35..n Bombiss. wEs——b1ua.n En

= E&; 55,010 — P1u.23..n1 B &y =

= K& g5, 101 Ty — b]n,zs...cn_-n Ef o =

_ a3 2 .2 2
=Kx' s -0—d 1n,23...tn-1) = @ 198t =0 10,23t

La varianza residual:

2 _ .2 2 .
2.0 = T 15t~ Vints. e (8]

La relacién [8] puede escribirse:

2 - e
% .98..a =0 1.23...;»—1:[ 187]

1— 128 tn 1y ]

2
I, 2. -1

La [8] es la varianza residual de orden n—2 y por ia [8] y [8"] vemos
la ley de recurrencia para conocido la de orden inferior determinar la si-
guiente.

La férmula, deducida por Yule (pdg. 307 o. c¢.) para los coeficientes de
regresién, nos permite escribir la importante relacién para nuestros coefi-
cientes de regresién en base estocdstica ortonormalizada:

bz: 28 ... ¢n=1 .

2 — n.23...{n=1)

P 1in,.28 .. (a-1) — 9 .. . [9]
P12z =D

pues sus_tituyendo [9] en [8”] nos da la férmula deducid_a por Yule.

021.23...!1 = 521.23..4-;-1»(1“’[’21"....("-1}] {10,
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. De [10] deducimos:
| o= °:21A-(1 _"9212») C
521.23 = 02'1.2_(_1"9213_.2‘5 {11}
6% 93¢ = 1.3 (1= FP1q.29)

.......................

En consecuencia, multiplicando las [11] hasta la [10] y simplificando,
tenemos: ' '

.95 = 01 (1— Pn)l P30 1— 5’1423) (1- Pln,ss Stn=1? [12]
" En la [9] deducimos:
bzIn,ﬂE...[n-1}= P"m,:‘s..;(u—u'°?1,2s...(n-n EEERRGEIARE [13]°

y sustituyendo la relacién [12] en' (13] tenemos para nuestros coeficientes
de regresién en base ortonormalizada:

b2]n,23...(n-l)= leﬁ,?.s...(u—l) : 021(1_?212}' (I_Psxs,z} . (1 P Lia-13,28.. (n-s) “4]

Estos coeficientes I m..m-y puede observarse no estdn mfluencnados
por variables superiore-a n, cormo indica la [14). '

Esta ventaja sobre los coeficientes lineales ordinarios "dé:r'eg‘l'ESiSil 108
permite deducir el siguiente sin modificar los anteriores’ cuando se ha é@ms-
truido la base ortonormalizada.

FRYPSE

54, RECTA DE REGRESION.

La [1] de 5.3 puede reducirse a la menor expresién lineal posible:

L = bm Eatys . (1]
y como por la [2] de 5.1, en nuestro caso es: ) 5
ba=HEux & = J?m;am! = E:f]:z' T =he S {2}
La [!] se reduce a: _
Ty =129 Ez t &= Pl*_él;% + -"'312 ‘ _ | !3}

recordando las [5] vy [8] de 5.3.-
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Llamando a la proyeccién sobre &, recta de regresién -de a;, sobre xy,
con un subindice secundario para indicar esta combinacién lineal:

g
Ty = 912"3“2“ c &y [4]

se llama a x; regresion lineal de x, sobre x, y puede escribirse:

”%1' = Prg- Hgf (51

Sencillamente deducimos la varianza residual sin més que en [3] de
5.3 suprimir los subindices superiores a 2 y sustituyendo b. por ¢l valor
deducido en [2} tenemos }a conocida férmula de la varianza residuval:

2 . =¥ 2 - 2 3 2 2
O p= 3y — by =97 — 0 0Ty = 9 (1—¢7y) (6]

5.5. PLANO DE REGRESION,

Por su importancia, dedicaremos estas breves lineal al plano de regre-
sién en coordinadas ortonormalizadas y finalizaremos nuestro articulo.

De las [1] ¥ [5] de 5.3 tenemos para el plano en.la base ortonorma-
lizada {&, 2}: .
@y = by %y + big By + 21 (1}

siendo la desviacidon x5 ortogonal a 5 y £,

Las coerdenadas b ¥ by se deducen de la [2] de 5.3,
by =Ex E2§ by =Kk, {2

Siendo &, = (/5

=4

AU SR N MU )

o Vi- o'y O V1 ol %2

segun las {51, [5] y {11']) estando ortonormahzadas.
" La coordenada by ha sido deducida en 5. 4, férmula [2].

bis = 6197 -~ . 14l
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Sustituyendo en [2] la [3] tenemos:

(P13 — P13 Pes)
bg=—""—""—.0 [5]
18 V 1- P223 1

Si prescindimos: en [1] de la desviacién xs y Hamamos xy, al plano de
regresidn, tenemos: .
@y = b5y + b e (6]

Sustttuyendo en [6] las coordenadas expresadds en las formulas [5] v
las & y £ por la [3], tenemos:

Ty 4 (P1g — P13 Loy

Lyp = P13 I — -+ = il
93 Vi— ol
1 Ty g &g )
’ ——— - p—— [
( Vl — P223 03 Vl - 9222 . 52

Efectuando operaciones podemos ponerla en forma explicita tipificada:

&g Prza —fglys Xy Pis —P1a 0oy Xy
- LTy - £
9 1—p'y Sy 1- P223 %3

La varianza risidual [3] de 5.3, para nuestro caso es:

(P15 — P13 Paal o?
e — 0
1 p¥yy

1 — %) (11— pPys) — (pys == ¥
g ) Pss (P13 = P12 Pas 19)

=
1 Kl
1 —py

2 _ .3 2 2 _ L2 .2 3
=3y ~ by - V=0 — o7 —

Indiquemos que teniendo ung base ortonormalizada, el error disminui-
rd a medida que introduzcamos términos sin necesidad de rehacer los cdleu-
los, como lo hemos hecho para el plano conociendo ya by calculado previa-
mente en la recta,
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