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A nuestra hija Miriam,
por quien todo esfuerzo es poco



... el valor de las provisiones técnicas debe corresponder al
importe que otra empresa de seguros o de reaseguros (la
empresa de referencia) previsiblemente necesitaria para poder
asumir y cumplir las obligaciones subyacentes de seguro y
reaseguro. La cuantia de las provisiones técnicas ha de reflejar
las caracteristicas de la cartera de seguros subyacente.

Punto (55) del Preambulo de la Directiva 209/138/CE

del Parlamento Europeo y del Consejo, de 25 de noviembre de 2009,
sobre el seguro de vida, el acceso a la actividad de seguro

y de reaseguro y su ejercicio (Solvencia Il)
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PREFACIO

Hasta ahora la tarea de estimar el nivel de provisiones técnicas -reservas en la
literatura cientifica actuarial- era un trabajo algo tedioso pero dotado de un
elevado componente mecéanico. En esencia, se trataba de repetir un mismo
célculo sin cuestionarse ningln aspecto mas. Se utilizaba uno de los multiples
métodos disponibles para tratar de obtener el nivel esperado de provisiones
que fuera capaz de hacer frente a los pagos futuros asociados a siniestros que
se hubieran producido durante el ejercicio del calculo y en los anteriores.
Béasicamente, se trataba de calcular un valor esperado, es decir, una media.
Sin embargo, con la aparicién de los nuevos esquemas de evaluacion del nivel
de capital basado en los riesgos soportados -Solvencia Il es un claro ejemplo
de ellos-, el interés se amplia hacia otros aspectos tales como intentar conocer
qué nivel de posibles siniestros se pueden producir en el futuro y como
afectarian estas situaciones sobre el nivel de reservas previamente estimado.
Por estas razones, parece obligado pasar a un planteamiento en el que se
incorporen elementos estocasticos que, por una parte, justifiquen el mecanismo
de calculo del nivel de reservas y que ademas, permitan cuantificar la
incertidumbre asociada a estos mecanismos.

A pesar de la ganancia que ello supone, es necesario recordar que los
algoritmos estocasticos no proporcionan soluciones en aquellos casos en los
que los métodos deterministas fracasaron sino que permiten obtener una
estimacion de la incertidumbre ligada a los citados métodos deterministas
mediante el uso de un modelo de probabilidad adecuado a la realidad que se
desea medir.

En este contexto es en el que se enmarca este trabajo. El objetivo del mismo
es mostrar una coleccién de métodos de célculo de las provisiones técnicas en
los que la aplicaciébn de modelos basados en distintas funciones estadisticas
permite obtener tanto el nivel medio esperado -lo que se conoce como Best
Estimate- como el nivel de incertidumbre ligado a ese célculo.

Para ello, el trabajo se estructura en dos partes muy diferenciadas. La primera
de ellas recoge lo que podrian denominarse los antecedentes del calculo
estocéstico de provisiones técnicas. Se aborda esta cuestion desde una doble
perspectiva legal y técnica, recogida en los capitulos 1 y 2 respectivamente. El
primero de ellos se centra en describir el contexto normativo en el cual se va a
desarrollar la aplicacion de estos métodos. La norma central que marcara su
aplicacion es la Directiva 2009/138/CE del Parlamento Europeo y del Consejo,
de 25 de noviembre de 2009, sobre el seguro de vida, el acceso a la actividad



del seguro y de reaseguro y su ejercicio (Solvencia Il). En este capitulo se
describe como era el sistema anterior y como sera el nuevo, pasando por la
descripcidn de los pasos que se han dado hasta llegar a la nueva norma.

El capitulo 2 se centra en los aspectos técnicos de la estimacion tradicional de
las provisiones técnicas. Se describe lo que podriamos denominar métodos
clasicos de célculo, tales como el Grossing-up, Link ratio o Chain Ladder, entre
otros.

El resto de la obra se centra en el estudio de técnicas y métodos de naturaleza
estocastica que, ademas de estimar el nivel medio previsto de reservas,
permiten evaluar el nivel de incertidumbre ligado a la estimacion del volumen
de provisiones. Asi, en el capitulo 3 se recoge el método conocido como de la
distribucion libre de Mack para calcular el error asociado al calculo. Este
método puede considerarse como de transicion entre los tradicionales y los
basados en algun tipo de distribucion pues lo que hace es calcular el error
asociado al célculo cuando se utiliza el Chain Ladder y no impone ningun tipo
de de restriccion en la naturaleza estocastica de los datos.

El capitulo 4 se centra en exponer los fundamentos de los modelos lineales
generalizados. Esta técnica es ampliamente utilizada tanto en las tareas de
estimacion de provisiones como en las de tarificacion de primas. En lo que
concierne a este trabajo, la presencia de este capitulo se justifica porque la
estimacion a realizar se basa en la suposicion de un determinado
comportamiento estadistico en la variable de respuesta.

El capitulo 5 aborda la estimacion del nivel de reservas mediante la utilizacion
de un cierto numero de modelos, cada uno de los cuales supone que los datos
siguen una determinada distribucion de publicidad. A partir de aqui y mediante
el empleo de los modelos lineales generalizados se procede a obtener la cifra
prevista de reservas junto con el nivel de incertidumbre ligado a ella. Se
distingue entre modelos para datos acumulados y aquéllos para datos en
incrementos.

El capitulo 6 estd dedicado al célculo de reservas mediante la técnica del
remuestreo o0 bootstrapping. Tras pasar revista a los principales aspectos
tedricos de esta técnica, se aborda el estudio de dos modelos de amplia
difusion como son los de England y Verrall y la modificacion del anterior,
planteada por England pocos afios después. A diferencia de los modelos
anteriores, en este caso se hace un uso intensivo de las técnicas de
simulacion.

Finalmente, el capitulo 7 trata de recoger otros modelos susceptibles de ser
utilizados. Son los basados en la teoria de la credibilidad, la cual goza de un
amplio predicamento y una extensa utilizacién en el ambito actuarial.



La exposicion de todos los modelos que se presentan en esta obra se ven
acompafiados del correspondiente ejemplo nimerico que permita facilitar la
comprension del mismo. En este sentido, y para hacer mas visibles las
diferencias entre unos y otros modelos, se ha utilizado siempre el mismo
conjunto de datos. El esquema seguido en la exposicion y ejemplos también es
idéntico en todos los casos. Se estima el nivel esperado de reservas, se calcula
el error asociado a dicho calculo y por ultimo, se desglosa el volumen previsto
de reservas por ejercicios futuros, los cuales se presentan tanto en valor
nominal como descontado, tal y como establece la Directiva de Solvencia Il.

Para concluir, nos gustaria agradecer a D. José Antonio Aventin, tutor de este
trabajo, tanto el tiempo que ha dedicado como sus comentarios e indicaciones,
gue han permitido acercar mas la siempre densa y compleja teoria al prosaico
y directo munto de la préctica diaria. Obviamente, todos los errores que pueda
contener este trabajo son responsabilidad Unica y exclusiva de los autores.



CAPITULO 1
ANTECEDENTES NORMATIVOS

1. NORMATIVA PREVIA A SOLVENCIA I

En los tiempos que corren, con tremendos sobresaltos en los mercados
financieros y con desagradables sorpresas en cuanto al cumplimiento de los
compromisos adquiridos por parte de las entidades financieras -entiéndase
tanto bancos y cajas como aseguradoras-, la capacidad para pervivir y, por
tanto, respetar las obligaciones pactadas, ha devenido en crucial
Indudablemente, para lograr este objetivo es basico evaluar los peligros,
técnicamente riesgos, a los que las entidades se enfrentan.

Para cumplir con este fin, las autoridades econdmicas impulsaron en el pasado
una serie de medidas que trataban de cuantificar los recursos que habrian de
destinarse para garantizar la viabilidad de este tipo de empresas. Para el sector
asegurador que opera en la Unidn Europea, las primeras normas surgieron en
fechas ya tan lejanas como 1973 y 1979%, en las que se impuso la creacién de
un fondo de capital suficiente para absorber los resultados debidos a cambios
imprevistos. A comienzos de este siglo, la normativa sobre solvencia fue
modificada. Es lo que se ha denominado Solvencia I. De forma muy general,
los cambios se han centrado en lo siguiente:

— Publicacion de dos directivas, una para vida y otra para no vida, en las que
se modifican los requisitos del margen de solvencia?,

— Aparicion de una Directiva que regula la actividad aseguradora dentro de los
conglomerados financieros®, la cual se afiade a la de 1998 sobre grupos
aseguradores®,

! Para los seguros de no vida, la Primera Directiva del Consejo 73/239/CEE y para los seguros

de vida, la Primera Directiva del Consejo 79/267/CEE.
2 Son la Directiva 2002/13/CE del Parlamento Europeo y del Consejo de 5 de marzo de 2002
por la que se modifica la Directiva 73/239/CEE del Consejo en lo que respecta a los requisitos
del margen de solvencia de las empresas de seguros distintos del seguro de vida y la Directiva
2002/83/CE del Parlamento Europeo y del Consejo, de 5 de noviembre de 2002, sobre el
seguro de vida.

® Directiva 2005/1/CE, del Parlamento Europeo y del Consejo, de 9 de marzo de 2005, por la
qgue se modifican las Directivas 73/239/CE, 85/611/CEE, 91/675/CEE, 92/49/CEE y 93/6/CEE
del Consejo y las Directivas 94/19/CE, 98/78/CE, 2000/12/CE, 2001/34/CE, 2002/83/CE y
2002/87/CE, a fin de establecer una nueva estructura organizativa de los comités de servicios
financieros.



— Publicacién de la Directiva que regula el reaseguro® y
— Dlrectivas que establecen los requisitos para la reorganizaciéon y quiebras
de aseguradoras -el llamado winding-up-°.

A pesar de los cambios y de ofrecer una oportuna proteccion a los asegurados,
esta normativa supone cargas para las aseguradoras, lo cual introduce un
elemento distorsionador en el funcionamiento del mercado. Dicho de otra
forma: el capital exigido, o legal, no se ajusta adecuadamente al que deberian
tener de acuerdo a los riesgos soportados, o capital econdmico. En concreto:

a) El margen de solvencia de los aseguradores no vida depende del nimero
de contratos y no del riesgo inherente a esos contratos.

b) La normativa exige que las provisiones técnicas se calculen con prudencia,
concepto vago y difuso que lleva a que las provisiones se doten de forma
arbitraria.

c) Los beneficios de la agrupacion y diversificacién de riesgos se reconocen
de manera muy limitada. En concreto, los requisitos de capital s6lo recogen
de forma muy parcial el reaseguro y otras formas de reduccién del riesgo.

d) Los grupos de compafiias no se pueden beneficiar de la diversificacién que
existe entre los riesgos en sus filiales.

e) Para el negocio de vida, la interaccidbn que existe entre las provisiones
técnicas y el margen de solvencia puede ocasionar efectos perversos en los
casos en los que altas dosis de prudencia en las provisiones técnicas
conducen a un aumento en el margen de solvencia.

f) El riesgo de los activos no esta recogido en los requisitos de capital. En su
lugar se recogen restricciones cuantitativas las cuales pueden distorsionar
la formacion de carteras.

Con el fin de corregir estas deficiencias, se puso en marcha el proceso de
cambio que ha culminado en la Directiva 2009/138/CE del Parlamento europeo
y del Consejo, de 25 de noviembre de 2009, sobre el seguro de vida, el acceso
a la actividad de seguro y de reaseguro y su ejercicio (Solvencia Il). Antes de
exponer las principales caracteristicas de la misma, se procede a hacer un
repaso de la normativa y estudios previos en el ambito objeto de este trabajo,
que no es otro que el de la estimacion y calculo del nivel de las provisiones
técnicas mediante la aplicacion de modelos estocéasticos.

Directiva 98/78/CE, del Parlamento Europeo y del Consejo, de 27 de octubre de 1998,
relativa a la supervision adiciona de las empresas de seguros y de reaseguros que formen
parte de grupos de seguros o de reaseguros (a partir de ahora se la denominara por sus siglas
en inglés, IGD).

® Directiva 2005/68/CE del Parlamento Europeo y del Consejo, de 16 de noviembre de 2005
sobre el reaseguro.

® Directiva 2001/24/CE del Parlamento Europeo y del Consejo, de 4 de abril de 2001, relativa
al saneamiento y a la liquidacion de las entidades de crédito.



1.1. Lanormativa anterior: Solvencial

En esencia, se trataba de un sistema de calculo del capital exigido a partir de
una serie de ratios que relacionan dichas exigencias con algun aspecto del
volumen de negocio, tales como primas o siniestros, eligiéndose el caso mas
desfavorable. Su regulacion se encuentra recogida en dos Directivas:

— Para vida, la 2002/83/EC, del Parlamento Europeo y del Consejo, de 5 de
marzo, en su articulo 28 'y

— Para no vida, la 73/239/EEC, en su articulo 16, modificado parcialmente por
la Directiva 2002/13/CE.

Por tanto, se diferencia en su forma de célculo segun el negocio propio de cada
aseguradora. De forma muy general, para cada tipo de seguro se establecen
normas para calcular las cifras correspondientes al margen de solvencia
obligatorio y para el fondo de garantia minima, asi como unas normas para la
actualizacion de cantidades. En lineas generales, se trata de un sistema
sencillo de poner en préactica que permite la comparacion de resultados entre
entidades. Sin embargo, tiene ciertas limitaciones, tales como:

— Los activos y pasivos no se valoran de acuerdo con el mercado.

— No se consideran riesgos distintos de los técnicos (primas, siniestros,
reservas en no vida y CER -capital en riesgo- en vida). Por ejemplo, el
riesgo asociado a la inversion no se considera a la hora de evaluar las
exigencias de capital, y Unicamente se aborda como una restriccién a la
hora de invertir los activos.

— Aspectos tales como la diversificacion del riesgo o su transferencia no
implican reducciones en la cantidad exigida de capital.

— Laincidencia del reaseguro es muy reducida -s6lamente a través de la tasa
de retencién- y no se consideran aspectos como la calidad crediticia de los
reaseguradores.

= Seguros de no vida

Por lo que se refiere al margen de solvencia obligatorio -a partir de ahora,
MSOny- se calcula a partir de la siguiente expresion:

MSOyy =max{lp;ls}

en donde Ip =klp y Ig =klg siendo k una constante con valor 1,5 para los

seguros de responsabilidad civil -excepto autos-, maritimos y de aviacién, y con
valor 1 para el resto de ramos. Por su parte |p es el indice de primas, el cual se
calcula como:
{0,18-x-r X <50
b=

9r +0,16(x-50)r x>50



en donde x es el volumen de primas, expresado en millones de euros, y r es la
tasa de retencidn de primas, la cual se calcula como:

SNt

m-—
ZBt.

r =max<0,5;

B\H

en donde m vale 7 para las aseguradoras que suscriban negocio de impago de
crédito, tempestades, granizo o helada, y 3 en el resto de los ramos. SN; y SB;
son los siniestros netos y brutos de reaseguro respectivamente, en el ejercicio
t.

Por su parte, Is es el indice de siniestros, que se calcula como:

0,26-s-r s<35
S ]9, +0,23(s-35)r $>35

siendo s el importe de los siniestros, expresado en millones de euros y r la tasa
de retencion de siniestros, que se calcula como:

SN,

m-1
1 D SB
miso

r =max-<0,5;

en donde m tiene igual interpretacion que en caso de las primas.

En cuanto al Fondo de Garantia Minima, se obtiene como el maximo entre una
cantidad fija -Z- y un tercio del MSOyy, es decir:

FGMyy = max {z SSNV }

en donde Z vale 3 millones de euros si la empresa cubre todos o parte de los
riesgos incluidos en los ramos de responsabilidad civil, crédito o caucion, y 2
millones de euros en el resto de los casos.

= Seguros de vida

Por lo que se refiere al margen de solvencia obligatorio -MSOy-, dependera de
cual sea la naturaleza del seguro. Asi, para los seguros distintos de los ligados



a fondos de inversion, la forma de célculo se puede recoger en la siguiente
expresion:

MSO, =0,04-PMB-r, +k -CER I

PMB son las provisiones matematicas brutas y rp representa la tasa de
retencion de las citadas provisiones, la cual se calcula como:

e =max+0,85; PMN,
PMB,

en donde PMN; son las provisiones matematicas netas de reaseguro del
ejercicio t y CER es el capital en riesgo o importe de riesgo maximo para el
asegurador, que puede ser:

— En el seguro mixto, la diferencia entre la prestacion por muerte y la reserva
matematica ya constituida
— En seguros temporales y de accidentes, es la suma asegurada.

Por su parte, k es distinto segun la duracion del seguro:

— 0,001 si se trata de un seguro temporal con duracién de hasta tres afios,

— 0,015 si se trata de un seguro temporal con duracion de entre tres y cinco
afios y

— 0,030 para el resto de los casos.

En cuanto a rc, es la tasa de retencion de los CER y se calcula como:

lc = max {0,50; CERN; }

CER,

siendo CERN y CER los capitales en riesgo netos y brutos de reaseguro
respectivamente.

Para las operaciones de capitalizacion, el MSOy se obtiene Unicamente a partir
de las provisiones matematicas, es decir:

MSO, =0,04-PMB 1,

El caso de los seguros ligados a los fondos de inversion presenta la siguiente
casuistica:

— Sila empresa asume el riesgo de inversion, entonces:

MSQ, =0,04-PMB -1,



— Si la empresa no asume el riesgo de inversién pero el importe destinado a
cubrir los gastos de gestion se fijan para un periodo superior a los cinco
afios, entonces:

MSOy =0,01-PMBr,

— Si la empresa no asume el riesgo de inversion pero el importe destinado a
cubrir los gastos de gestion se fijan para un periodo no superior a los cinco
afos, entonces sera el 25% de los gastos de administracion netos de dicha
actividad correspondientes al Ultimo ejercicio presupuestario -GANy-, es
decir:

MSQ, =0,25-GAN;

— Siasume el riesgo de mortalidad, entonces:

MSQO, =k -CER-r¢
con k definido como en el caso de los seguros no ligados a fondos de inversion.
Finalmente, en el caso de las operaciones tontinas, el MSOy, se fijara como el
1% de sus activos -As-:

MSQ,, =0,01- A

En el caso de este tipo de seguros vida, el Fondo de Garantia Minima se
obtiene como el maximo entre un fijo de 3 millones de euros y un tercio de

MSOy, es decir:
FGM,, = max {3; MS30V }

= Regla de actualizacion de las cantidades de FGM y umbrales

Tanto los umbrales de primas -50 millones- como de siniestros -35 millones- y
la cantidad fija del FGM, tanto en vida como en no vida, estan sujetos a revision
anual a partir del 20 de septiembre de 2003, de acuerdo a las modificaciones
experimentadas por el indice de precios europeo en los Estados Miembros con
arreglo a lo que publiqgue Eurostat. Las cantidades se adaptaran
automaticamente aumentando su importe inicial en igual cambio porcentual que
dicho indice, redondeado hasta un multiplo de 100.000 €. Si el cambio
porcentual desde la Ultima actualizacién es inferior al 5% no se efectuara
actualizacion alguna.
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» Ejemplo de célculo del MSO y FGM en no vida

Supongamos una compafiia que opera en alguno de los ramos de no vida, por
ejemplo, en Responsabilidad civil en autos, cuyas cifras de actividad se pueden
resumir en los siguientes datos:

— Nivel de primas de 120 millones de euros

— Siniestros por valor de 100 millones de euros, de los cuales, el 40% es por
cargo del reaseguro.

— La siniestralidad bruta de los dos ejercicios anteriores fue de 95 y 90
millones de euros, respectivamente.

Ademas, se sabe que desde 2003 hasta la fecha el indice de precios europeos
ha aumentado en un 10%.

Con toda esta informacién, se procede a calcular tanto el MSO como el FGM.
En primer lugar, se calcula el valor de la tasa r. Sustituyendo en su expresion,
se obtiene que:

r =max<0,5; 100x0.6 = max{O,S;

1 =0,63

60} 12
5(10(” 95+90)

95 19

A partir de aqui, se calculan tanto el indice de primas como el de siniestros.
Comenzaremos por el de primas. Dado que el indice de precios ha crecido mas
del 5%, se modifica al alza el umbral de 50 millones, quedando en 55, por lo
gue el indice Ip se calculara en el segundo tramo, obteniéndose:

lp =9,9r +0,16(x -55)r =9,9- 9+016(120 55)15—12,82

A continuacion se calcula Is. Igual que en el caso anterior, primeramente se
actualiza el umbral, pasando de 35 a 38,5. Como la siniestralidad supera este
limite, habré gue situarse en el segundo tramo obteniéndose:

ls =10,01r +0,23(s ~38,5)r 10,0122 0 2 10,23(100 - 38 S)i; =15,25

Como el MSO es el maximo de ambos indices, entonces su valor sera de
15,25. Por lo que se refiere al FSM, habra de ser el maximo entre una cantidad
fija, actualizada de acuerdo al aumento del indice de precios y la tercera parte
del MSO, es decir:

FGM,, =max {3,3; MSgO\, } = max {3,3;%} =5,08
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2. ELEMENTOS BASICOS PARA EL CALCULO DE LAS PROVISIONES
TECNICAS EN SOLVENCIA I

Los contratos de seguros suponen la generacién de obligaciones para la
aseguradora basadas en la posible ocurrencia de siniestros en el futuro. Estos
compromisos tienen un elevado grado de incertidumbre tanto en su cuantia
como en el instante de tiempo en que se produciran.

Hasta ahora, el enfoque tradicional para valorar las obligaciones de una
compafila de seguros buscaba acotar el riesgo asociado a desviaciones
adversas mediante la realizacion de estimaciones conservadoras. Las
Directivas actuales exigen una valoracion prudente pero aportan una escasa
guia sobre cuanta y como debe ser esa prudencia. Los Estados Miembros
generalmente confian en las valoraciones usadas en los informes financieros
referidos a temas de prudencia, encontrandose diferentes enfoques a lo ancho
de la UE vy diferentes niveles de prudencia’ que, segin un estudio sobre el
sector de seguros de vida en la UE®, es casi imposible hacer comparaciones de
solvencia con un cierto sentido entre aseguradoras de distintos paises.

El enfoque tradicional a menudo fracasa al reflejar cambios en la incertidumbre
subyacente asociada al compromiso objeto de estudio porque el margen
requerido fluctta en funcion de otras variables tales como la tasa de descuento,
0 simplemente porque no esta cuantificado y por lo tanto, se puede usar para
ocultar los impactos de las pérdidas inesperadas. Como resultado, pueden
darse cambios en la fortaleza del capital de una aseguradora sin que sea
evidente para el regulador y, a veces, incluso para la propia direccién de la
empresa. De esta forma, se retrasa tanto la respuesta adecuada de la direccion
como la intervencion del regulador aumentado el riesgo de insolvencia.

Este tipo de enfoques de valoracion prudente tuvo sentido en un contexto de
mercados nacionales cerrados a la competencia exterior, con una regulacion
detallada de los productos. Pero en un entorno como el actual, mas dinamico,
competitivo, y con fronteras abiertas y libre circulacion de capitales, las
consecuencias de una respuesta tardia por la direccién es probable que se
materialicen mas rapidamente. Ademas, la ausencia de transparencia en las
normas de valoracion y, por tanto, en la fortaleza del capital de las
aseguradoras, puede elevar sus costes de capital.

Por todo ello, es crucial contar con un enfoque que permita obtener la mejor
estimacion posible de sus compromisos, ademas de contar con un margen
adicional que refleje las caracteristicas reales del riesgo subyacente en los
contratos de seguro. Es decir, dos son las piezas necesarias para lograr un

" KPMG / European Commission (2002): Study into the methodologies to assess the overall

financial position of an insurance undertaking from the perspective of prudential supervision,
May 2002.

8 Mercer Oliver Wyman (2004): Life at the end of the Tunnel, June 2004.
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valor adecuado de las provisiones técnicas. Por lo que se refiere al mejor
estimador de las provisiones, -en inglés Best Estimate Liabilities y a partir de
ahora, MES- es la media o valor esperado de la distribucion estadistica de
pagos por siniestros que también:

— tenga en cuenta una tasa de descuento apropiada para los pagos futuros,

— calcule los compromisos netos de reembolsos por reaseguro,

— evite la aplicacion inadecuada de valores minimos de rescate -surrender
values floors-,

— evalle opciones y garantias incorporadas con su valor correcto -fair value- e

— incluya los compromisos contractuales en los que el asegurador tiene cierto
poder discrecional sobre los beneficios. Es decir, los beneficios que un
asegurado espera razonablemente obtener y todos aquéllos que un
asegurado podria legalmente obtener.

Estos requisitos suponen un cambio realmente significativo respecto de la
situacion actual. Por ejemplo, las directivas actuales prohiben el descuento de
futuros compromisos en los contratos de no vida en algunos casos y en otros
deshace el efecto de cualquier descuento. Pero, cualquier estimacion del valor
de un flujo futuro que no tenga en cuenta el valor temporal del dinero esta
sesgada.

Una vez definido lo que se entiende por el MES, el siguiente paso consiste en
la definicion del margen que cuantifique la incertidumbre asociada al
compromiso que se conoce como Margen de Riesgo -en inglés, Risk Margin, y
a partir de ahora, MAR-. Para su cuantificacion existen dos posibilidades: bien
usar un margen basado en un intervalo de confianza, bien calcularlo
basandose en valoraciones consistentes de mercado. La cuestion se centra en
saber como valorar dicho margen. En este punto es crucial la diferencia entre
riesgos susceptibles de cobertura y los que no lo son. Los primeros son
aquéllos que es posible negociar y por tanto, valorar a precios de mercado,
mientras que en el caso de los segundos, es necesario utilizar métodos
indirectos de valoracién. Uno de ellos, que ademas es el recogido en la
Directiva de Solvencia Il -articulo 76.5- es el conocido como enfoque del coste
del capital. Este sistema fue propuesto en el Test Suizo de Solvencia -TSS-°.
Es similar al propuesto por el Comité Europeo de Seguros™® y por el Foro de
Supervisores del Riesgo™”.

® Swiss Federal Office of Private Insurance (2004): White Paper of the Swiss Solvency Test.

10 Comité Européen des Assurances (2006): CEA Document on Cost of Capital, Brussels, 21
April.

™ Comité Européen des Assurances and Chief Risk Officers Forum (2005): Solutions to major
issues for Solvency II.
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Para entender como se calcula el MAR en el TSS es necesario tener en cuenta
que dicha magnitud es el coste asociado del valor actual de los futuros SCR -
acronimo de Solvency Capital Requirement- que son necesarios dotar durante
el periodo en el que se va a llevar a cabo la liquidacion de la cartera. Es decir,
es un importe que se calcula teniendo en cuenta las circunstancias vigentes en
mercado en el momento de la valoracion. De ahi que se diga que es un margen
consistente con el mercado o, en sus siglas en ingles, MVM -Market Value
Margin-. Sea t = 0 el instante actual y t = 1 el comienzo del préximo ejercicio. Al
intervalo de tiempo entre ambos instantes se le designara como Afio 0 y asi
sucesivamente. Graficamente:

| Afio 0 | Afio 1 | |
I I T T > Tiempo
t=0 t=1 =2 =3

El SCR absorbera pérdidas durante el afio cero hasta un cierto nivel. Si
aquéllas superasen ese nivel, la empresa pasaria a ser insolvente. Se supone
que en t = 1 la empresa es absorbida por otra compafiia, la cual deberd ser
compensada por el capital adicional que debera dotar para llevar a cabo la
liquidacién. Es decir, de forma muy resumida, se puede decir que en t = 0,
cuando la empresa es solvente, el valor de los activos era igual al valor de
mercado de los pasivos (MES + MAR)- mas el SCR, mientras que ent =1, el
valor de los activos era solamente igual al valor de los pasivos.

Para poder calcular el importe asociado a MVM es necesario realizar algunas
hipotesis:

— la empresa insolvente no sabe quién le comprara,

— a efectos del TSS, el SCR adicional que debera dotar la empresa
adquirente se calcula Unica y exclusivamente en funcion de las partidas de
la empresa adquirida. Es decir, su calculo se realiza al margen del
necesario para evaluar el SCR de la cartera del adquirente,

— elriesgo de los activosent=1es elmismoqueent=0

Para proceder al célculo del MAR, se requieren tres pasos:

1) Determinacién del SCR necesario para los proximos afios. Para su
calculo solo se considera el riesgo asociado al proceso de liquidacion y no
a las nuevas actividades pues se supone que no se realizaran. Se puede
hacer por los siguientes caminos:

- calcular la cifra precisa de cada afio usando las proyecciones de
activos y pasivos o

- suponer que el riesgo de liquidacién es proporcional a la mejor
estimacion de las provisiones técnicas y a partir de ahi, calcular los
SCR asociados a los préximos afios.
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2) Descuento de las futuras cifras de SCR usando la curva de tipos libres de
riesgo para asi obtener su valor actual,

3) Obtencion del coste, sin mas que multiplicar ese valor actual por el coste
del capital, que en el caso del TSS se fij6 en el 6% El resultado es el
MAR.

3. RESULTADOS EMPIRICOS PREVIOS: LOS QIS

El camino hasta llegar al texto final de la Directiva ha sido largo y a lo largo de
€l se han realizado diversas pruebas de campo, los denominados QIS (siglas
de Quantitive Impact Study) cuya finalidad ha sido la formulacién y calibracion
de un modelo general de estimacion del nivel de capital adecuado a los riesgos
asumidos por las aseguradoras. En las primeras fases se ha partido de
principios generales para, paso a paso, ir perfilando las expresiones analiticas
y el valor de los parametros incluidos en ellas. A continuacion, se va a realizar
un breve repaso de lo que ha supuesto cada una de las cuatro pruebas
realizadas en lo que a valoracién de las provisiones técnicas se refiere.

3.1.ElQIS 1

En este primer trabajo de campo se realizd una descripcion muy general de
cémo deberian ser las estimaciones tanto del MES como del MAR sin entrar en
expresiones de tipo cuantitativo. Asi, por lo que respecta al MES, se trataba de
evaluar el valor mas probable que tendran las provisiones técnicas para lo que
es necesario estimar cual seré el valor presente de los flujos asociados a todas
y cada una de las pdlizas. Para alcanzar estos valores esperados se supuso
gue se utilizarian hipotesis actuariales realistas y basadas en la experiencia. No
obstante, también se deberian incorporar evoluciones previsibles de ciertas
variables. Para alcanzar el valor del mejor estimador existen factores que son
especificos de cada ramo y otros que son generales a todos. Dentro de estos
Gltimos cabe sefalar los siguientes:

- Gastos: se deberian considerar todos aquéllos en los que se pudiera incurrir
en el futuro para poder hacer frente a los compromisos adquiridos.

- Inflacién: se deberian considerar hip6tesis adecuadas sobre este fenémeno.
Por ejemplo, para algunos flujos la inflacién relevante sera la asociada al
IPC, mientras que para otros puede ser la relativa a la evolucion de los
salarios.

- Impuestos: se deberian considerar todos los pagos relativos a aspectos
fiscales necesarios para hacer frente a los compromisos adquiridos.

- Descuento de flujos: se usara el tipo libre de riesgo.

2 Es el coste que estimé el FOPI para una compafifa con un rating de BBB en la escala de

Standard & Poor's.
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Reaseguro: se supuso que las reaseguradoras no quiebraban, por lo que se
podria hacer frente a los compromisos adquiridos aun cuando existiese un
desfase temporal entre el momento de la indemnizacion al beneficiario por
parte de la aseguradora y el momento de la recepcién de los fondos por
ésta procedentes de la reaseguradora.

Calidad crediticia propia: no se permitian reducciones en los compromisos
adquiridos por este motivo.

Por lo que se refiere a los aspectos privativos de cada ramo de actividad, es
necesario distinguir entre negocio de vida y el de no vida. Por lo que se refiere
al negocio de vida, se tendrian en cuenta los siguientes aspectos:

Las hipotesis de mortalidad, longevidad y enfermedad se formularian para
distintos grupos de riesgo. En principio, se supone que esos riesgos eran
independientes, pero si no fuera asi, deberian sefialarse las hipotesis y los
motivos para no considerarlos de esta forma.

Se deberia tener en cuenta las opciones que los tomadores tengan para
cambiar las condiciones del contrato.

De igual forma, se deberia hacer el célculo suponiendo que los tomadores
podrian rescatar las pdlizas o transferirlas a otro asegurador siempre que
las situaciones financieras sean tales que encuentren ventajas en ello.

Para cada poliza se tomaria el mayor valor entre el mejor estimador y el
valor actual del rescate.

Se tendrian en cuenta acciones tomadas por la direccion y que puedan
afectar a la proyeccion de flujos, tales como cambios en la colocacion de
activos o en la tasa de reparto de los beneficios.

Por lo que se refiere a las tasas futuras de reparto de beneficios, se supuso
gue se utilizarian las que se apliquen en el momento de la simulacién. No
obstante, un aspecto a considerar es el del nivel de reservas dedicado a tal
fin en el momento del calculo.

En cuanto a los contratos del tipo unit-linked, se aplicaria el mismo
esquema de proyeccion de flujos, debiéndose considerar todas las posibles
contingencias incorporadas en sus clausulas.

Por lo que se refiere al negocio no vida, se tuvieron en cuenta los siguientes
aspectos:

Las provisiones técnicas que se incluyeran en los calculos serian las
referidas a siniestros pendientes y las asociadas a primas -no cobradas y
riesgos no vencidos-. Se sugirid6 que, siempre que fuera posible, se
deberian calcular por separado.

Se deberian usar al menos dos métodos estadisticos, lo cual sugiere la
utilizacion de triangulos de run off y se deberia suministrar informacién
sobre:

1. origeny tipo de datos usados,
2. impacto de la inflacion sobre el coste total de los siniestros,
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3. impacto de los grandes siniestros sobre el coste total, haciendo mencidn
expresa sobre su posible tratamiento separado,

4. indicar cdmo se han obtenido las estimaciones en el caso en el que no
se usen los métodos estadisticos.

Por lo que se refiere al MAR, en este primer QIS se defini6 como la diferencia
entre el valor obtenido para un cierto nivel de confianza y el valor medio o
mejor estimador. Para obtener el margen de riesgo se deberian realizar
simulaciones de tipo estocastico de las posibles sendas que puedan seguir los
flujos previstos. Los margenes requeridos eran los asociados a los percentiles
75 y 90. En todos los casos, las garantias y opciones incorporadas en los
contratos se deberian valorar a precios de mercado.

3.2. EI QIS 2

En este segundo estudio de campo el tema de la estimacion de las provisiones
técnicas se abordo centrdndose en los siguientes aspectos:

- criterios de valoracion

- clasificacion de riesgos por ramos

- aspectos especificos del negocio de vida

- aspectos especificos del negocio de no vida
- requisitos especiales

3.2.1. Criterios de valoracion
Los requisitos exigidos para este estudio de campo se pueden resumir en dos:

a) valores consistentes con los de mercado para aquellos riesgos cuya
cobertura esta disponible en mercado -por ejemplo, para riesgos
financieros- y

b) utilizacion, para cualquier otro tipo de riesgos -por ejemplo, algunos
riesgos actuariales- de un enfoque basado en la suma del mejor
estimador que se pueda obtener mas un margen de riesgo basado en el
percentil 75 de la distribucién asociada a la liquidacion de siniestros®.

En cualquiera de los dos casos, las provisiones técnicas se deberian expresar
tanto en términos brutos como netos de reaseguro.

El enfoque asociado al requisito b) implica la utilizacion del MES y del MAR.
Por lo que se refiere al MES, hace referencia a la obtencion del valor mas
creible a partir de la informacion disponible. Para su obtencion, era necesario
tener en cuenta los siguientes aspectos sobre los flujos de caja que se esperan
generar:

3 Este planteamiento se modificé en el QIS 3.
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a)

b)

c)

d)

e)

Se deberia usar el valor actual esperado de los flujos de caja futuros. En
principio, se deberia basar en un estudio podliza a péliza pero se pueden
utilizar aproximaciones y métodos actuariales adecuados.

Los flujos de caja esperados deberian basarse en hipétesis que sean
realistas, las cuales deberian formularse de acuerdo con la experiencia
previa pero sin olvidar la informacion del sector o la del mercado en los
casos en los que la experiencia propia sea limitada o nula.

Las proyecciones de flujos de caja deberian recoger aspectos
demograficos, legales, médicos, tecnoldgicos, sociales o econémicos. Por
ejemplo, una previsible tendencia en la esperanza de vida deberia
recogerse en los célculos.

Los flujos de caja deberian descontarse al tipo libre de riesgo adecuado al
periodo de tiempo de generacion del flujo. Si ese tipo no estuviese
disponible, entonces se podria interpolar o extrapolar, segun el caso.

Las proyecciones de flujos de caja también deberian tener en cuenta
hipotesis sobre la inflacion, teniendo especial cuidado en identificar el tipo
de inflacion al que los flujos se veran sometidos -por ejemplo,
distinguiendo entre inflacion salarial o de precios de consumo-.

Por tanto, para llevar a cabo una valoracion correcta de activos y pasivos, se
requeria tener perfectamente identificados todos los posibles flujos de caja que
pueden aparecen para atender los compromisos con los asegurados. Asi:

Todos aquellos gastos en los que sea necesario incurrir en el futuro
deberian estar provisionados.

Todos los costes administrativos futuros, incluyendo la gestion de
inversiones, comisiones, gastos asociados a siniestros y gastos generales
se debian tener en cuenta.

También deberian considerarse todos los gastos asociados a depdsitos y
primas.

Todos aquellos flujos asociados a pagos de impuestos que no han sido
dotados previamente, también deberian ser tenidos en cuenta.

Ocurre que, a veces, en el reaseguro existe una profunda diferencia entre el
tiempo que se tarda en recuperar y el tiempo que se tarda en pagar, lo cual
tiene su efecto en la tesoreria. Sin embargo, cuando se calcule la provision
neta de reaseguro se supondra que la reaseguradora no va a quebrar.

No se harian reducciones de la cifra de compromisos por causas de
solvencia de la compafiia.

En cuanto a la estimacion del MAR, se asocié al célculo del percentil 75, lo cual
supuso obtener un MAR lo suficientemente amplio como para cubrir la
contingencia en el caso de que no existan instrumentos de cobertura. Ese
margen se defini6 como la diferencia entre el valor esperado y el valor
necesario para alcanzar un nivel dado de confianza que se deberia calcular
usando técnicas adecuadas de célculo actuarial, como por ejemplo, simulacion
estocastica de cambios en los flujos de caja.
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Ademas de los calculos referidos al estimador y al percentil, se deberia estimar
el valor asociado a 0,5 veces la desviacion tipica de la distribucién de dafios
para cada uno de los grupos de ramos que se indicardn en el siguiente
epigrafe. Este célculo seria coherente con lo exigido en el Framework for
Consultation de la Comisiéon Europea.

Por otra parte, las garantias financieras y las opciones deberian valorarse de
forma consistente con los datos de mercado. Las provisiones técnicas
destinadas a cubrir ambos instrumentos se debian calcular usando tasas de
descuento neutrales al riesgo sobre los datos del balance.

3.2.2. Clasificacion de los riesgos por ramos

Los valores que se obtengan se agruparon segun los grupos de ramos que
recoge el articulo 63 de la Directiva del Consejo sobre cuentas anuales y
cuentas consolidadas de compafiias de seguro**, estos son:

— accidentes y enfermedad

— responsabilidad civil en autos
— otros ramos de autos

— maritimo, aéreo y transporte

— incendio y otros dafios a la propiedad
— responsabilidad civil en general
— crédito y caucioén

— defensa juridica

— asistencia

— varios de no vida

— reaseguro

Para el caso de vida, las agrupaciones a realizar son:

— contratos con clausulas de participacion en beneficios

— contratos en los que el asegurado soporta el riesgo de la inversion

— otros contratos sin clausula de participacion en beneficios -excepto
enfermedad-

— reaseguro

Los contratos para seguros de enfermedad con caracteristicas similares al
negocio de vida deberian clasificarse separadamente. Obviamente, los ramos
expresados no son mutuamente excluyentes, por lo que los contratos se
asignarian al ramo mas afin.

! Directiva del Consejo 91/674/CEE, de 19 de diciembre, relativa a las cuentas anuales y a las
cuentas consolidadas de las empresas de seguros.
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Ademas de las cantidades calculadas para cada ramo, se calculé una cifra para
el total de vida, enfermedad y no vida. Esta cifra global pudo incorporar alguna
deduccion debida a la diversificacion, basada en el uso de técnicas actuariales
correctas.

3.2.3. Aspectos especificos del negocio de vida
Los factores relevantes de riesgo que se consideraron fueron, al menos:

— tasa de mortalidad

— tasa de morbilidad

— longevidad

— tasa de suspension -lapse rate-

— tasas de cambio de condiciones contractuales -take-up option rate-
— hipotesis sobre gastos

Las hipotesis sobre mortalidad, morbilidad y longevidad para distintos grupos
se debian hacer por separado. Si se asume correlacion entre los riesgos de
distintos grupos, se debian hacer constar, al igual que las hipétesis que se
hagan sobre la volatilidad de la mortalidad, morbilidad y longevidad.

Era importante no perder de vista las posibilidades de que el tomador cambiase
las condiciones del contrato, por eso, las proyecciones de flujos de caja debian
tener en cuenta la proporcién de asegurados que se espera realicen estas
modificaciones -take up options-, lo cual dependera de las condiciones
financieras vigentes en el momento en que expire esa posibilidad. También se
debia considerar el impacto del cambio en las condiciones no financieras. Por
ejemplo, cabia esperar que un deterioro de la salud de los asegurados tuviera
un impacto en las tasas de cambio de las opciones sobre seguridad
garantizada -guaranteed insurability-.

También se debia tener en cuenta la experiencia sobre discontinuidad en los
cobros de primas. Siempre que un rescate se hubiera pagado en una de esas
fases de discontinuidad, el estimador deberia considerar el pago que el
asegurador haria bajo el escenario que se esta analizando.

Las acciones futuras de la direccién también deberian tenerse en cuenta. Las
hipotesis deberian reflejar las acciones que la direccion espera llevar a cabo en
las circunstancias de cada escenario, tales como cambios en la asignacion de
activos, cambios en los productos o en la politica de bonus.

Las provisiones técnicas deberian incluir cantidades en relaciobn con los
beneficios, como los pagos garantizados, recogidos en los estatutos o de
naturaleza discrecional. En concreto:

— si los beneficios difieren de un grupo de pélizas a otro, se debe tener en
cuenta a la hora de hacer hipétesis sobre tasas futuras de bonus y
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— se deberian tener en cuenta las restricciones emanadas de la normativa
legal o de las clausulas de reparto de beneficios en el articulado de las
polizas.

Para el caso de las cantidades en las que exista reparto de beneficios, se
solicitaba que se diferenciara entre las siguientes cifras:

— total de provisiones técnicas,

— la cantidad de provisiones técnicas relacionadas con beneficios garantizados y
estatutarios y

— la cantidad de provisiones técnicas relacionadas con beneficios de naturaleza
discrecional.

El mismo enfoque de proyecciones de flujos de caja deberia utilizarse para los
unit-linked y similares. En este caso, se exigia considerar todos los flujos de
caja que pueda generar el producto, incluidos los gastos, indemnizaciones por
muerte y otros flujos que pueda recibir el asegurado. Si el asegurador tenia el
derecho de aumentar las cargas, las hipotesis que sustentasen esta subida
debian ser consistentes con los principios generales de gestion.

3.2.4. Aspectos especificos del negocio de no vida

En este caso, las provisiones técnicas incluirian:

— provisiones para siniestros vivos y

— provisiones para primas: provisién por primas no cobradas y por riesgos en

curso.

La valoracion de la provision para siniestros vivos y para primas se debia
realizar de forma separada.

Las compafiias deberian usar métodos estadisticos compatibles con la mejor
practica actuarial y considerar todos los factores que pudiesen tener un impacto
en la experiencia futura esperada sobre siniestros. Generalmente esto supone
usar datos de siniestros tanto en el afio de ocurrencia como en el afio de
desarrollo -triangulos run off-.

3.2.5. Requisitos adicionales
Se pedia que se tuviera en cuenta los siguientes aspectos:
— descuento: En los negocios de no vida, se deberia estimar el valor del

cambio en las provisiones técnicas —dotacion- utilizando una tasa de
descuento del 0%.
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— rescates: Se deberia calcular el impacto a pagar si todas las pdlizas se
rescatasen de inmediato.

3.3. EIQIS3

En este caso deberia distinguirse entre riesgos susceptibles de cobertura de
los que no lo son. En caso de duda, se seguiria el esquema previsto para los
segundos, es decir, la suma del MES mas el MAR. Como ocurriera con el QIS
2 no se aceptan reducciones en las provisiones técnicas por motivos de calidad
crediticia del asegurador. Se entendia por riesgos con cobertura aquéllos cuyos
flujos pudieran ser replicados mediante instrumentos financieros negociados en
mercado suficientemente profundos. Para el resto de los casos, la valoracion
se realizaria sumando al mejor estimador el margen de riesgo calculado segun
el enfoque del coste del capital.

El MES se definié como el valor presente esperado de los potenciales flujos de
caja futuros obtenidos a partir de la informacion disponible y de las hipotesis
utilizadas. Deberia evaluarse usando, al menos, dos métodos diferentes que
sean considerados apropiados, eligiéndose el mas adecuado de ellos. Se
entiende que el mas apropiado era el que mejor recogiese la naturaleza del
pasivo. Para su célculo se deberia tener en cuenta todos los flujos futuros
potenciales que se pudieran producir para hacer frente a los compromisos con
los tomadores. Se deberia utilizar un horizonte temporal que capturase todos
los flujos de caja del contrato o grupo de contratos. Si no fuera asi, la
aseguradora deberia garantizar que este hecho no pudiera afecta
significativamente a los resultados. Para la obtencion del MES se deberian
tener en cuenta los siguientes elementos:

a) Hipotesis para el célculo:

tenian que ser realistas y basadas en la experiencia de la empresa
respecto de la distribucién de probabilidad de cada factor de riesgo, si
bien se debia tener en cuenta datos del entorno si la experiencia propia
era escasa 0 poco creible. Los flujos de caja deberian recoger los
desarrollos esperados de tipo legal, médico, tecnoldgico, social o
econdmico. Se deberia tener en cuenta la evolucién prevista de la
inflacion.

b) Descuento de flujos:

los flujos de caja se descontarian a la tasa libre de riesgo disponible en el
momento de la valoracion correspondiente al plazo al cual se espera que
se produzca ese flujo. Para QIS 3, CEIOPS facilitd informacion sobre tipos
de interés del euro, dolar americano, yen japonés y franco suizo. Si se
necesitara informacién de otras monedas se tomaria siempre el tipo de
interés libre de riesgo correspondiente al vencimiento considerado. A
veces se podrian utilizar los tipos de la curva swap.
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c)

d)

Gastos:

se deberian incorporar en el calculo todos los gastos en que estuviera
previsto incurrir para hacer frente a los compromisos pactados con los
tomadores. En concreto:

— gastos de administracion futuros, comisiones, gastos por siniestros y
una parte de los gastos generales. Se deberia considerar la inflacion
que puedan sufrir estas partidas

— gastos relacionados con futuros depdsitos o primas.

Impuestos:

todos aquéllos necesarios para cumplir con las obligaciones con los
tomadores. Los calculos también habrian de incluir aquellas situaciones
en las que esta aprobado pero no puesto en marcha un cambio fiscal.

Reaseguro:

MES se deberia calcular bruto y neto de reaseguro -en este caso, se
suponia que la reaseguradora no iba a quebrar-. Se deberia tener en
cuenta la divergencia entre los momentos del pago del siniestro y el de la
recuperacién de fondos procedentes del reasegurador.

Primas futuras de contratos vigentes:

todos aquéllos que excedian del nivel necesario para afrontar las
obligaciones de un contrato no se tendrian en cuenta. Si un contrato
incluyera opciones o0 garantias que otorgasen derechos al tomador,
deberian ser tenidas en cuenta.

Por lo que se refiere al MAR, se propuso que se utilizara la metodologia del
coste de capital, si bien se aceptaban metodologias distintas para los ramos de
no vida con distribuciones de probabilidad que presentasen colas largas. Se
asumio un coste del capital equivalente al tipo libre de riesgo mas un margen
de 600 puntos basicos. Para llevar a cabo la evaluacion del MAR se distinguiria
entre el calculo del SCR del primer afio del correspondiente a afios posteriores.
Los riesgos incluidos en su célculo eran:

Para el afio 1 los riesgos de mercado, de crédito y el de primas, si bien este
ultimo se excluiria en los sucesivos SCR.

Para los afios 2 y siguientes, Unicamente los riesgos técnicos y operativos
mas el riesgo de impago por la contrapartida asociada al reaseguro.
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Con respecto al SCR del primer afio, el célculo se hizo diferenciando entre
distintos ramos o entre distintos grupos homogéneos de riesgo®™. Asi, cada
SCR iba acompafiado de dos subindices: el primero hacia referencia al afio y el
segundo al ramo o grupo de riesgo. Las entidades pudieron usar el
procedimiento que juzgaron mas oportuno para dividir la cantidad obtenida por
el margen de riesgo entre los distintos SCR;. No obstante, si el mecanismo era
distinto al propuesto por el CEIOPS deberian indicar porqué lo encuentra mas
adecuado. Los sistemas propuestos por CEIOPS fueron los siguientes:

— Sistema 1: para el afio 1, SCRy; / j = 1,2,..k se obtenia proporcionalmente a
la cantidad que se calcularia debida al riesgo técnico distinto al de
catastrofe -SCRuqgc1j-- Se usaria igual sistema para afios siguientes salvo
gue se utilicen aproximaciones al SCR.

— Sistema 2: el SCR se calcula como la suma de las distintas cantidades
asociadas a cada uno de los riesgos analizados, para lo cual se supuso que
cada elemento del activo estaba asociado a un determinado riesgo.

3.4. EIQIS4
3.4.1. Principios generales

Las provisiones técnicas debian valorarse a un nivel al cual pudieran ser
transferidas a un tercero. Su valor estaria basado en lo que se denomina valor
actual de salida (current exit value). Para llevar a cabo el proceso de valoracion
se deberia tener en cuenta la informacién vigente en los mercados financieros
y todos los compromisos de la compafia para con los asegurados y
beneficiarios de las polizas contratadas.

Como es preceptivo en Solvencia Il, el valor de las provisiones técnicas se
estimaria como la suma del MES més el MAR, los cuales deberian calcularse
por separado, excepto en los riesgos que sean susceptibles de ser cubiertos
con instrumentos negociados en mercados (los denominados hedgeable risks).
En caso contrario, esos flujos se deberian estimar inter o extrapolando a partir
de la informacién disponible en el mercado. EI MES es el valor medio de los
flujos de caja futuros ponderados por su probabilidad de ocurrencia y
descontados al tipo libre de riesgo. EI MES deberia calcularse de forma bruta,
es decir, sin deducir las cantidades que se pudieran recuperar bien mediante el
reaseguro, bien mediante contratos con algin SPV (siglas de Special Purpose
Vehicle). Por lo que se refiere al MAR, debia ser tal que el valor de las
provisiones técnicas fuera equivalente al que debia pagar un tercero que se
hiciera cargo de esos compromisos y su importe seria equivalente al SCR
necesario para hacer frente a las obligaciones contraidas en la vida residual
gue le quede a los contratos implicados.

5 A los efectos de QIS 3, se entiende por tal al conjunto de contratos con iguales o similares
caracteristicas de riesgo, tales como, duracion del seguro, coberturas por enfermedad, rentas,
etc.
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En el caso de los riesgos no susceptibles de cobertura por instrumentos
negociables en mercado, el MAR se determinaria usando el método del coste
del capital.

Una de las diferencias fundamentales del QIS 4 es que permitia el uso de
simplificaciones para obtener los valores estimados de las provisiones técnicas.
Obviamente, estos métodos abreviados tanto estadisticos como actuariales,
serian adecuados si satisfacian determinadas condiciones. En concreto, se
establecid que tales métodos podian usarse si los contratos implicados eran de
naturaleza basica o si los importes no eran elevados. En este sentido, se
admitia este enfoque si, alternativamente, se cumplia lo siguiente:

— El resultado obtenido era inferior a los 50 y a los 10 millones de euros en
vida y no vida respectivamente.

— Por cada ramo o grupo homogéneo de riesgo en donde se utilizase el valor
del MES asi obtenido no se debia superar el 10% del total bruto de los MES
de cada uno por separado ni el 30% del total bruto para el conjunto de todos
ellos.

Otro de los célculos simplificados que se permitieron en el QIS 4 era lo que se
conoce como proxies. Estos sistemas se podian utilizar cuando existia
insuficiencia en el volumen de datos disponibles para obtener el MES mediante
algun método estadistico fiable. Esto ocurriria, por ejemplo, en situaciones en
las que se suscriba algun tipo de contrato por primera vez.

3.4.2. EIMES enel QIS4
Principios generales

Como se ha indicado anteriormente, el MES es el valor actual esperado de los
flujos futuros, ponderandose cada uno de ellos por su probabilidad de
ocurrencia. Es necesario resaltar que se han de considerar todos los flujos
potenciales que pudieran surgir.

Otro aspecto a tener en cuenta es que, como el MES deberia calcularse
considerando el valor presente de salida de acuerdo con las condiciones
imperantes en mercado en el momento de la valoracion, es perfectamente
posible que la cifra obtenida fuera diferente a la que se obtendria utilizando las
normas contables vigentes en cada pais. Independientemente de la forma en la
gue habia de estimarse el valor presente de los flujos futuros era necesario
tener claro que el horizonte de proyeccion de flujos que se utilizara habria de
cubrir la totalidad de la vida de la cartera objeto de estudio.
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Respecto a las proyecciones de flujos de caja, deberian reflejar todos los
factores previstos de indole demografica, legal, médica, tecnoldgica, social o
econbmica. En este Ultimo aspecto, un elemento crucial es el referido a las
perspectivas de inflacién, ya que era perfectamente posible que se deban
manejar diferentes sendas en funcion de los contratos implicados en el céalculo.

Una vez obtenidos los flujos previstos, éstos se deberian descontar al tipo libre
de riesgo correspondiente al plazo al que se prevé que se reciba el mismo.
Para los flujos ligados a contratos en euros, se utilizarian los tipos de la curva
swap. Para las monedas del EEE y del resto del mundo, se aplicaria una
metodologia semejante’®. Se trataba de usar la curva swap (intercambio de tipo
fijo contra EURIBOR 6 meses) para, a partir de ella, obtener la curva de tipos
cupén cero. Dado que la mayoria de las operaciones swap se concentran en
los plazos ligados a afios completos, el problema surgia al estimar tipos bien
entre plazos, bien al final de la curva. Para ello, el procedimiento seguido era el
de suponer que los tipos a plazo o forward entre dos puntos se mantenian
constantes y, a partir de ahi, obtener el tipo de contado o spot correspondiente
a dicho plazo.

Los datos que se utilizan para obtener los tipos buscados se toman de
Bloomberg, codigo CMPL, en donde se muestran tipos para plazos 1 a 10 afos
de forma ininterrumplida, 12, 15, 20, 25, 30, 40 y 50 afios. Para obtener los
tipos cupdn cero se aplico la metodologia de bootstrapping o recurrencia, es
decir, que para obtener el tipo a un determinado plazo, es necesario antes
haber obtenido los anteriores. Asi, si se denominan r;y z; a los tipos publicados
y al tipo de cupdn cero respectivamente del plazo t-ésimo, y asumiendo
valoracion a la par, entonces se tiene que, por ejemplo, sit=1:

1+z
Sit=2, se haria:
12
1=r_2+1+—r22 = 22= 1+—r2 -1
1421 (1+z,) __P
1+z,

®  Dicha metodologia se haya recogida en el Anexo TP1: Adoption of interest rate term

structure methodology, dentro del QIS 4 Technical Specifications (MARKT/2505/08)
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Para un plazo mas largo, por ejemplo, sit=10"":

r r 1+r 1+r Y10
1=_f0 . To St + 1010 = z= 9+ 10 1
t
t:l(l-l-Zt)

Para los casos en los que no existe tipo swap a plazo intermedio, por ejemplo a
11 afios, se aplica el supuesto de constancia de los tipos forward, es decir,
suponiendo que fip11 = f11,12 = f10.12, €NtONCES:

10

r 1+
L 11
t=1(1+z )t (1+2zq4)

V11

1+r 10 Y11

=~ . lrl ‘1:[(1"’ Z30) " (1+ f10,12):| -1
-y

t=1(1+ 7 )t

1= 11

12 V2
' (1+240)

" No obstante lo anterior, es posible calcular todos los tipos de una sola vez mediante un
planteamiento matricial del problema. Asi, asumiendo valoracién a la par, todo el conjunto
anterior de ecuaciones se puede representar como:

P=CF

es decir:

il |14, O . . O FD;

1 r, 1+r, 0 . O FD,

= . 0
'N . .. 1+ry ||FDy
N

P c F

siendo FD;igual a:
(1+ roj )l

Premultiplicado por C* se obtiene los factores de descuento buscados. A partir de ellos se
obtienen los tipos cup6n cero despejando ro; en la expresién anterior:

W
rOj: 5 *1
]
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Gastos

Se debian considerar todos los gastos en los que se pudiera incurrir en el
futuro para hacer frente a los compromisos adquiridos. No obstante lo anterior,
se deberian tener en cuenta ciertas reglas para su correcta valoracion, tales
como:

— Considerar todos los gastos administrativos, incluyéndose gastos de
gestion, comisiones, gastos ligados a siniestros y la parte correspondiente
de gastos generales, debiéndose tener en cuenta el posible incremento que
tales partidas tuvieran en el futuro.

— Los gastos ligados a la renovacion de polizas futuras: serian excluidos si
tales polizas se excluyen del célculo del MES.

— Se deberian tener en cuenta los andlisis de gastos elaborados por las
propias empresas, futuros planes de negocio y cualquier otro dato de
mercado que resulte relevante. Sin embargo, no se deberian considerar los
recortes en gastos que puedan surgir por la existencia de economias de
escala si aun no se hubieran materializado.

Pago de impuestos cargados a los asegurados

En algunos estados miembros se produce esta circunstancia. En ese caso, la
estimacion de los flujos de caja esperados a partir de los que se obtuvo el nivel
de las provisiones técnicas debian incluir las obligaciones fiscales que serian
traspasadas a los asegurados. En este caso, las obligaciones fiscales de la
compafiia irian reflejadas en otra rdbrica distinta del pasivo. Obviamente, el
reconocimiento de estos derechos y obligaciones fiscales debia ser coherente
con la cantidad y calendario previsto de pérdidas y ganancias gravables que se
esperen obtener en el futuro.

Si al hacer el calculo se sabia que iba a producirse alguna modificacion fiscal
en el futuro, deberia incorporarse al calculo aunque no se hubiera llevado adn a
la practica.

Recuperacion de fondos a partir del reaseguro y de SPV

Cuando se hubieran firmado contratos de reaseguro o con alguan SPV, la
estimacion de los compromisos futuros se hizo en términos brutos. Es decir, en
el pasivo se estimarian los importes como si tales contratos no estuvieran
firmados y, simultdneamente, apareceria en el activo de la compafiia una
partida que reflejaba lo que se esperaba recuperar con ellos.

Los ajustes debidos a la quiebra de la contraparte debian basarse tanto en la
probabilidad de quiebra de la misma como en la pérdida media resultante de
esa quiebra, conocidas como probability of default (PD) y loss given default
(LGD) respectivamente.
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En caso de no tener informacion suficiente para estimar esta Ultima, se
supondria una pérdida del 50%. También se deberian tener en cuenta la
duracién de los contratos.

La valoracion de la probabilidad de quiebra deberia tener en cuenta la posible
ocurrencia de diversos escenarios. Ademas, si dicha probabilidad dependia del
importe a pagar, entonces se deberia usar la probabilidad media de quiebra, la
cual se ponderaria con el producto del importe a pagar y con la probabilidad de
que ese importe se pague’®.

Finalmente, siempre que los importes susceptibles de recuperacién estuvieran
cubiertos por algun tipo de garantia o linea de crédito, entonces tanto la PD
como la LGD de estas garantias sustituirian a las de la contraparte en el
célculo de la pérdida esperada.

Primas futuras ligadas a los contratos vigentes

Los flujos de caja incluidos en el MES soélo incorporarian los asociados a los
contratos existentes y cualquier obligacién de pago hacia los asegurados que
de ellos se pudiera derivar. Por tanto, no se incluirian renovaciones futuras no
incluidas en los contratos actualmente en vigor.

Asimismo, si un contrato incorporase opciones y garantias que otorgasen
ciertos privilegios a los asegurados en el futuro, dichos elementos deberian
incluirse en los célculos.

3.4.3. EIMAR enel QIS 4

Se indicaba que su calculo se realizaria utilizando la metodologia del Coste del
capital. Segun este sistema, el MAR se calcularia determinando el coste de
conseguir un cierto nivel de recursos propios igual al SCR necesario para
soportar las obligaciones de pago a lo largo de la vida residual de la compaifiia.

8 Sea el siguiente ejemplo: supongamos que hubiera que pagarse bien 100 €, bien 10.000 &€,

con probabilidades del 99% y del 1% respectivamente. Entonces, el MES sera la media
ponderada de ambos importes por sus probabilidades de ocurrencia, es decir:
BE =0,99x100+0,01x10.000 =199
Si suponemos que el importe menor no tiene ningln problema en pagarse (PD = 0%), pero con
el superior la reaseguradora quebrara (PD = 100%), entonces la probabilidad media de quiebra,
PD, sera:
pérdida posible 0,99 x100x 0% +0,01x10.000 x100%

BE N 199

PD =

_100_ 0,5025 = 50,25%
199
Como, a falta de otra informacion, se supone que la pérdida prevista por la quiebra de la
contraparte, o LGD, es del 50%, entonces la pérdida esperada sera de:

Pérdida = (BE xLGD) x PD = (199x0,50)x 0,5025 = 49,99
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Para ello, era necesario realizar una proyeccién de las obligaciones de pago
hasta la extincion de la compafiia y el SCR que cada afio haria frente a dichas
obligaciones.

Si el MAR se calculaba a partir de la formula estdndar, se deberia estimar
como cifra neta de reaseguro. Sin embargo, si se usaba un modelo interno
podia hacerse tanto en términos netos como brutos, bien de forma separada,
estimando por un lado el MAR asociado a las provisiones técnicas y por otro, el
MAR ligado a los importes recuperables via reaseguro o SPV.

Para calcular el MAR se debian considerar los riesgos operacionales, técnicos
respecto de los negocios existentes y de quiebra de la contraparte respecto al
reaseguro cedido. Se asumiria un coste del capital del 6% y los pasos a seguir
para su calculo eran los siguientes:

- Paso 1:

obtencién para t = 0 y afios sucesivos del SCR asociado a cada segmento
de negocio considerando Unicamente los riesgos sefalados anteriormente

- Paso 2:

multiplicacion de cada SCR futuro por la tasa de coste del capital -6%- para
obtener el coste por mantener esos SCR

- Paso 3:
descuento de las cantidades obtenidas en el paso 2 usando la curva de
tipos libres de riesgo en t = 0. La suma de los valores descontados se
corresponde con el MAR que se debe afiadir al MESent=0
- Paso 4:
el MAR total serd la suma de todos y cada uno de los MAR obtenidos en
cada segmento de negocio, siguiendo en cada uno de ellos los pasos 1 a 3.
Ejemplo:

Sea una compafiia que quiebra en t = 0. Los datos relevantes para el calculo
del MAR son:

— MES de 250
— SCR de 250 que se descompone en:
1. asociado al riesgo de mercado y crédito = 125

2. asociado al riesgo de operaciones del afio actual = 75
3. asociado al riesgo de liquidacion en un afio = 50
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— activos en forma de titulos publicos y acciones

— liquidacion paulatina de las provisiones técnicas, de forma que el saldo vivo
sigue el siguiente calendario:

t Saldo

1 250

2 125

3

4

75
40
=5 0

— Se supone una cartera tal que los flujos generados por los nuevos negocios
coinciden con los de las actividades que desaparecen, es decir, es lo que se
conoce como cartera estable.

Como para el célculo a realizar no se consideran las nuevas actividades,
entonces SCR; = 175, es decir, el correspondiente al instante actual menos el
asociado al riesgo de operaciones del afio actual. Ademas, se supondra que en
t = 2 todas las acciones se habran canjeado por titulos publicos, por lo que la
cartera de titulos se habrd convertido en lo que se conoce como cartera
replicante 6ptima®®.

Por tanto, los pasos a dar seran los siguientes:
Paso 1: calculo de los SCR en t =1y afios sucesivos

Se supone que las cantidades asociadas al riesgo de liquidacion seran
proporcionales al MES de las provisiones técnicas en t = 0. Es decir, si en el
instante inicial el SCR por tal concepto es de 50 y las provisiones son de 250,
se supondra que la proporcién de 1/5 se mantendrd hasta el final, por lo que
resultan las siguientes cifras:

Provisiones
t técnicas SCR
1 250 50
2 125 25
3 75 15
4 40 8
>5 0 0

' Es un concepto asociado al de casacion de flujos -cash flow matching-. Se entiende por
cartera replicante aquélla que reproduce los flujos de caja esperados de los pasivos bajo
escenarios de riesgo en los mercados financieros. Se compone de activos liquidos. Es aquélla
que mejor reproduce tales flujos, es decir, que minimiza los riesgos de mercado y de crédito.
Por tanto, esta cartera inmuniza los flujos del pasivo contra cambios en los riesgos
subyacentes de mercado. Si una cartera replica perfectamente los flujos de caja de otra,
entonces el valor de mercado de los pasivos coincidira exactamente con el de la cartera
replicante.
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SCR; se completa con la parte correspondiente al riesgo de mercado y crédito,
es decir, agregandole 125, quedando un total de 175. A partir de t = 2 no es
necesario agregar importe alguno por este concepto ya que se supone que los
activos se han convertido a titulos publicos.

Paso 2: calculo del coste de los SCR futuros

Suponiendo un coste del 6% resultan las siguientes cifras:

t SCR Coste
1 175 10,50
2 25 1,50
3 15 0,90
4 8 0,48
>5 0 0

Paso 3: obtencién de los valores actuales asociados a los costes

Supondremos que la curva de tipos cupon cero y los valores descontados a
esos tipos son las columnas Z; y VA; respectivamente de la siguiente tabla:

t Z; VA
1 1,50% 10,34
2 2,00% 1,44
3 2,25% 0,84
4 3,00% 0,43

Paso 4: obtencién de la cifra final de MAR

Ello se logra sin mas que sumar los valores actuales calculados en el paso 3.
Para este caso, el resultado final es de 13,05.

4. LA DIRECTIVA DE SOLVENCIA Il

El 17 de diciembre de 2009 aparecié publicada en el Diario Oficial de la Union
Europea como Directiva 2009/138/CE del Parlamento Europeo y del Consejo,
de 25 de noviembre de 2009, sobre el seguro de vida, el acceso a la actividad
del seguro y de reaseguro y su ejercicio (Solvencia Il).

La Directiva consta de 312 articulos y siete anexos. La parte dedicada al
célculo de las Provisiones técnicas se encuentra en la seccion 2 del capitulo VI,
concretamente en los articulos 76 a 86, ambos inclusive. El articulo 76 recoge
las disposiciones generales. En concreto, se establece que el valor de las
provisiones sera el valor actual que las empresas de seguros 0 reaseguros
tendrian que pagar si transfirieran sus obligaciones de pago a otra empresa de
seguros 0 reaseguros (articulo 76.2). Su calculo se realizara utilizando la
informacion facilitada por los mercados financieros y con los datos disponibles
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sobre riesgos de suscripcion. De manera mas precisa, se establece que las
provisiones técnicas se calculardn como la suma de la mejor estimacién de los
pagos futuros mas un margen de riesgo, calculandose cada uno de ellos por
separado (articulo 77.4). Se entiende por mejor estimacion la media de los
flujos futuros ponderados por su probabilidad de ocurrencia, teniendo en cuenta
el valor temporal del dinero (valor actual esperado de los flujos de caja futuros)
mediante la aplicacion de la pertinente estructura temporal de tipos de interés
sin riesgo (articulo 77.2). Por su parte, el margen de riesgo sera aquel importe
que garantice que el valor de las provisiones técnicas sea equivalente al
importe que las empresas de seguros y reaseguros previsiblemente
necesitarian para poder asumir y cumplir las obligaciones de seguro y
reaseguro (articulo 77.3). Sera igual al coste de financiacién de un volumen de
fondos propios admisibles igual al capital de solvencia obligatorio necesario
para asumir las obligaciones de seguro y reaseguro durante su periodo de
vigencia. La tasa utilizada para determinar el coste financiero del citado importe
de fondos propios admisibles sera la misma para todas las entidades y sera
igual al tipo adicional, por encima del tipo libre de riesgo que tendria que
satisfacer una aseguradora o reaseguradora por mantener un importe de
fondos propios admisibles igual al capital de solvencia obligatorio necesario
para asumir las obligaciones de seguro y reaseguro durante el periodo de
vigencia de las mismas (articulo 77.5)

Para llevar a cabo los célculos se habra de tener en cuenta todos los gastos en
que se incurra para hacer frente a las obligaciones, la inflacion y los pagos que
esté previsto realizar a los tomadores y beneficiarios de seguros, incluyendo las
futuras participaciones discrecionales en beneficios (articulo 78), asi como el
valor de las garantias financieras y de las posibles opciones contractuales
incluidas en los contratos de seguros y reaseguro (articulo 79).

Todos estos célculos deberan hacerse para grupos homogéneos de riesgo,
siendo el ramo? la unidad méxima admisible (articulo 80).

El resto de los articulos ligados al célculo de las provisiones técnicas se
refieren a cuestiones no directamente vinculadas a la forma de calculo, aunque
si con incidencia en los resultados que se obtengan. Asi:

— EI articulo 81 recoge coémo tratar los importes recuperables por
aseguradoras y reaseguradoras y como ajustar el resultado de ese calculo
para tener en cuenta las pérdidas esperadas por incumplimientos de la
contraparte.

— El articulo 82 impone la exigencia de velar por la calidad de los datos que
se empleen en el calculo y de cédmo actuar cuando no se disponga de un
volumen suficiente de informacion estadistica.

— El articulo 83 recoge la necesidad de contrastar periédicamente las
estimaciones realizadas con los datos reales y como actuar ante la

% Realmente la Directiva habla de lineas de negocio
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presencia continuada de desviaciones significativas entre la realidad y las
estimaciones.

El articulo 84 impone la necesidad de demostrar ante los reguladores la
idoneidad de los datos y métodos empleados para el célculo de provisiones
técnicas asi como la adecuacion del nivel de dicha partida.

El articulo 85 refleja la potestad de los reguladores de exigir el aumento de
provisiones técnicas si las cifras calculadas no se atienen a lo exigido en los
articulos 76 a 83.

Finalmente, el articulo 86 expone las medidas de ejecucién que adoptard la
Comision en temas tales como:

a)

metodologias estadisticas y actuariales para calcular la mejor
estimacion

estructura temporal de tipos de interés aplicable al calculo anterior
casos en los que las provisiones técnicas se pueden calcular como un
todo o como la suma de margen de riesgo y mejor estimacion

cdmo calcular el margen de riesgo

ramos o agrupacion de ellos en que puede dividirse la cartera para
calcular el nivel de provisiones técnicas

requisitos que han de cumplir los datos que se utilicen en los célculos
circunstancias en las que podria recurrirse a aproximaciones

técnicas utilizables para ajustar el célculo por incumplimiento de la
contrapartida, tal y como se definié en el articulo 81

uso de posibles métodos y técnicas simplificadoras para calcular las
provisiones técnicas que garanticen que las metodologias actuariales y
estadisticas a utilizar sean las adecuadas a la naturaleza, volumen y
complejidad de los riesgos soportados por los aseguradores y
reaseguradores.
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, CAPITULO 2: ,
METODOS CLASICOS PARA EL CALCULO
DE LAS PROVISIONES TECNICAS

1. INTRODUCCION

En este capitulo se pasa revista a los principales métodos tradicionales para el
célculo del valor de las provisiones técnicas para siniestros pendientes. Todos
ellos se caracterizan por ser sistemas en los que, mediante un calculo mas o
menos complejo basado en la informacion histérica recogida en forma de
triangulos, se trata de estimar el valor que deberian tener las provisiones
técnicas para hacer frente al valor de los siniestros futuros.

Dado que en este tipo de métodos no se realizan hip6tesis alguna sobre la
naturaleza estadistica de la distribucién subyacente, lo que se pretende es
simplemente obtener el valor previsible que deberian tener las reservas,
siempre en funcion solamente de los datos pasados de liquidacion. Esta es una
gran diferencia con respecto a los métodos estocasticos objeto de estudio en
este trabajo. En estos Ultimos se parte de una determinada distribucion vy,
mediante diferentes métodos -los cuales se abordaran en capitulos sucesivos-
se trata de estimar el valor medio junto con un intervalo de confianza en el cual
se situa dicho valor.

Todos estos métodos se pueden clasificar en dos grandes grupos:
1) Métodos sencillos:
Los cuales, a su vez, se pueden dividir en dos bloques:
a) métodos caso a caso:
en ellos se realiza una estimacion individual de la cuantia de cada
siniestro en tramitacién en el momento del cierre. Suelen estar
basados en el juicio subjetivo de un experto y son adecuados en
aqguellos casos en los que se tienen pocos siniestros pero cada uno
de ellos de muy elevada cuantia

b) métodos estadisticos tradicionales:

en ellos no se estudian las variaciones aleatorias presentes en los
datos. En este caso, los siniestros analizados se agrupan en un

35



cierto nimero de clases homogéneas. Para aplicar este sistema es
necesario estimar previamente los siguientes datos:

— el ndmero de siniestros en el afio i de la clase j, que
representaremos por ni;

— el coste medio del siniestro ocurrido en el afio i en la clase j, que
representaremos por C; ; y que se obtiene como:

n,
D>.Ciiz
=

C .=
)
ni'j

siendo C;j, el coste individual del siniestro z-ésimo ocurrido el
afio i dentro de la clase j.

— latasa de inflacién acumulada, representada por a;

Con estos elementos, el valor de la provision para siniestros
pendientes -PT- se puede expresar como:

k h

PT =3 > Cijnij(L+o;)

i=1j=1

El uso de esta clase de métodos suele venir justificado en los casos
en los que se tenga un gran numero de siniestros donde las
desviaciones de unos compensen las de otros.

2) Métodos globales:
Caracterizados por lo siguiente:
— utilizan algoritmos para eliminar las influencias aleatorias en los datos
— se basan en una misma presentacion de los datos: la efectuada

mediante el triangulo de siniestros (también conocido como run-off
triangle) y que puede expresarse de la siguiente manera:

0 1 2 e k-1 k
0 CO,O Co,l Co,z CO,k—l CO,k
1| Cio Cix Cis o o Cia
2] Coo GCo1 Cop o Coka

K-1| Ck10 Crkat
k Cko
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En donde las filas hacen referencia al afio de ocurrencia, origen o
notificacién del siniestro y las columnas al afio del pago o desarrollo.
En el caso del triangulo anterior, el nimero maximo de afios de los
cuales se tiene informacion es k y, dado que las filas comienzan en
cero?!, se debe verificar que, para todos los datos conocidos, i + j <
k. En este trabajo, los nimeros maximos de afios de origen y de
desarrollo se representaran por | y J respectivamente.

pueden aplicarse sobre distintas magnitudes, siempre que utilicen el
mismo formato de presentacion de los datos, es decir, mediante
triangulos de liquidacion de siniestros. Desde este punto de vista,
pueden aplicarse tanto a los importes como al nimero de siniestros.
A su vez, el triangulo puede recoger incrementos anuales o
cantidades acumuladas hasta un cierto afio. Para distinguir entre
una u otra, en este trabajo se representaran los incrementos por Xij,
mientras que las cifras acumuladas se escribiran como C;j;, por lo

h
que Ci’h=zxi’j Vh=0,1,,k

j=0
pueden tener en cuenta factores exégenos muy influyentes, como es
el caso de la inflacion en los siniestros

Existe una amplia coleccion de métodos dentro de esta familia. De todos ellos,
los mas conocidos son, seguramente, el Chain Ladder (CL) y el Bornhuetter-
Ferguson. En los siguientes apartados, se explicaran tanto los anteriores como
otros métodos de célculo de amplia difusion.

A partir de ahora, y en todos los casos que se analicen en este capitulo y
siguientes, se van a usar los mismos datos, que son los que aparecen a
continuacion:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

©Co~NOUSWNEO

242 775 1.217 1584 1.996 2459 2.616 2.774 3.006 3.121
238 852 1.522 2.395 2.762 3.051 3.507 3.780 4.187

196 891 1.556 2.310 2.898 3.061 3.493 3.776

210 978 1.540 2.683 2.930 3.245 3.462

300 783 1.493 2.069 2.474 2.869

268 919 1.530 2.132 2.684

298 888 1.698 2.487

243 980 2.010

255 940

233

21

Existe literatura en la que el origen temporal se sitla en 1. En ese caso, lo que se debe

cumpliresquei+j<k+1.
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A su vez, dado que la Directiva de Solvencia Il establece que las provisiones
técnicas se calcularan a valor actual (articulo 77.2), se hace preciso conocer la
estructura temporal de tipos de interés. En concreto, y a efectos de los célculos
que se realizan, se supondra la siguiente curva de tipos cupén cero (el plazo se
mide en afios):

Plazo Tipo Plazo Tipo
1 1,25% 6 3,15%
2 1,37% 7 3,67%
3 1,50% 8 3,90%
4 2,25% 9 3,95%
5 2,49% 10 4,05%

De forma general, y para simplificar tanto los calculos como la exposicién, en
todos aquellos casos en los que se calcule Ci., se supondra que dicho instante
de tiempo se corresponde con un afio mas al maximo de afios de desarrollo, es
decir, si J es igual a 9, entonces el limite se alcanza en 10.

2. EL METODO GROSSING-UP

Este método consiste en calcular el porcentaje del total de siniestros pagados
en cada afio de desarrollo. Un dato fundamental para realizar los calculos es el
de la estimacién de la siniestralidad total del primer afio considerado, es decir,
el importe total que se debera pagar por parte de la compafiia correspondiente
al primer afio del cual se tengan datos. Este importe se divide en dos:

— por un lado, lo que ya se conoce por el transcurso del tiempo, que son bien
los Cyq;, bien los Xo;, Vj=0,...,J

— por otro, la cifra estimada del total de gasto correspondientes a los
siniestros de ese afio, que sera un importe al menos igual a Co ;. A esta cifra
se la representa por Cg,«.

El método consiste en calcular la proporcion que representa la cantidad
acumulada hasta el afio j de desarrollo, Cyj, en relacion al total del primer afio
de ocurrencia, Cp.. Es decir, para este primer afio que se toma como
referencia se trata de calcular los cocientes p;, definidos como p; =C, ; /CO,OO .

El supuesto implicito es que estas proporciones se mantendran constantes sea
cual sea el afo de desarrollo. Dichas proporciones se aplicaran al resto de los

anos de ocurrencia con el objetivo de obtener las C; ,, las cuales se pueden
calcular como:

R ultimo C;; disponible
C _ ),

io0o =

p, correspondiente
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Finalmente, la cifra estimada de reservas sera la suma de las diferencias entre
ese nivel C; ,, y la tltima cifra conocida de reservas, Ci ., €s decir:

[
PT = Z(Ci’w —Cu,i) | = maximo de filas
i=0
Ejemplo:
Supongamos el tridngulo de datos anteriormente expuesto y que Cp . = 3.320
Como primer paso, se calculan los p; correspondientes a cada afio de
desarrollo, a partir de las cifras del primer afio de ocurrencia, obteniéndose
que:
afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Coj 242 775 1.217 1.584 1.996 2459 2616 2.774 3.006 3.121
pi(%) 729 23,34 36,66 47,71 60,12 74,07 7880 83,555 90,54 94,01

A partir de estos pj, se calculan los C,;, correspondientes, cuyos valores
estimados son:

afio de origen Cio

3.320
4.624
4519
4.394
3.874
4.464
5.213
5.483
4.027
3.197

O©CooO~NOOUIA_WNEO

En valor estimado de las provisiones sera igual a la suma de los anteriores
menos lo ya dotado (suma de las cantidades que aparecen en la lltima
diagonal del triangulo de liquidaciones), obteniéndose una cifra de 17.346, es
decir:

I ~
PT = Z(Ci,oo _Ci,l—i)z
i-0
= (3.320-3.121) + (4.624 - 4.187) + (4.519 - 3.776)
+(4.394-3.462) + (3.874 - 2.869) + (4.464 — 2.684)
+(5.213-2.487)+ (5.483 - 2.010) + (4.027 — 940)

+(3.197 -233)
—17.346
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Una vez estimadas las cifras finales éi’w y los porcentajes de paso, p;, la parte

inferior derecha del triangulo se puede rellenar, obteniéndose los siguientes

resultados:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 )
0 3.320
1 4.347 4.624
2 4.092 4.248 4.519
3 3.671 3.978 4.130 4.394
4 3.052 3.237 3.507 3.641 3.874
5 3.307 3.518 3.730 4.042 4.197 4.464
6 3.134 3.861 4.107 4.355 4.720 4.900 5.213
7 2.616 3.297 4.061 4.321 4.582 4.965 5.155 5.483
8 1.476 1.921 2421 2.983 3.173 3.365 3.646 3.785 4.027
9 746 1.172 1.525 1922 2368 2519 2.671 2.894 3.005 3.197
y las dotaciones anuales se obtienen sin mas que restar a cada C;; el

i

inmediatamente anterior en el mismo afio de origen. Obviamente, en el caso de
la primera cifra estimada C; |_;,;, la diferencia ha de calcularse con respecto al

ultimo dato conocido de ese afio, es decir, C;.i.

El reparto de las cifras a dotar por ejercicios se obtiene simplemente al sumar
una diagonal y restarle la inmediatamente anterior. Las cifras resultantes, tanto
en valor nominal como descontadas, se recogen en la siguiente tabla:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 3.992 3.943

2 3.414 3.323

3 2.770 2.649

4 2.175 1.990

5 1.648 1.458

6 1.174 975

7 936 727

8 692 509

9 352 248

10 192 129

a dotar 17.346 15.951
Saldo total 43.115 41.720

Este método admite diversas variantes en las cuales se trata de incorporar un

mayor volumen de informacién. A continuacion, se recogen tres de ellas.
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2.1. Incorporacién de lainformaciéon de afios previos

En este caso las p; utilizadas no son las correspondientes al afio 0, sino al
resultado de una media aritmética entre las p; de ese afio y las de varios afios
anteriores. Una vez obtenida esta nueva proporcion, el resto del método es
igual que en caso general.

Ejemplo:

Supongamos que para el caso anterior, se tuviera la siguiente informacion
sobre proporciones (expresadas en porcentajes):

| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Afio-1 | 9,50 21,12 38,00 52,24 59,15 77,68 81,04 86,57 91,05 96,88
Afio-2 | 8,76 20,38 37,26 51,50 5841 76,94 80,30 8583 90,31 96,14
Afio-3 | 8,03 19,65 36,53 50,77 57,68 76,21 79,57 8510 89,58 9541

Cada uno de los p; se obtendrd como la media aritmética de esos tres mas el
correspondiente al ejercicio 0, es decir:

13 Copi+C1;+C,;+C 3
pJ :ZZC_LJ — ') 1) 4 ') )
t=0

obteniéndose los siguientes resultados (cifras en porcentajes):

| o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P, ’8,39 21,12 37,11 50,56 58,84 76,22 79,93 8526 90,37 95,61

con lo que los C; ,, resultantes son ahora:

afo de origen Cio

3.320
4.633
4.429
4.332
3.764
4.562
4.919
5.416
4.450
2.776

O©CoO~NOOUIAWNEFO

Ahora, con los nuevos C; ,, y los porcentajes p; obtenidos para este caso, los
valores correspondientes a la parte inferior derecha del triangulo son:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320

4430 4.633

4.002 4.234 4.429

3.693 3.914 4141 4.332

3.008 3.209 3.401 3.599 3.764

3.477 3.646 3.889 4.122 4.361 4.562

2.895 3.750 3.932 4.194 4.446 4.703 4.919

2.738 3.187 4.128 4.329 4.618 4.895 5.178 5.416

1.651 2250 2.618 3.392 3.557 3.794 4.022 4.255 4.450
586 1.030 1.403 1.633 2116 2.218 2367 2508 2.654 2.776

© 00 ~NO Ul b~ WNEFEO

con lo que, el valor de la reserva sera igual a la suma de las cantidades asi
estimadas, 42.600, menos lo ya dotado, 25.769, es decir, 16.831. Operando
como en el caso anterior, las dotaciones por ejercicio, tanto en valor nominal
como descontado, son las recogidas en la siguiente tabla:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4,032 3.982

2 3.372 3.282

3 2.723 2.604

4 2.087 1.909

5 1.592 1.408

6 1.075 892

7 875 680

8 613 451

9 341 240
10 122 82

a dotar 16.831 15.530
Saldo total 42.600 41.299

2.2. Estimacién del peor caso posible

Como en el caso anterior, se utilizan las p; del afio cero y de los afios
anteriores. Sin embargo, la diferencia estriba en que ahora no se hace la media
aritmética, sino que se escoge para cada afio aquella p; que suponga una
mayor dotacion de reservas, es decir, la menor posible. Por tanto, la proporcion
seleccionada sera:

pj =min{p; (0),p; (-1),p; (-2),....p; (~m)}

siendo m el nimero de ejercicios anteriores disponibles para el calculo. Una
vez escogida la proporcion adecuada a este criterio, el resto del calculo es
exactamente igual.
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Ejemplo:
Aplicando este criterio, las proporciones a aplicar seran:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P ‘ 7,29 1965 36,53 47,71 57,68 74,07 78,80 83,55 89,58 94,01

con lo que los C; ,, resultantes son ahora:

afio de origen Ci

3.320
4.674
4.519
4.394
3.874
4.654
5.213
5.503
4.785
3.197

O©CoO~NOOUIAWNEFO

Ahora, con los nuevos C, ., y los porcentajes p; obtenidos para este caso, los
valores correspondientes a la parte inferior derecha del triangulo son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320

4394 4674

4.048 4.248 4.519

3.671 3.936 4.130 4.394

3.052 3.237 3470 3.641 3.874

3.447 3.667 3.888 4.168 4.375 4.654

3.006 3.861 4.107 4.355 4.669 4.900 5.213

2.625 3.174 4.076 4.336 4.598 4.929 5.173 5.503

1748 2.283 2.760 3.544 3.770 3.998 4.286 4.498 4.785

628 1168 1525 1.844 2368 2519 2671 2863 3.005 3.197

© 0O ~NOO Ul A~ WNPEO

con lo que, el valor de la reserva sera igual a la suma de las cantidades asi
estimadas, 44.131, menos lo ya dotado, 25.769, es decir, 18.362. Operando
como en el caso anterior, las dotaciones por ejercicio, tanto en valor nominal
como descontado, son las recogidas en la siguiente tabla:
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dotacién anual

valor valor

afo nominal actual

1 4,171 4,119

2 3.627 3.529

3 2.903 2.776

4 2.326 2.128

5 1.764 1.560

6 1.220 1.013

7 996 774

8 734 541

9 428 302
10 192 129

a dotar 18.362 16.872
Saldo total 44,131 42.641

2.3. Utilizacién de lainformacién del resto de filas

En este caso, se trata de ir obteniendo los C, ., no solo a partir de los datos de

o0
la fila del ejercicio 0, sino también considerando todas las demas filas. El
mecanismo es sencillo: a partir de los p; del afio 0, a los que denominaremos
pi(0) y que se obtienen como se ha visto anteriormente, se calcula el valor de
él,oo- Usando esta estimacion y apoyandose en los valores de Cy;, se obtienen
los valores para pj(1). Mediante algin tipo de célculo que implique la utilizacion
p;i(0) vy pj(1) -se veran dos posibilidades- se calcula (A:Z’w. Como antes, a partir

de este valor estimado y usando los datos de C,, se obtiene los
correspondientes a pj(2). A continuacioén, combinando p;j(0), pi(1) v pi(2), se
calcula C3 ,, y el proceso sigue como se ha descrito anteriormente.

Existen tantas variantes como mecanismos de combinacién de los pjt) se
utilicen. A continuacion, se van a describir dos posibilidades: la primera en la
que se obtienen los pj(t) a partir de medias aritméticas de los ya calculados,
mientras que en la segunda, se toma el valor mas desfavorable de los ya
calculados, es decir, aquél que genere un mayor valor de la reserva.

2.3.1. Utilizacién de la media aritmética

Sabemos que parat =0y con un Co. de 3.320, los p;, a los que denotaremos
por p;(0), eran:

afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pi(%) 7,29 23,34 36,66 47,71 60,12 74,07 78,80 83,55 90,54 94,01
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con lo que el valor de C, ,, se obtiene como:

e _Cis _ 4187 _, .,
Y pg(0) 0,90542

A partir de este valor de él,oo , Se obtienen los valores de p;(1) como:

Cyj
i l :A—J
pi (9) &

resultando ser los siguientes:

afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7 8
pi(%) 5,147 18,424 32913 51,791 59,727 65,977 75,837 81,741 90,542

Obsérvese que ahora se estima un valor menos que antes. La razén hay que
buscarla en que el proceso se inicia con el valor limite que tendrian las
liquidaciones correspondientes al ejercicio 1, en vez del 0.

Como ahora se tiene informacion de p;(0) y pj(1), para obtener el valor de ézyw
se calcula la media aritmética entre p7(0) y p7(1):

0y (2) = 083554 +0,81741 oo
! 2

con lo que el valor de C, ,, sera:

. C
& _Car _ 3716

- - — 4.569
2* "p,(2) 0,82648

y, a partir de este valor, se calculan los pj(2) como

resultando ser los siguientes:

afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7
pi(%) 4,290 19,502 34,057 50560 63,430 66,998 76,453 82,648
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Repitiendo este procedimiento para cada caso, se obtienen todos los p;. La
relacion entera de ellos se recoge en el siguiente triangulo (cifras en
porcentajes):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7,29 23,34 36,66 47,71 60,12 74,07 7880 83,55 90,54 94,01
515 1842 32,91 51,79 59,73 6598 7584 81,74 90,54
4,29 1950 34,06 5056 6343 67,00 7645 82,65
4,67 21,76 34,26 59,70 65,19 72,20 77,03
7,30 19,05 36,33 50,34 60,20 69,81
6,16 21,14 35,19 49,04 61,73
6,17 18,40 35,18 51,52
4,22 17,04 34,94
538 19,83
5,63

O©oOo~NOUOLh WNEFO

y los promedios resultantes son:

afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pi(%) 563 19,83 34,94 5152 61,73 69,81 77,03 8265 90,54 94,01

Con lo que los C; ,, que se obtienen son:
afio de origen Cio

0 3.320
4.624
4.569
4.494
4.110
4.348
4.827
5.753
4.740
4.141

O©CoO~NOUIA WNPE

La evolucién de los pagos acumulados es la recogida en el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320
4.347 4.624

4.137 4.295 4.569

3.715 4.069 4.225 4.494

3.166 3.397 3.721 3.863 4.110

3.035 3.349 3.593 3.937 4.087 4.348

2980 3.370 3.718 3.989 4.370 4.538 4.827

2.964 3.551 4.016 4.431 4.754 5.208 5.408 5.753

1.656 2.442 2926 3.309 3.651 3.917 4.292 4.456 4.740

821 1.447 2.134 2556 2.891 3.190 3.422 3.749 3.893 4.141

©CoO~NOOOP~WNEO
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Con lo que los valores asociados a las dotaciones anuales, tanto en valor
nominal como descontado, son los siguientes:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.371 4.317

2 3.724 3.624

3 2.982 2.852

4 2.247 2.056

5 1.778 1.572

6 1.447 1.201

7 1.095 851

8 836 616

9 428 302

10 248 167

a dotar 19.156 17.558
Saldo total 44,925 43.327

2.3.2. Estimacion a partir del caso mas desfavorable

Como en el caso anterior, se parte de los valores de Co. y de los p;(0) e igual
que antes, a partir de ellos, se obtiene el valor deC, ,,, el cual sirve de base
para calcular los valores de p;(1).

Las diferencias con la variante anterior comienzan aqui, al intentar estimar el
valor deC, ,, . Partiendo de la informacion disponible, p;j(0) y pj(1), el valor de
p7(2) serd aquél que genere un mayor valor en la reserva, es decir:

p7(2)=min{p; (0); p; (1)}

que en este caso sera:
P, (2)=min {0,8355; 0,8174} =0,81741

con lo que el valor de C, ,, sera:

A C
C,, =—22 _ 3776 _ 4619
“ ps(2) 0,8174
C, .
Partiendo de este ultimo valor, se calculan todos los pj(2) como p; (2) :éﬁ,
2,0

obteniéndose:
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afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7
pi(%) 4,243 19,288 33,684 50,006 62,734 66,263 75,615 81,741

Para calcular (33'00, se dispone de informacién sobre ps(0), ps(1) ¥ ps(2). En
este caso ps(3) sera:

Pg (3) =min {0,78795; 0,75783; 0,75615} =0,75615

con lo que C3, sera:

& _Case _ 3462 _, .o
% pe(3) 0,75615

Repitiendo este procedimiento para cada caso, se obtienen todos los p;. La
relacién entera de ellos se recoge en el siguiente triangulo (cifras en
porcentajes):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0| 729 2334 3666 47,71 60,12 74,07 7880 8355 90,54 94,01
1]515 1842 3291 51,79 59,73 6598 7584 81,74 90,54

2| 424 1929 3368 5001 62,73 66,26 7561 8174

3| 459 21,36 3364 5860 6400 70,88 75,61

41690 18,01 34,33 47,58 56,89 65,98

5| 568 1948 3243 4519 56,89

6| 542 16,14 30,86 45,19

71373 1504 30,86

81 4,08 15,04

9| 3,73

y los minimos resultantes son:

afio de desarrollo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pi(%) 3,73 15,04 30,86 45,19 56,89 6598 7561 81,74 90,54 94,01

con lo que los C; ,, resultantes son:

afio de origen Ci»

3.320
4.624
4.619
4.578
4.349
4.718
5.503
6.514
6.248
6.246

©Co~NoOOUh~WNEO
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La evolucién de los pagos acumulados es la recogida en el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320

4347 4.624

4.183 4.343 4.619

3.742 4145 4304 4578

3.288 3.555 3.937 4.088 4.349

3.113 3.567 3.856 4.271 4.435 4.718

3.131 3.631 4.161 4.498 4983 5.173 5.503

2.944 3.706 4.298 4.926 5325 5.898 6.124 6.514

1.928 2.824 3.555 4.123 4.725 5.108 5.657 5.874 6.248
940 1.927 2823 3554 4121 4.723 5.106 5.655 5.872 6.246
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con lo que los valores asociados a las dotaciones anuales, tanto en valor
nominal como descontado son los siguientes:

dotacién anual

valor valor

afo nominal actual

1 5.166 5.103

2 4,707 4.580

3 3.856 3.688

4 3.104 2.839

5 2.477 2.190

6 2.032 1.687

7 1.488 1.156

8 1.157 852

9 591 417

10 374 252

a dotar 24.952 22.764
Saldo total 50.721 48.533

3. EL METODO LINK RATIO

Este método se basa en las tasas de variacion de la siniestralidad en un
ejercicio de ocurrencia entre un ejercicio de desarrollo y el siguiente. La citada
tasa (Link ratio) es 1 mas la anterior proporcién y se expresa como:

Ri,j = %
i
Una vez calculadas cada una de las tasas, el elemento basico del calculo lo
constituyen los factores de proyeccion, que no son mas que los productos de
las ratios previamente calculadas. Como su hombre indica, no es mas que una
estimacion de cual sera la siniestralidad de un ejercicio suponiendo que en el
paso de un afio a otro, dicha variable crecera al ritmo fijado por la link ratio o el
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producto de éstas, si se tratase de un periodo superior a un ejercicio.
Formalmente, se puede expresar como:

R.

Fo=T1R;

1=

siendo k el ejercicio considerado, h el maximo posible de ejercicios y R; la link
ratio aplicada en el célculo.

Como ocurriera en el grossing-up, existen diferentes modalidades de aplicacion
de este método. A continuacion, se explicaran las mas frecuentes. Para ello, se
utilizaran los datos que sirven de base en todos los ejemplos, con los cuales se
calculan los Rj, obteniéndose los siguientes resultados:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3,2025 15703 11,3016 11,2601 11,2320 11,0638 1,0604 1,0836 1,0383 1,0638
3,5798 11,7864 15736 11,1532 11,1046 11,1495 11,0778 1,1077
4,5459 11,7464 11,4846 1,2545 11,0562 1,1411 1,0810
4,6571 15746 1,7422 11,0921 1,1075 1,0669
2,6100 1,9068 1,3858 11,1957 1,1597
3,4291 16649 11,3935 1,2589
29799 11,9122 11,4647
4,0329 2,0510
3,6863

© 00N O U~ WN PP O

En la tabla anterior, Rog se obtiene como la proporcion entre la siniestralidad
limite del ejercicio 0 y la acumulada hasta el noveno afio de desarrollo.

3.1. Estimacién pesimista

En este caso, se trata de elegir la mayor ratio de cada columna, es decir, de
cada afio de desarrollo, para asi estimar la siniestralidad futura. Por tanto:

Rj:max{Rij} i=04..,-j-1 j=041...,3-1

En nuestro ejemplo, los valores de R; son lo siguientes:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R, | 4,657 2,051 1,742 1,260 1,232 1,149 1,081 1,108 1,038 1,064

Una vez obtenidos los R;, el siguiente paso consiste en calcular los factores de
proyeccion. Aplicando la expresion de los Fi se obtienen los siguientes valores:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
F« | 39,272 8,433 4,111 2,360 1,873 1,520 1,322 1,223 1,104 1,064
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Con estos factores, el valor de los C; ,, se obtiene sin mas que multiplicar el

Ultimo valor conocido en cada ejercicio de ocurrencia por su correspondiente
factor de proyeccion, obteniéndose la siguiente tabla:

afo de origen Ciw

3.320
4.624
4.619
4.578
4.361
5.027
5.869
8.264
7.927
9.150

O©CoO~NOOUIAWNEFO

Siendo la suma de estas cantidades igual a 57.740 y la provision total, por
tanto, igual a la diferencia entre este importe y lo ya dotado, obteniéndose un
valor de 31.971. La evolucidn en el tiempo de los gastos ligados a los siniestros
se recoge en el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320
4347 4.624

4.183 4.343 4.619

3.742 4.145 4304 4578

3.298 3.565 3.949 4100 4.361

3.307 3.801 4.109 4.551 4.725 5.027

3.134 3.861 4.438 4.797 5314 5517 5.869

3.502 4.413 5.436 6.249 6.755 7.482 7.769 8.264

1928 3.359 4.233 5214 5994 6.479 7.177 7.452 7.927
1.085 2226 3877 4886 6.019 6.919 7480 8285 8.602 9.150

© 0O NO O ~WNPFPO
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A partir de estas cifras, las dotaciones anuales, tanto en valor nominal como
descontado son los siguientes:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 6.076 6.001

2 5.811 5.655

3 5.253 5.024

4 4.030 3.687

5 3.371 2.981

6 2.617 2.173

7 1.896 1.473

8 1.575 1.160

9 792 559

10 548 369

a dotar 31.971 29.082
Saldo total 57.740 54.851

3.2. Mediasimple de las link ratios
La diferencia con el caso anterior se centra en la forma de calcular los R;

aplicables a cada ejercicio. En esta situacion, cada R; es la media aritmética de
los R;; de cada columna. Asi, por ejemplo, Ro es igual a:

9R
§—0

mientras que R; se calcula como:

8 R,
R 2

i-0

Por tanto, los valores numéricos de R; en este caso son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R,—|3,636 1,777 1,478 1,202 1,132 1,105 1,073 1,096 1,038 1,064

Una vez obtenidos los R}, los Fi asociados a ellos son los siguientes valores:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
F. | 18,652 5,130 2,888 1,954 1,625 1,435 1,299 1,210 1,104 1,064
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Con estos factores, los valores de los C;, son los que se recogen en la
siguiente tabla:

afo de origen Cio

3.320
4.624
4.569
4.496
4.118
4.361
4.859
5.804
4.822
4.346

O©CoO~NOOUIAWNEFO

siendo la suma de estas cantidades igual a 45.319 y la provision total es, por
tanto, igual a la diferencia entre este importe y lo ya dotado, obteniéndose un
valor de 19.550. La evolucidn en el tiempo de los gastos ligados a los siniestros
se recoge en el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320
4347 4.624

4.137 4.295 4.569

3.715 4.070 4.226 4.496

3.171 3.403 3.728 3.871 4.118

3.038 3.358 3.604 3.948 4100 4.361

2990 3.385 3.742 4.015 4.399 4568 4.859

2971 3572 4.044 4470 4.796 5.255 5456 5.804

1670 2468 2968 3.360 3.713 3.985 4.366 4.533 4.822

847 1505 2224 2675 3.028 3.347 3591 3.935 4.085 4.346

© 0N U~ WNPEO
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A partir de estas cifras, las dotaciones anuales, tanto en valor nominal como
descontado son los siguientes:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.438 4.383

2 3.795 3.693

3 3.048 2.915

4 2.298 2.103

5 1.816 1.605

6 1.479 1.228

7 1.118 869

8 858 632

9 440 310

10 260 175

a dotar 19.550 17.913
Saldo total 45,319 43.682

3.3. Media ponderada de las link ratios de afios diferentes

En este caso, el célculo a realizar consiste en ponderar los R;j de diferentes
ejercicios con un determinado peso. Por ejemplo, si se considerasen
Unicamente el dltimo y el pendltimo ejercicios, con pesos de 2/3 y 1/3
respectivamente, entonces tendriamos los siguientes valores para R;:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R,—|3,802 2,005 1,441 1,238 1,142 1,092 1,080 1,100 1,038 1,064

Una vez obtenidos los R;, los Fi asociados a ellos son los siguientes valores:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
F«| 22,234 5848 2,917 2,025 1,636 1,432 1,312 1,215 1,104 1,064
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Con estos factores, los valores de los C;, son los que se recogen en la
siguiente tabla:

afo de origen Cio

3.320
4.624
4.586
4.541
4.108
4.390
5.035
5.864
5.497
5.181

O©CoO~NOOUIAWNEFO

siendo la suma de estas cantidades igual a 47.146 y la provision total, por
tanto, igual a la diferencia entre este importe y lo ya dotado, con lo que se
obtiene un valor de 21.377. La evolucion en el tiempo de los gastos ligados a
los siniestros se recoge en el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.320
4347 4.624

4152 4311 4.586

3.739 4111 4.269 4541

3.132 3.382 3.719 3.862 4.108

3.066 3.347 3.614 3975 4.127 4.390

3.079 3.517 3.839 4.146 4559 4.733 5.035

2.896 3.585 4.095 4470 4828 5309 5512 5.864

1884 2715 3.361 3.839 4.191 4.526 4.977 5.168 5.497

886 1.776 2559 3.168 3.618 3.950 4.266 4.691 4.870 5.181

© 0O NOoOOh~WNPE O
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A partir de estas cifras, las dotaciones anuales, tanto en valor nominal como
descontado son los siguientes:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4,732 4.674

2 4.188 4.075

3 3.298 3.154

4 2.544 2.327

5 1.971 1.743

6 1.585 1.316

7 1.272 988

8 967 712

9 509 359

10 311 209

a dotar 21.377 19.558
Saldo total 47.146 45.327

4. METODOS BASADOS EN LA RATIO DE SINIESTRALIDAD

Son aquéllos en los que el calculo del nivel de reservas se efectla a partir de
alglin mecanismo en el que intervenga la citada ratio, la cual se define como el
cociente entre la siniestralidad y el nivel de primas -a partir de ahora, Sy P
respectivamente-. Dicha proporcion también se la conoce en la literatura como
loss ratio. Conviene aclarar que por siniestralidad se entiende la
correspondiente a un cierto afilo de origen que se encuentre totalmente
desarrollada, es decir, que se conozca el valor total que tendra la citada
variable a lo largo de todos los posibles ejercicios en los que se manifieste. Por
lo que a las primas se refiere, es necesario tomar un indicativo de las mismas,
por ejemplo, las devengadas en un ejercicio. Entonces, en ese caso, el nivel de
las mismas vendra formado por la agregacion de las primas emitidas en un
determinado ejercicio con las primas no consumidas emitidas en el ejercicio
anterior, restandose finalmente el importe correspondiente a las primas no
consumidas emitidas en el ejercicio en cuestion.

Existen diversos mecanismos para obtener el nivel de provisiones a partir de
esta ratio. En este apartado se van a exponer los mas habituales.

4.1. Lossratio ingenuo

Este método se basa en suponer que la citada ratio entre S y P tiene un valor
constante a lo largo del tiempo, por lo que, conociendo el nivel de primas y de
la citada ratio, es posible calcular la siniestralidad asociada a cada ejercicio de
origen. Por tanto, el nivel de reservas se obtendra, afio a afio, sin mas que
restar a la cifra asi calculada de siniestralidad, el volumen de gastos ya
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registrados, que viene recogido en la Ultima diagonal del triangulo de
liquidaciones y que representaremos por C;.;. Finalmente, el volumen total de
reservas sera la suma de todas y cada una de las diferencias anuales
previamente calculadas.

Ejemplo:
Ademas de los datos recogidos en el triangulo de siniestralidad aflorada, se
conoce el nivel de primas durante estos ejercicios, los cuales se recogen en la

siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.905 5.640 5.416 5.069 4.657 5.352 6.332 6.250 4.837 3.660

Otro dato que se conoce es que la ratio entre siniestralidad -S- y primas -P- es
del 85%. A partir de los valores de P y de la ratio, se estima S, como el
producto de 0,85 x P, es decir:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.319 4.794 4.604 4.309 3.958 4.549 5.382 5.313 4.111 3.111

Dado que en este método no se dice nada de coémo evolucionan estas cifras
hasta llegar al final y que solamente se conocen las cantidades iniciales y
finales, una forma de rellenar la parte inferior del triangulo consiste en calcular
la tasa a la cual deberian incrementarse las cantidades de la ultima diagonal

para llegar a C; . Dichas tasas se recogen en la siguiente tabla:

Ejercicio Tasa
6,4%
7,0%
6,8%
5,6%
6,6%
9,2%

11,7%

12,9%

17,8%

29,6%

OCoOoO~NOOUIA_WNPEFEO
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Aplicando estas tasas, la evolucion en el tiempo de los gastos ligados a los
siniestros se recoge en el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.319

4.480 4.794

4.034 4.309 4.604

3.657 3.862 4.079 4.309

3.060 3.263 3.480 3.712 3.958

2.931 3.200 3.494 3.815 4.166 4.549

2777 3.101 3.462 3.866 4.317 4.820 5.382

2.270 2563 2.894 3.268 3.690 4.167 4.705 5.313

1.107 1.305 1.537 1.811 2.134 2.514 2.962 3.490 4.111

302 391 507 657 851 1.103 1.430 1.853 2.401 3.111
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A partir de estas cifras, las dotaciones anuales, tanto en valor nominal como
descontado son los siguientes:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 2.168 2.141

2 2.171 2.113

3 2.063 1.973

4 1.983 1.814

5 1.988 1.758

6 1.995 1.656

7 1.875 1.457

8 1.558 1.148

9 1.170 825
10 710 478

a dotar 17.681 15.362
Saldo total 43.450 41.131

4.2. Proyeccion paso a paso del Loss Ratio (Step by step)

La principal diferencia con el método anterior es que en este caso la proporcion
entre siniestralidad y primas no es constante, sino que se va modificando a lo
largo de los afios de desarrollo. Es decir, para cada uno de esos afios, se
calcula la citada proporcion, la cual se denotara por la letra griega A, como el
cociente entre la siniestralidad aflorada hasta ese ejercicio y la prima para un
cierto afio. A partir de los porcentajes que se obtengan, se trata de rellenar la
parte inferior derecha del tridngulo formado por todos y cada uno de los valores
de A. Para ello, se utiliza algin método estadistico de estimacion de tendencia,
como por ejemplo, la regresién minimo cuadréatica.
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A partir de los valores de A que se obtengan, se estima el valor de la
siniestralidad esperada, con lo que el valor de la provisién técnica sera la
diferencia entre la cifra asi obtenida y lo ya aflorado.

A continuacion, se va a exponer un ejemplo que ilustre la aplicacién de este
método. Se utilizaran los mismos datos que en el apartado anterior.

Paso 1: Calculo de los 4;

Sabiendo que por definicién son:

Aj

_Gijj
==l 100
P

i
entonces, los valores para este caso son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,062 0,198 0,312 0406 0,511 0630 0,670 0,710 0,770 0,799 0,850
0,042 0,151 0,270 0,425 0,490 0,541 0,622 0,670 0,742
0,036 0,165 0,287 0427 0,535 0,565 0,645 0,697
0,041 0,193 0,304 0,529 0,578 0,640 0,683
0,064 0,168 0,321 0,444 0,531 0,616
0,050 0,172 0,286 0,398 0,501
0,047 0,140 0,268 0,393
0,039 0,157 0,322
0,053 0,194
0,064
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en donde se supone que la siniestralidad limite para el ejercicio 0 es
equivalente a un 85% de las primas -dato de partida-

Paso 2: Célculo de los A4;

Este calculo facilita la siniestralidad aflorada en cada afio de desarrollo y se
define como:

AAi,j :A Ai,jfl

i
Obteniéndose los siguientes valores:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,062 0,136 0,113 0,094 0,106 0,119 0,040 0,040 0,059 0,029 0,051
0,042 0,109 0,119 0,155 0,065 0,051 0,081 0,048 0,072
0,036 0,128 0,123 0,139 0,109 0,030 0,080 0,052
0,041 0,152 0,111 0,225 0,049 0,062 0,043
0,064 0,104 0,152 0,124 0,087 0,085
0,050 0,122 0,114 0,112 0,103
0,047 0,093 0,128 0,125
0,039 0,118 0,165
0,053 0,142
0,064

©CoOoO~NOULD,WNEO
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Paso 3: estimacion de los A;; que faltan

En este paso es donde se utilizan las regresiones minimo cuadraticas. Se
impone la condicién de que haya un nimero minimo de datos para poder hacer
la regresion. En este ejemplo, se considerara que se podran ajusta los datos
siempre y cuando existan al menos cinco datos. Por este motivo, esta via de
ajuste se podra utilizar Gnicamente en los afios de desarrollo 0 a 5. Desde el
sexto hasta el octavo se supondra que los A;; seran iguales al promedio de los
existentes y para el noveno, sera igual al dltimo valor obtenido. En este Ultimo
caso, a Ajg se le agrega el correspondiente al paso de 9 en adelante. Con ello,
los valores que definen las regresiones, los promedios y el Gltimo dato son los
recogidos en la siguiente tabla:

afio de ordenada  pendiente di altimo
desarrollo  enorigen de larecta bromedio dato
1 0,1261 -0,0009
2 0,1105 0,0050
3 0,1401 -0,0003
4 0,0868 -0,0002
5 0,0807 -0,0057
6 0,0609
7 0,0470
8 0,0658
9 0,0802

Con todo ello, los valores de Aj; que se obtienen son los recogidos en la
siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,080

0,066 0,080

0,047 0,066 0,080

0,061 0,047 0,066 0,080

0,052 0,061 0,047 0,066 0,080

0,086 0,047 0,061 0,047 0,066 0,080

0,138 0,086 0,041 0,061 0,047 0,066 0,080

0,151 0,138 0,085 0,035 0,061 0,047 0,066 0,080
0,118 0,156 0,137 0,085 0,030 0,061 0,047 0,066 0,080

OCoO~NOOUOA~WNEO

Paso 4: calculo de la siniestralidad estimada en cada afio

Una vez que se tienen estimados los incrementos anuales en la ratio entre
siniestralidad y primas, se procede a calcular la ratio global para cada afio de
origen, que no es mas que la suma de los incrementos a lo largo de los afios
de desarrollo, correspondientes a un mismo afio de origen. Asi se consiguen
los valores de Aj, con lo que la siniestralidad estimada sera:
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Ci.=Ai P

Los resultados, por afio de origen, se recogen en la siguiente tabla:

afio de A p é .

origen ;
0 85,0% 3.905 3.319
1 82,3% 5.640 4.639
2 84,3% 5.416 4.567
3 87,6% 5.069 4.441
4 87,0% 4.657 4,052
5 80,8% 5.352 4.324
6 77,9% 6.332 4.934
7 84,0% 6.250 5.251
8 85,8% 4.837 4.148
9 84,4% 3.660 3.089

con lo que la siniestralidad total esperada se obtiene sin mas que sumar la
columna C; ., llegandose a un resultado de 42.763

Paso 5: evolucion prevista de la siniestralidad pendiente de aflorar

Considerando los porcentajes anteriormente obtenidos, se puede rellenar la
parte inferior del triangulo de siniestros. Los resultados en diferencias son los
siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
452
356 434

238 333 407

284 219 306 374

280 326 252 352 429

543 296 386 298 417 508

862 535 257 381 294 411 501

729 666 413 171 295 228 318 388

433 570 503 312 109 223 172 241 294

©CoOo~NOOULh WNPEFO

Paso 6: calculo de las dotaciones por afios
Como en todos los casos que se han realizado hasta ahora, se calculan las

diferencias respecto del ejercicio inmediatamente anterior. Los resultados, tanto
en valor nominal como descontado se recogen en la siguiente tabla:
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dotacién anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.377 4,323

2 3.380 3.289

3 2.523 2.413

4 1.887 1.727

5 1.543 1.365

6 1.370 1.137

7 992 771

8 629 463

9 294 207

a dotar 16.994 15.694
Saldo total 21.181 19.881

5. EL METODO CHAIN LADDER

Trata de estimar la proporcion de cambio de un ejercicio a otro. Para ello, se
realiza una media ponderada de las link ratios, en donde cada valor se pondera
con la siniestralidad que le precede. Es decir, dados unos R;; definidos como:

R..:M

] Ci,j

entonces, para el ejercicio j de desarrollo, la tasa de modificacion de la
liguidacién de siniestros vendra dada por la siguiente expresion:

en donde, sustituyendo R;; por su valor, obtenemos una expresion alternativa
para calcular las proporciones buscadas:
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A partir de estas proporciones, se calculan los factores de proyeccién siguiendo
la forma habitual, es decir:

F=T]R.

]

T-

A modo de ilustracién, en el ejemplo que estamos siguiendo, Ry se calcula
como sigue:

= 8.006
2.250

2 Cio
t

8
2.Cua
g =3,5582
-0

Procediendo de igual manera para el resto de los R;, se obtienen los siguientes
valores:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8
R;| 3,558 1,778 1,484 1,195 1,124 1,107 1,074 1,097 1,038

con lo que los factores de proyeccién son:

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fe| 17,092 4,804 2,701 1,821 1,523 1,355 1,224 1,139 1,038

Con estos factores, los valores de los C;; son los que se recogen en la
siguiente tabla:

afio de origen Ci;

4.347
4.303
4.238
3.887
4.089
4.528
5.429
4.515
3.982

O©COoO~NOOUITAWNPE

siendo la suma de estas cantidades igual a 39.319 y la provision total la
diferencia entre este importe y lo ya dotado, obteniéndose un valor de 16.671.
La evolucion en el tiempo de los gastos ligados a los siniestros se recoge en el
siguiente triangulo:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.347

4.144 4.303

3.719 4.082 4.238

3.175 3.411 3.744 3.887

3.018 3.340 3.588 3.938 4.089

2972 3.342 3.699 3.974 4.361 4.528

2982 3.564 4.007 4.435 4.765 5.229 5.429

1.672 2.480 2.964 3.333 3.689 3.963 4.349 4.515

829 1.474 2187 2.614 2939 3.253 3.495 3.836 3.982

OCoO~NOOUIAWNEFEO

A partir de estas cifras, las dotaciones anuales, tanto en valor nominal como
descontado son los siguientes:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual
1 4,211 4.159

2 3.485 3.391

3 2.734 2.615

4 1.991 1.822

5 1.549 1.369

6 1.219 1.012

7 828 643

8 507 373

9 147 104

a dotar 16.671 15.488
Saldo total 42.440 41.257

6. METODOS QUE INCORPORAN CIERTA INFORMACION PREVIA

6.1. Método Bornhuetter-Ferguson (B/F)

Este método fue enunciado por primera vez en el trabajo de los autores de los
que toma su nombre en 1972. En lineas generales, la siniestralidad se divide
en dos grandes bloques:

— por un lado, la ya aflorada, la cual se recoge en la Ultima diagonal del
triAngulo de siniestros, es decir, son los valores C;,.i

—  por otro, la pendiente de aflorar, de la cual, se tiene informacion previa que
permite conocer su volumen.

La expresion general para la estimacion de las cifras futuras puede enunciarse
como:

~

éi,j+k =G +(Bj+k _Bj)ci,oo

64



J-1
Siendo B; :ka‘l en donde fk‘l son los factores de paso de un ejercicio a
k=1

otro, en concreto, el correspondiente al ejercicio k. A su vez, este método se
puede formular como una mezcla del loss ratio ingenuo y de métodos
elementales de proyeccién, como son el grossing up o el link ratio.

La estimacion del porcentaje se realiza aplicando los métodos de proyeccion
arriba indicados -grossing up o link ratio-, de la siguiente forma:

— si se hace a partir del grossing up, entonces, Z = 1 - g, siendo Z el
porcentaje buscado y g el factor resultante de aplicar el citado método de
proyeccion

. . . . 1 . .
— si se hace a partir del link ratio, entonces, Z :1—f—, teniendo Z el mismo

significado que antes, y siendo f el factor resultante de aplicar este
método de proyeccion.

A continuacion, se indica como se obtendria el nivel de reservas en cada uno
de los casos indicados, para lo cual se seguird un ejemplo numérico.

6.1.1. B/F general

En este caso, el primer paso consiste en obtener los factores de paso de un
ejercicio a otro, los cuales se pueden calcular de igual forma que en el CL. Una
vez obtenidos, se calculan los f; de acuerdo con la definicion dada
anteriormente. Los valores resultantes, para cada afio de desarrollo, son los
siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
fk 3,5582 11,7784 11,4835 11,1952 11,1244 11,1068 1,0743 1,0975 1,0383
Bk 0,0585 10,2082 0,3702 0,5492 0,6564 0,7381 0,8169 0,8776 0,9632

A partir de aqui, se puede rellenar la parte inferior derecha del tridngulo de
siniestros, siendo los resultados los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.364

4.170 4.340

3.723 4.092 4.251

3.181 3.421 3.760 3.906

3.056 3.414 3.690 4.079 4.247

3.064 3.504 3.928 4.254 4.715 4.913

2.961 3.530 3.964 4.383 4.705 5.160 5.356

1.606 2.342 2.783 3.119 3.443 3.692 4.044 4.196

699 1.203 1.760 2.093 2.347 2592 2.781 3.047 3.162

O©CoO~NOOUILAWNEFEO
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de modo que, teniendo en cuenta la siniestralidad aflorada, el nivel de reservas
a dotar es la diferencia entre la provision total estimada (38.733) y la ultima
diagonal (22.648). La dotacion por afios de accidente, tanto en valor nominal
como descontado, se recoge en la siguiente tabla:

dotacién anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.175 4.124

2 3.386 3.295

3 2.629 2.514

4 1.950 1.784

5 1.529 1.352

6 1.148 953

7 736 572

8 418 308

9 115 81

a dotar 16.085 14.982
Saldo total 41.854 40.751

6.1.2. B/F con grossing up

Para obtener el nivel de reservas en este caso, es necesario seguir los
siguientes pasos:

Paso 1: calculo de los coeficientes de grossing up

Cada uno de los cuales, se obtiene a partir de la siguiente expresion:

_Gij
9 —?

Asi, para el ejercicio 0, se obtiene que:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
gy 7,29 2334 36,66 47,71 60,12 74,07 78,80 83,55 90,54 94,01
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con lo que las siniestralidades limite son las siguientes:

afio de origen Cix

3.320
4.624
4.519
4.394
3.874
4.464
5.213
5.483
4.027
3.197

O©CoOo~NOULhWNPEFEO

A partir de estas cantidades, se calculan los coeficientes g;; para el resto de los
ejercicios, obteniéndose la siguiente matriz, en la cual se vuelve a incluir los
correspondientes al ejercicio O (cifras expresadas en porcentaje):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
729 2334 36,66 47,71 60,12 74,07 78,80 8355 90,54 94,01
515 1842 3291 51,79 59,73 6598 7584 81,74 090,54
4,34 19,72 34,43 51,12 64,13 67,73 77,29 83,55
4,78 22,26 35,05 61,07 66,69 73,86 78,80
7,74 20,21 38,54 53,41 63,87 74,07
6,00 20,59 34,27 47,76 60,12
572 17,04 32,57 47,71
4,43 17,87 36,66
6,33 23,34
7,29

O©oo~NOOh~WNPEO

Paso 2: calculo del coeficiente medio para cada afio de desarrollo

La media aritmética de los coeficientes de cada columna son los que se
recogen en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
gj 591 2031 3514 5151 6244 71,14 77,68 8295 90,54 94,01

Estos coeficientes indican la siniestralidad media aflorada hasta el momento
presente.

Paso 3: calculo de la diferencia 1 - g;

Restando a uno las medias antes obtenidas, se logra la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

gi; 9409 7969 6486 4849 37,56 28,86 22,32 1705 9,46 5,99
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Estos coeficientes indican la siniestralidad que se estima que aln queda por
aflorar.

Paso 4: estimacion de la siniestralidad total de cada ejercicio

Dado el valor de la ratio entre siniestralidad y primas y el nivel de estas Ultimas,
la siniestralidad estimada se obtiene sin mas que multiplicar la ratio citada por
las primas. En nuestro caso, se logran los siguientes valores:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.319 4.794 4.604 4.309 3.958 4.549 5.382 5.313 4.111 3.111

Paso 5: evolucion prevista de la siniestralidad pendiente de aflorar

Teniendo en cuenta los porcentajes de paso de un ejercicio a otro, se puede
rellenar la parte inferior derecha del triAngulo de siniestros. Los resultados son
los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

3.319

4.507 4.794

4.168 4.328 4.604

3.574 3.901 4.050 4.309

3.075 3.284 3.584 3.721 3.958

3.236 3.534 3.774 4.119 4.277 4.549

3.361 3.829 4.181 4.465 4.873 5.060 5.382

2736 3.317 3.779 4.127 4.407 4.810 4.994 5.313

1.445 2.118 2.567 2.925 3.194 3.410 3.723 3.865 4.111

632 1.093 1.602 1.943 2.213 2417 2581 2817 2925 3.111
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Paso 6: calculo de las dotaciones por afios
Como en todos los casos que se han realizado hasta ahora, se calculan las

diferencias respecto del ejercicio inmediatamente anterior. Los resultados, tanto
en valor nominal como descontado se recogen en la siguiente tabla:

68



dotacién anual

valor valor

afo nominal actual

1 4,284 4,231

2 3.463 3.370

3 2.738 2.619

4 2.070 1.893

5 1.623 1.435

6 1.283 1.065

7 983 764

8 697 513

9 354 250
10 186 125

a dotar 17.681 16.266
Saldo total 43.450 42.035

6.1.3. B/F con link ratio

Para obtener el nivel de reservas en este caso, es necesario seguir los
siguientes pasos:

Paso 1: Célculo de las link ratios y de los factores de proyeccion

Tal y como se ha explicado anteriormente, el célculo de las link ratios arroja los
siguientes resultados:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3,2025 11,5703 11,3016 11,2601 11,2320 11,0638 1,0604 1,0836 1,0383 1,0638
35798 11,7864 15736 11,1532 11,1046 1,1495 11,0778 1,1077

45459 11,7464 11,4846 1,2545 11,0562 11,1411 11,0810

4,6571 15746 11,7422 11,0921 1,1075 1,0669

2,6100 11,9068 11,3858 1,1957 11,1597

3,4291 11,6649 11,3935 11,2589

2,9799 11,9122 1,4647

4,0329 2,0510

3,6863
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Las link ratios medias y los factores de cambio resultantes para este conjunto
de datos son las siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
LRy 3,636 1,777 1,478 1,202 1,132 1,105 1,073 1,096 1,038 1,064
i 18,652 5,130 2,888 1,954 1,625 1435 1,299 1,210 1,104 1,064
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Paso 2: calculo de 1/fyde 1 - 1/f

El inverso de los factores de proyeccion representan la siniestralidad media
aflorada en el momento de hacer el célculo. Por tanto, 1 menos el inverso sera
la siniestralidad que falta por manifestarse. Los resultados en este caso son los
siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0,054 0,195 0,346 0,512 0,615 0,697 0,770 0,826 0,905 0,940
1-1/f 0,946 0,805 0,654 0,488 0,385 0,303 0,230 0,174 0,095 0,060

Paso 3: estimacion de la siniestralidad total de cada ejercicio

El célculo a realizar es el mismo que en el paso 4 del caso anterior, por lo que
los resultados son los mismos, es decir:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3.319 4.794 4.604 4.309 3.958 4.549 5.382 5.313 4.111 3.111

Paso 4: evolucion prevista de la siniestralidad pendiente de aflorar

Considerando el porcentaje correspondiente de siniestralidad no manifestada
aun, se puede rellenar la parte inferior del triangulo de siniestros. Los
resultados son los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
3.319
4507 4.794

4.168 4.328 4.604

3.561 3.901 4.050 4.309

3.048 3.271 3584 3.721 3.958

3.169 3.503 3.759 4.119 4.277 4.549

3.313 3.750 4.145 4.448 4.873 5.060 5.382

2719 3.270 3.701 4.091 4.390 4.810 4994 5313

1424 2104 2530 2864 3.166 3.398 3.723 3.865 4.111
606 1.077 1.592 1915 2167 2396 2571 2817 2925 3.111
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Paso 5: calculo de las dotaciones por afios
Como en todos los casos que se han realizado hasta ahora, se calculan las

diferencias respecto del ejercicio inmediatamente anterior. Los resultados, tanto
en valor nominal como descontado se recogen en la siguiente tabla:
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dotacién anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.066 4,015

2 3.483 3.390

3 2.762 2.641

4 2.104 1.925

5 1.674 1.480

6 1.339 1.111

7 1.007 782

8 707 520

9 354 250
10 186 125

a dotar 17.681 16.241
Saldo total 43.450 42.010

6.2. Método Benktander - Hovinen (BH)

Este sistema de calculo de las reservas lleva el nombre de sus dos autores, los
cuales publicaron sendos trabajos por separado -Benktander (1976) y Hovinen
(1981) -, pero llegando a idénticos resultados.

La principal diferencia entre este método y los anteriores es que aqui se
supone un cierto conocimiento previo sobre el valor final de Ci; -w- esto es, se
tiene una idea previa de cudl es el nivel de los pagos esperados totales
correspondientes al afio i-ésimo de accidente. Ademdas, como en otros
métodos, se supone conocido el patron de evolucién de los siniestros, el cual
viene dado por los B;, definidos como:

J-1

B, =IIf" vi=0...3-1

k=]

Este método obtiene resultados a medio camino entre los que se puedan
conseguir con el CL y con el B/F. Dado que el primero de ellos prescinde de la
informacién que pudiera aportar la estimacién previa de C;; y el segundo hace
lo propio con la informacién que se incorpora en la Ultima diagonal de datos
disponibles, esto es, en C; ., este sistema puede verse como una combinacion
de los anteriores. El estimador propuesto por Benktander tiene la siguiente
expresion:

éi,J =C +(1_B|7i)[B|7iéi(i]L +(1—B|,i)ui} vi=1...,1

J-1
en donde B, ; = H f', por lo que la anterior expresion puede escribirse como:
k=1-i
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éi J= ﬁl-iéiC,JL + (1_ By )éiii]':
= Ci,l—i + (1_ B )éIB.:'l:

es decir, puede obtenerse bien a partir de las estimaciones conseguidas con
los métodos CL y B/F, bien Gnicamente a partir de los resultados logrados con
este Ultimo método.

Ejemplo:

Partiendo del conjunto de datos utilizados en los ejemplos anteriores, se
obtiene los factores CL de desarrollo, a partir de los cuales se calculan los j,
los cuales se recogen en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
fi 3,558 1,778 1,484 1,195 1,124 1,107 1,074 1,097 1,038
B 0,059 0,208 0,370 0,549 0,656 0,738 0,817 0,878 0,963

Para obtener las reservas siguiendo este método se calcula, para cada afio de
accidente, la combinacion lineal entre los resultados del CL y del B/F usando
los B.i como factor de ponderacion. El siguiente triAngulo recoge la senda
estimada de siniestralidad:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.348
4.146 4.307

3.719 4.083 4.240

3.176  3.413 3.748 3.892

3.022 3.355 3.614 3.983 4.143

2.987 3.384 3.774 4.079 4513 4.702

2975 3549 3986 4.407 4730 5.187 5.383

1.643 2394 2840 3.179 3506 3.756 4.110 4.262

735 1.246 1.805 2140 2394 2640 2829 3.095 3.210

©CoOo~NOOOUh~WNELO
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con lo que las dotaciones a realizar, tanto en valor nominal como descontado,
son las que se recogen en la siguiente tabla:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4,104 4.054

2 3.326 3.237

3 2.584 2.471

4 1.912 1.749

5 1.499 1.326

6 1.141 947

7 739 574

8 419 308

9 115 81

a dotar 15.839 14.747
Saldo total 41.608 40.516

6.3. Meétodo Cape-Cod (CC)

Este sistema trata de paliar una de las deficiencias del CL, que es la referida a
la existencia de un posible valor atipico en la ultima diagonal. Dado que las
reservas del CL se calculan a partir de este ultimo dato, la presencia de un
valor anormalmente alto o bajo conlleva que la proyeccion del mismo genere un
nivel de reservas igualmente anomalo en idéntica direccion.

En este método se supone lo siguiente:

a) independencia entre los importes C;; de afios de accidente diferentes
b) existe un conjunto de parametros Iy, I1y,..., IT, >0, k >0 y un patrén de
desarrollo de siniestros B; Vj = 0,...,J, tales que:

E(C;)=x«I1B; Vi=0,..,

IT; puede interpretarse como el nivel de primas del afio i-ésimo, mientras que «
puede verse como una ratio de siniestralidad media. Para llevar a cabo su
céalculo es preciso obtener previamente los «; correspondientes a cada afio,
para lo cual el célculo a realizar es el siguiente:
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Con lo que un estimador menos dependiente de los atipicos -se podria decir
que mas robusto- se obtendria como:

Ci,l = ‘ACBMH‘

con lo que el estimador CC queda como sigue:

éCC—ﬁfé #(Cui-Cy) vi=1..
iJ = i i1 T

j=I-i

que puede interpretarse como la clasica proyeccion del CL realizada a partir del
Cii estimado mas la diferencia entre el valor real de la ultima diagonal y el
estimado.

Ejemplo:

Partiendo de los datos habituales, se hace preciso incorporar como informacion
adicional el nivel de primas correspondiente a todos los afios. Los datos
utilizados son los mismos que en el caso del Loss ratio ingenuo y son los
siguientes:

afo primas afo primas
0 3.905 5 5.352
1 5.640 6 6.332
2 5.416 7 6.250
3 5.069 8 4.837
4 4.657 9 3.660

A partir de aqui, se calculan las ratios de siniestralidad anuales como el
cociente entre la estimaciéon C con el CL y las primas de cada afio. Los
resultados son los recogidos en la siguiente tabla:

afo K afo K
0 79,92% 5 76,40%
1 77,08% 6 71,51%
2 79,44% 7 86,87%
3 83,60% 8 93,35%
4 83,47% 9 108,81%

Con estos resultados se procede a calcular la ratio media, utilizando como
factores de ponderacion los productos B..ll;, obteniéndose un resultado de
80,04%. Ya se esta en condiciones de estimar el valor de la ultima diagonal

aplicando la expresion ém =«p, ,II,. Los resultados que se obtienen, junto

con las difeencias respecto a los datos originales, son los recogidos en la
siguiente tabla:

74



ano Cia Ci—C
0 3.126 -5
1 4.348 -161
2 3.804 -28
3 3.315 147
4 2.751 118
5 2.812 -128
6 2.784 -297
7 1.852 158
8 806 134
9 171 62

y a partir de estas cifras, ya se puede proceder a rellenar la parte inferior
derecha del triangulo, sin mas que utilizar la expresion:

Obteniéndose la siguiente senda estimada de siniestralidad:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.353
4147 4.307

3.708 4.055 4.205

3.163 3.389 3.708 3.845

3.034 3.372 3.631 3.998 4.156

3.030 3.444 3.844 4.151 4585 4.772

2.906 3.442 3.850 4.245 4548 4976 5.161

1567 2.260 2.675 2992 3.297 3532 3.863 4.006
671 1.146 1.671 1985 2224 2455 2633 2.883 2991

©CoOoO~NOUM~WNPEFO
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Con lo que las dotaciones a realizar, tanto en valor nominal como descontado,
son las que se recogen en la siguiente tabla:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 3.932 3.883

2 3.189 3.103

3 2.476 2.368

4 1.836 1.680

5 1.439 1.273

6 1.081 897

7 693 539

8 393 290

9 108 76

a dotar 15.147 14.108
Saldo total 40.916 39.877
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CAPITULO 3
LA DISTRIBUCION LIBRE DE MACK

1. FUNDAMENTOS TEORICOS DE LA PROPUESTA

Este método aparece por primera vez en Mack (1993). Su objetivo es la
estimacion de la desviacion tipica de la reserva estimada mediante el método
del Chain Ladder. Se basa en este método porque, si bien el Chain Ladder se
caracteriza por ser de distribucién libre y, por tanto, susceptible de ser usado
con cualquier conjunto de datos, también es cierto que las estimaciones
realizadas mediante este mecanismo para los afios de accidente mas recientes
resultan ser mas sensibles a los cambios en los datos observados. Por tanto,
puede resultar muy interesante conocer el valor de la desviacién tipica de la
reserva estimada mediante dicho método y asi tener una medida del grado de
incertidumbre que tienen los datos. Ello ayudara a saber si las diferencias
obtenidas entre el Chain Ladder y otros métodos resultan estadisticamente
significativas o no.

Para llevar a cabo su objetivo, Mack siguidé un proceso en varias fases, en las
que, partiendo de las hipétesis basicas del Chain Ladder, llega hasta la
estimacion de la varianza de la reserva calculada, aunque lo que realmente
obtiene es el error cuadratico medio.

Sea C;; el importe acumulado de siniestros del afio i de accidente que, o bien
se han pagado o bien se ha incurrido en ellos hasta el afio j. En ambos casos
secumpleque 0<i<lyque0<j<I siendo | el nmero maximo de afios de
los que se dispone de informacion, i es el afio de accidente, j es el afio de
desarrollo y se cumple que i + j < I. El objetivo que se persigue en el Chain
Ladder es de la estimacion del importe total que se debera pagar por los
siniestros ocurridos en el afio i, que se denomina C;;. Por tanto, se trata de
estimar el valor de la reserva que hay que dotar para hacer frente a dicho
importe, a la que se denominara R;, la cual se obtiene como:

Ri :C” _Ci,|+1—i / | :1,...,|

Segun Mack, las dos hipotesis basicas del método Chain Ladder son las
siguientes:

Hipdtesis 1: existen unos factores de desarrollo fo, f2,..., fia > 0, los cuales
verifican que:

E(Ci,j+l/Ci,1""1Ci’j)=C f

!
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El valor estimado de fy, f, , se obtiene como:

de modo que el valor total de los siniestros del afio i se estima como:

Ci=Cioifioifia

con lo que la reserva asociada a los siniestros de ese afio se calcula como:

Ri =Ci,-Ci
=Ci)-i '(fl—iJrl"'fl—l_l)

Hipétesis 2: El método Chain Ladder considera que cada afio de ocurrencia de
accidente es independiente de los demas, es decir:

{Ci1.Ci2:--.Ciy },{Cj1.Cj20-,Cjy | i # i son independientes
A partir de ambas hipétesis, Mack demuestra que:
1- E(CiyID)=Cijiai-fari-fia
siendo D = {Ci’j [i+]< I} el conjunto de los datos disponibles

2.- La estimacion de los factores de desarrollo, f;, es insesgada y sin
correlacion entre ellos

A partir de aqui se trata de estimar el valor de la dispersion ligada a la
estimacion del nivel de reservas, para lo cual, en primer lugar se obtiene el
error asociado a la reserva de cada afio de accidente, R;. Para realizar esta

tarea, utiliza como medida el error cuadratico medio de éi 1, @ partir de ahora,
MSE (éu ) definido como:

MSE(CAZiJ):E[(C” ) |D} I D={Cijli+j<I}

Partiendo de la definicion anterior se llega a que el error cuadratico medio de
C 1 coincide con el de la reserva estimada, R, . En efecto:
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Ademas, como de forma general, para cualquier variable aleatoria se cumple
que:

E(x —a)2 =var (x)+[E(x)—a]2

es decir, que el MSE es igual a la suma de la varianza de la variable mas su
sesgo, entonces:

MSE (G, ) =var (C;; ID)+[E(C;; D)~ ]2

Con el fin de calcular posteriormente el MSE, como primer paso se necesita
una expresion que permita obtener la varianza de Cix. Teniendo en cuenta que

f; se puede considerar como la media de los factores individuales de desarrollo
Cij«1/Cij / 0<i<I-j,cadauno de ellos ponderado por los importes Ci, se

puede deducir que la varianza de dicho factor individual deberia ser
inversamente proporcional a C;;. Expresado de otra forma, se tiene la Hipotesis
3:

Hipotesis 3: Expresion de la varianza de Cjj1 condicionada a la informacion
disponible:

var (Ci j,11Ci0.Cip.-Ci ) =Cij-of  0<i<l 0<j<i-1

en donde las (')'JZ son parametros desconocidos, por lo que se necesita un

estimador de las mismas. La expresion para el estimador insesgado de (')'JZ que
se recoge en Mack(1993) es la siguiente:

. 2
s2_ 1 Iijci' Ci,j+l_1’:‘_
S N Ve Rl (N O

gue es vdlida para todo j entre 0 e | - 2, no siéndolo si j = | -1 ya que entonces
el denominador se igualaria a cero, con lo que el valor de la varianza seria
infinito. Para esta situacion, Mack sugiere las siguientes posibilidades:

a) sifi_;=1y se espera que el desarrollo de los siniestros finalice tras | - 1

afios, entonces, sugiere que 6|2,1 =0.
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b) silo anterior no es el caso, es necesario extrapolar el siguiente valor de la
secuencia: {&¢,5y,...,8/_3,8/_2}, que suele ser una sucesién de valores

exponencialmente decrecientes. Para ello, se sugieren, a su vez, dos
posibilidades:

— mediante el uso de una regresion loglineal del tipo:
A2 A A
InG§ =a+pj

gue implica que:

52, =exp {& +B(1 —1)}

— imponiendo la siguiente condicion:
0.3 O_ . .
2 =22 s 55> 8,
Ol—2 Ol

Es decir, que el ritmo de caida de la varianza se mantenga en las
Ultimas observaciones. Expresado de otra forma:

~4
~2 C-2. ~2
6° =min{—-=;min{&{_ 2,G| 3
1-1 ~2
Si_3

Una vez que ya se tiene la secuencia completa de varianzas por afio de
ocurrencia, se pasa a estimar el MSE(IQi) y, a partir de ellos, el

correspondiente a toda la reserva, es decir, MSE (Ii)

En su articulo Mack demuestra que:

R 1-1 62 1 1
MSE (R; )=C?, f—; =
J=l+1-i i ch’j
k=0
siendo éi i =G ~ﬁ+1_- -'-fj 1 Vj>I1+1-i y siendo éH i =Ci,_j, es decir,

los valores registrados de la ultima diagonal. Finalmente, Mack demuestra que
el error cuadratico medio de toda la reserva, R = R1+ -+ RI , Se estima como:
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2. EJEMPLO

Para ilustrar el calculo correspondiente a la reserva total tanto del MSE como
de su raiz cuadrada, a la que, de ahora en adelante denominaremos error
tipico, se utilizardn los datos aplicados hasta ahora en todos los ejemplos. El
triangulo de liquidacion de siniestros, expresado en cifras acumuladas, es el
siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 | 242 775 1.217 1584 1996 2459 2616 2.774 3.006 3.121
1 | 238 852 1522 2395 2762 3.051 3.507 3.780 4.187

2 | 196 891 1556 2.310 2.898 3.061 3.493 3.776

3 | 210 978 1.540 2.683 2930 3.245 3.462

4 | 300 783 1.493 2069 2474 2.869

5 | 268 919 1.530 2.132 2.684

6 | 298 888 1.698 2.487

7 | 243 980 2.010

8 | 255 940

9 | 233

en donde, como es habitual, las filas representan los afios de ocurrencia y las
columnas los de desarrollo. A partir de estos datos, los pasos a seguir son los
siguientes:

calculo de los fj estimados

célculo de la reserva mediante Chain Ladder tradicional

obtencion de la varianza por afio de desarrollo

célculo del error cuadratico medio y del error tipico por cada afio de

ocurrencia, es decir, ATS\E(fii) y se(fzi) respectivamente

N

5. calculo del error cuadratico medio y del error tipico del total de la reserva, es
decir, MSE( ) y se( ) respectivamente.

Los dos primeros se corresponden con lo que seria el uso del Chain Ladder
determinista mientras que para llevar a cabo los otros tres, se utiliza el
procedimiento propuesto por Mack en su trabajo aqui explicado.
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Por lo que se refiere al célculo de los f; estimados, se emplea la ya conocida
expresion:

obteniéndose los siguientes resultados:

afno de ocurrencia
0 1 2 3 4 5 6 7
3,6582 1,7784 1,4835 1,1952 1,1244 1,1068 1,0743 1,0975

a partir de aqui, sabiendo cual es el valor de la provisiéon actual y aplicando el
método Chain Ladder, se obtienen los siguientes resultados:

Afio de Dotacion
. Reserva
ocurrencia actual
1 4,187 160
2 3.776 527
3 3.462 776
4 2.869 1.018
5 2.684 1.405
6 2.487 2.041
7 2.010 3.419
8 940 3.575
9 233 3.749

con lo que el total de la reserva debe ser de 16.671

Una vez calculado el valor de la reserva mediante el uso del Chain Ladder
tradicional, comienza propiamente el calculo del error tipico de la misma por el
procedimiento propuesto por Mack. Primeramente hay que calcular la varianza
por afio de desarrollo, es decir, por columna -paso 3-. Para ello, se necesita la
siguiente informacion estadistica:

— datos originales
— factores estimados

ya que la expresion a utilizar es:
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Por ejemplo, para c‘s% se tendria:

9-5 2
~2 1 Ci6 o~
G5 9_5_1;; |5(Ci5 sj

2 2 2 2
1 Cos _¢ Cie ¢ Co 2 Cae =
E e R e B B RS E
05 15 25 35

sustituyendo cada variable por su valor se obtiene como resultado:
62 =6,29

Haciendo esto mismo para todos los valores de j entre 0 e | - 2 se obtiene la
siguiente tabla de valores:

0 1 2 3 4 5 6 7
6% 113,55 26,94 30,49 11,24 10,39 6,29 035 0,92

Por tanto, falta por calcular la varianza 3. Como se ha indicado en la
exposicion teodrica, aqui caben dos posibilidades: la utilizacion de la expresion
propuesta por Mack o bien la estimacién mediante el empleo de la regresion
logaritmica. A continuacion se recogen los resultados tanto de las varianzas de
I - 1 como de los MSE de cada fila y del total en cada uno de las dos
posibilidades.

Alternativa 1: a partir de la expresion propuesta por Mack

En este caso se obtiene que:

2
=min 0,92 ;min{0,35;0,92} =
0,35

=0,35

Una vez calculadas las varianzas por columna, se puede proceder a abordar el
paso 4, es decir, el calculo de los errores cuadraticos medios y de los errores
tipicos de cada afio de ocurrencia. Para ello, se necesita la siguiente
informacion estadistica:

— datos originales,
— datos estimados C; ; j=1+1-i..l

— las varianzas estimadas
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ya que se utiliza la siguiente expresion:

P =
MSE(R;)=C? Y -+
j=l+1-i 1j

1

1
—-—+
¢ .

]
Y Gg
k=1

Por ejemplo, para obtener el error cuadratico medio de la reserva
correspondiente al segundo afio se haré lo siguiente:

ez |81, 1 Lol 1,1
- 2,9 A ~ A | =/ e
f7(Co7 Ci7+Co7 ) f¢|Cog Cus

que, en este caso, resulta un valor de 9.417,35. Una vez realizado este mismo
proceso para todos los afios, se calcula la raiz cuadrada de cada uno de los
valores obtenidos con lo que se obtiene la desviacion tipica de cada reserva.
Para hacerse una idea del grado de dispersidn asociado al calculo realizado, se
procede a obtener qué porcentaje de la reserva estimada representa la
desviacion tipica. Los resultados se recogen en la siguiente tabla:

Fila MSE(R) error (Ry) reserva %
1 3.543 60 160 37%
2 9.417 97 527 18%
3 11.375 107 776 14%
4 43.687 209 1.018 21%
5 108.214 329 1.405 23%
6 199.622 447 2.041 22%
7 490.616 700 3.419 20%
8 604.060 777 3.575 22%
9 1.197.024 1.094 3.749 29%

La ultima tarea a realizar es el célculo del error estandar global -paso 5-. En
este caso, la informacion necesaria es la siguiente:

— datos originales
— factores estimado

— datos estimados X,
— varianzas estimadas

— todos los [se(ﬁi )To los I\Wé\E(Iii)
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ya que se utiliza la siguiente expresion:

()3 [se )] 0 300 ) 5

Los resultados intermedios se recogen en la siguiente tabla:

Fila [se(R)]? producto suma global
1 3.543 33.186 36.730
2 9.417 49.994 59.411
3 11.375 46.016 57.391
4 43.687 65.036 108.723
5 108.214 84.148 192.362
6 199.622 87.674 287.296
7 490.616 83.003 573.619
8 604.060 36.445 640.506
9 1.197.024 0 1.197.024

y el error cuadratico medio de la reserva total es de 3.153.062. El error tipico es
la raiz cuadrada de la cifra anterior, resultando 1.776. Sabiendo que la reserva
total estimada es de 16.671, entonces el error tipico en este caso es
equivalente a un 10,65% de la misma.

Alternativa 2: uso de la regresion logaritmica

En este caso se trata de estimar el valor de &3 mediante una regresién de la

forma:
A2 A A
IN&§ =a+pj

En este caso, j oscila entre 0 y 7. Utilizando el método de los minimos
cuadrados ordinarios, la regresion estimada es la siguiente:

In&§ =4,62-0,72]
con lo que, el valor estimado de 65 es:

55 =exp(4,62-0,72x8)=0,68

A partir de aqui, y repitiendo los mismos pasos en el caso de la alternativa 1 se
procede a estimar el valor de los error cuadrados medios y los errores tipicos
de cada reserva anual, obteniéndose los siguientes resultados:
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Fila MSE(R)) error (Ry) reserva %
1 6.777 82 160 51%
2 12.599 112 527 21%
3 14.482 120 776 16%
4 46.401 215 1.018 21%
5 111.151 333 1.405 24%
6 203.072 451 2.041 22%
7 495.240 704 3.419 21%
8 607.495 779 3.575 22%
9 1.199.842 1.095 3.749 29%

Finalmente, para el total de la reserva los resultados intermedios son los
recogidos en la siguiente tabla:

Fila [se(R)]? producto suma global
1 6.777 63.474 70.251
2 12.599 76.283 88.882
3 14.482 68.331 82.813
4 46.401 82.493 128.894
5 111.151 99.182 210.332
6 203.072 100.238 303.310
7 495.240 92.195 587.435
8 607.495 40.028 647.523
9 1.199.842 0 1.199.842

y el error cuadratico medio de la reserva total es de 3.319.283. El error tipico es
la raiz cuadrada de la cifra anterior, resultando 1.822. Sabiendo que el valor de
la reserva total estimada -16.671-, entonces el error tipico en este caso es
equivalente a un 10,93% de la misma.

Como puede apreciarse, estos resultados son ligeramente superiores a los de
la alternativa 1, lo cual es coherente puesto que el valor de ag es superior en
este segundo caso.
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CAPITULO 4
INTRODUCCION A LOS MODELOS LINEALES GENERALES

1. CONCEPTO Y FINALIDAD

Los modelos lineales generalizados (a partir de ahora, GLM) se utilizan para
evaluar y cuantificar la relacidon entre una variable, denominada respuesta o
dependiente, y un conjunto de variables independientes o explicativas. Todo
esto también lo hace la regresion lineal habitual. Sin embargo, hay dos grandes
diferencias con ella:

1. La variable respuesta no tiene porqué seguir una distribucion normal, de
hecho, podria ser claramente distinta a la normal. De forma general, su
distribucion es alguna encuadrada dentro de la familia exponencial, la cual
se detallara méas adelante.

2. Existe una relacion lineal entre la variable explicativa y una transformacion
de la media de la variable dependiente o respuesta.

Una consecuencia del comportamiento no normal de la variable dependiente es
gue, generalmente, serd heterocedastica. Por tanto, la varianza se modificara
conforme lo haga la media, la cual, a su vez, cambiara segun lo hagan los
valores de las variables independientes. Por tanto, los GLM son una alternativa
a las transformaciones en la variable dependiente, motivadas por la falta de
linealidad y de homogeneidad en la varianza.

Las hipotesis basicas de un modelo de esta clase son las siguientes:

H1: independencia entre las respuestas

H2: la esperanza de la variable respuesta cambia con las condiciones, pero
no la forma funcional de la distribucién

H3: la esperanza de la variable respuesta, o alguna transformaciéon de ella,
cambia de forma lineal cuando cambian las condiciones.

Es decir, se busca tanto la distribuciébn como la relaciéon funcional para la
respuesta media de la variable dependiente que mejor se acople a los datos
manejados. Dicho de otra manera, es necesario especificar por separado lo
siguiente:

a) ladistribucion de los datos con los que se trabaja, la cual va a determinar
la relacién entre la media y la varianza (funcion de varianza)
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b) la relaciéon lineal entre la respuesta media -esperanza de la variable
respuesta- y las variables independientes. Es lo que se denomina funcién
de enlace o link, tal y como aparece generalmente en la literatura
cientifica.

Por todo ello, un modelo GLM consta de los siguientes elementos:

1) una variable respuesta, Y, de la cual se tienen n observaciones (yi, i =
1,...,n), todas ellas con la misma distribucion -alguna de la familia
exponencial-

2) un conjunto de variables explicativas X y sus correspondientes
pardmetros a estimar, f3

3) una funcién monétona, llamada link, g(+), tal que si E(yi) = w, entonces,

g(mi)=m =X
Habitualmente, la funcion exponencial se suele expresar como:

yo—b(6)

a(9)

siendo a(), b() y c() funciones especificas de la distribucién que recoge el
comportamiento de la variable dependiente, y 6 es el denominado parametro
natural o candnico. En cuanto a ¢, si es conocido, entonces se tiene un modelo
de la familia exponencial lineal, y en caso contrario, se dice que pertenece a la
clase de los modelos de dispersion exponencial.

F(y.0,0)= exp{ +c(y,¢)} (4.1)

En el caso de la familia exponencial es interesante analizar la relacion entre la
media y la varianza. Asi, sea 1(6,¢;y) el logaritmo neperiano de la funcién de
verosimilitud de la observacion. Por tanto:

y6-b(0)

a(9)

Sea U la funcion de primeras derivadas de | respecto a 6, comiunmente
denominada score, definida como:

1(6,6;y) = Inf(6,4;y) = +c(y.9)

U= olnf(6,0;y) y-b'(0)

00 a(9)

Se tiene que el valor esperado de la funcién score es cero y, por tanto, la
respuesta media es igual a la derivada de b(6), es decir:

E(U)=0 — E(Y)=b'(0)
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Demostracion:

oinf (6, (o,
j—f” Y )t (6,61y)dy = j—w)y

fro1of

f foo

66[
1 por ser suma
de densidades

_ 9 If(e,d);y)]:o

:>E(U)=O=E{&’(e)}:>E(y)=E[b’(9)}=b'(e)

a(9)

Por su parte, la varianza de la funcion U es igual al valor esperado de U’ con el
signo cambiado. Por tanto, la varianza de la variable dependiente puede
expresarse como el producto de la funcion de escala a(¢) por la derivada
segunda de b(0), es decir:

var(U)=-E(U’) — var(Y)=a($)b"(6)
Demostracion:

Como E(U) = 0y var(U) = E(U?) - E(U)?, entonces, var(U) = E(U?). Por tanto, se

trata de demostrar que E(U?) = - E(U’) siendo U’ = aag
aInf (e,
Sabemos que =0= jn—d)yf 0,¢;y)dy. Tomando derivadas

nuevamente:

0 =%“Wf (6,4; y)dy} = J‘%{Wf (9,¢:y)}dy =

%Inf, oalInf _, %Inf ., olInf af
= f+—f" dy = f+— dy
002 00 00° 0 0

como 2T 1&3@ falnf

00 oo

oﬂaz'”fj H ] E(U’):—E(Uz)
B
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Como E(U') = %:var (U) y también
var (U) =var y-b'(6) —var| Y _var(y)
) [ a(¢) ] [a(¢)j a(9)?

Entonces:
var (y) _ b"(6)
a(9)”  a(®)

=var(y)=a(¢)b"(6)

A b"(0) se le denomina funcién de varianza -var(p)- por lo que var(y) también
se expresa como: var (y)=a(¢)var (p)

1.1. Representacion en este formato de las distribuciones més habituales

La forma mas facil consiste en tomar neperianos de la funcion de densidad -o
de la de cuantia, si la variable es discreta- e igualar a la expresion entre llaves
de la familia exponencial, recogida en la ecuacion (4.1). En todos los casos, se
trata de encontrar la expresion de 6, b(0), a(¢) y de c(y,p), ademas de la
esperanza y la varianza de la variable respuesta. Veamos algunos casos:

Normal general:
tiene como funcién de densidad:

(yi-n)
e 26°

f(y;uo)= >
2nc

Tomando neperianos e igualando términos queda que:
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Binomial (n,p):
tiene como funcién de cuantia:
n _
P ()= o0
y
Tomando neperianos e igualando términos:
a(¢)=1
0=In [—p ]
1-p
b(0)= nln(1+ee)
La esperanza y la varianza de y son:

E(y)=np
var (y)=a(¢)b"(6)=np(1-p)

Gamma(a,p):

Habitualmente, esta funcion de densidad se expresa como:

f(y,a,B)= BZF(a)e B y>0

Igualando términos:
1
="
1
¢ ==
o
b(6)=-In(-6)

on{iong ol

La esperanza y la varianza de y son:

E(y)=b'(8)=p=ap
var (y)=a(¢)b"(8) = ap?
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Poisson:
En este caso, la funcién de cuantia es:

. u M
f(y;n)=e Hﬁ

Tomando neperianos e igualando términos:

La esperanzay la varianza de y son:
E(y)=b'(0)=¢’=n
var (y)=a(¢)b"(8)=e’ =
Binomial Negativa:
En este caso, la funcién de cuantia es:

P(X=y)= rr((rr;;/!)(lfﬁjy (L}J

que es la correspondiente a la distribucién desplazada, siendo:

_ 1 _ B
p_1+[3 q_1+[3
Sea:
r(l-p 1
p= (1-p) y k==
p r
r Yk 1
p=u+r=u+]/k=1+uk
Sup=r-rp=
1 pk
q=1-p=1-——=
1+puk 1+pk
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Llevando a la funcion de cuantia y tomando neperianos, agrupando e igualando
a la expresion general (4.1) queda:

ye—b(e)+ _
a0
=InT'(I/k+y)-InT(Yk)-Iny!+
+yInk +y In[lfukj—%ln(br pk)
a(¢)=1
Q0
"= 1-ke®

b(0) = —%In (1— kee)
c(y,0)=InT(Yk+y)-InT(Yk)-Iny!'+yInk

La esperanza y la varianza de y son:

1 —ke® e’
E :b’ 9 == =
(v)=0(6) K1-ke® 1-ke®
0
" e
var(y) = ()b (6) =S~

(1_ ke® )2 1-ke®

" 0
como e®=—"— y p

1+ pk B 1-ke®

=var(y)=p(1+pk)

Inversa gaussiana:

En este caso, la funcion de densidad se expresa como:

2
1 l({y-mp
f(y)=————exp ——( J y>0
( ) ,ZTEySGZ { 2y\ uc

Tomando neperianos, igualando a la expresion general e igualando términos se
obtiene que:

a(¢) =62]/
-(3)
b(e) =—/-20



c(y,e) = —%In(Zny3)— Inc-— 2702

La esperanza y la varianza de y son:

1.2. Utilizacién del modelo anterior

Con lo visto hasta ahora, un GLM puede expresarse como:

f(y,e,d)):exp{ye;(—:)))(e)+c(y,e)} (4.2)

g(n)=XpB (4.3)

es decir, (4.2) indica la distribucion que sigue la variable dependiente, dentro de
la familia exponencial, mientras que (4.3) indica la relacién lineal que existe
entre las variables independientes y la transformacién de la media, g(u).

Hay que tener en cuenta que:

a)
b)

d)

La eleccion de b(6) determina la distribucion de la variable respuesta.

La eleccion de g(un) determina la relaciéon entre la media y las variables

independientes. En un modelo lineal habitual se tiene que p = X'B,

mientras que en un GLM, g(u) es una funcion mondétona y diferenciable,

como puede ser el logaritmo neperiano o la raiz cuadrada.

Las dos ecuaciones anteriores implican que:

— dada X, pu se fija a través de g(u)

— dada p, 6 se determina como b’(6) = p

— dado 0, la variable dependiente y se determina como una
consecuencia a partir de la densidad exponencial especificada en
b(6).

Se supone independencia entre todos los valores de la variable

dependiente, yi.

Los pasos que habitualmente se siguen para la construcciéon de un GLM son
los siguientes:

1)

2)

Se selecciona una funcién de distribucion para la variable y, por tanto, se
escoge b(0). La funcion depende de los datos de cada situacion.

Se selecciona un link g(u). La eleccién, a veces, se simplifica sin mas que
seleccionar el denominado link canoénico o estandar, el cual se vera
posteriormente qué es.
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3) Seleccién de las variables explicativas, a partir de las que se modelara
g(p)

4)  Obtencién de los datos yi, Y2, ...,yn Y las correspondientes x; (i = 1...n, j =
1..K)

5) Ajuste del modelo para lo cual se estiman las B y ¢ si fuera desconocida.

6) A partir de los valores estimados de B se obtienen los valores ajustados
de la variable dependiente y se evalla el grado de ajuste del modelo
obtenido.

Comparando con una regresion habitual, los pasos adicionales son los
numerados como 1) y 2). La eleccion de b(6) depende de la naturaleza de la
variable dependiente mientras que la de g(u) depende de la relacion funcional
entre la variable dependiente y las independientes.

La secuencia anterior de fases rara vez se sigue estrictamente. Por ejemplo, en
el caso de seguros, la obtencién de los datos es anterior a la formulacién del
modelo. Ademas, la realizacion de un andlisis previo de los datos puede sugerir
diferentes modelos o distintas distribuciones para la variable dependiente. Los
ajustes se siguen de distintos procedimientos que permiten decidir la inclusion,
exclusion o transformacién de una o varias de las variables explicativas. Todo
ello a su vez acompafiado de una juiciosa seleccion o exclusion de datos que
permitan llevar a cabo un ajuste aceptable.

1.3. Enlaces y complementos afiadidos (links y offsets)
Ya se ha indicado que el link es una funcion que une la media de la variable
dependiente con la combinacion lineal de variables explicativas seleccionadas.

Las funciones mas habituales son las que se recogen en la tabla 1:

Tabla 1: Links mas frecuentes

Funcion g(w) Canonico para
Identidad u Normal
logaritmo neperiano Inp Poisson
Potencia nP Gamma (p = -1)
Inversa gaussiana (p = -2)
Raiz cuadrada T
Logit In (p/1-p) Binomial

Cuando g(n) = 6, entonces se dice que es el enlace canénico correspondiente a
b(6). En este caso, 8 = X'B. Las constantes se suelen omitir en el link canénico.

Por ejemplo, en el caso de la Inversa gaussiana, sabemos que 92—1/2},12
mientras que el canénico utilizado es p?2.
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Complementos afiadidos

La modelacién de eventos tales como el nimero de siniestros o de muertos en
un grupo de riesgo exige correcciones en el nUmero de exposiciones al riesgo.
Si u es la media de y, entonces la tasa de ocurrencia es p/n y se tiene que

g (E) =X'B . Si, por ejemplo, g fuese la funcion logaritmica, entonces:
n

In(£j=X'B:>Inu=Inn+X’B
n

A la variable n se le denomina exposicién y a In n se le conoce como offset
(complemento), el cual se puede definir como otra variable en la regresion con
B unitario. Con un offset, el valor esperado de y es proporcional a la exposicion:

Si Inu=lnn+X’B:p=neX'B
Este tipo de operadores se utiliza para corregir los datos por factores tales
como el tamafio de los grupos o por diferimientos en el tiempo.
2. ESTIMACION DEL MODELO
El proceso de estimacién de un GLM se puede realizar tanto de manera
analitica como numeérica, pues no siempre se obtendran ecuaciones lineales en
los pardmetros a estimar. Para ilustrar esta cuestion, veamos dos casos, en el
gue la estimacion maximo verosimil obtiene expresiones que, en un caso, son
lineales en B;y en el otro no es asi.

Ajuste del modelo normal

Sea el modelo E(Y) = XpB. Entonces:

I(e;y):ZMTZ;G)+ZC(yi,G)

i=1

Sabemos que, en el caso de la distribucién normal, se tiene:

0=p=XB
2
B
b(0)=2
a; (¢)=o°
L yE 1
C(yi,¢)——2—¢—z|n(2n¢)
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con lo que:

I(Q;y)ZZ[y'X[3 c(sz B) /2 )2/—'¢—%|n(2n02)}

i=1

derivando y despejando se obtiene que:

I( — X{BX;;
0 ey Zyl j iB j O:Zyl ; XBXU—O
B -

:X(Y—XB)-O—)XY—XXB
=B =(XX)'XY

gue es una expresion lineal en p.

Ajuste de un modelo Poisson
Sea el modelo In[E(Y)]=XB. Como E(y;)=p; =e” = Iny; =6; y, por tanto:

I(By)= ZYi (Bo +B1xi ) —exp(Bo +Bx;)

Derivando y despejandO'

8|8L;0y ZY.—GXP Bo +B1x;) O*Z%—ny ZeXp(Bo+B1Xi)

= ny = eBOZexp(lei )

i=1
n

al(B;
(B:y) :inyi — X exp(Bo +P1x)=0

Py

:Zx y; =e" Zx exp(B.X;)

Ninguna de las dos ecuaciones son Ilneales en B, por lo que se hace necesaria
su estimacion mediante métodos numéricos.

2.1. Estimacion por méaxima verosimilitud
Sea un conjunto de datos {yi, Y2,..., Yn} que siguen una de las distribuciones de

la familia exponencial, es decir: y; ~ f(6;;0), cuyo neperiano de la funcién de
verosimilitud se puede expresar como:
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()= ) EARO D o) (aa)

i=1

donde 6; es el pardmetro candnico, relacionado con p; = E(yi) y siendo ¢ un
parametro de escala. Se pretende realizar el ajuste a un modelo lineal
generalizado del tipo:

g(wi)=ni=xp / PeR"

Para obtener la estimacién méaximo verosimil, se optimiza (4.4). Teniendo en
cuenta que las y; son independientes, se obtiene el siguiente conjunto de
condiciones necesarias:

a|(e;yi)zzn:6h(e:yi):o Vj=12,..k

B, oB,

Para obtener cada derivada parcial, es necesario tener en cuenta que:

existe una relacion entre f;y n; de la forma: n; =x;B

existe una relacion entre n; y g(wi)
a su vez, y; esta ligada con el parametro canénico 6; de la forma: b’'(6)) =
finalmente, 6; estd unido a li(6;;y;) mediante la expresion:

Pwbn P

|(ei;yi)=Lb(6‘)+C(yi,¢)

a ()

Por tanto, la parcial se obtendra aplicando la regla de la cadena del siguiente
modo:

ol(6;yi) _al(6ry;) a6; ow omi
oB; 06, Ow; On; OB,

(4.5)

Veams, a continuacién, cuanto vale cada miembro del lado derecho:

00; a

a(0:yi) _yi—ui

00; a; ()
- se sabe que % =b"(6;). Asumiendo que existe la funcion inversa, se tiene
i
que:

o0 __1
8ui b"(Gi)
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- se sabe que g(p;)=n; ang'(ui):aﬂ. Al igual que en el caso

oW oy
anterior, asumiendo que existe funcién inversa, entonces:
w1
i 9'()
- finalmente, como n=XB —» SSI = Xjj
i

Uniendo todas las expresiones, resulta:

al(e;yi):)/i_“i 1 1 (Vi — 1) %
B; @ (0) b"(6)g'(m) " & (9)b"(6)9’ ()
var(y,)

Por lo que la expresion final de la condicion necesaria es:

Cal(ery) N (iow)x
Z B _Zai(q))b"(ei)g’(pi)_

var(y,)

Como caso especial tenemos aquél en el que g'(pi) es el link canénico, es

decir, g(p;)=6;. Entonces se cumple que aga(ui) =9'(1) =2ﬂ y, por tanto,
Hi Hi

1 o

g'(ui) ael

\ (Vi = 1) X C X s X

A su vez, como var (y;)=a; (¢)var (y; ), queda finalmente que:

Zy. i _ u.¢)

gue es la expresion de var(yi), con lo que queda que:
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2.2. Estimacion mediante el uso de métodos numéricos

Se utilizan en aquellos casos en los que no es posible despejar B a partir de

, lo cual obliga a utilizar algoritmos, como por ejemplo, el de Newton-

Raphson. Este método no es mas que una aproximacion lineal mediante el
desarrollo en serie de Taylor de la derivada del logaritmo de la funcién de

verosimilitud. Se trata de resolver L'(B)=0:

o-L(5)-L[p(0))+[s-s0)[p(0))- LEOL [0
0~L[B(0)]+[B-B(0)]JL"[B(0)]
Por ser L'[ B(0)] un vector fila -vector gradiente-, entonces:
p=p(0)-{'[p(O)]} L [B(0)]

luego, para la iteracion r-ésima, sera:

B =pr Yo @(r—l)}}‘lu[ﬁ(r—l)]

Esta aproximacion es exacta si la funcion de verosimilitud es analitica, tal y
como ocurre en la regresién lineal clasica (varianza o? y link identidad), en cuyo
caso, solo se necesita una iteracion.

El elemento crucial de la expresidon anterior es el célculo de la matriz de
segundas derivadas. Para ello, existen dos posibilidades:

a) Uso de la matriz hessiana observada

a[f;lﬁj i Z a(1¢)%{v)gf_(:i) [Z_ﬂ. i }

Para obtener la expresion de la derivada de lo situado entre llaves se opera
Vi~ y el
ar (k)

De forma general:

como si fuera un producto en donde el primer elemento es

segundo el resto.
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Operando se llega a:

AL
BioB;
S b (a1 S avar)a) 1
Za(q)){var(ui)[anJ (i )h)! var (ki ) onf o, [6nji [Var(ui)]zﬂ o

b) Uso de la matriz hessiana esperada y su relacién con los minimos
cuadrados ponderados

En este caso, la expresion de B(r) es:

15

. . o2
Siendo: I, =-E(H)=YE| -
B( ) ( ) E [ aBJBk ij

A partir de esta Ultima expresion se puede obtener una expresion del estimador
de B basado en minimos cuadrados ponderados. Para ello, como:

ETNPPOREAN
oPiB; PB; B OPiB; P B

y como:
LM[@_@ X0
B a(¢)var(p)lon) "
a C Xij Xik
E|—— = |- :
[aﬁi aBjJ ;g'(ui)zvar(yi)z
Por tanto, si:

_ ol al
ApTY = - ,
aB(r -1) aB(r -1) aﬁ(r -1)

y se sustituye la matriz hessiana por su esperanza, es decir,

W por

Z%[a_”jl X; , queda:

o
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[ - manla)

29/ () var (y;)

p
Como de forma general, :ZXikBk +offset, se tiene que, para en la
k=1

p
iteracion r-1 se obtiene que n{ ' —offset = Y. x B+, por lo que:
k=1

= (R

Sumando (4.6) y (4.7) queda que:

B(')

i‘;a var () (Z;L JIZ {(yi THi )[Z—ﬁl + (ni(“l) - offset; )} X!

i=
Por otra parte, sean:

2
(r-1) _ g 1 ou . o
W diag {—a(q))var( )[anj } matriz de orden (nxr)

Z(r-2) _ {(y “)(gzj +(n(f—1) _offset)} matriz de orden (nx1)

Sustituyendo en lo anterior se obtiene que:
(XrW(r-l)X)B(r) - X,W(r-l)z(r-l)

g - (X,W(r-l)x)‘lX,W(r-l)z(r-l)

gue indica que un nuevo estimador del vector B se puede obtener mediante
minimos cuadrados ponderados. A diferencia de los ponderados habituales, en
este caso es necesario iterar, de ahi que se les denomine minimos cuadrados
ponderados iterados (MCPI).
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Ejemplo de MCPI

Para entender mejor este sistema de estimacidn, vamos a ajustar un conjunto
de datos mediante una regresion de Poisson. En este caso, se sabe que

E(yi)=w; y que var(y;)=p;, siendo E(y;)=By+BsXy, por lo que en este
caso se toma como enlace la funcion identidad, es decir,
g(pi)=p; =m; =By +PB2Xy , con lo que:

((luj _1

on );

-l (o]

B 1

B+ PoXyi

2= {(y - H)(%j+(n—offset)}

jzl, con lo que:

Por otra parte:

En este caso, (6_11
on
Yi —1i =Yi =B+ BaXy

ni — offset = Bl + ﬁZXZi

y, por tanto:
Zi =Y —P1—BoXoi + B+ BoXoi =i

como B = (x'Wx) ™ X'Wz, queda que:

1 Xoi |
+ By Xoi +BoXo
WX — B1+BaXy; B1 22 2i
X2i X2i
| T B+ BaxXy Py +PB2axy |
Yi
AL Z—
+B,X
XWZ — B+ BoXai
YiXpj
Z: X Wi
_Z i~2iVii ZB1+B2X2|

Los datos de este ejemplo son los siguientes:

X| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y | 70 88 97 91 104 110 113 145 159
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Como cualquier valor del vector $ depende del obtenido en la iteracion anterior,
es preciso introducir alguna condicion inicial para iniciar el proceso. Se toma

como B(O) los obtenidos mediante el uso de MCO, es decir:
~(0
30 B(l )
£

En la iteracion 1 tenemos que:

0,0875 0,3826
X'WX =

0,3826 2,2481

9,0209
X'WZ =

44 8727
A 61,7344

Operando se obtiene que: p(l) = L
9,4531

El siguiente cuadro recoge los resultados hasta su convergencia final:

iteraciéon numero
0 1 2 3 4

B, | 59,83 61,73 61,67 61,68 61,68
B, 9,83 945 947 947 9,47

siendo la matriz de varianzas-covarianzas la inversa de la matriz de
informacioén, es decir:

; 45,1876 —7,6669 5 6,72
o[58 [

7,6669 1,7437 GB 132

3. INFERENCIA CON GLM

3.1. Fundamentos teéricos

Sean y1,Y2,...,yn Observaciones, todas ellas independientes entre si, entre las
que se verifica que E(y;)=p; y que g(p;)=x'B =n;. Como:

a &y _Mi)(aui] i
AR P A RSP A ot ol § =1....k
! 6BJ izlvar(yi) 67], J
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y como E(y;)=p;, entonces E(U;)=0 para cualquiera que sea j. La matriz de
varianzas-covarianzas de U es la matriz de informacion 3, en la que sus
elementos constitutivos son J; ; = E(Uin )

Si solo hay que estimar un parametro, entonces la distribucién asintética del
estadistico U es:

U-E(U
( )=izN(0,1)
var (U) 3
Uz,
o también: — =
3 %(1)
Si fuese un vector de parametros B:[Bl o By ]', entonces el vector de
estadisticos U=[U; . . . Uk]' se distribuiria asintéticamente segln una

normal multivariante N(O,S) y por tanto, para muestras de gran tamafio se

cumplira que: U'S U » X(Zk). Veamos a continuacion dos ejemplos:

Estadistico U para la distribucién normal

En este caso, y; ~N(p;,0) siendo o desconocida. El neperiano de la funcién
de verosimilitud sera:

| = 13 Z_NI 2
= 2Z(yi_“i) - n(cs n)
y el estadistico U sera:

o, de otra forma:

Como E(y;) =, entonces E(U) = 0. Por lo que se refiere a la varianza:

1 n(y-p)| n?2 = n?c6®> n
var ( (—Zg ]—var{—z :—4var(y):—47:—2

(¢ (¢ ()
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Por tanto:

)
U-EW) g2 o [n_y-u
\/var(U)_ % =0 “)\/c;_c/\/ﬁ

Con una normal estandar como distribucién asintética, o bien:

()7—“)2~ 2
s2/n X

Estadistico U para la distribucién binomial

En este caso, si y; ~B(Lp), entonces el conjunto de observaciones y1,y,...,yn
sigue un B(n,p) y el neperiano de la funcién de verosimilitud seré:

(Y0 1Y p):In(;j+ylnp+(n—y)ln(1—p)

con lo que U es:

a vy 1 y—-np
Uu=2=2 _(n-y)—==
ouw p ( )1—p p(1-p)

E(U):% comoE(y)=np=E(U)=0

var(y-np) var(y) np(l-p) n

var (U) = o2 (1-p) - p2(1-p)’ - p?(1-pY “p(1-p)
y —np
_U-E() _ pa—p):(y—HMJaatgjz Y- .N(01)
Jar () \/” p-p)Nn - Jmp(i-p)
p(1-p)

A veces es Util usar desarrollos en serie de Taylor para obtener distribuciones
asintéticas. Para el caso del neperiano de la funcion de verosimilitud con un
Unico pardmetro B, los primeros términos del desarrollo en serie son:

0)=13)+(5-F) 3+ 50 5
o0) vl
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2

Siendo [3 un estimador de B. Si U’ =% se aproxima mediante su esperanza,

E(U’)=-3, entonces:
- ~d 1 PV
|(B)=1(B)+(B~PB) 35 - 5(B-B) 3(B)
B 2
u()
Si en vez de un Unico parametro es un vector, entonces:

8)=1(5) (8- V)20 56)0-3)

siendo U el vector de primeras derivadas y 3 la matriz de informacion.
Haciendo este mismo desarrollo para la funcién score -U- se obtiene:

0(B)-U(R)+(3-5)U'(D)

y si U'(B)=-3(B), entonces: U(B)=U(B)-(B-B)3(B) aue, en notacion
vectorial es:

3.2. Laratio entre neperianos de verosimilitud

Una forma de evaluar si un modelo es o no adecuado es mediante la
comparacion con otro en el que se estima el nimero méaximo posible de
parametros -tantos como observaciones haya-. A este Ultimo se le conoce
como modelo saturado, maximo o completo, al cual se le exige que, para poder
realizar la comparacion, comparta con el modelo que se desea evaluar, tanto la
distribuciéon como la funcién de enlace.

Sea m el numero maximo de parametros a estimar, B, €l vector de
parametros del modelo saturado, B, Su vector de estimadores y sea

L(ﬁmax;y) la funciéon de verosimilitud evaluada en ﬁmax siendo aqui donde

alcanza el mayor valor posible. Este valor se compara con el que logra la citada
funcién en el modelo que se evalla. Se define la ratio de verosimilitud como:

L(ﬁnjax:y)
L(B:y)
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y es una forma de evaluar la calidad del ajuste. Puesto en forma de neperianos,
se tiene que In\ = InI(BmaX;y)—InI(B;y), de modo que, cuanto mayor es el
valor de este estadistico, peor es la calidad del ajuste.

En la practica, mas que el In A se utiliza el doble de éste, medida conocida
como deviance -que traduciremos como divergencia, para no confundir con la
tradicional desviaciéon-. No obstante, para determinar con precision la regién

critica ligada a este estadistico, es necesario conocer la funcion de distribucion
subyacente.

Sea D= Z[In I (ﬁmax ; y)— Inl (fi y)} . A partir del desarrollo en serie de

Taylor de In (B), si |3 es EMV de B, entonces U (B) , con lo que:

2[In(B)-in(e)|~(8-B) 3(B)(p-B)~x

en donde k es el nUmero de parametros. A partir de este resultado, se puede
obtener la distribucién del estadistico D. Sumando y restando Inl(Ba;Y) Y

Inl(B;y) queda:
D=2 11 (Bmaxi ¥ ) =1 (Bmaxi¥) | 2| In(B;y ) ~In (B:y)

+2[|n(Bmax;y)_ In(B;y)]

v = constante positivo—0
si el modelo ajusta bien.

por lo que D = X(m kv) Siendo v el parametro de no centralidad®.

Una forma de generalizar este concepto es mediante la expresion:

s-2

¢

2 Sean Z4, Z,,..., Z, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, tales que
cada una de ellas es una normal estandar, y sea Y; = Z; + [0; Vi = 1,...,n, en donde, al menos,
un [J; es distinto de cero. A partir de estos datos, se calcula la suma de todos los Y; al

cuadrado. Se dice entonces que ZYiZ sigue una distribucién chi cuadrado no centrada con n
i
grados de libertad y parametro [ de no centralidad, siendo su esperanza y su varianza:

E(?YFJ:E(ZZ%ZHE+2i22iuiJ:n+x / ”:iZHiZ
var[iZYﬁ]:var[;zF +izui2 +2izzip,i]:2n+4i2ui2 =2n+ 40
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Siendo D el estadistico de divergencia y ¢ el factor de escala. De forma
general, el estadistico D se calcula como:

D= 2|:|n|(Bmax;y)_lnl(B;y):|
_ meax - b(Bmax)
=2 a(d))

B y[émax —é}—b(émax)+ b(@)
e a(0)

L YB-b(B)
+c(y,¢)—w—c(y,¢)

Ejemplos:
Estadistico D para un modelo binomial

Si Y, ~B(n; p) entonces:
N

In(B;y):Z{yi Inp, —y; In(1-p;)+n; In(1- pi)+ln(;i H / N=Yn,

i=1 i

En el caso del modelo saturado, habra tantas probabilidades distintas como
Yi

observaciones se tengan, por lo que: B =[p;,ps... ,pn] y su EMV sera p, =

con lo que el maximo valor de la funcion de verosimilitud sera:

|@mﬁw=ibm{ﬁj”m[nfj“”%gﬁﬁym@j}

En cualquier otro caso el que el nimero de parametros es n < N, entonces p,
es el EMV por lo que y; =np; recoge el valor ajustado. En este caso, la
funcion In | sera:

(o))

Por lo tanto, D sera:

D =2[In1(Braiy)-Inl(B:y)]

25 2o 5 )|
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Estadistico D para un modelo de Poisson
Si Y; P (1) entonces:
(Biy) =2 yilnki =D % = Iny;!
i i i
En el modelo saturado B =[A1,A,...,Ay ] siendo el EMV A =y, con lo que:
R N N N
|(Brmax:¥) =2 yiInyi =Xy = > Iny;!
i=1 i=1 i=1
Sea un modelo con k < N parAmetros. En este caso:
R N NN
I(Bry)=2yiIngi =X ¥ - > Iny;!
i=1 i=1 i=1
con lo que el estadistico D es igual a:

D =2/ Inl (Brax;y)~Ini (B:y)]

N
Como Y y; =)_y; entonces D=2>"y; In(ﬁj
i i i-1 i

Estadistico D para un modelo normal

Sea el modelo E(y;)=w =xB / yj=N(p,0) i=L...,N en el que,
ademas, todas las y; son independientes. En este caso, I(B;y) es:

v 1 d 2 1 2
1(B;y) =57 igi(yi ) 5N |n(2m )
Para el modelo saturado se tiene que:

I(ﬁmax;y):—%Nln(chz)
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Para el modelo no saturado, el EMV de j es: f3= (X’X)'1X’Y , con lo que:
. 13 A2 1 2
[(B;y)=—"=) yi —xXB) —=NIn(2nc
( ) 202 E( ! ) 2 ( )
y el estadistico D queda como:

= 2[ I (Brax:y) -1 (Bry) ]

(vi-n) 1 R=xB

Mz

G iz

N
. . ~ \2
es decir, es dependiente de . Al producto Do =Y (yi-¥;)" se le conoce
i=1
como divergencia escalada. El estadistico D también se relaciona con la suma
de residuos estandarizados al cuadrado:

N
Zri2=%2
i G a1

Esto proporciona una regla facil para calibrar la calidad del ajuste ya que, como
D se distribuye segin una chi cudrado con N - k grados de libertad, en media,

>'r? deberfa valer N - k.
i

4. DIAGNOSIS DEL MODELO
4.1. Estudio de los residuos

Una vez estimado el modelo parece oportuno analizar si es adecuado para
recoger el fenbmeno estudiado. Para ello, hay que evaluar si son adecuadas
las elecciones de la funcion de varianza, de la funcion de enlace y de los
regresores incluidos. Para ello, una de las técnicas mas ampliamente usadas
es la del estudio de los residuos generados tras la estimacion.

A diferencia del modelo clasico de regresidn, la definicion de residuo en los
GLM es mas amplia debido a la multiplicidad de distribuciones que pueden
utilizarse en este contexto. Asi, podemos encontrar los siguientes tipos de
residuos:

— residuos de la variable respuesta:
que son la diferencia entre el valor real y el estimado, es decir:

r|R =Y _ﬁl
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residuos sintéticos (working residuals):
son la diferencia entre el valor sintético de la variable respuesta y el
obtenido mediante el predictor lineal en convergencia:

residuos de Pearson:
definidos como:

(P oY -y

var (y;)

siendo la suma de sus cuadrados el estadistico chi cuadrado de Pearson.
Dado que la variabilidad de los residuos es funciébn de las variables
explicativas empleadas, dicho efecto puede corregirse mediante el empleo

de los residuos de Pearson estandarizados, los cuales se definen como:

P A~
PS I Yi —H

T (v (aony)

siendo h; el elemento i-ésimo de la diagonal principal de la matriz
H:X(X’X)'lx’. Un problema de los residuos de Pearson es que si la

distribucion es distinta de la normal, pueden presentar un marcada
asimetria, con lo que sus propiedades pueden diferir de las de los residuos
del modelo normal.

residuos parciales:
se utilizan para evaluar la forma de un predictor por lo que son calculados
para cada uno de ellos. Su expresion es:

i = (Y -gi)(g—zl + (B ) k=1.K

residuos de Anscombe:
tratan de lograr normalidad en los residuos. Se definen como:

siendo A( ) una transformacion de la forma:
A= [t
var (p)
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Ejemplo:

Si los datos siguen una distribucion de Poisson, entonces var(u) = p, con lo
que:
A () =var V2 =p 3
A (f)yvar (1) =i ¥2 - pb? = ¥

. 3
AR = [0 Y3dy = 2023
()= [0 %dn =20

%(yz/s _ ﬁ2/3)

A_

— residuos asociados al estadistico D (Deviance residuals):
recogen el incremento en D debido a cada observacién. Su expresion es:

2 =sign(y; -y )/d?

este tipo de residuos se suele calcular asi o estandarizados, es decir,
dividiendo el resultado entre /1-h; , o estudentizados.

— residuos de probabilidad:
son una combinacion de residuos estandarizdos de Pearson, rips, y los

estandarizados del estadistico D, r°%, teniendo como expresién:
_ A 2 212
- =sign(y; — iy ){hi (riPS) +(1-h )(riDS) }

4.2. Elfendmeno de la sobredispersién (overdispersion)

Es una situacién que se puede presentar con datos que siguen una distribucién
binomial, Poisson o Binomial Negativa. Si la dispersién estimada tras el ajuste
es diferente a la esperada, entonces puede ocurrir que exista sobre o
infradispersion dependiendo de si el valor de esta -caracteristica es,
respectivamente, superior o inferior al previsto.

Para la sobredispersion, la solucion es més facil y simple. Consiste en suponer

gue la varianza sigue un modelo multiplicativo. Sin embargo, es preciso sefialar
gue este fendbmeno puede estar indicando una mala especificacion del modelo.
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En un modelo de Poisson, el siguiente test se utiliza para detectar la posible
existencia de este fendbmeno:

En donde se compara la varianza de una distribucién de Poisson con la de una
Binomial Negativa. La hipétesis nula en este test es que ¢ = 0 y la alternativa es

que V()= u+op?, es decir, que la varianza es la de la binomial negativa.
Otro test usado en los modelos de Poisson es el siguiente:

N 2

1 2 (vi -1y )2_(1—F‘i)ﬁi
T§ =15t ~yf
2N iy

En el cual, la hipétesis nula a contrastar es que ¢ = 0, mientras que la
alternativa es que ¢ = 1.

Existe abundante literatura cientifica sobre este tema. Los trabajos de Ganio y
Schafer (1992), Lambert y Roeder (1995), asi como Dean y Lawless (1989),
abordan el problema de la sobredispersion en los GLM.

4.3. Estadisticos del modelo

4.3.1. Estadisticos de comparacion de modelos

Basicamente son:

—  AIC (Akaike information criterion)

Debido a Akaike (1973). Se define como:

_2Inl[My ]+2p
n

AIC

siendo In | [M] el neperiano de la funcién de verosimilitud del modelo k, p
el nimero de predictores empleados y n el nUmero de observaciones. El
criterio es que, cuanto menor sea el estadistico, mejor sera el ajuste.
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De forma general, cuando se comparan dos modelos y la diferencia entre
ellos, medida por AIC; - AIC,, es mayor que dos, entonces se recoge una
marcada preferencia por el modelo 2.

- BIC (Bayesian information criterion)

Debido a Raftery (1996). Se define como:
BIC =D(My)-gl[In(n)]

Siendo gl los grados de libertad del modelo.
Como en AIC, cuanto menor sea el valor del estadistico, mayor sera la

calidad del ajuste. Raftery en su trabajo dio la siguiente tabla de
preferencia relativa de un modelo:

|diferencia] Grado de preferencia
0-2 Débil
2-6 Positiva
6-10 Fuerte
> 10 Muy fuerte

= Medidas de calidad del ajuste
Son diferentes variantes del R?, entre las que se pueden citar las siguientes:

—  Pseudo R? de Efron (1978)

n
Z(Yi -¥i )2
RI%fron =1- IZHl
Z;,-(yi —)7)2
i=

- indice de la ratio de verosimilitud de McFadden (1974)

L(Mp)

RIgfron =1- L(M )
a

en donde M, es el modelo solamente con término constante y Mg el
modelo que incluye tanto el término constante como los regresores
seleccionados. Puede usarse en cualquier modelo ajustado mediante
maxima verosimilitud.

- indice ajustado de la ratio de verosimilitud de Ben-Akira y Lerman (1985)
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en donde k es el numero de parametros. Puede usarse en cualquier
modelo ajustado mediante maxima verosimilitud.

Ratio de varianzas de McKelvey y Zavoina (1975)
vy)_ V()
V(y') V(97)+V(e)

2
RMK&L =

Siendo:
I(5)-pvp
V =var -cov de f%
1 para modelos probit

M? para modelos logit

Esta medida se usa en modelos con variables de respuesta ordinales,
binarias o censuradas.

Transformacion de la ratio de verosimilitud

2/n
R2 L(l“la)
ML =1- {(TB)}

2
=1-exp (G?]

L(M
siendo G :_Zln{LEMQ))} Puede usarse en cualquier modelo estimado
B

por maxima verosimilitud.

Medida normalizada de Cragg y Uhler (1970)

- Ra__1{e0n)/L )

- 2 2
max Ry 1-L(M,) /n
Puede usarse en cualquier modelo estimado por maxima verosimilitud.
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R? de nimeros enteros (count R?) de Maddala (1992)

count - Z n;

en donde n;; es el nimero de observauonesj correctamente clasificadas
como j. Esta medida se utiliza en modelos de variable de respuesta
binaria u ordinal.

R? ajustado de nimeros enteros

Zn —-max(n;,)

n—max(nH)

count —

en donde n; tiene el mismo significado que en la medida anterior y n,. es
la suma de variables observadas de valor j. Esta medida se utiliza en
modelos de variable de respuesta binaria u ordinal.

R? de Veall y Zimmermann (1992)

2 6-1 2
Ruz = [Z—J -RMFadden
d— RMFadden

En donde 6 =L. Esta medida se usa sélo en modelos de variable
2L(M,)

ordinal.

R? de Cameron - Windmeijer (1997)
K(y,u)

RZ,y =1-
cw K(yIHO)

siendo K( ) la funcién de divergencia de Kullback-Leibler®, u el valor
estimado por el modelo y pp es la media estimada con el modelo sélo con
término constante. Esta medida asume que el modelo incorpora término
constante y se puede utilizar para varias familias de funciones (normal,
Bernouilli, Binomial, Poisson, Gamma e Inversa Gaussiana).

la divergencia de Kullback-Leibler es un indicador de la similitud entre dos funciones de
distribucion y esta relacionada con de ajuste de distribuciones por maxima verosimilitud. Se
define como:

'f( Inf (x)dx — Jf x)Inf, (x)dx = Jf (X))

siendo f la verdadera funcion y f; la funcion estimada mediante maxima verosimilitud
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CAPITULO 5
METODOS BASADOS EN
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

1. INTRODUCCION

Los métodos que podriamos llamar clasicos o tradicionales -véase capitulo 2-,
se basan en esquemas denominados de distribucion libre, es decir, pueden ser
usados en cualquier conjunto de datos. A continuacidn se presenta un conjunto
de estimaciones cuyo eje central consiste en suponer que los datos de partida
utilizados se rigen segun una determinada distribucién estadistica. Esta
caracteristica tiene dos ventajas:

1. por un lado, permite usar técnicas de simulacion

2. por otro, hay que tener en cuenta que en la mayoria de los modelos de
distribucion los calculos analiticos no van mas alla de los segundos
momentos, es decir, media y varianza. Por tanto, si se desease obtener el
valor de momentos de orden superior, cuantiles o medidas de riesgo, se
necesitaria utilizar algoritmos numéricos que se basaran en alguna
distribucién concreta.

Las distribuciones que se van a utilizar dependen de cédmo sean los datos de
partida. Asi, si se esta trabajando con importes asociados a siniestros, la
informacion puede venir:

— bien en forma acumulada
— bien como incrementos de un periodo de tiempo a otro.

Para el primer caso, la distribucién mas empleada es la lognormal, mientras
que para el segundo existe una mayor diversidad, pudiéndose aplicar modelos
basados en diferentes distribuciones tales como la Poisson, la Binomial
Negativa o la Gamma, entre otras.

En todos los modelos que se presentan, la calidad del ajuste se mide a través
del error cuadratico medio de prediccion, que se denotara por MSE. A su vez,
al tratar este concepto se distinguira entre el MSE condicional y el
incondicional. EI MSE condicional de la estimacion X vendra dado por la
siguiente expresion:
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MSEX|D()A()=E{()A(—X)2|D}
—var (X |D)+[ X ~E(X |D)]"

es decir, en este caso, la medicién del error esta condicionada a cuél sea el
conjunto de datos D. El primer sumando del lado derecho de la anterior
expresion, es la varianza del proceso y recoge la variacion dentro del modelo
estocastico escogido para el analisis. Por tanto, en esencia, es el factor
aleatorio que no puede ser eliminado. Por su parte, el segundo sumando
recoge el error de estimacion de los parametros. Obviamente, para poder llevar
a cabo este calculo se necesita conocer E(X|D). Sin embargo, este término
suele ser desconocido, lo cual complica el calculo de la expresion anterior. Una
manera de evaluar la calidad de la estimacion de X consiste en estudiar las

fluctuaciones de X en torno a E(X|D). Asi pues, pueden darse dos situaciones:
a) X esindependiente de D:

en este caso tendriamos que
E(X|D)=E(X)
var (X |D)=var (X)

de forma que el llamado MSE incondicional seria:
MSEy (X)=E|MSExpp (X)) =var(x)+E[(>“< —E(X))z}
y si se cumple que E()?) =E(X), entonces:
MSE ()A()zvar(x)+var(§()

Es decir, el error de estimacion de los parametros se estima a través de la
varianza de X.

b) X no es independiente de las observaciones D:

en este caso el MSE incondicional se expresa como:
MSEx (X)=E[MSEp (X)]=

=E[var(X|D)]+E{()A( —E(X|D))2}

=var (X)-var[E(X]| D)]+E[(>2 ~E(X |D))2}

:var(x)+E[(>“<—E(x))z}—zE[(X ~E(X))(E(X1D)~E(X))]
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Si X es estimador insesgado de E(X), entonces:
MSE ()A():var(X)+var()A()—Zcov[)A(,E(X | D)]

2. MODELO LOGNORMAL PARA DATOS ACUMULADOS

Este modelo fue planteado por primera vez por Hertig (1985). La hipéteiss
béasica es que los factores individuales del Chain Ladder (fij = C;j/Cij.1) se

distribuyen segun una lognormal, con medias p; y varianzas o2, es decir:

C .
m,j:"{ ; }N(“i’cj) Vi=0..,1 Vvj=0..,J
i,j-1

Por lo que:
E (fi'j ) = exp{uj +%sz}
var(fi'j ) - exp{2pj + cf}[exp{cjz} —1}
Sabemos que en el método Chain Ladder se cumple que:

E(Ci,j |Ci,j—1):fj71'ci,j71

var(Ci’j |Ci’j,1) =c?

i Cija

Aplicando lo anterior, se tiene que, para este modelo:
1.,
E(Ci,j |Ci,j—1):Ci,j—l'E(Fi,j |Ci,j—1):Ci,j—1'eXp{Hj +EGJ‘}
2
Var(Ci’j |Ci1jfl):Ci’j71'Var(Fi’j |Ci,jfl):
:Ci?j_l-exp{Zuj +sz}[exp{c5]2}—l:|
Por tanto, comparando con las hipotesis del Chain Ladder tradicional, se

observa que este modelo es equivalente a un Chain Ladder con factores fj.1
iguales a exp{Zuj +012}, pero con una funcién diferente de varianza.
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La estimacién de los parametros se realiza a partir de las siguientes
expresiones:

En primer lugar, se definen las variables en escala logaritmica: Z; ; = In(Ci'j),

por lo que:

J Ci, J
Ziy=Ziyi+ D, In|l—1=Z,,+ > m

j=1-14i ij-1 j=1-1+i

Sabiendo que n; j ~ N(uj,cj) y que fij ~ N(uj,%J obtenemos que:

J
E(Zi,j |DI)=Zi,I—i+ PIRTY
j=l-i+1

gque puede estimarse a partir de la siguiente expresion:
R R J
Ziy=E(Zs1D)=Z i+ 2 @
j=1-i+1
el cual es un estimador insesgado de E(Zi’J |D|)= E(Zi'J IZH,i), tal y como
como se puede ver a continuacion.
Demostracion:

si el estimador es insesgado, entonces:
E(Zi,J ~Zi |Zi,l—i)=0

X 3 3
E(Zi,J ~Zi; |Zi,|—i)=E[Zi,l—i + 2 h-Zp+ ) ﬂi,j]=

j=l-i+1 j=l-i+1
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G.
Como n; ; ~N(uj,cj) para cualquier i, j y ademas ﬁj NN(Hj’—I—}+1J’

entonces:

E[ i Ok i nm}:E[ji My~ i “1}20

j=l-i+1 j=1-i+1

Como se queria demostrar.

Por lo que se refiere al MSE, en este caso se tiene que, para el caso
condicional, se puede expresar como:

MSE; i (Zis)= 5 0,2{ > (ﬁj—“i)zl

j=ii+1 j=iis1
Demostracion:
Como n;j ~N(p;,0;), entonces:

MSE;z o (2i,J ) =E [(Zi J=Zis )2 | Dy }

Desarrollando la expresion se tiene que:

J

E[(Zi,d_zi,d)lel:le Z iy - i ni,j]lel

j=l-i+1 j=l-i+1
i J J J J 2
=E|| X A= 2 migt 2 om- 2 w16
j=l-i+1 j=l-i+1 j=l-i+1 j=l-i+1
r 2
J J J
=E ( PIRTEEDY “j]—( PR TEEDY u,}] 1D
| \j=I-i+1 j=l-i+1 j=l-i+1 j=l-i+1
J J R 2
=var| > M|+ D (“J_“J)
j=l-i+1 j=l-i+1

Tal y como se queria demostrar.
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Por lo que se refiere al MSE incondicional, como ZAi’J -Z; ; es independiente
de Z;,, se tiene que:

MSE, ;. (Z,)=MSE, (Z,)=E [MSEZI‘JlD‘ (Zis )]

:var[ i ni,jJ+Var£ i ﬁj]

j=1-i+1 j=l-i+1

G.
Como fi; ~N (Hj —JJ entonces:

~ J 1
ey (2)- 3 1y

A partir de las expresiones anteriores, se obtienen:

—  estimaciones para el valor de la reserva y
- medidas del error cometido en dicho calculo.

Por lo que se refiere al célculo del estimador de la reserva, es necesario tener
en cuenta que E(C;, |Ci,|_i):E[exp(zi,3)|Ciyl_i]. Como se supone que el

proceso estudiado sigue una distribucién lognormal, entonces se tiene que
2

E(Ci,j |Ci,j_1)=C.J PR exp{uJ +?} por lo que:

E(CiyJ|ci,.i)zeXp(zi'H).exp{ i 0+ i c_j}

j=l-i+1 j=1-i+1

J J g2
=Cji_i-expy > uj+ Y ?J

j=l-i+1 j=1-i+1

Por otra parte, el valor esperado de la estimacion del In(Ci;), es decir,Z 5,
condicionado a la Ultima informacion disponible es:

E[exp(z“i'J ICi1i )Jzexp(ZiJ_i)E[exp{ i ﬁjH

j=l-i+1

|I|eXp{ZMJ ;—i _6.12 }

j=l-i+1 j= I—i+1I J+1

124



Combinando ambas expresiones se obtiene el siguiente estimador:

j=l-i+1 I-j+1

éi,J:é(Ci,J|DI):eXp{2"J+ i G?Ll_ ] J}

Caracterizado por lo siguiente:

a) dado Ci;, se cumple que E(C; ; |C;,;)=E(C;;|D;). En efecto:

E(Ci |ci,|i):E[exp{z}J}lcui}exp{%jliﬂc?(l‘ | _J-1+1J}

=E(Ciy1Ciyi)=E(Ciy D))

b) la expresion de su MSE es igual a:

MSEc ¢ . (éi, 3 ) -

:E[Ci|J|Ci’|_i]Z.[exp{ i GJZ}-i-eXp{ i I_Gjlil}_z]

j=1-i+1 j=1-i+1

En efecto: teniendo en cuenta la ausencia de correlacion -independencia-,
se tiene que:
E(Ci,J Ci |Ci,l—i): E(Ci, ICi,I—i)E(Ci,J |Ci,l—i)

y teniendo en cuenta la insesgadez, obtenemos la expresién del MSE
condicional como:

MSEc ic., (éi,J ) =E {(Cm -Cis )2 1Ciji }

:Var(ci,J -G, |Ci,|—i)=Var(Ci,J ICi,I—i)+Var(éi,J ICi,I—i)

+CA exp{j éﬂof [1— = }I'Jrl]}var[exp{j Eﬂg j H
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Por lo que:

E[(CLJ -G 5 )2 |Ci,li}:
=ci?,i.exp{ji (2u1+6 )Hexp{li ﬁ}mxp{i |—6jjz+1}_2]

=l-i+1 I-i+1

J 52

Como E(Ci;y|Cii)=Ci_i-exp Z wj+ > —Lt, sustituyendo se

j=l-i+1 j=1-i+1 2
obtiene la expresion del MSE. De esta expresion conviene resaltar que:
- una parte de ella recoge la varianza del proceso, en concreto:

J
exps . GJZ -1
j=l-i+1

— el resto de la misma recoge el error de estimacion de los parametros, en

concreto:
J o2
i
ex| -
p{z -] +l}

j=I-1+1

Por lo que se refiere a la agregacion del total de afios de accidente -filas del
triangulo-, operando de igual manera se llega a que su MSE es igual a:

MSEX .J|[ZC'JJ:ZI:MSEC.J|C.,., (Cs)+2 X E(CiylCis):

i=1 I<i<k<l

E(Ck,J |Ck,l—k){exp{“i+1l -] +1} }
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2.1. Ejemplo
Partimos del conjunto de datos que se ha utilizado en ejemplos anteriores:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 242 775 1.217 1584 1996 2459 2616 2.774 3.006 3.121
1 238 852 1522 2395 2.762 3.051 3.507 3.780 4.187

2 196 891 1.556 2.310 2.898 3.061 3.493 3.776

3 210 978 1.540 2.683 2.930 3.245 3.462

4 300 783 1.493 2.069 2.474 2.869

5 268 919 1530 2.132 2.684

6 298 888 1.698 2.487

7 243 980 2.010

8 255 940

9 233

cuyos factores de desarrollo individuales son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3,202 1570 1,302 1,260 1,232 1,064 1,060 1,084 1,038
3,580 1,786 1574 1,153 1,105 1,149 1,078 1,108
4546 1,746 1,485 1255 1,056 1,141 1,081
4,657 1,575 1,742 1,092 1,108 1,067
2,610 1,907 1,386 1,196 1,160
3,429 1,665 1,393 1,259
2,980 1,912 1,465
4,033 2,051
3,686

© oo ~NO O WNPEO

de los cuales se calcula su logaritmo neperiano. Para cada columna, se calcula
su media y su varianza, de acuerdo a las siguientes expresiones:
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Los resultados obtenidos son los recogidos en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1,164 0,451 0,264 0,231 0,209 0,062 0,059 0,080 0,038
1 1,275 0,580 0,453 0,143 0,100 0,139 0,075 0,102
2 1,514 0,558 0,395 0,227 0,055 0,132 0,078
3 1,538 0,454 0,555 0,088 0,102 0,065
4 0,959 0,645 0,326 0,179 0,148
5 1,232 0,510 0,332 0,230
6 1,092 0,648 0,382
7 1,394 0,718
8 1,305
9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
media 1,275 0,571 0,387 0,183 0,123 0,099 0,071 0,091 0,038
d.t. 0,190 0,097 0,096 0,059 0,058 0,042 0,010 0,016 0,016

Para obtener la cifra estimada del global de reservas se lleva a cabo la
siguiente secuencia de pasos:

Paso 1: obtencién de la estimaciéon tendencial

Haciendo:

A J
Ziy=Zjja+ D, i
j=l-i+1

Resultan los siguientes valores:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

8,377

8,328 8,365

8,220 8,311 8,349

8,061 8,132 8,223 8,261

8,018 8,117 8,188 8,279 8,317

8,002 8,124 8,224 8,294 8,386 8,423

7,993 8,176 8,298 8,398 8,468 8,559 8,597

7,416 7,803 7,986 8,109 8,208 8,279 8,370 8,408
6,726 7,297 7,683 7,866 7,989 8,088 8,159 8,250 8,288

© oo ~NO Ok wWwNPEFO
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Paso 2: calculo del elemento ligado a la varianza

Para cada dato de la tabla anterior se calcula:

J

)

af(l
j=l-i+1

1
[-j+1

J

Siendo 612 la varianza de cada columna. Los resultados son los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1 0
2 12 12
3 7 19 19
4 132 139 151 151
5 272 404 411 423 423
6 286 558 689 697 709 709
7 782 1.070 1.340 1470 1.480 1.490 1.490
8 816 1.600 1.880 2160 2.290 2.290 2.310 2.310
9 3.210 4.030 4.810 5.100 5.370 5500 5.510 5.520 5.520

Paso 3: obtencioén del valor final de Z;
Sumando el elemento tendencial mas la parte asociada a la varianza, se

obtiene el estimado de Z; ; vV j>1-i. Los resultados se recogen en la siguiente
tabla:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1 8,377
2 8,328 8,365
3 8,220 8,311 8,349
4 8,062 8,132 8,224 8,261
5 8,019 8,119 8,190 8,281 8,319
6 8,003 8,127 8,227 8,298 8,389 8,427
7 7,997 8,181 8,305 8,405 8,476 8,567 8,604
8 7,421 7,811 7,996 8,120 8,220 8,290 8,382 8,419
9 6,742 7,317 7,707 7,892 8,016 8,116 8,186 8,278 8,315

Paso 4: obtencién de la cifra final en niveles

Para ello, se calcula la exponencial de las cifras obtenidas en el paso anterior,
obteniéndose los siguientes resultados:

129



4.347

4137 4.295

3.715 4.070 4.226

3.171 3403 3.728 3.871

3.038 3.358 3.604 3.948 4.099

2991 3.385 3.742 4.015 4.399 4.568

2971 3572 4.043 4469 4.796 5.255 5.456

1.670 2.468 2968 3.359 3.713 3.985 4.366 4.533

847 1505 2.225 2675 3.028 3.347 3.592 3.935 4.086

© 0o ~NO UL~ WwWwDNPEF O

Una vez calculadas las cifras estimadas, se computan las desviaciones tipicas
de cada estimacion utilizando la expresion:

d4.(Ci; 1C 1) - Jcﬁj,l.exp(za,- +0?)[exp(oF)-1]

y se obtienen los siguientes resultados:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
67
64 67

39 63 66

133 35 58 60

177 141 37 61 64

175 198 157 42 68 71

285 209 236 187 50 82 85

162 236 174 196 156 41 68 70

163 146 213 157 177 140 37 61 63

©CoOo~NOOUMWNEFO

Paso 5: obtencién de la cifra de reservas por afio de accidente y total

Para ello en cada fila se resta la cifra obtenida correspondiente a la ultima
columna de la dltima diagonal -Gltimo dato conocido-. Los resultados para los
nueve afos por separado y para el total son los siguientes:

Reserva
160

519

764
1.002
1.415
2.081
3.446
3.593
3.853
Total 16.833

LOOO\ICDU'I-&OONI—‘%
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Y el desglose por ejercicios, tanto en valor nominal como actual es el siguiente:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.239 4.187

2 3.518 3.423

3 2.774 2.653

4 2.029 1.856

5 1.569 1.387

6 1.217 1.011

7 827 642

8 511 376

9 151 106

a dotar 16.833 15.641
Saldo total 42.602 41.410

Por lo que respecta al calculo del MSE de la reserva de cada afo, se puede
proceder de dos formas:

Alternativa 1: calculo a partir de la desviacion tipica del proceso y del error de
estimacion.

En este caso, haremos la siguiente secuencia de instrucciones:
Paso 1: calculo de la desviacidn tipica del proceso

Para ello se utiliza la siguiente expresion:

dtc i, ()= E(Ci,J|Ci,|_i)2-{exp[ i 612]—1]

j=l-i+1

con lo que los resultados, afio a afio, son los siguientes:

Desviacion
tipica
67

94
103
188
311
438
741
759
1.048

LDCD\ICDU‘I-D-OOI\JI—‘%
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Paso6 2: calculo de los errores de estimacion

Para ello se utiliza la siguiente expresion:

\/errorCiJCiv‘?i (ém) = E(Ci,J ICi i )2 ,[exp[. i I_Gjlilj_l}

Siendo los resultados, afio a afio, los siguientes:

raiz del error
de estimacion
67
82
84
112
160
209
318
306
379

>
=13
o
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Paso 3: Obtencion de la cifra final del MSE a partir de los resultados anteriores
Realmente, lo que interesa es la raiz cuadrada de la suma de cuadrados, es

decir:
JMSE =+/d.t.2 +error?

siendo los resultados obtenidos los siguientes:

0 raiz del MSE

95

125

133

218

350

486

807

818

1.115

LOCD\I(DU'I-&OJI\)I—‘%
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Alternativa 2: estimar el MSE directamente.

Para ello se utiliza la expresion:

MSEe.ie.. (éi’J):E(Cu|Ci,l—i)2'[ex'°[ i cﬂwx‘{.i °) }2]

j=l-i+1
y, con las cifras obtenidas, se obtiene su raiz cuadrada.

Finalmente, si se desea calcular el MSE del total de la reserva, es decir, de la
agregacion de afos, entonces, la expresion a emplear es la siguiente:

I\Wé\EZCiJ |ié|J =

ZIZMSEC.JIC.,.,‘ (éij)+2 2 E(CiJ|Ci,l—i)'E(CkJ|Ck,l—k){exp{ i il J—l}

i-1 1<i <k <l L R

Lo que podrian denominarse términos de covarianza estan en el segundo
sumando de la expresion anterior. Su valor se recoge en la siguiente tabla:

covarianzas

Afio ligadas al afio i
1 73.533
2 95.668
3 89.299
4 147.184
5
6
7

231.898

268.641

319.400

8 169.124
Total 1.394.746

Obsérvese que se calculan para ocho y no para nueve afios pues el limite
inferior del segundo sumatorio es 1 <i < k < |. Por tanto, una vez que se
conocen tanto los errores como los MSE individuales y se conoce el valor del
total de los términos cruzados, el valor global de ambos sera la su suma, es
decir:

error de MSE

estimacion
valor 1.833.265 4.405.363
raiz 1.354 2.099
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3. DISTRIBUCIONES PARA DATOS EN INCREMENTOS
3.1. Modelo de Poisson

Una de las consecuencias basicas de utilizar la distribucion de Poisson es que
el nivel de reservas resultantes es el mismo que el que se obtiene usando el
método Chain Ladder tradicional. Este hecho fue estudiado por Hachemeister y
Stanard (1975), Kremer (1985) y Mack (1991a). Otros trabajos relacionados
con el tema son los elaborados por Mack y Venter (2000) y por England y
Verrall (2002).

Dada esta igualdad de resultados, el modelo de Poisson se presenta como
modelo estocastico que permite atribuir la distribucién de reservas ligadas al
Chain Ladder. Las hipotesis del modelo son las siguientes:

1. existe un conjunto de parametros pg, fi,.... i Y Yo, Yi»...,Ys, todos ellos
positivos, tales que los incrementos en los importes ligados a siniestros,
denotados por Xj; se distribuyen de forma independiente y de acuerdo con
una distribucién de Poisson, cumpliéndose que:

Var(Xi’j):Xiyj :“'I’Yj Vi:O,...,I Vj=0,...,J

J
y ademas: Z;)yj =1
J:

en donde p; representa el total esperado de importes ligados al afio i
mientras que y; recoge el porcentaje esperado de gastos ligados al afio j en
relacion al total. Es decir, si | y J llegan hasta 9, [i; vale 10.000.000 y 75

vale 1%, entonces la cifra estimada para Xss sera el 1% de 10.000.000, es
decir, 100.000.

2. todos los incrementos han de ser positivos por lo que, si no es asi, la
aplicacién del modelo de Poisson no es adecuada.

3. la acumulacién de importes asociados al afio de accidente i, que se
denotara por C;;, es también Poisson, en donde se cumple que:

E(Ciy)=u
La estimacion de parametros puede hacerse por maxima verosimilitud. Asi,

dado un conjunto de informacién D, definido como:
D ={X;;/ i+j<l 0<j<J}
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La funcion de verosimilitud se define de la siguiente forma:

Xij
Lo, (Mot Yor-n¥3) = T exp(—“iyj)(“ixy—j)'

i+j<l ij-

Como es habitual, derivando la anterior funcién respecto de los 1+J+2 variables
desconocidas, se obtienen las siguientes expresiones:

vy =2 X =Cipi

J

sujetas a la condicién que Z?j =1. Por tanto, los estimadores maximo
j=0

verosimiles vienen recogidos en las siguientes expresiones:

)zi,j =é(xi,j)=ﬁi?j

N z J v . .
Ciy=E(CiyID)=Ciyi+ X Xij Vi+j>l
j=l-i+1

Es necesario sefalar que la resolucion del sistema que permite obtener los
valores de [i; y ¥ no es sencillay suele llevarse a cabo mediante la utilizacion

de métodos numéricos. Sin embargo, en este caso, se puede aplicar la

siguiente propiedad:
J-1

Zj:?k:H

k=0 k=j

—h)l =

k

3.1.1. Ejemplo

A continuacién, se va a aplicar este modelo sobre los datos del apartado
anterior. Por tanto, el problema se reduce a estimar los [i; y los y; para lo cual
se utilizara la relacion existente entre los ; y los f;. Los factores de desarrollo
ligados a los datos son los que se recogen en la siguiente tabla:

ano
0 1 2 3 4 5 6 7 8

fj 3,5582 1,7784 1,4835 1,1952 1,1244 1,1068 1,0743 1,0975 1,0383
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Con lo que los y; son:
afo
0 1 2 3 4 5 6 7 8
}A’j 5,85% 14,97% 16,20% 17,90% 10,72% 8,17% 7,88% 6,07% 8,56%

Y, finalmente, los [i; resultantes son:

u
3.121
4.347
4.303
4.238
3.887
4.528
5.429
4.515
3.982

o))
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Asi, la parte inferior del triangulo, en la que >2i,j =[y; Vi+j>I, quedacomo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
160
368 159

257 363 156

306 236 333 143

334 322 248 350 151

485 370 357 275 387 167

972 582 443 428 329 465 200

732 808 484 369 356 274 386 166

596 645 713 427 325 314 242 341 147

© 00N UL~ WNPFE O

Sumando por filas se obtiene la reserva asociada a cada afio de accidente y
agregandolas todas, la reserva global siendo su resultado el siguiente:

Reserva
160

527

776
1.018
1.405
2.041
3.419
3.575
3.749
Total 16.671

@CD\ICDU‘I#(A.)I\JI—‘ZOJ;
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Mientras que el desglose por ejercicios futuros, tanto en valor nominal como
actual es el siguiente:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.211 4.159

2 3.485 3.391

3 2.734 2.615

4 1.991 1.822

5 1.549 1.369

6 1.219 1.012

7 828 643

8 507 373

9 147 104

a dotar 16.671 15.488
Saldo total 42.440 41.257

3.2. Modelo de Poisson con sobredispersion

Es una generalizacién del modelo anterior en el sentido de que la varianza
puede expresarse como:

var(Xi,j)z(i)xi’j / $>0

en donde a ¢ se le conoce como factor de dispersion. Obviamente, si ¢ es
mayor que 1 estariamos hablando de sobredispersion, mientras que si fuese
inferior a uno, entonces seria infradispersion. La pregunta que nos podemos
hacer es saber si la cifra de reservas con este modelo es distinta a la obtenida
con lo que se podria denominar Poisson normal o con el Chain Ladder. Si se
asume que ¢ es una constante, la estimacion del resto de parametros del
modelo podria hacerse utilizando GLM vy lleva a que el nivel de reservas es el
mismo que en los otros métodos. Sin embargo, las diferencias aparecen al
calcular alguna medida de error, el MSE, tal y como se puede apreciar en el
ejemplo que se desarrolla en el siguiente epigrafe, en el que se aplica este
modelo sobre los datos que venimos manejando a lo largo del texto.

3.2.1. Ejemplo
Ademas de utilizar los mismos datos, se tiene en cuenta lo siguiente:

- los parametros se estiman utilizando GLM por lo que para el caso de la
Poisson se tiene que:
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E(Xij)=x,=b'(0;))

var(Xi’j ) :iiT’jjvar(xi,j)

Siendo ¢;; el factor de dispersion -que se asumird constante-, mjj una
medida de volumen y var(x;;) es la funcién de varianza correspondiente,

que en el caso de la Poisson es var(xi,j ) = Xij -

- El modelo a estimar se puede expresar de la siguiente forma:
g(xi,j):ni,j:ri,jp i:0,...,| j:0,...,J

en donde g (Xi,j) es la funcién de enlace -o link- y T B es la componente

sistematica del modelo. B es el vector de parametros a estimar, mientras
que T es la matriz de coeficientes, conocida también como matriz de
disefio.
— X media de X;;, adopta la siguiente expresion:
X i =HY;j

Para este caso, la forma de obtener una expresion lineal es utilizando la
funcién neperiana, con lo que:

Nij :In(xi’j):lnui +Inyj

J

En el modelo simple de Poisson se imponia la condiciéon de que Z?J =1. En
j=0

este caso, resulta mas facil imponer como condicién que po = 1, con lo que

Inuy =0y, por tanto, ng j =Iny;, con lo que el vector de parametros a estimar

es:

B=[In(uy).-.i (). (v0):In (1), (v )],

y la matriz de coeficientes adopta la siguiente expresion:

0.....0,0,...0.4;,,1,0,...0 Sii=0
' J
" 10.,...,01,0....,0,0,...03, ;,1,0,...0 sii>1
—
I J

r
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En nuestro ejemplo, en el modelo n = I'B cada una de las matrices que lo
compone tiene las siguientes dimensiones:

(55x1)
(55x19)
(19x1)

n
r
p

Por ejemplo, para el elemento (0,6), es decir, afio de accidente igual a cero y
afio de desarrollo igual a seis, cuyo valor es 157, se tiene que:

Noe = In(157) =5,05624

y la fila correspondiente de la matriz T tiene todas sus valores iguales a cero
excepto la posicion 162 que vale 1 (16 =1 +j+ 1 =9 + 6 +1). Para el elemento
(3,2), que vale 562, se tiene que:

N2 =IN(562) = 6,33150

mientras que la fila correspondiente de T tiene todos sus elementos iguales a
cero excepto las posiciones tercera y décimo segunda que valen uno. Los
resultados de la estimacién mediante GLM se recogen en la siguiente tabla:

Parametro In(x;) Xij Parametro In(xi;) Xij
Yo 5,207293 182,60

T 0,3313742 1,39288 11 6,146606 467,13
U2 0,3210877 1,37863 ¥2 6,226008 505,73
U3 0,3058929 1,35784 v3 6,325584 558,68
g 0,2194868 1,24544 Y4 5,812795 334,55
Us 0,2701039 1,31010 ¥s 5,540913 254,91
e 0,3721629 1,45087 Ve 5,505475 246,04
i 0,5536358 1,73957 Y7 5,243408 189,31
Ug 0,3693259 1,44676 Y8 5,587406 267,04
Lo ~0,2437455  1,27602 Yo ~ 4,744933 115,00

Asi se puede rellenar el triangulo inferior sin mas que aplicar el modelo de
partida, es decir, >”<i’j =[i;7; . Los resultados son los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
160
368 159

257 363 156

306 236 333 143

334 322 248 350 151

485 370 357 275 387 167

972 582 443 428 329 465 200

732 808 484 369 356 274 386 166

596 645 713 427 325 314 242 341 147

O©oo~NOOOS~ WNE O
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y el nivel de reservas para cada afio de accidente se calcula sumando por filas
los resultados anteriores. Como paso final, el nivel global se logra agregando
todas las reservas anuales, con lo que las cifras obtenidas son las siguientes:

>
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Reserva
160

527

776
1.018
1.405
2.041
3.419
3.575
3.749
Total 16.671

o

que coinciden con las resultantes de la aplicacion del modelo simple de
Poisson, tanto por afios de ocurrencia como por ejercicios futuros. Por lo que
se refiere al parametro de dispersién, como se asume que ¢i; = ¢ para
cualquiera que sea el valor de i o de j, se obtiene a partir de la siguiente
expresion:

en donde N es el total de observaciones empleadas -en este caso 55-, p es el
numero de parametros estimados -19 en este caso- y R; (P) son los residuos

de Pearson, cuya expresion es:

En el caso del modelo de Poisson se tiene que var(f(i j): X; j- Por tanto, la

aplicacion del modelo sobre las observaciones registradas nos ofrece los
valores estimados iiyj , que son los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 183 467 506 559 335 255 246 189 267 115
1 254 651 704 778 466 355 343 264 372

2 252 644 697 770 461 351 339 261

3 248 634 687 759 454 346 334

4 227 582 630 696 417 317

5 239 612 663 732 438

6 265 678 734 811

7 318 813 880

8 264 676

9 233
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Ademas, en este caso, coinciden con el valor de las varianzas individuales, por
lo que los residuos de Pearson que resultan son los siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0| 440 3,05 -2,83 -811 4,23 13,03 -568 -2,28 -2,14 0,00
1/-1,02 -1,44 -1,30 3,40 -459 -351 6,12 0,57 1,82
2/-351 201 -122 -0,58 5,90 -1005 5,04 1,36

3/-241 531 -476 13,96 -9,72 -1,67 -6,41

4 481 -4,10 3,19 -454 -0,57 4,35

5| 186 158 -2,00 -480 5,43

6| 2,03 -3,37 2,81 -0,76

7)-419 -2,65 5,07

8/-0,56 0,35

9| 0,00

y el valor del parametro de dispersion es:

> R (PY

dA):iJrjg :1.221,33
N-p 36

=33,93

Por su parte, la desviacion tipica asociada a la estimacién se obtiene como:

War= Y jvar(%;)= [ % =75204
i+j>l i+j>l

Equivalente a un 4,51% del total de la reserva.

Finalmente, para estimar el MSE se utiliza la siguiente expresion:

I\WS\EZC [leéu ] =y Mvar(ii’j )

i=1 i+j> Di,j

. A1
+ D Xi,jxn,mri,JH(p) Thm
i+j>l
n+m>|

que puede explicarse como la suma de la varianza de la estimacion del nivel de
reservas -primer sumando- mas el cuadrado del error de estimacion -segundo

sumando-. H(B) es la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores,

Ccuya expresion es:
-1

cov(p)= L 2 W(X'J)F'(I(J)FPJ)J
k,1=1...1+J+1

i+j<l
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i

en donde Fi(kj) y l"i(-) son las posiciones k y I-ésima respectivamente de la fila

asociada al dato x;; dentro de la matriz de coeficientes. En este ejemplo, la
matriz " tiene dimension (45 x 19). W ()2”-) es igual a:

-2
5o\ oni,j 1
W(XI,J) Laxi,j J Var(xi,j)

Como en este caso, n; j = In(xi,j) y ¢ij = ¢, nos queda que:

v -
W (%)==
¢var(xi1j) ¢
Operando, resulta un valor de 2.292 para la raiz cuadrada del segundo
sumatorio, por lo que la raiz del MSE es igual a:

JMSE =+/2.292% + 7522 =2.412

3.3. Modelo basado en la distribucién Gamma

En este caso, la variable respuesta sigue una ley estadistica de esta clase.
Este modelo fue formulado por Mack (1991a). La expresion utilizada de la
funcién gamma es:
Y
1“(y;c):fy (x)=c—xy‘1exp(—cx) Vx>0
r(v

siendo y y c los factores de forma y escala respectivamente.

En este caso, la estimacion del nivel de reservas se puede abordar desde dos
puntos de vista diferentes:

Alternativa 1: a partir de los siniestros individuales de un cierto afio de
accidente en un cierto afio de desarrollo.

En este caso, existe un nimero conocido de siniestros, r;j, y supondremos que
los importes asociados a cada uno de ellos son independientes entre si y
siguen una distribucion gamma, de modo que la siniestralidad total es:

fii

Xij= 2 x"%) vi=ol..l vji=01..J
k=0
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De forma que cada x!

,Y';) sigue una distribucion T'(a; ;;b; ; ), de modo que su

1 j’
media es igual a:

y Su varianza:

con lo que el coeficiente de variacion es:

/var |1 Jf/blJ 1

(xfkg) /by ﬁ‘ﬁ

Suponiendo que tanto a;; como b;; adoptan iguales valores para cualquiera que

sea x), entonces se tiene que:

I] 1
Xi’j zF(ri’ja;b)
0, expresado en funcion del coeficiente de variacion y de la media individual, se

tiene que:
%
Xi’j ~T hivVi—|=
mi,j

LTS —
E(Xi )= =rm =X,
m, |
2 2
var(X,J): ij 2I,J _ it 'J — x2 e le -1
\V \ r v

i

con lo que se obtiene una funcién cuadratica para la varianza. Si se supuso,
como antes, un modelo multiplicativo, es decir:

Xi,j:E(Xi,j) M j=wy; <« mediadeimportes
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La obtencién de los valores de p; y v; se puede realizar mediante la aplicacion
de maxima verosimilitud, siendo la funciéon a maximizar la siguiente:

\"¢
(Vri,j/Hin) Yow { VI }
Lo (Mo Mgl Yoren¥3 ) = [ X" expy——LX; ;
D( 0'H1 (ER{0] J) i F(vri,j) i Y j I

Haciendo las primeras derivadas respecto de los parametros desconocidos e
igualando a cero, se consigue el siguiente juego de ecuaciones:

I—i xij
[
Jg') Yl X fyj
i =" = onzs ey g
j=0 J -
i 2T
j=0 j=0
1—j Xij
o _
J A -
~ -0 M ] Xl,j | o = i
Vi =5 = 2% Q=15
i=0 K
i "i,j
j=0 j=0

J
en donde se tiene que cumplir que Z?j =1. A partir de aqui se obtiene el
j=0

estimador de la reserva como:
Xi ) ZE(Xi,j)Zﬁi“?j

. 3
Ciy=E(CiyID)=Ciyi+ X %
j=l-i+1

Alternativa 2: a partir del importe total ligado a siniestros a un cierto afio de
accidente en un cierto afio de desarrollo.

En este caso, la estimacion puede realizarse por GLM. Tal y como se apunté

en el capitulo 3, para el caso de la distribucibn gamma, la esperanza y la
varianza tienen las siguientes expresiones:

E(Xij)=x;

var(Xi’j)z%var(xi‘j):qA)-x-z,
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3.3.1. Ejemplo

Utilizando los mismos datos que en los casos anteriores y aplicando un modelo
multiplicativo, los resultados de la estimacion GLM son los siguientes:

Pardmetro In(xi)) Xij Parametro In(xi)) Xij
Yo 5,2651090 193,47

m 0,2998635 1,34967 11 6,1995360 492,52
U2 0,2707465 1,31094 Y2 6,2576500 521,99
U3 0,1857312 1,20410 Y3 6,3528290 574,11
m 0,2220293 1,24861 Ya 5,8510710 347,61
Us 0,2645327 1,30282 s 5,6199820 275,88
m 0,3478839 1,41607 e 5,5260610 251,15
7 0,4543873 1,57521 Y7 5,2577490 192,05
g 0,3033793 1,35443 s 5,5864130 266,78
Ug 0,1859290 1,20434 Yo 4,744931 115,00

Con lo que los datos estimados, calculados como p;y; Vi+j>1 son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
155
350 151

231 321 138

314 240 333 144

359 327 250 348 150

492 391 35 272 378 163

904 548 435 396 303 420 181

707 778 471 374 340 260 361 156

593 629 691 419 332 302 231 321 138

©Co~NOoOGhA~wWNEFO

Y el nivel de reservas, tanto por afios de accidente como de forma total, son los
gue se recogen en la siguiente tabla:

Reserva
155

500

691
1.030
1.434
2.051
3.186
3.446
3.658
Total 16.152

OGJ\ICDO'I-b(.AJI\JI—‘:o);
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Mientras que el desglose por ejercicios futuros, tanto en valor nominal como
actual es el siguiente:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.106 4.055

2 3.383 3.293

3 2.674 2.557

4 1.951 1.785

5 1.503 1.329

6 1.146 951

7 774 601

8 477 351

9 138 98

a dotar 16.152 15.020
Saldo total 41.921 40.789

Para estimar el coeficiente de dispersién, primero se deben calcular los
residuos de Pearson, los cuales, a su vez, exigen el calculo previo de las
medias y varianzas individuales. Sabiendo que las medias son el valor
estimado por el modelo y las varianzas son dicho valor al cuadrado, se obtiene
el siguiente triangulo de residuos de Pearson:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0| 0251 0,082 -0,153 -0,361 0,185 0,678 -0,375 -0,177 -0,130 0,000
1/-0089 -0,076 -0,049 0,127 -0,218 -0,224 0,345 0,053 0,130
2|-0227 0,076 -0,028 0,002 0,290 -0,549 0,312 0,124

3|-0,099 0,295 -0,106 0,653 -0,410 -0,052 -0,282

4| 0,242 -0,215 0,089 -0,196 -0,067 0,147

5] 0,063 0,015 -0,102 -0,195 0,219

6| 0,088 -0,154 0,096 -0,030

7|-0,203 -0,050 0,253

8 | -0,027 0,027

9| 0,000

con cuyos valores se estima el coeficiente de dispersion, ¢ resultando un valor

de 0,082. Por lo que se refiere a la desviacion tipica de la estimacion del nivel
de reservas, se obtiene aplicando la siguiente expresion:

Jvar = [ Y @Var(xi,j):\/ > dA’Xiz,j = 766,76

i+j>l i+j>l

Finalmente, para calcular el MSE global, realmente su raiz cuadrada, falta por
calcular el error ligado al proceso de estimacion. Aplicando la misma expresion

gue antes, puesto que lo Unico que se modifica es la expresion de los W (xi j),

que en este caso son:

146



Es decir, en este caso, todos los W (xi,j) tienen un valor igual a una constante

gue es la inversa del coeficiente de dispersion. Sustituyendo en la expresion
del MSE, resulta que la raiz cuadrada del error de estimacion es de 1.922, por
lo que la raiz del MSE es igual a:

JMSE =+/1.922% + 7672 = 2.069

3.4. Modelo basado en la distribucion lognormal

Este modelo fue propuesto por primera vez por Kremer (1982) y posteriormente
por Renshaw (1989). En estos modelos, la estructura subyacente en el Chain
Ladder es idéntica a la de un modelo lineal con variable dependiente expresada
en forma logaritmica y regresada sobre dos variables sin interaccion entre
ellas. Es decir:

Xi,j :In(Ci’j)
E(Xi,j):mi,j =p+o; +B; i=0..1 j=0,..

en donde, para proceder a su estimacién, se impone la restriccion de suponer
que ao = Bo = 0, por lo que el nimero de parametros a estimaresde | +J - 1,
que son los | -1 a y J -1 B restantes mas el término constante del modelo. Una
vez que se ha procedido a su estimacion, se puede pasar a completar la parte
inferior del triangulo. El modelo se ajusta en escala logaritmica. Dado que rﬁi'j

es lineal en X;; y que éstas se distribuyen normalmente, se tiene que:
E(y)=E(R)+E(&)+E(B;)
var (my ) =var (ft)+var (&; ) +var (BJ )+2{cov(ﬁ,&i )+cov(ﬁ,[§j )+cov((‘xi B )}

con lo que:
var (mij ) =var (rﬁij )+ o

siendo 63 la varianza asociada al término de error de la estimacién. Como los

m; ; se distribuyen segln una distribucion normal general, entonces los C; ;

son lognormales, con esperanza y varianzas segun las siguientes expresiones:
~ R 1.,
E(Ci’j ) = exp{E(mi,j )+Ecm”

G (6)-€ (6 el |1
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Una vez obtenidas las estimaciones correspondientes a las cifras de reservas,
el siguiente paso es la obtencion del MSE. El correspondiente a la reserva de
un cierto afio de accidente se calcula como:

@(R)- 3 ()2 X Seon(,

j=l-i+1 j>l—i+1k>j

expresic’)n en la que el problema se centra en encontrar el valor de
cov (C, J,C ) Usando el teorema aplicado en Aitchison y Brown (1969)%, la
expresion a utilizar es:

cov(éi,j,éi,k):E(Ci’j)E(éi’k)[exp{cov(r’r\i’j,r“ni’k)}—lJ
en donde el valor de cov(mI Al k) es:
cov (i j, My y ) =var (w)+cov (u,d; )+cov (B )+
+cov(u,c‘xil)+cov(&ij,&i )+cov(&i ,Bjk)+
+cov(p,Bj‘)+cov(&ik,B )+cov(f3 Bjk)
Finalmente, si se desea obtener el MSE del total de la reserva, definida como

suma de las reservas de cada afio de accidente, no hay mas que generalizar el
calculo anterior, es decir:

v/aﬁ(li)= i“\//éﬁ(éi,j)Jr2 i: ia’(ém’éi'k)

i+j>l j>l-i+1k>]j
3.4.1. Ejemplo
Aplicando el modelo expuesto a los datos que se vienen utilizando en todos los

ejemplos anteriores, se tienen las siguientes estimaciones, obtenidas aplicando
minimo cuadrados ordinarios:

W = 542726
oy = 0,14560 B, = 0,80081
o0 = 0,25047 B, = 0,85374
s = 0,16929 B; = 0,77238
os = 0,24713 B, = 0,17862
as = 0,29132 Bs = 0,13612
s = 032727 Bs = 0,08817
o; = 0,36555 B, = -0,12011
ag = 0,20768 B = 022772
o = 0,02378 By = -0,68232

24 pitchinson, J. y Brown, JAC (1969): The Log-Nomal Distribution. Cambridge University Press

148



A partir de estos valores se calculan los correspondientes a m, ;, obteniéndose

el siguiente triangulo de valores:

g

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4,891

5905 4,995

5476 5,824 4,914

5,763 5,554 5,902 4,992

5,855 5,807 5,599 5,946 5,036

5933 5,891 5,843 5,634 50982 5,072

6,565 5,971 5,929 5,881 5,673 6,021 5,111

6,489 6,407 5,814 5,771 5,723 5515 5,863 4,953

6,252 6,305 6,223 5,630 5587 5539 5331 5,679 4,769

©Coo~NOoOOh~wWwNEF O

en donde el valor estimado de la varianza del término de error se obtiene como:

—(mi’:\l_ ™, ) ~0,1270

2=

i+j<l

siendo N el nimero total de datos disponibles para la estimacion y p el nimero
de pardmetros estimados -en este caso, 55 y 19 respectivamente-. La varianza
de la prediccién se obtiene aplicando la expresion:

var (i ) = &2 +var (ft) +var (& ) +var (BJ )+ 2{cov(ﬁ,&i )+cov(;],f3j )+cov (&i B )}

Con lo que el triangulo con los valores de los incrementos estimados es:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
133
367 148

239 338 136

318 258 366 147

349 333 270 382 154

377 362 345 280 396 160

710 392 376 358 291 412 166

658 606 335 321 306 248 352 142

519 547 504 279 267 254 207 293 118

©Co~NOUM~AWNEFLO
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y el que recoge las esperanzas de los valores anteriores es:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
153
409 171

263 377 157

349 285 409 171

382 366 299 428 179

414 398 381 311 446 186

781 432 416 398 325 466 194

732 675 373 359 344 281 403 168

597 630 581 321 309 296 242 347 145

©oo~NOoOOUhA~,wWNPEFO

con lo que los valores de las reservas, tanto por afio de ocurrencia como total,
son los recogidos en la siguiente tabla:

Reserva
estimada
153

579

798
1.213
1.654
2.135
3.012
3.334
3.469
Total 16.348

(=]

OO NOOUITRAWNE D

Por su parte, el desglose de las reservas por ejercicios futuros, tanto en valor
nominal como actual es el reflejado en la siguiente tabla:

dotaciéon anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.081 4,031

2 3.334 3.245

3 2.615 2.501

4 1.988 1.818

5 1.603 1.417

6 1.229 1.020

7 839 652

8 515 379

9 145 102

a dotar 16.348 15.165
Saldo total 42,117 40.934
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En el siguiente triangulo se recogen las desviaciones tipicas de las
estimaciones obtenidas:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
88
200 98

122 186 91

158 133 204 100

171 168 142 216 106

187 182 178 150 229 112

359 200 197 192 162 246 119

357 330 183 181 176 148 224 107

340 361 332 184 181 176 147 221 103

© 0O ~NO UL WNPEFO

Lo dltimo que queda por deducir es la raiz cuadrada del MSE, tanto de cada fila
como del total de la reserva. Recordemos que, para el caso de la reserva de
cada afio de accidente, la expresion que se debe aplicar es:

J

@(ﬁei)= > var( IJ)+2 z Zcov( i ,k) i=0,..,1

j=l-i+1 j>1-i+1k>]j

siendo i el afio para el cual se realiza el calculo. Los resultados obtenidos, son
los que se recogen en la siguiente tabla:

afio Rgserva (MSE)"2 % sobre reserva
estimada estimada

1 153 88 57,38%
2 579 231 39,81%
3 798 261 32,72%
4 1.213 353 29,06%
5 1.654 453 27,40%
6 2.135 581 27,20%
7 3.012 849 28,20%
8 3.334 1.057 31,70%
9 3.469 1.450 41,81%

Por su parte, para el total de la reserva, la expresion a utilizar es:
J

v/a\r(li): Zvar( IJ)+2 Z ZCOV( ij.C )

i+j>l j>1—i+1k>j
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obteniéndose los siguientes resultados:

Reserva total estimada 16.348
(MSE)*? 2.645
% sobre reserva total estimada 16,18%
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CAPITULO 6
METODOS DE REMUESTREO

1. INTRODUCCION AL REMUESTREO O BOOTSTRAP

El boostrap o remuestreo es una técnica desarrollada para llevar a cabo ciertas
inferencias. En esencia, se trata de sustituir el tradicional sistema de célculo de
ciertas estadisticas mediante la aplicacion de complejas expresiones analiticas
por un mecanismo basado en la aplicacion de un algoritmo numérico de
simulacion. La simulaciéon consiste en repetir un proceso de generacién de
muestras un numero suficientemente elevado de veces -pongamos 5.000
veces- para poder realizar esas inferencias. Obviamente, este método requiere
el uso de un ordenador. En definitiva, mediante la repeticion y generacion de
muestras de datos se trata de estudiar la precision asociada a la determinados
estadisticos que queremos utilizar, por ejemplo, la media o la mediana. El
namero de posibles muestras diferentes que se pueden extraer se determina
de este modo®:

oy oo

n ni(n-1)!

A la hora de aplicar este mecanismo cabe distinguir entre el bootstrap
paramétrico del que no lo es. La diferencia fundamental entre ambos es el
conocimiento o no de la funcion de distribucion responsable de la generacion
de los valores que se desea analizar. Si se conoce, entonces estariamos ante
el caso paramétrico, en el caso contrario seria el no paramétrico, situacion en
la que las probabiliades de ocurrencia vendrian dadas por la funcién empirica
de distribucion.

1.1. Bootstrap no paramétrico

Sea F una distribucién empirica tal que, a cada valor observado le otorga una
probabilidad igual a 1/n. Una muestra bootstrap se define como aquélla que es
aleatoria, de tamafio n y extraida de la muestra inicial x. Es decir:

F - (xlxzxn) muestra bootstrap

% Hall, P. (1992): The Bootstrap and the Edgeworth Expansion, Springer-Verlag, Appendix |.

153



gue no es Mas que una muestra con reemplazamiento obtenida a partir de la
inicial X = (X1, X2,.. xn) Es decir, puede ser de la siguiente forma:

*
X| = X4, Xz =Xp, X3 = Xp2, ¥ = Xs

Por tanto, cualquier dato de la muestra original puede aparecer ninguna, una o
varias veces repetido. Con esta muestra x* se calcula una réplica de 6:

é:e(x*)

La puesta en marcha de la generacién de muestras mediante bootstrap en un
ordenador es muy facil. Un algoritmo selecciona de forma aleatoria nimeros

enteros s, iz, ..., in, cada uno de los cuales es un valor entre 1 y n con
probabilidad 1/n. El bootstrap consiste en hacer lo S|gwente
xl_x x2_x|, x3_ '-x =X ,

De esta forma, se generan multiples muestras, con cada una de las cuales se
calcula 6 = e( ) Por ejemplo, si nos interesara calcular el estimador bootstrap

del error tipico, los pasos a seguir serian los siguientes:
1) se seleccionan B muestras independientes x*, x?,..., x'®, cada una de las

cuales tiene n datos obtenidos con reemplazamiento a partir de la muestra
inicial x.

2) se calcula 6 B veces:

¥ (b)=e(x®) 7 b=12..B

3) con estos B valores de & (b) se estima el error tipico of (6) como la

desviacion tipica muestral de los B elementos:

siendo:
~k

B b)

RV

1.2. Bootstrap paramétrico

Como se ha indicado anteriormente, la diferencia basica con el caso no

paramétrico, estriba en que en esta situacion se parte de una determinada
funcién de distribucién. A efectos practicos, en vez de obtener las muestras con

154



reemplazamiento a partir de los datos iniciales, las muestras generadas de
tamafio n se obtienen a partir de la estimacién paramétrica de F, F. Una vez
obtenidas las muestras siguiendo este patron, se procede igual que en el caso
no paramétrico, es decir, se calculan las B réplicas del estadistico a estudiar,

~

0= e(x*b) y a partir de ellas, se calcula aquéllo que nos interese, por ejemplo,

la desviacién tipica.

2. ENFOQUES MAS HABITUALES
2.1. England y Verrall (1999): fundamentos de la propuesta

El trabajo que, sin duda, ha marcado la puesta en practica de este método, ha
sido el publicado por ambos autores en 1999. En él, proponen la utilizaciéon de
esta metodologia como mecanismo para solventar el problema que supone el
calculo del error de prediccibn mediante una compleja expresion analitica,
sustituyéndolo por esta técnica numérica, la cual permite llegar a un resultado
muy semejante.

Su trabajo arranca a partir del modelo de Kremer (1982) y de sucesivos
trabajos basados en éste, tales como los de Renshaw (1989), Verrall (1991),
Renshaw y Verrall (1994) o Mack(1991), entre otros. Todos ellos tienen en
comun que tratan de explicar el valor de los incrementos anuales en el importe
de siniestros, C;;, mediante la utilizacion de modelos lineales generalizados,
con una funcién de enlace logaritmica y una funcion lineal -el predictor- de la
forma n; j =c+o; +B;, en donde iy j van desde 1 hasta | y J respectivamente

y en donde o4 y B1 son iguales a cero. Las diferencias radican en la funcion de
distribucién que se utiliza en cada caso. Asi, Kremer supone que los C;; siguen
una distribucién normal, con media igual a n;; y varianza igual a ¢®, Renshaw y
Verrall utilizan una funciéon de Poisson sobredispersa, de media m;; y de
varianza ¢m;;, siendo ¢ el factor de escala y m;j = exp{n;;}. Por su parte, Mack
aplica una distribucion gamma, con esperanza igual a m;j y varianza igual a

¢mi2’j , teniendo ¢ y m;; iguales significados que en el modelo anterior.

La utilizacion de estos modelos para calcular el nivel de reservas implica la
estimacion de los parametros de la funcidn lineal, de f y del error cuadratico
medio de prediccion. Para este ultimo, Renshaw (1994) demuestra que puede
expresarse como:

E {(cij -&; )1 =Var (Cy ) +Var (C; )

Esta expresiéon puede considerarse como la suma de dos componentes: por un
lado, la correspondiente a la variabilidad intrinseca de los datos -varianza del
proceso estocastico considerado- y por otro, la debida a la estimacién -varianza
de la estimacion-. Esta expresién es valida para modelos basados en
distribuciones lognormales, sobredispersas de Poisson y gamma.
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En concreto, para las dos ultimas distribuciones se tiene que var (Ci’j ) = ¢mﬁj :

si p es igual a uno, entonces estariamos ante una Poisson, mientras que si
fuera igual a dos, entonces estariamos ante una Gamma. Por lo que se refiere
a la varianza de la estimacion, en ambos casos se tiene que

Cij=m;; =exp{n; ;. Utilizando el método de la delta, se obtiene que:

2
R om:
var (C”—); % var (nij)

Con lo que se tiene que:

2
ame
E{(Ci'j IJ)} omf, 6:" var(ni'j)=<|)mi’°’j+mizijar(ni'j)

1]

El componente final de la expresion anterior, la varianza de la funcion lineal,
generalmente se encuentra disponible en cualquier programa estadistico,
permitiendo el célculo del error cuadratico medio sin dificultad. El error estandar
de predicciéon es la raiz cuadrada del error cuadratico medio. También se
puede calcular el error estandar de prediccién por afios de origen y para el
estimador de la reserva total. Llamando A al tridngulo de siniestros predichos
gue forman la estimacion de las reservas, el estimador de las reservas en el
afio de origen i se obtiene sumando los valores predichos para la fila i en el
triangulo A, es decir:
C + = Z C”

jea,

Segun Renshaw (1994), el error cuadratico medio de prediccion de la reserva
del afio de origen i es:

6T 2 St 3 ()22 3 o)

jea, jdaen,
JZ>Jl

El estimador de la reserva total es:
.= 2 G
i,jeA
y el error cuadratico medio de prediccién de la reserva total es:
A \2
~ 2
E{(C++—C++) }Z omP; + 3 mPvar (nj)+2 3 mym; cov(nn;; )
i,jeA i,jeA i,i,€A

]1,]2€A
iJi>1,0,
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Para calcular las anteriores expresiones se necesita mucho cuidado para hacer
las sumas adecuadas. Los términos de las covarianzas no estan directamente
disponibles a partir de una salida tipica de un programa estadistico. Sin
embargo, dado que la matriz de coeficientes del modelo (conocida en la
literatura como matriz de disefio) y la de varianzas-covarianzas si pueden
obtenerse, entonces si es posible calcular la matriz completa de varianzas y
covarianzas. De hecho, las varianzas de los parametros de la funcion lineal son
simplemente la diagonal de esa matriz.

Hay que tener en cuenta que el primer sumatorio en las expresiones de los
errores de prediccidn tanto del afio de accidente -fila- como de la totalidad de la
reserva son las referidas a la varianza del proceso y que el resto se refiere a la
varianza de la estimacion.

En situaciones como la descrita, en las que los errores de prediccion tienen una
expresion sumamente compleja, es donde se recomienda el uso del bootstrap.
De forma habitual, esta técnica regenera muestras a partir de los datos
originales. Sin embargo, dado que se estima la reserva a partir de modelos de
regresion, el remuestreo se realiza con los residuos de dicho modelo, tal y
como sugieren Efron y Tibshirani (1993). El siguiente paso consiste en
determinar cual sera la expresion de los residuos para este caso, ya que en los
GLM existe un amplio abanico de posibiidades (véase Mc Cullagh y Nelder,
1999). Los mas habituales son los residuos obtenidos a partir de la medida de
dispersion -deviance- , los de Pearson y los de Anscombe.

El proceso de bootstrapping supone la regeneracion de la muestra, con
reemplazamiento, a partir de los residuos. Una muestra de este tipo se crea
invirtiendo la férmula de los residuos utilizando los residuos generados junto
con los valores ajustados. Por ejemplo, si se usan los residuos de Pearson,
entonces el valor de C regenerado a partir del remuestreo sera:

C =rpJ/m+m

Tras la obtencion de la muestra por regeneracion, el modelo se vuelve a ajustar
y se calculan los estadisticos de interés. El proceso se repite un nimero grande
de veces, en cada una de ellas se obtiene una nueva muestra y un nuevo valor
de los estadisticos. De esta forma, el error estandar por regeneracion es la
desviacion tipica de los estadisticos obtenidos por bootstrapping. Dicho error
tipico es un estimador de la raiz cuadrada de la varianza de la estimacion. Sin
embargo, no se puede comparar directamente con su equivalente analitico
puesto que el error por bootstrapping obtenido no tiene en cuenta el nimero de
parametros utilizados en el ajuste del modelo: el proceso de bootstrap sélo
utiliza los residuos sin tener en cuenta cédmo se han obtenido. La estimacion
analitica si tiene en cuenta el nimero de parametros estimados puesto que en
SuU proceso se incorporan varianzas y covarianzas, las cuales implicitamente
incorporan el factor de escala ¢ en su obtencién. El parametro de escala se
puede obtener bien como el cociente entre la suma cuadratica de residuos del
modelo de desviaciones y el nimero de grados de libertad o bien como el
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cociente entre la suma cuadratica de residuos del modelo de Pearson y el
numero de grados de libertad. La diferencia entre ambos es minima. EI namero
de grados de libertad se obtiene como el nimero de datos (en la muestra
original) menos el numero de pardmetros usados en el modelo ajustado.

Por tanto, el factor de escala en el modelo por desviaciones (deviance) se
obtiene como:
_2Xn

dp nop

y en el modelo de Pearson como:

(I)P:&

n-p

en donde n es el numero de datos de la muestra, p es el nimero de parametros
estimados y el sumatorio se extiende sobre el nimero de residuos. Se puede
demostrar que un aumento en el nimero de parametros utilizados para ajustar
el modelo introduce una penalizacion (ceteris paribus).

England y Verrall consideran que es mas coherente usar los residuos
escalados de Pearson en la expresién de la varianza analitica y los no
escalados de Pearson en el proceso de bootstrapping. La estimacion de la
varianza mediante este procedimiento numérico es similar a la obtenida de
forma analitica de la varianza pero sin ajustar por el nimero de parametros (es
decir, lo obtenido es como si se hubiera dividido por n en vez de por n-p). Para
permitir una adecuada comparacion entre las varianzas obtenidas en los dos
procedimientos, se hace necesario realizar un ajuste en la estimacion de la
varianza por regeneracion para tener en cuenta el nimero de parametros
usados en el ajuste del modelo. El ajuste adecuado se realiza multiplicando la
varianza estimada obtenida por bootstrapping por n/n-p.

Finalmente, para obtener el error de prediccion del proceso no hay mas que
sumar a la varianza de la estimacion, la correspondiente al proceso
(obviamente, al resultado se le calcula su raiz cuadrada). Dado que estos
autores utilizan un modelo basado en la distribucion sobredispersa de Poisson,
la expresion final del error -EPys- sera:

n
n-p

EP,, = Jd)PR +—[SE(R)T

siendo R la reserva correspondiente al afio deseado -fila- o al total y SEps(R) el
error tipico bootstrap de la estimacion de la reserva.
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A la hora de llevar a la practica su modelo, y por motivos de simplicidad en la
exposicion, England y Verrall lo hacen teniendo en cuenta que la utilizaciéon de
la distribucién sobredispersa de Poisson lleva a que el resultado de la
estimacion del nivel de reservas es el mismo que en el caso de aplicar el Chain
Ladder tradicional.

Por ello, lo que hacen es que, en lugar de aplicar estrictamente el bootstrap
sobre los residuos de un modelo GLM, lo hacen sobre los obtenidos utilizando
directamente el Chain Ladder, siguiendo la secuencia de pasos que se indican
en el epigrafe siguiente.

2.2. England y Verrall (1989): ejemplo

La realizacion del boostrap en este esquema supone seguir el siguiente
esquema:

Paso 1: Obtencion de los factores de desarrollo del Chain Ladder tradicional.

Usando la expresion:
N-j-1
Cij+1
o __i=0
fj= N-j-1
C|,J
i=0

se obtiene la siguiente tabla de valores:

j Factor j Factor
0 3,5582 5 1,1068
1 1,7784 6 1,0743
2 1,4835 7 1,0975
3 1,1952 8 1,0383
4 1,1244 9 1,0000

Paso 2: Obtencién de las cifras acumuladas estimadas

Partiendo de la dltima diagonal, se obtienen los datos de afios anteriores de
forma recurrente sin mas que dividir la cifra del afio t entre el factor de
desarrollo del afio t - 1 pues, como se ha indicado en el paso anterior, las
cantidades liquidadas en t son f.; veces las liquidadas el afio anterior. Por
ejemplo, la cantidad estimada en la posicion (7,0) se obtiene como:

1) primero se estima la cantidad de la posicién (7,1) a partir de (7,2) -dato
conocido- de la siguiente forma:

C
X ) ~ Cu2 2010
Cir h=Crr2)=C7y) = f, 17784

130
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2) acontinuacion se estima la posicion (7,0) a partir de la estimacioén de (7,1)
como:

C
. LA A _~(7y 1130
C(7,0) fo =Cay=Cr0) = f,  3,5582 318

Haciendo lo mismo para todas las posiciones, se obtiene el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 [|183 650 1.155 1.714 2.049 2304 2550 2.739 3.006 3.121
1 |254 905 1.609 2.388 2.854 3.209 3.551 3.815 4.187

2 252 896 1593 2.363 2.824 3.176 3.515 3.776

3 |248 882 1.569 2.328 2.782 3.128 3.462

4 | 227 809 1.439 2135 2552 2.869

5 239 851 1514 2.246 2.684

6 | 265 943 1.676 2.487

7 | 318 1.130 2.010

8 [ 264 940

9 | 233

Paso 3: Calculo de los incrementos anuales a partir de los valores estimados
en el paso 2.

La variacion en las cantidades estimadas se calcula por filas, por lo que:

~ Ci,j
Xiyj = ~ ~

Ci,j_ci,j—l Si0<j Yy j=N-i-1
Por ejemplo, para i =7, se tiene que:

sij=0

C7‘0 Si J == O
>A(7,j = 67,1—67,0 sij=1
Crp-Cry  sij=2

Repitiendo este calculo para todas la posiciones, se obtiene el siguiente
triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 | 183 467 506 559 335 255 246 189 267 115
1 |254 651 704 778 466 355 343 264 372

2 | 252 644 697 770 461 351 339 261

3 | 248 634 687 759 454 346 334

4 | 227 582 630 696 417 317

5 ]239 612 663 732 438

6 | 265 678 734 811

7 | 318 813 880

8 | 264 676

9 | 233
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Paso6 4: Célculo de los residuos adimensionales de Pearson

Para ello se emplea la expresion:
C

~ i’j -

r. ——
I,
J m,

mI’J

y

Por ejemplo, para la posicion (7,0), fiyj sera igual a:
e _Gij-mij _243-318
Y my /318

=-4,19

Repitiendo este proceso para todas las posicione, se obtiene el siguiente
triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0| 440 3,05 -283 -8,11 4,23 13,03 -568 -2,28 -2,14 0,00
1/-102 -144 -1,30 340 -459 -351 6,12 0,57 1,82
2/1-351 201 -122 -0,58 590 -10,05 5,04 1,36

3(-241 531 -476 1396 -9,72 -1,67 -6,41

4| 481 -410 3,19 -454 -057 4,35

5| 186 158 -2,00 -480 5,43

6| 2,03 -3,37 2,81 -0,76

71-4,19 -2,65 5,07

81-0,56 0,35

9] 0,00

Con estos residuos se procede al calculo del factor de escala o varianza de los
residuos:

X ~2
2f 1.221

p=1L - = =33,93
N-p 55-19

siendo N el total de observaciones y p el nimero de pardmetros estimados en
el modelo?®.

Paso 5: Realizacion del remuestreo de residuos
Esta es la fase en la que se lleva a cabo el bootstrap. La condicién para

realizarlo es que todos los residuos implicados tengan la misma probabilidad de
ser elegidos. Un posible triangulo puede ser el siguiente:

% Recordemos que el modelo estimado es:
ni,j:C+ai+Bj / (10=B0=0 i,j=0,...,9

por lo que se estiman 19 parametros: nueve alfas, nueve betas y un término constante.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0|-480 -2,14 -283 158 -4,76 -265 5,31 5,31 3,05 -3,37
1/-6,41 3,19 -454 3,05 481 -241 -568 -4,76 -2,00
2|18 -419 -811 481 5,07 -419 057 3,05
3| 305 186 -2,65 -057 0,00 201 5,07
4(-480 -419 -265 -0,56 0,00 -4,80
5| 2,03 -2,00 481 -1,67 281
6|-0,76 -480 -0,56 0,57
7| 2,01 -811 -4,59
8-972 6,12
9|-8,11

Paso 6: Regeneracion de los incrementos a partir de la muestra obtenida en el

paso anterior

Para ello, se deshace la expresion de los residuos de Pearson, es decir:

Ci,j =ri,j /mi,j +mi’j

Por ejemplo, para la posicion (7,0)se hara:

Cy o =Fr0/M7g +Myo =2,01/318 + 318 = 353

Haciendo idéntica operacidn para todas las posiciones se obtiene el siguiente

triangulo:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0| 118 421 442 596 248 213 329 262 317 79
1| 152 732 584 863 570 310 238 186 333
2| 281 538 483 904 570 273 350 310
3| 296 681 617 743 454 384 427
4] 155 481 563 681 417 232
5| 271 562 786 687 497
6| 253 553 718 827
7| 353 581 744
8| 106 835
9| 109
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Paso 7: Regeneracion de los datos acumulados

Se obtiene sin mas que sumar los incrementos obtenidos en el paso anterior,
con lo que el triangulo queda como:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
118 538 980 1576 1.824 2.037 2.366 2.628 2.945 3.024
152 884 1.468 2.331 2.901 3.211 3.449 3.635 3.968
281 819 1.302 2.206 2.776 3.049 3.399 3.709
296 977 1594 2.337 2.791 3.175 3.602
155 636 1.199 1.880 2.297 2.529
271 833 1.620 2.306 2.803
253 805 1.524 2.351
353 935 1.679
106 941
109

O©CoO~NOOUILAWNEFO

Paso 8: Obtencidn de los factores de desarrollo de la muestra regenerada

A partir de los datos acumulados obtenidos en el paso 7 y aplicando la
expresion que permitia la obtencion de tales factores, resultan los siguientes
valores:

i Factor i Factor

0 3,7125 5 1,1171
1 1,7682 6 1,0824
2 1,5471 7 1,1038
3 1,2181 8 1,0268
4 1,1120 9 1,0000

Paso 9: Calculo de las reservas a partir de la muestra regenerada y sus
factores de desarrollo

Por ejemplo, para la reserva correspondiente al afio i = 7 sera:

R; =1.679-(2,8719-1)=3.142
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Repitiendo este calculo para todas las Iii se obtiene el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.075

4.094 4.203

3.898 4.303 4.418

2.825 3.057 3.375 3.465

3.118 3.483 3.770 4.161 4.272

2.863 3.184 3.557 3.850 4.250 4.363

2.597 3.163 3.518 3.930 4.254 4.695 4.821

1.664 2.574 3.136 3.487 3.896 4.216 4.654 4.779
405 717 1.109 1.351 1.502 1.678 1.817 2.005 2.059

OCoO~NOOUIAWNEO

La reserva total sera la suma de las nueve reservas individuales. Su valor, junto
con el obtenido por el Chain Ladder tradicional se recoge en la siguiente tabla:

Reserva Reserva

Afio Bootstrap Chain Ladder
1 106 160
2 495 527
3 817 776
4 937 1.018
5 1.469 1.405
6 2.013 2.041
7 3.142 3.419
8 3.838 3.575
9 1.950 3.749
Total 14.765 16.671

Este proceso de nueve pasos se repite un niumero elevado de veces. En este
ejemplo se ha llevado a cabo 10.000 veces. Recogiendo el resultado de la
reserva total de cada iteracion, se puede estimar la distribucion de la reserva
gue, es la reflejada en el siguiente grafico:
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%
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0%
11.149 12.919 14.690 16.460 18.231 20.002 21.772 23543 25313 27.084

y su desglose por ejercicios futuros, tanto en valor nominal como actual, es el
siguiente:

dotacion anual

valor valor

afio nominal actual

1 4,230 4,177

2 3.503 3.409

3 2.752 2.632

4 2.004 1.834

5 1.560 1.379

6 1.230 1.021

7 836 650

8 514 379

9 150 106

a dotar 16.779 15.587
Saldo total 42.548 41.356

Asimismo, y como se indica en el articulo que sirve de guia, la estimacion ha
de completarse con la estimacion del error de prediccién asociado. Para ello se
empleard la expresion:

n
n-p

e oo fseu )]

siendo R el valor de la reserva que se desea calibrar, ¢ el factor de escala y
SEps(R) la desviacion tipica de las reservas obtenidas por bootstrap. El primer
elemento de la raiz es la varianza asociada al proceso mientras que el segundo
es la asociada al proceso de estimacion. Los valores de las raices cuadradas
de cada uno de ellos junto con el error de prediccion y su comparacion con el
valor medio de cada caso se recogen en la siguiente tabla:
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Error de prediccion (d.t.)

Variabilidad (d.t.) % sobre reservas

Afio proceso estimacién Valor de C.L. de Bootstrap
1 74 91 117 73.2% 72,6%
2 134 138 192 36,5% 36,3%
3 162 162 229 29,6% 29,4%
4 186 182 260 25,5% 25,4%
5 218 230 317 22,6% 22,5%
6 263 321 415 20,3% 20,3%
7 341 537 636 18,6% 18,5%
8 348 757 833 23,3% 23,2%
9 357 1.541 1.582 42,2% 41,7%
Total 752 2.306 2.426 14,6% 14,5%

2.3. England (2002): fundamentos de la propuesta

El enfoque anterior se basa Unicamente en la consideracion de los dos
primeros momentos de la distribucion. Este trabajo es mas ambicioso pues
pretende generar la distribucion de la reserva estimada utilizando no sélo
ambos estadisticos sino la distribucién entera. Para ello sugiere un proceso en
dos etapas:

1) En la primera se utiliza el remuestreo para calcular los errores de
estimacion. Ademas, a diferencia del trabajo anterior, es en esta fase en
la que se realiza el escalamiento de los residuos de Pearson.

2) Enla segunda se utilizan técnicas de simulacion para conseguir estimar el
error del proceso implicado. Es decir, si se supone que los incrementos
siguen una distribucion del tipo Poisson sobredispersa, entonces se
replican tales incrementos generando valores aleatorios que sigan esa
distribucion.

Todo el proceso es bastante parecido al anterior, de hecho, los cuatro primeros
pasos son comunes. A partir de aqui es donde comienzan las diferencias. De
hecho, el remuestreo no se realiza con los residuos de Pearson, sino con los
ajustados, los cuales tienen como expresion:

Por ello, al calcular el error de prediccién no serd necesario ajustar la varianza
de la estimacion obtenida en el bootstrap, por lo que la expresién a utilizar sera:

EP., = Jq)'PR +[SEps (R)]
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en donde ¢p hace referencia al factor de escala obtenido con los residuos
ajustados.

Para hacer mas facil la comparacion con el esquema anterior se realizara el
remuestreo de forma que el residuo obtenido en el paso 5 del modelo anterior

L [ N :
se multiplicara por N_p’ Por ello, en el ejemplo que se va a desarrollar se
-P

arrancara de ese punto.

2.4. England (2002): ejemplo

Usando los mismos datos que antes, el proceso arranca a partir del célculo de
los residuos ajustados.

Paso 4 bis: obtencién de los residuos ajustados de Pearson

Por ejemplo, para la posicion (7,0) se tendra:

, 55
r7’0 = %Iﬁyo = —4,66

Repitiendo para todas las posiciones se tiene el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0| 489 339 -315 -9,02 471 1449 -631 -2,53 -2,38 0,00
1/-1,14 -160 -1,44 3,78 -510 -390 6,80 0,64 2,02
2|1-391 223 -136 -065 6,5 -11,17 5,60 1,51

3|-2,68 5,90 -529 15,52 -10,81 -1,86 -7,12

4| 535 -455 355 -505 -0,64 4,84

5| 207 1,75 -223 -534 6,04

6| 226 -3,75 3,13 -0,84

7|-4,66 -2,95 5,63

8|-0,63 0,39

9| 0,00
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Paso 5: Remuestreo a partir de los residuos anteriores:

Un posible triangulo puede ser el siguiente, que es el del paso 5 del modelo

anterior multiplicado por NL:
-p

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-5,34 -2,38 -3,15 1,75 -529 -295 590 590 3,39 -3,75
-7,12 355 -505 3,39 535 -268 -631 -529 -2,23
2,07 -466 -9,02 535 5,63 -466 0,64 3,39
3,39 2,07 -295 -0,64 0,00 223 5,63
-5,34 -466 -2,95 -0,63 0,00 -534
2,26 -2,23 535 -186 3,13
-0,84 -5,34 -0,63 0,64
2,23 -9,02 -510
-10,81 6,80
-9,02

OCoO~NOOUIdWNEO

Paso 6: datos estimados a partir de los residuos obtenidos en el paso 5y en el
paso 3

Es decir, cada posicidn se obtiene como:
N e — B
Ci| _r,,Jﬁer,’J

con lo que se obtiene el siguiente triangulo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
110 416 435 600 238 208 339 271 322 75
141 741 570 873 582 305 226 178 329
285 526 459 919 582 264 351 316
301 686 609 741 454 388 437
147 469 556 679 417 222
274 557 800 682 504
251 539 717 829
357 556 729

88 853
95

OCONOOUIA~AWNEO
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Paso 7: datos acumulados

Como en el caso anterior, este triangulo se obtiene sin mas que acumular
incrementos acumulados en cada afio de ocurrencia. Los resultados son los
recogidos a continuacion:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
110 526 961 1561 1.799 2.007 2.345 2.616 2.938 3.013
141 882 1.452 2.325 2.907 3.211 3.437 3.615 3.944
285 810 1.270 2.188 2.770 3.035 3.385 3.701
301 988 1.597 2.338 2.792 3.180 3.617
147 616 1.172 1.851 2.268 2.490
274 831 1.631 2.313 2.817
251 790 1.507 2.335
357 913 1.642
88 941
95

O©CoO~NOUILAWNEFO

Paso 8: obtencion de los factores de desarrollo de la muestra regenerada

Son los recogidos en la siguiente tabla:

i Factor i Factor
0 3,7324 5 1,1183
1 1,7670 6 1,0833
2 1,5550 7 1,1046
3 1,2207 8 1,0255
4 1,1106 9 1,0000

Paso 9: proyeccion de las cifras histdricas a partir de los anteriores factores
Se obtienen los siguientes resultados:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.044

4088 4.192

3.919 4.328 4.439

2.785 3.017 3.333 3.418

3.128 3.498 3.790 4.186 4.293

2.851 3.166 3.541 3.836 4.237 4.345

2553 3.116 3.461 3.870 4.193 4.631 4.749

1.663 2.586 3.157 3.506 3.921 4.247 4.691 4.811
356 629 978 1.194 1.326 1.483 1.606 1.774 1.820

©CoOoO~NOOUODMWNEO
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Paso 10: obtencion de los incrementos estimados a partir de los acumulados
anteriores

Sin més que restar respecto del dato del afio inmediatamente anterior de
desarrollo, con lo que los resultados son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

100

387 104

301 410 110

205 232 315 85

312 370 292 396 107

516 315 375 295 401 108

911 563 345 409 323 438 118

722 923 571 349 415 327 444 119

261 273 349 216 132 157 124 168 45

O©CoOoO~NO UL WNEO

Estos resultados se utilizardn como valores medios en la simulacién que se
realizara en el paso siguiente

Paso 11: Simulacion de los pagos correspondientes a cada afio

Para ello, se simulara un proceso de Poisson sobredisperso, de la forma:

E(Cij)=mi,

var (Ci,j):q)mi’j
En esta fase se generan datos que sigan esta distribucion en cada una de las
celdas que componen el triangulo inferior derecho. Una forma, que ademas es
la sugerida por England en su trabajo, consiste en generar un proceso de
Poisson de parametro A igual a m;;/ ¢ y multiplicar el resultado por el factor de
escala, ¢. De modo que, siguiendo esta forma de calculo, una posible coleccion
de resultados seria la siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

34
305 136
339 170 170

305 136 339 136

441 237 136 204 136

475 271 305 509 645 136

543 712 271 373 509 407 102

645 984 509 68 577 271 441 170

305 170 509 237 170 34 136 102 34

OCoOoO~NOOUIDWNEO
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En donde todas y cada una de las celdas son mudltiplos de ¢. Por tanto, para
este caso, los posibles valores de la reserva son los recogidos en la siguiente
tabla:

Afio Reserva ‘Reserva
Bootstrap  Chain Ladder

1 34 160
2 441 527
3 679 776
4 916 1.018
5 1.153 1.405
6 2.341 2.041
7 2.918 3.419
8 3.664 3.575
9 1.696 3.749
Total 13.842 16.671

Este valor se almacenaria y se volveria a repetir el proceso una vez mas
(realmente, miles de veces) desde el paso 5. Los resultados obtenidos
utilizando este mecanismo son muy similares a los que se logran con el primer
esquema. Tal y como se ha hecho en todos los ejemplos anteriores, se calcula
el desglose por ejercicios, tanto en valor nhominal como actual, siendo los
resultados los recogidos en la siguiente tabla®”:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4,234 4,182

2 3.508 3.414

3 2.756 2.636

4 2.008 1.837

5 1.563 1.382

6 1.233 1.024

7 839 652

8 516 380

9 151 106

a dotar 16.808 15.613
Saldo total 42 577 41.382

" as diferencias entre los resultados de este método con el anterior y con el Chain Ladder
tradicional se deben al mecanismo de generacion de nimeros aleatorios, a partir de los cuales,
se realizan todos los célculos
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Como en el caso anterior, estos resultados han de ir acompafados de una
medida del error cometido. Sin embargo, como ya se apuntd, la expresion a
utilizar es distinta de la del esquema anterior, pues la correccién por el tamafio
de la muestra y los grados de libertad ya esta incorporada en la definicion de
los residuos ajustados. Para este caso, los resultados se recogen en la
siguiente tabla:

Error de prediccion (d.t.)

Variabilidad (d.t.) % sobre reservas
Afio proceso estimacién Valor de C.L. de Bootstrap
1 74 110 133 82,8% 81,6%
2 134 182 226 42,9% 42,5%
3 162 219 272 35,1% 34,8%
4 186 245 307 30,2% 30,0%
5 218 298 369 26,3% 26,1%
6 263 393 473 23,2% 23,1%
7 341 589 681 19,9% 19,8%
8 348 766 841 23,5% 23,4%
9 357 1.436 1.480 39,5% 38,9%
Total 752 2.198 2.323 13,9% 13,8%

que, como puede apreciarse, son muy similares a los obtenidos con el
esquema anterior.
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CAPITULO 7
OTROS METODOS ESTOCASTICOS
PARA EL CALCULO DE LAS PROVISIONES TECNICAS

1. METODOS BASADOS EN CREDIBILIDAD

Todos ellos se basan en la utilizacion de informacién previa para obtener el
resultado final. Los métodos que se van a exponer se basan en la combinacion
del CL vy del B/F. El principal problema que hay que resolver es el de la
determinacion del peso que hay que dar a cada uno de los dos métodos
anteriores para lograr el resultado final. Es decir, si las reservas segun el CL
pueden definirse como:

R R J-1
RiCL :Cic,ulf _Ci,l—i :Ci,li( f, _lJ
=

]
j=I-i

y segun el B/F como:
RiCL :CiB,JF -G = (1_ B )Hi
entonces la mezcla de ambos se puede expresar de la siguiente manera:
R (c)=cR® +(1-c)R¥ / ce[0;]]
:éiE,;JF _Ci,l—i +C(é|CJL _éiEi;:)

= (1-B.)[ €T +(1-c)n, |

Por tanto, se trata de fijar un criterio que permita deducir el valor 6ptimo de c. El
criterio elegido es de la minimizacion del MSE incondicional, definido como:

MSE[R (c)]= E{[Ri -R (C)T}

Para lo cual se supondran las siguientes hipétesis:

— independencia entre los C;; de diferentes afios de accidente
— existencia de una secuencia B; Vj = 0,...,J con ; = 1, cumpliéndose que:

E(C,,)=BE(C.)
— las variables aleatorias U;, U,,...,U; son estimadores insesgados de E(C; ).
Ademads tales U; son independientes tanto de C;;; como de C;;
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<o C... .
Sabiendo que Cfy =—"= yque C? =C, _, +(1-B,)U,, se obtiene que:

R(c)=(1-B)[ cC+(1-c)U, |
En este contexto, se tiene que:
MSE[R, (c)]=E {[Ri R (c)T}

=var (R, )+var [IQi (c)}—Zcov [Ri R, (c)]

En Mack (2000) se demuestra que el valor de ¢ que minimiza el MSE
incondicional puede expresarse como:

c = B cov (Ci,l—i 'Ri)+ B (1-B,_)var (U;)
'1-B, var (C, ) +BZ, var (U;)

No obstante, para obtener un valor explicito de ¢ se necesita un modelo
estocastico concreto. Asi, en Mack (2000) se supone lo siguiente:

— independencia entre los C;; de distintos afios
— existencia de una secuencia f; Vj = 0,...,J con ; = 1 y de una funcion o que
cumple las siguientes condiciones:

1 E[Ci,j/ci,szﬁjCi,J
2. var(C;/C,)=B;(1-B,)a*(C,,) Vi=0,.,I Vvj=0,..J

Asi, bajo estas hipétesis y aceptando que U; es un estimador insesgado de
E(Cij), a su vez independiente tanto de C;.; como de C;; el valor de ¢ que
minimiza el MSE incondicional viene dado por la siguiente expresion:

o B L E[O‘Z(Cm)]
BTt ' var(Ui)+var(Ci,J)—E[az(CivJ)]

por lo que la expresion del MSE es:

MSE[R,(c)|=E[a*(C,,)] %Jrl—t.i +(1_tc‘) (1-B,, )

De acuerdo con la expresion inicial de R, (c) se tiene que:

— si¢ =1, entonces tendriamos el MSE correspondiente al método B/F, es
decir:
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1 1
+

E 1- ﬁl—i

MSE[R, (1)]=E[«*(C,, )]{ }(1— B )

— si ¢ =0, entonces tendriamos el MSE correspondiente al método CL, es
decir:

1 1

wse[R (0] -£[w*(c,)] b 2]

- sic =c, entonces tendriamos el MSE de la mezcla 6ptima, es decir:

wse [ 0] e[ €.)] &+ 4 58

}(1_ Bl—i )2

De todo lo anterior se deduce que:

1. en términos de MSE y para este modelo, el B/F seria mas deseable que el
CL si t; > O,;. Dicho de otro modo, para aquellos afios en los que se tenga
escasa experiencia en pérdidas -informacion- es preferible tomar el B/F al
CL

2. el valor de la expresion depende de E[az (Ci,J )J por lo que, para obtener

un valor concreto se hace necesario tener una funcidon determinada de
dicho operador.

En concreto, si se supone que el cociente Ci'j/Ci,J sigue una ley beta® de
parametros a = ajb; y b = ai(1-b;), se tiene que:

E(Ci,j/ci,a)zci,JE(gm/Ci,aj: Bjci,J
var (Ci,j/civj)zcﬁJE[(C:”/cu]: B, (1—[31.)1?—; Vi=0,., Vvj=0,..J

iJ i

8 |a funcién de densidad de una beta(a,b) tiene la expresién:

f(x):B(;’b)XH(l_x)m x>0 B(ayb):l;(a)l"(b)

siendo:
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C? .
Por lo que o (C,,)=-—", siendo su esperanza:

l+o,
e[ (eo))= S L Je(c, for(e.) (e, ) |-
:%[cvz(cuﬁl] I E(C,,)=mu; conocida

Ejemplo:

Partimos de los datos utilizados en los ejemplos anteriores. Supongamos que
se dispone de la siguiente informacién a priori, la cual no ha sido deducida a
partir de los datos disponibles sino a partir de opiniones de expertos:

- cv(U) =5%
—  error del proceso = 6% -r-
- o = 525 Vi

Ademas supondremos que CV(CiJ)Z«/CVZ(Ui)+I’2, que con los valores

supuestos arroja un resultado del 7,81%. Con todo ello, resulta la siguiente
tabla de resultados intermedios:

i ai cv(Uy r cv(Ci) E[a?(Ci)] var(U)) var(Ciy)
0 525 5% 6% 7,81% 21.073 27.544 67.206
1 525 5% 6% 7,81% 43.959 57.456 140.193
2 525 5% 6% 7,81% 40.537 52.983 129.278
3 525 5% 6% 7,81% 35.509 46.411 113.243
4 525 5% 6% 7,81% 29.971 39.173 95.583
5 525 5% 6% 7,81% 39.585 51.738 126.241
6 525 5% 6% 7,81% 55.408 72.420 176.705
7 525 5% 6% 7,81% 53.983 70.557 172.158
8 525 5% 6% 7,81% 32.333 42.260 103.115
9 525 5% 6% 7,81% 18.512 24.196 59.038

con los cuales, ademas de los B, se pueden obtener los valores de ti y de c;
que son los siguientes:

i t O, c
0 28,60% 1,000  77,76%
1 28,60% 0,963  77,10%
2 28,60% 0878  7542%
3 28,60% 0817  74,07%
4 28,60% 0,738  72,07%
5  28,60% 0,656  69,65%
6  2860% 0,549  65,76%
7 28,60% 0370  56,41%
8 28,60% 0,208  42,12%
9 28,60% 0,059 16,98%
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A partir de los ¢, estimados, el nivel de reservas asociado se obtiene como

combinacién lineal de CL y B/F con un factor de ponderacion c;. Los

resultados son los que se recogen en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.351

4150 4.312

3.720 4.084 4.241

3.177 3.414 3.748 3.892

3.029 3.363 3.619 3.981 4.137

3.004 3.397 3.777 4.070 4.482 4.660

2.973 3549 3.989 4413 4739 5199 5.397

1.634 2.400 2.859 3.209 3.546 3.806 4.172 4.330

721 1249 1.832 2182 2448 2705 2902 3.181 3.301

©O© oo ~NO UL A~WDNPE O

por lo que la estimacién anual de reservas es:

Reserva

(o]

estimada

164

536

779
1.023
1.453
2.173
3.387
3.390
3.068

O©CO~NOUITAWNE D

lograndose un total de 15.974. En cuanto al
distinguiendo entre valor nominal y valor actual, los valores son los recogidos

en la siguiente tabla:

dotacion anual

desglose por ejercicios futuros,

valor valor

afo nominal actual

1 4.111 4.060

2 3.361 3.270

3 2.609 2.495

4 1.921 1.758

5 1.498 1.325

6 1.154 958

7 762 592

8 437 321

9 120 85

a dotar 15.974 14.865
Saldo total 41.743 40.634
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Finalmente, el valor del MSE para cada afio se obtiene sin mas que aplicar la
expresion
o c? 1 1-¢)
MSE[R,(c")|=E[«*(C,,)] Bt WA t ) (1B, )
1-i 1-i

La raiz cuadrada de los resultados de su aplicacion para los valores 0, 1y c;
se recogen en la siguiente tabla:

[ c=0 c=1 c=c
1 41 43 41
2 75 84 74
3 89 103 87
4 103 123 99
5 144 173 137
6 213 254 198
7 303 330 269
8 351 311 295
9 546 273 433

y los correspondientes al total de la reserva, obtenido como la raiz de la suma
de la elemento al cuadrado, son los siguientes:

c=0 c=1 c=c
640 778 655

2. MODELO DE GOGOL (1993)

Conocido también como modelo lognormal / lognormal. Es decir, que tanto la
distribucién a priori como a posteriori siguen la citada ley estadistica®®. Las
hipétesis de partida en este modelo son:

- independencia entre los C;; de diferentes afios de accidente.
- Ciy se distribuye segtn una lognormal de parametros p) y o’ Vi=0,..l,
siendo la media de C;; funcién de ambos parametros e igual a:

% Jey con funcion de densidad:
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n o1
=E(C,)=exp{u" +=c?
w=E(C,) p{u 5 }

Este modelo también cumple que:

- E(Ci,j |Ci,J)=BjCi,J
- var(C,IC,)=B,(1-B;)a*(C,) Vi=0,..1 Vj=0,.]

en donde B; se define igual que anteriormente, por lo que:
- E(C, |Cu)=exp{vj+%rf}=[31‘ci,J
- var(C,|C,)=exp{2v, + tf}[exp{rf} —1} =B, (1-B;)o’*(Ci,)

y despejando v; y rf resultan las siguientes expresiones, ambas en funcién de

Ci,‘]:
1-B o*(C
TJZ =In 1+—B' & ) (2"J)
B, G

v;=In (Bjci,_])_%ln|:1+lgi.a (CZ:LJ ):l

i Ci
en donde las expresiones finales dependen de cudl sea la forma funcional de

o?(C,). Asi, si la forma es a’(C ,)=a’c?, las expresiones de ambos
parametros resultan ser:
T —In(l+ j

v,(e)=In(C,,)+in(p)-2

siendo la funcion de densidad conjunta de C;; y Ci; la expresion:

F(xy) =T e, (X1Y), (V)=

e _l{ln(X)—vj(y)}2 - —E_MT )
@Tj(y)x 2 7, (y) J2ncy A

el )] Tn(y)-w'z
2n0ir]— (y)xy 2 T, (y)
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Partiendo de la anterior funcion de densidad conjunta, de la forma funcional
tomada para o’ (Cm) y de los valores resultantes para rjz y para v;, se

demuestra que, dada C;j;, la distribucion a posteriori de C;; es lognormal con

parametros:
2 2
T 1 C. . T :
.y — 1— ) _T? J,_In A —+ J (')
Hrost( ) ( Gf+tf]{2 . {Bj 6i2+r?u

cypost(i,j) =

en donde ppostij) €S Uuna media ponderada entre el pardmetro a priori, u® yla

- 1 C
observacion transformada, 5 r + In( J Los factores de ponderacion son:
,-

2 2
1___ Y 0|
o =|1- =
2 2 2 2
! of +T ol + T

lo cual supone que la media a priori de C;; se modifica pasando de:
n o1
E(C,)=expip” +=62
( iJ ) p{“ 2 oy }

a ser:

1,
E (Ci,J |Ci,j ) = exp{upost(i,j) +Ecpost(i,j)}

Asi, si se desean calcular los valores estimados de C;j V i + j > | tomando como
dato conocido C; ., la anterior esperanza adopta la siguiente forma:

1 .
E(Ci |Ci,|i)=eXp{Hpost(i,j) +§0f,ost(i'j)} Vit >l

:exp{(l_ai,j)[w+%G$j+ai, |n(BIC'/ﬁJ+%fH
=exp{(1_ai,j)(u<i>+%st+ai | _—lnﬁ;] J ;Tﬂ}cgwi
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gue es la expresion a partir de la cual se procede a calcular el nivel de
reservas. Otra forma de escribir la anterior expresion puede obtenerse teniendo
en cuenta que:

2
o= —
iji=
g
1 i
! 2 2
Gi +Tj
i 2
M :eXp{H( ) +50i }
ser . G

con lo que sustituyendo queda:

- i Cii
Cf’j = exp{(l— Qi |- )H( ) T In[Bl—iYI/Bj ]+0ti,|_i1|2—i}

1 cty, 12 ™
—0 A
=y exp{ln(Ci,j )+Er,_i}

Por lo que se refiere al célculo del nivel de error asociado a la estimacion, MSE,
puede distinguirse entre:

- MSE condicional, cuya expresion es:
AG
MSEc |c., . (Ci . ) =var(C; ;1Ci,_i)=

=exp {ZHpost(i J-i) T Gf)ost(i ,I—i)} [eXp(GFZ)OSt(i A=) ) B 1}
~[E(Ci51Ci4)] [ exp(oBosii-i) 1]
= (é& )2 [exp (O'f)ost(i ,I—i)) _1J

- MSE incondicional, cuya expresion es:

MSEe (6% €| (€15 -€5 |

[var (CiaICissi )] =

- (€% [ex0(miir ) 1]

Il
m
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que indica que, el valor final depende de cual sea la esperanza de é%, la cual
a su vez, depende de cual sea la distribucion de C;,_;/B,_;, que es la
estimacidn asociada al uso del CL. Sabiendo que:

fCi‘.,. (x)= _[waci‘.,i c, (x,y)dy

2 > O3
| o7 (X)+ T
n(y)- > 2
© 1 1 Gj +T|_i
:kjo 2, 2 P72 212 dy
JZn(ci +r|_i)-y gi T|—2i
Gj +T|7i
siendo k :
| Vol 0T
l l n(X/B|—I)+2T|—I “‘
k= 2,2 P12 24 g2
JZn(ci +r|_i)-x Gi T7

Como el valor de la integral es igual a uno, entonces CICJL se distribuye segun

. 1 i .
una lognormal de parametros Erf_i ~u) y 62+ 2,. Teniendo en cuenta la

propiedad reproductiva de la lognormal, se tiene que:
(é-c")a ~logN ap(i) —grf i az(c-z +17 )
i,J 2 - i —I

A partir de la expresion que permite obtener el valor de CA:SJ, que
W = E(Cm)zexp{p“) +%cf}, y conociendo la distribucion de CC} se obtiene
que:

MSEc (E)=E {(é% ﬂﬁxp(cgost(iyl_i))_q
uiz(l—a.,lfw) exp (oci 1 _i‘C|2_i )[eXp(Grz)ost(i ,I—i))_ 1} E {(éﬁl]' )2%‘.4 }
= eXp[ZH(i) +(1— o | )Giz + Oli,|—iT|2—i]><

exp [—ai T 208 (Giz +10 )J [exp (ng)ost(i J-i) ) - 1}
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Agregando términos y teniendo en cuenta que o; | (Giz +r12) = ciz, se obtiene la

expresion final para el MSE incondicional:
MSEc | (éi‘fJ ) = exp[Zu(') +(1+ oy )G?][exp(cgost(iylfi))—1] Vi=1..,

Ejemplo:
A partir de los datos habituales y suponiendo ademas que:

- se tiene una estimacion a priori de E(Ci;) -w- dada por los siguientes
valores:

0 w=E(Cy)
3.319
4,794
4.604
4.309
3.958
4.549
5.382
5.313
4.111
3.111

O©COO~NOUITA,WNEOID

- a; =525 paratodo i, se supone que a*(c) = a’c’y que a? = 1
+ Q

— el coeficiente de variacibn de Cj; viene dado por:

cv(CivJ)chvz(Ui)Jrrz, teniendo sus dos componentes los mismos
valores que en el ejemplo anterior.

A partir de estos datos se obtiene primeramente los valores de o; y de u® de
acuerdo a las siguientes expresiones:

E(Ci,J): B = EXP{HU) +%Gi2} - H(i) = In(y; )_%Gi2

cv(Ciy)= ,/exp{ciz}—l—> 5, :\/In[cvz(ci’J )+1}

Como los fj se calculan a partir de los factores de desarrollo del CL, entonces

: ) B
es posible obtener los 1% usando la formula 7 :In[1+ a2 |. con todo ello,
j

resulta la siguiente tabla de resultados intermedios:
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2

i cv(Ci) Gi H(I) Bii a Tl
0 7,81% 7,80% 8,1045 1,000 0,19% 0,00%
1 7,81% 7,80% 8,4721 0,963 0,19% 0,85%
2 7,81% 7,80% 8,4316 0,878 0,19% 1,63%
3 7,81% 7,80% 8,3653 0,817 0,19% 2,06%
4 7,81% 7,80% 8,2806 0,738 0,19% 2,60%
5 7,81% 7,80% 8,4197 0,656 0,19% 3,15%
6 7,81% 7,80% 8,5878 0,549 0,19% 3,95%
7 7,81% 7,80% 8,5748 0,370 0,19% 5,68%
8 7,81% 7,80% 8,3185 0,208 0,19% 8,49%
9 7,81% 7,80% 8,0397 0,059 0,19% 17,36%

A partir de aqui y sabiendo que:

1 .
E(Ci, |Ci,l—i):exp{up05t(i’j) +ch,ost(i’j)} Vit >l

:exp{<1—ai,j>(u“)+%<‘?]

= exp{(l— o | )(u(i) +%6i2j+ai'j

O

se puede proceder a rellenar el triangulo inferior:

©Co~NOOUOM~WNPEO

0

1 2

3

2.963

1591 2.361
677 1.204 1.786 2.134 2.400

4 5

3.065
3.081 3.464
3.541 3.981
2.822 3.173
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3.182
3.392
3.834
4.407
3.512
2.656

kK

C

3.724
3.418
3.644
4.119
4.734
3.773
2.853

i 12
Bii/B; J+ 2”}}
.(BB_JH}C
L j

4.352
4156 4.315
4.087 4.243
3.752 3.895
3.999 4.152
4521 4.694
5195 5.394
4140 4.299
3.131 3.251



con lo que el nivel de reservas anuales es el siguiente:

Reserva
estimada
165

539

781
1.026
1.468
2.207
3.384
3.359
3.018

s})

O©CoO~NOOOUTA,WNPE 81

y el total es de 15.948. El desglose por ejercicios futuros, distinguiendo entre
valores nominales y actuales es el recogido en la siguiente tabla:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.143 4.092

2 3.344 3.254

3 2.595 2.481

4 1.908 1.746

5 1.486 1.314

6 1.152 956

7 764 593

8 437 321

9 120 85

a dotar 15.948 14.843
Saldo total 25.769 25.769

Por lo que se refiere a los errores asociados a este calculo, el MSE condicional
se obtiene aplicando:

MSEc c.. (éi,J ) =(Ci )2 |:exp{012)ost(i,l—i)} _1}

mientras que, para el incondicional, la expresion es:

MSEc (€)= exp{ZH(i) (Lo )0?}[exp{csost(i’|_i)} —1} Vi=1..,
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Los resultados para cada afio y para el total son los recogidos en la siguiente
tabla:

MSE MSE

afio condicional incondicional
1 37 41
2 69 74
3 85 86
4 96 98
5 121 133
6 165 190
7 248 245
8 247 237
9 232 222
Total 491 493

3. MODELO DE POISSON SOBREDISPERSA CON GAMMA

El modelo de Poisson sobredispersa se ha tratada con un enfoque bayesiano
en los trabajos de Verrall (1990, 2000 y 2004) y en Renshaw y Verrall (1998).
El modelo que se plantea en ellos introduce un conjunto de variables latentes,
©;, las cuales describen las caracteristicas del afio i-ésimo en términos de
riesgo, es decir, permite clasificar ese afio como bueno o malo. Condicionadas
a estas variables, se obtienen los valores estimados de Ci; y de los
incrementos anuales X;;.

Se parte de suponer la existencia de ©; y de Z;j, variables aleatorias y de ¢; > O,

J
Yo,-.,¥3 > 0 que cumplen que Zyj =1, tales que:
j=1
- dada @, los Z;; son variables aleatorias independientes y distribuidas
segun una Poisson, en las que los incrementos anuales, definidos como
Xij = i Z;; satisfacen que:

- E(Xi;10) =6,
- var (X 16;) =407
Por lo que, dado ©;, la esperanza y la varianza de Z;; son:

X . Oy
- E(z10,)=E| e, |=—
('Jl ) [¢i| J i
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-  las combinaciones [©;, X;g....,X;;] son independientes entre si y ®; se
distribuye segun una Gamma de parametros a y b.

Para el total acumulado se tiene que:
J J
Cio=2 Xij=0:i 27
j=0 j=0

que, dado ®; supone que:
C.
=P (©;/0;)
i
Por lo que la esperanza es igual a ®; / ¢; y por tanto, E(Ci,J | ©, ) =@, lo cual

supone que este parametro puede interpretarse como el importe acumulado
esperado para el afio i-ésimo. Es necesario resefiar que este modelo presenta
como limitacién que todos los incrementos Xi; tienen que ser no negativos.

Teniendo en cuenta que, de acuerdo con el modelo presentado la esperanza a
priori de los X;;j puede expresarse como:

E(Xi)=E[E(Xi;10)]=E[®r |®i]:ij(®i):yj%

entonces se tiene que la distribucion a posteriori de ®;, dado {Xiyj} vi=0,..,l
v j=0,..,J, sigue una distribucion Gamma de parametros:

C .

i
post J Yk Bj ]
bi,j :bi+z_:bi+_ / B]ZZYK
k=0 i o; k=0

Para comprobarlo, no hay mas que calcular la funcién de densidad conjunta de
[Xi0...-» Xj3] condicionada a ©; para ver que la funcién resultante sigue una

Gamma con los parametros antes indicados. Por tanto, su esperanza y
varianza vienen dadas por las siguientes expresiones:
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Ciii

post & T,
E(® |D)=—21= '
bPst b, B
o
S - T P B 1T )
bi+Bl;ibi bi+B'—*i Bi-i

| |
es decir, es una media ponderada entre la esperanza a priori de ©;, ai/b;, y la
estimacion C; .i/By.i.

Otra consecuencia inmediata es que puede obtenerse la distribucion a
posteriori de las reservas anuales depuradas de sobredispersion, es decir, de
C;-C . . o . :

1J LI condicionada a la informacion disponible, D, es decir:
[

P{Ci,J —Cii | DI}:

” 6 {(l_ﬁ'_i)fb- } (P )™
:IO exp{—(l—ﬁu) } ' ’ 02T 1eXp(—b-p°_s.te)de

ol K o)
operando se llega a que:

P{Ci,\] -G Y DI}:
d;

ars
1-B)
_[k —1} bPest T

) k ppPost +(1— Pr-i j ppost +[1— Bi-i J
il=i ¢ il=i ¢

b_post
de parametros r = aipf’_sit yp= il i

b_Post +(1_ ﬁl—i ] .
i,1=i o
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Teniendo en cuenta la independencia de los X;, su esperanza condicionada a
0, es:
E(Ci,J |DI)=E{E[Ci,J |®i’DI]|DI}

=Ci\_i +E[E(j_§+lxi’j |®iJ|D|}

=Ci i +(l—%]E(®i >))

i
por lo que el estimador de C;; en este modelo puede expresarse como:

. . . _ C . .
CiY =Ci i +(1-B1) S R TN b WL wi=1,

(L ee())™

Una vez obtenido el nivel estimado de reservas, el paso final es el de la
determinacion del error asociado a su calculo. EI MSE condicional viene dado
por:

S o (€75 -] (¢, -75 1o

=E __i Xi,j_(l_Bl—i)E(®i|Dl):| | Dy

2
J
=E5| X xi,j_'YjE(GiIDl)j| | D,
Lj=Imi+1

Como V j>1-ise cumple que:
E(xi,j |DI):E|:E(Xi,j |®i'DI)|DI:|:E|:E(Xi,j |®i)|DI:|:ij(®i D)

entonces se tiene que:

R J
MSECLJlDI (Ciﬁf)zvar( Z Xi,j | D|J

j=1-i+1
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gue, considerando la independencia entre los X, dado ©;, se tiene que:

var {jzéﬂxm | DJ: E{var[j:gﬂxi,j |@iJ| D|]+var [E{jgﬂxi'j |@iJ| D,}

Como E(X;;|6;)=0y; y var (X; ;| ©;)=¢;0;v;, entonces se tiene que:

J J J
ar( Z Xi’j|D|]:E{ Z ¢i®in|D|:l+Var|i z ®|YJ|D|:|=
j=1-i+1 j=l-i+1 j=l-i+1
=i (1-By_ )E(©; D) +(1-P,_; )’ var (6, | D)
post post

o =i q_g P
—4; (1 ]3|_.)blploslt (1-Bii) (b,pos.t)z

que es la expresion a aplicar para el calculo del MSE condicional.

Por lo que respecta al calculo del MSE incondicional, se tiene que:

MSEc (€77 )=E ['V'SEC.‘JID‘ (€75 )J

post

= i (1~ )E (Z'p'ogt} (1-B)°E

post
a5

(b post )2

post

Como aP’S es funcion de Cij, pero bR’

i1 es una suma de constantes y

ademas E(C;;_;) =B b—' se obtiene finalmente que:
1

2 1+¢;b
MSE o (1-pB +(1-pB —
C"( ) (=B I) by +1-B-i) il +By
gue es la expresion a utilizar para el calculo del MSE incondicional

Ejemplo:

Con los datos habituales, teniendo en cuenta que:
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y suponiendo que a = 325 Vi, el primer paso consiste en calcular los
parametros que haran falta en fases subsiguientes, en concreto b; y ¢i. Para
encontrar b; basta con despejarlo de E(®;), siendo esta Ultima igual a E(Ci;) que
es un dato conocido. Por su parte, para hallar ¢; se parte de:

El célculo es inmediato, teniendo en cuenta que var (C; ;) = [cv (Cis)E(Ciy )]2

y asumiendo que cv(Ci;) se calcula igual que en el ejemplo anterior. Con todo
ello resulta la siguiente tabla de valores:

i E(®) cv(®) (%) cv(Cig) a; bi (%) Oi
0 3.319 5,55% 7,81% 325 9,79% 10,03
1 4,794 5,55% 7,81% 325 6,78% 14,49
2 4.604 5,55% 7,81% 325 7,06% 13,92
3 4.309 5,55% 7,81% 325 7,54% 13,03
4 3.958 5,55% 7,81% 325 8,21% 11,97
5 4.549 5,55% 7,81% 325 7,14% 13,75
6 5.382 5,55% 7,81% 325 6,04% 16,27
7 5.313 5,55% 7,81% 325 6,12% 16,06
8 4,111 5,55% 7,81% 325 7,90% 12,43
9 3.111 5,55% 7,81% 325 10,45% 9,40

post

PPsty bR, para lo cual se

La siguiente fase del calculo consiste en obtener a
emplean las siguientes expresiones:

aPP™t =g+ —L
i

j
bPPst = b+zy" o + 2L B =D 7
k=0 i o k=0
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ambas dependientes de B, parametro que se obtiene a partir de los factores
de desarrollo del CL. Los valores obtenidos son:

i Cis B s b
0 3.121 1,000 636,03 0,1976
1 4.187 0,963 613,91 0,1343
2 3.776 0,878 596,32 0,1337
3 3.462 0,817 590,79 0,1381
4 2.869 0,738 564,75 0,1438
5 2.684 0,656 520,16 0,1192
6 2.487 0,549 477,85 0,0941
7 2.010 0,370 450,15 0,0842
8 940 0,208 400,63 0,0958
9 233 0,059 349,77 0,1107

Finalmente, el triangulo inferior se puede rellenar utilizando la expresion:

R T e

obteniéndose los siguientes valores:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.355

4.158 4.322

3.721 4.087 4.245

3.178 3.417 3.753 3.898

3.038 3.381 3.646 4.022 4.184

3.022 3.434 3.835 4.145 4.585 4.775

2969 3.543 3.979 4.400 4.723 5.179 5.376

1.630 2.381 2.827 3.166 3.493 3.745 4.099 4.251
728 1.240 1.801 2.136 2.391 2.637 2.827 3.093 3.208

©C oOo~NOOULDh WN O
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con lo que las reservas anuales son:

Reserva
estimada
168

546

783
1.029
1.500
2.288
3.366
3.311
2.975

()

OO NOUILEAWNR|D

y el total su suma, es decir, 15.966. El desglose por ejercicios futuros,
distinguiendo entre valor nominal y actual es el recogido en la siguiente tabla:

dotacion anual

valor valor

afo nominal actual

1 4.151 4.100

2 3.361 3.270

3 2.604 2.490

4 1.926 1.762

5 1.507 1.333

6 1.144 949

7 740 575

8 419 309

9 115 81

a dotar 15.966 14.869
Saldo total 41.735 40.638

Hay que decir que si se desease calcular Gnicamente el valor de las reservas
en J sin considerar importes por afios de desarrollo, se podria haber hecho sin
mas que calcular:

Ri =Ciy—Ci1_i =Ci,_i +(1-B,_ )E(®; | D,)-Cj,
post
=(1—l3|_i)a"i

post
bi J=i
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Por dltimo, aplicando las expresiones correspondientes se obtiene los valores
del MSE condicional e incondicional, tanto por afios como para el total,
obteniéndose los siguientes resultados:

(MSE condicional)?  (MSE incondicional)*?

[
1 50 51
2 90 91
3 106 106
4 119 120
5 158 161
6 220 226
7 281 281
8 262 260
9 231 229
TOTAL 557 559
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