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Prefacio

En esta cuarta edicion se cluyen dos temas bastantes extensos sobre &l
tratamiento Bayesiano en los Modelos de Riesgo Actuanal Colectivos. El
abjetivo central de ésta obra en el sentido de su enfoque esta orientado
hacia la aplicacion inmediata de los conceptos fundamentales,

En el primer capitulo se da una version general v reducida del concepto
basico de nesgo, seguro v una expresidn matematica del concepto de
eventos v vanables aleatorias

El segundo capitulo, trata sobre los conceptos basicos de la modelacion v
sus posibilidades en la Teoria de Riesgo, fundamentalmente se habla de la
relacion entre el niesgo v el rendimiento, entendiendo este tltimo, como ¢l
promedio o valor esperado de una vanable cualquiera v por supuesto en
especial el rendimuento de inversion. En el capitulo tres, se habla de las
distribuciones tipicas de probabilidad de mayor uso en el mundo d=1 seguro
v de las finanzas.

En los capitulos cuatro v canco, se tocan aspectos elementales del Modelo
de Riesgo Indrndual v la unlizacidn de la mezela de distibuciones de
probabilidad asociada a una pérdida, se exponen algunos ejemplos tipicos
gue tlustran estos conceptos.

Los capitulos seits v siete, estan dedicados al estudio de las distintas
expresiones que utiliza la Estadistica Matematica Actuanal para describir
los diferentes tipos de cobertura v se da una introduccion al concepto de
reaseguro v su filosefia mas frecuente. En ambos capitulos se trabajan
gjemplos sencillos, escogidos pedagogicamente, para aclarar los conceptos
basicos v poder aplicar la teoria inmediatamente.

A pamtir del capitule ocho, comienza lo gque hemos llamado Riesgo

Financiero v se onenta fondamentalments a estudiar el comportamiento
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de flujos de caya aleatonios, comportamiento del aleatorio de las tasas de
interés, comportamiento del precio de los activos, tales como acciones, etc.
a través del uso de los modelos binomuales.

En los capitulos diez v once, se presenta €l concepto de Valor de nesgo
v una breve introduccidn de los procesos Wiener Ambos capitulos estin
orientados a la aplicacién nmediata de los conceptos basicos v su utihdad
en el campo de las Finanzas v Seguros,

En el capitulo doce, trece v catorce, se tratan los temas:
1. Cadenas Markovianas.

2. Tasade Imterés Estocasticas v Valores Presentes.

3. Sumulacion Montecarlo.

Los capitulos dieciséls v diecisiete ofrecen una panoramica bastante
detallada de un modelo de valoracién de los actvos v pasivos de un plan
de pensiones, sumumstrando todo el algebra probabilista necesania para
evaluar el gap entre los activos v los pasives acumulados

Por tiltimo en esta cuarta edicion se desarrolla la aplicacion de la estadistica
Bayesiana a los Modelos de Riesgo Colectivo. Se ilustra todo el caleulo con
una modelacion desarrellada en el lenguaje de programacion estadistica R
v la versién en Windows de Bugs; este ultimo un paquete de computacion
orientado al célculo v simulacion Bayesiana




Prologo

La Cuarta Edicion de Evariste Diz.

Cuando uno revisa los indices de las carreras con mayor demanda, pero
sobre todo con mayor mivel de sanusfaccion, sistemiticamente aparecen
los Estucios Actuariales, seguidos muy de cerca por la Estadistuca. Ambas
sin embargo, tienen alguna dificultad insuperable para el comun de las
personas. Tienes que domunar la Matematica, pero también las Finanzas,
v la Computacion: Ser un wterdisciplinario v serlo ademas de forma
cuantitanva.

De todo ello es de lo que trata este Libro. Alin mas, puede entenderse que el
autor realmente ha logrado un enfoque mas amplio, enmarcandolo dentro
de la Teoria General de Decisiones bajo Incertidumbre Estadisuca, que es
la manera de entender en forma general el concepto de Riesgo Estadistico.

Todo esto presenta este libro, ¥ mas aun lo hace en forma clara, concisa,
con ejemplos tomados de la vida real

A Evaristo lo conozco desde el tiempo va un tanto lejano, en el que era
un aventajado, v siempre el mas motwvado y curioso, estudiants de los
postgrades en Estadistica y Matematicas Computacionales. Postgrados
donde 13 ensefianza sa entrelaza con la investigacion tednica v aplicada en
gl Centro de Estadistica v Software Matemance CESMa, fundado por la
Profesora Marianela Lentimi, con mu humilde colaboracion. El es un digno
exponente del nivel de excelencia académica del CESMa.

Las sdiciones antetiores del libro, me habian gustado v siempre fusron
utiles. Pere todavia daban 1a sensacion de ser una obra incompleta. En esta
edicion, el autor logra incluir la version mas general y exutosa de la Teoria
de Decision Estadistica bajo Incertidumbre, que es el enfoque Bayesiano.
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Y lo hace ademas mcorporando no solamente la teoria, sino la practica con
caso de estudio y la concrecion computacional del enfoque Bayesiano.

En los Estados Umdes, las Ciencias Actuariales; requieren no solo de
un titulo, sino también ser exitosos en =xamenes de cabficacién que son
tomados en toda la nacién. A los candidatos de Puerto Rico, lés recomiends
estuchar a profundidad esta obra,

Luis Raul Pertcchi Guerra

Catedrdtico del Departamento de Matemaricas de la Universidad de
Puerto Rico, Recinto de Rio Pledras,

v Director del Cenntro de Bioestadistica y Biomformarica, de la
Facultad de Clencias Naturales




Capitulo 1

Distribucion de una pérdida asociada
a un evento contingente

Una de las maneras mas importantes de descnbir una pérdida es sin duda a
traves del concepto de nesgo

Rliesgo es todo aquello que puede generar un evento no deseado v traer
como consecuencias pérdidas v o danios.

Generalmente, cuando ocurren pardidas estas conllevan una consecuencia
financiera que afecta de alguna manera el ingreso, presupuesto, flujo de
caja de un ente, persona o empresa que estd sujeto o sumergido dentro de
ambientes que pueden inducir eventos catastréficos en grados vanables que
de alguna manera afectan al individuo o empresa

Las vanables aleatonias dentro del contexto de la Estadistica Actuanal,
explican de una manera razonable, en un periodo de observacion. la
frecuencia v magmitud del dafio. La 1dea subvacente de protegerse de
ese dafio s a través de un seguro; auto-segury’, dependiendo de st uno
absorbe el rieszo o por el contrane lo transfiers a un tercero. En cualquier

I Exyste en la Matematica Financiera Modema el concepto de derivados financieros
que tncloven o estudio voaplicacion de opeiones de compra ¥ venta para cobrir
rutas de perdida no deseadas,
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circunstancia, la palabra mdgica una vez mas s riesgo, v en todo caso lo
que se busca es una mimmizacian del impacto de la pérdida que siempre
es traducible 2 terminos econémicos dade un nivel de utlidad v un
determnado grado de aversion al rieszo por parte del asegurade.

En términos muy elementales esta “proteccion”, implica un contrato
entre |as partes que de alzuna manera establece claramente los términos v
condiciones bajo las cuales se reconocen v se pagan las deudas

Frimas

Asequrado o g = Asegurador

|

Cobertura de Riesgo
Crifico 1. Relacion Primas vs, Coberturas

En ese contrato se debe establecer con clandad absoluta el monto o magnid
de la prima v el monto o capital asegurado en caso de que ocurra una
contngencia, no menos mwaportante el establecimiento de los periodes de
pago para cada uno de los rubros contingentes especificados en el contrato

Un ejemplo tipico, es un Plan de Beneficios por Muerte:

- Cs Pago e cam de musts

& T {y
I |
¥ I
Oy (tg, 1 Probabidad de
‘= L ruerie en un
¥ instants pastetior @ £,
Frob (L.t

Grafico 2. Flujo de Pagos
a) Capital asegurado inicial C

b) Valor presente del pago: £y donde j: tasa de interés
L+ 75"
c) Valor esperado del pago: CoProb ( t.t).q
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donde:
Cq: capital
Prob (t,,¢,): supervivencia durante Jr
etk - muerie en & +df

En general para 0<t<1 se cumple que , g, = £.4,

Cq
d) Valor Actuarial o mixto: A+~ 7 yae Prob (4.64.4
lim At =dt
Af -0

En ntimeros, 51 C; = 10 MS *
AT=t,-t, =20 afos
10Ms

entonces el Valor Presente v (1+10%)?" siendo la tasa de interés
1=10%, su valor actuanial asumiendo una probabilidad de supervivencia del
10% desde ¢, hasta ¢, v una mortahdad de 20%,

4, - LOMS
A, 10 (10%)(20%)

VA = 20,728, 72M5 que representa la prima, la cual se pagaria para poder
hiquidar un smiestro por muerte,

* Aprosumando & +dt=t, o 29, =9,
* M$.: Millones de dolares.
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Capitulo 2

Modelacion de una pérdida

Existen vanas maneras de modelar ¢l comportamiento de una vanable
aleatona, dependiendo de la naturaleza del nesgo.

51 X" es una vanable aleatona que representa la pérdida potencial, el
valor esperado de “X” es una medida equivalente a la pnma pura. En otras
palabras, el asegurado st transfiere el ri¢sgo a un tercero, generalmente una
casa de seguros, o por el contrario s1 s& autoasegura (es decur, el riesgo no
se transfiere) corre o asume un r1es20 cuya cuantia viene expresada de la
siguiente manera:

Si X~f(X,q) *v E(X) vy VaR(X) es el valor esperado v la varianza existen,
entonces una medida de riesgo, es 1gval a r;f =Var( X ). siendo
E(X)=Y X,F ¥ Of=F(X-E (X))? en el caso de vanables discretas y
E(X)=/ xf (x)dx en el caso continuo.

Otra medida de vanabilidad del riesgo viens dado por el Cosficierite de
Variacion p=:{inndt o= Var(X)Y u=E(X)

* Esta expresion s:gnifica que 1a vanable aleatoria esta distnibuida segun la funcion
de probabilidad feon pardmetro 5.
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Alro p = pl,a)

Ris=go
\ _—
Bajo

p<1l Fiesgo

P
L2

p>1

=
L

M
Grafico 3. Plano Riesgo - Rendimiento

De la grafica antenor, se desprende que aquellas distribuciones de pérdida
cuyo Coeficiente de Vanabilidad o sea muy bajo (no hay reglas especificas,
pero empincamente se pueden considerar como bajos valores de p<£30%)
tienen asociadas distribuciones cuyas varianzas son bajas v viceversa;
supontendo una E(X)=y fija v conocida para dos dismbuciones £, v £
se obtendria

Distribucidn de Pérdida Distribucion de Perdida
2 b}
Ty a5
| L
Ay M2

Grifico 4. Distribuciones de Pérdida £, v /-

Donde fi; = > v gf-c:'{ o‘j’ lo cual implica un menor nesgoen f; que
£ f'_!

En el caso antertor, las distnbuciones son sumetricas, lo cual implica que no
existe sesgo alzuno.

Por el contrane, otras distribuciones ge pérdida son generalmente sesgadas.



Capiiulo /- Modefacion de una Padida

Cistribucian de Pérdida Distritucion de Pérdida

Secon Positive Sesao Megativo
£ £
Hy Mz

Grifico 5, Distribuciones de Pérdida sesgadas

El mvel medio de la perdida, es mayoren £, queen ;. La gran diferencia
es que el primer caso, el mvel de nesgo esta concentrado en valores

relativamente bajos de la variable aleatona; pero de alta densidad,
Nota: En la praciica es muy comun observar, para la pro-frecuanicia

de reclamos de severidad bgja, una aita denstdad o Probabilidad
Por ol contrarto, los reclamos de severidad alta, generalmente ttenen

una baja densidad
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Capitulo 3

Tipos de modelos de probabilidad

Existen vanas maneras de expresary descnibur ladistnbucion de probabilidad
de una pérdida.

El primer caso o modelo, se corresponde con la descnpcidn completa v
detallada de la vanable aleatoria “X” asociada a la magnitud de la pérdida

S1 “X" ¢5 una vanable aleatoria continua, se deben especificar fiX) o F(X)
funcién densidad o funcidn distribucion respectivamente.

En el caso discreto, la funcion de probabilidad o la funcidn distribucién
deben conocerse’. Un caso tipico de una distnbucion de probabilidad
discreta se puede representar como sigue.

x:{‘

Este modelo, se pudiera descnbir en el penodo de un afio At=1 un beneficio
por muerte equivalente a “C” unidades monetarias cuando la probabilidad
de muerte dentro del periodo At es p.

* O poder ser estimable de alguna manera,
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Simbéhicamente,
Funiicn de Probabilicad
2
I
# ¢ B0 oe Vot # raD rl
& =1 aoter o imafocla @0 f=t =At 'ﬂ' o

Grifico 6. Proceso Markoviano®

La prima o ¢l valor esperado de este beneficio, obviando de momento el
valor del dinero en el nempo, seria:

E(X) = cp+0(1-p)
E(X) =cp

Igualmente la vananza VGR(X) vendria dado por:
Var(X)=E(X -E(X)?
=E(X+E(X)-2XKE(X))
=E(X°)-EZ(X)
=cip-(p )’
= cip_cip?

=c*(p-p)

Para ¢ conocido v previamente fijado, en resumen tendriamos:

¢ La probabilidad de que una persona este viva a la edad re+ /), s6lo depende de
haberlo estado a la edad f2), A esta propiedad, se le conoce como markoviana v
el proceso de evolucion para todas las edades cumpliendo esta propiedad, se:le
conoce como un Proceso Markeviane.
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L Monto del Beneficio: ¢

II. Forma de pago: al momento de la muerte dentro del periodo At para
una edad e dada,

1. Prima pura: ¢p.

IV, Nivel de riesgo: ¢*(p-p°)" .

V. Coeficiente de Variabilidad: p= (f' ll'ﬁ = ﬂ:)}yz :
P

p=NP-P
p
Interesante concluir en este ejemplo, que ¢l maximo de la vananza o nivel

de riesgo maxumo se alcanza en p=1/2, es decur, cuando la probabilidad de
muerte en este caso vale 50%,

c 2 2

p<i1/2|p>1/2
0 1/2 1 p

Grafico 7. Maximizacion de la varianza

-
Es importante destacar que lim E,- = lim 1.2 =0.
P r o

Se verifica que ji(“":l - 0 lo cual implica un maximo cuando p=1,2
Y
resolviendo para aE:::] =i

* En términos de la vananza. La desviacion tipica o nivel de nesgo propiamente
dicho es @ = |Var(Xx).

! En =ste modelo se observa que =l mivel de nieszo dado por p, es mdependients
def capital asegurado.
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Un segundo ejemplo practice, dentro del campo discrete es la amphacion
de los beneficios en puntos de masa, tal como puede ser el reconocimiento
de distintos niveles de beneficio, junto con las probabilidades respectivas
de ocurrencia de los pagos

Supongzamos un plan de beneficios que reconozea zastos médicos baje la
sigmente distribucin:
B,

Al ] =
"'1' c L'}
Grafico 8, Funcion de Probabilidad
Monto del Beneficio

£, on probabilidad g
X = 4c, con probabilidad pr
€y con probabilidad g

donde ¢, <¢; < ¢,
Obviaments Eﬁ. =1 luego ps=1-p, — ps.

En algunos casos, en la pricuca, todo lo que se necesita para valorar el
- .

riesgo es i v -, probablemente ocurre con mucha frecuencia que esta sea

la umica informacion disponible.

Como problema, se dejaal lector derivar el mivel de riesgo para este ejemple,
asumiendo ahora que el costo del dinere’ es % por umidad de tiempe.

£ El costo del dinero hace referencia al equivalente financiero de distintos flujos en
tempos distintos; as1 un capital ¢ recibide en un afe Ji=7 tiene un costo o valor
presente hov equivalente a ¢/ —#), sienido | 12 1asa de interés del periodo.
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Sugerencia:
EX) =Y. cp,

Var(X) = E(X*)-E(Xx)?

p==
H

13
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Capitulo 4

Distribuciones condicionales de pérdida

Supongamos que la probabilidad o tasa de que ocumra una perdida es, p
siendo X ~ Ber(p), lo cual, significa que la pérdida ocurre o sencillamente
no ocurre. St el monto de la pérdida, es la vanable aleatonia M y es
wdénticamente nula cuando no ocurre la perdida, entonces puede establecerse
matematicamente lo que sigue;

1 siocurre la pérdida, con probabilidad p .
X =

0 si no ocurre la pérdida, con probabilidad 1- p.

A suvez, la cuantia o sevendad viene dada por

g dado que el pago referido a la pérdida ya ocurrid.
M=
0

Este ultimo planteamiento. nos lleva al concepto de probabilidad
condicional. acotando formalmente 2l modelo completo como sigue:
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P(M|X)=P(M  X)[P(X)w

Puede existir, una descripeidn completa de la distribucidn de probabilidad
asociada a la cuantia de la pérdida. En lamayoria de los casos; en la practica
solo se conoce E(M) su valor esperade v VaR(M) su vananza.

Aplicando el concepto de vananza, se cumple lo siguente.
Var(M) = E(M*) - E(M)* v despejando F(M?) se obtiene;
E(M?) = Var(M) + E(M)

Si expresamos |a vanable aleatoria "‘M" como una mezela de dos variables
aleatonias M, v M, donde M, =0 v M, = B con pesos o probabilidades
de ocurrencta {§ — p, p} entonces los dos primeros momentos E(M) y
VaR(M) de la distribucion de pérdida se determinan como sigue:

E(M) =(1-p).EM, )+PEM,)

=pE(M,)

=PE(B) 4ado quesi M =0= E(M,)=0 igualmente
E(M?) =(1-p).E(M,°)+pE(M,?)

=pE(M,%)
Luego aplicando el concepto de vanianza

Var(M) =pE(B)-(pE(B))*
=pE(B°)- pE(B)*
Un ejemplo de aplicacién, para ilustrar el concepto antes sefialado:

Supongamos que p=27%, lo que nos mdica que la probabilidad del dafioes de 2
dafios de cada 100 exposiciones. Asumamos también que la magnitud del dafio
o prdida B ' tiene una distibucién vniforme entre 1 v 3 MY, es decr,

' £1 Teorema de Baves, permite determinar las probabilidades #IM|Y) v A(x|M)
una en funcion de la otra, a través, del concepto de probabilidad condicional

U Generalments adoptada de la palabra beneficio; en el caso de que el evento
negatrvo; por ejemplo, la muerte, conlleva el pago de un capuital (“beneficio”) alos
familiares, en especial o] comvuge v/'o hijos.
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» ff’H‘_l'
8-t 5f
i BN
1 3

Grafico 9, Funcion densidad de probabilidad uniforme

No debemos olvidar que 8 es e] tamafio de la pérdida, dado o sujeto a que
la perdida va ocumd. Luego:

_ Min[L,5]+ Maxt,5] _1+5 _
2 2

Var(Bix=1)= 5 (Max[1,5]-Min[1,5]° )

E(B|X =1) 3 MS.

Luego (87X =1) = Var(B]X =1) + E*(B]X =1)

A partir de esta informacién, podemos entonces calcular el valor esperado v
vananza incondicional de la magnitud de la pérdida, la cual, viene dada por:

E(M) =pE(B)= PE(BIX=1)

= 2% 3 M§.

2 )
=|— |3.10° M$.
(100

=6.10¢

Como practica se deja al lector la solucion del siguiente problema

Comparar, desde el punto de vista condicional, los dos modelos de
probabilidad de pérdidas que se dan a continuacion:

L] -
FET L
=553

5] "
Fe=22 icnes
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Modelo 1:

Monto Pérdida Anual | Probabllidad de Ocurrencia
(M)
8] 10%;
100 35%
200 50%
S00 0%

learia de nesqo

Modelo 2:

En este caso, se dan los momentos condicionales £(B | X) v VaR(B| X) dado
gue, un reclamo va ocwnd. Asuma una tasa p=90% para la ocurrencia v
E(B| X=1) vy VaR(B| X=1), 150 y 400 v respectivamente.

Grafico 10. Formulas del Teorema de Baves

AU A =l
AvA =0

P(8A).P(A)
A

44
A=A

P(AB) =

E Unidades monetarias cualesguicra.
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Madefadenesgamdr”dum' S

El Modelo de Riesgo Individual, asume que la cartera o portafolio de
mdividuos expuestos o sometidos al nesgo; digamos que n>0, en un
penodo de tempo unitario Af=1, estan siendo modelados por una variable
aleatona de pérdida indivadual X'

De estamanera, s1 asunumos independencia v distnbuciones de probabilidad
wénncas ¥, X, ~ fiX=x).

815" es la pérdida agregada, entonces

AL
x| s
0 rl. oy Pt
L
> &
i it edolre of Hesto

Grifico 11. Flujo de Pérdidas
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donde "n”, s el nimero total de sintestros
Estamos obviamente, interesados en caractenzar la distribucion de

probabilidad de S = F(X,, X; ... X, ) 0 £(S =), 0 su funcidn distribucidn
[fisids
Lo anterior, pudiera ser muy complicado v hasta matematicamente

mtratable, pues dependiendo del tipo de distnbucidn asumido para las X
la zx pudiera ser cerrada Y o no

Sm embargo, es mas facil determinar los momentos de la distnibucion de
pérdida agregada conociendo las £, (x)

Deé nuevo, s1 5 = E*’ | entonces
E(5) = E[i X, ]= if{.’c’,} ¥ Var(s) = Var[ik’, ]: iv'ar(x,}
i ot i g

ahora si

X, ~F(u,0°) se cumple que {; ;:J entonces
E(X)=p; Var(X)=0"
para cada i=1,2...n igualmente

N O - #s = E(S)
I coenciente de vanacion ﬂs = As SiEnao qz = VJF(S:I
Haciendo las sustituciones del caso y expresando p. = £y, aI] se obtiene

, =T el cual —0 a medida que n—eo.
S E

)

¥ 25 el nimero total de simestros, que pudiera tambien ser, una varsable aleatonia;
en es2 caso tanto los Xi como los n tendrian asociado sus distribuciones respectivas,

I El concepte matematicamente se refiers, a la posibilidad de encontrar una
distribucion para vy analiticamente conocida De no ser posible o anterior, una
de las alternativas es eficontrar la distribucion empirica a traves de simulacion. En
el apéndice $e dan alounos sjemplos sobre Simulacion Monte Carlo
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Smolvidar que p, = 9x v sustituyendo en la ecuacion anternor 2; 5*_

Iy i
Lo cual nos ndicaque 1a vanahilidad de la cartera, es directamente proporcional
al coeficiente de vanacion de la pérdida individual e mversamente proporcional
a la raiz cuadrada del numero de indniduos expuestos al nesgo.

En el grifico, se ve claramente como disminuye el riesgo'?, cuando el
nimero de mdividuos aumenta y para un “n” suficientemente grande llega
a mveles francamente pequefios: Lo antertor, es una manifestacion de la
reduccidn progresiva del niesgo, mas no de su eliminacién

1 ».

.

= |
L
123 0
Grifico 12. Evolucion de p, en funcion de 1
Elemplo

Supongamos una cartera, constitunda por 1000 pélizas de seguro de vida de un
afio de duracidn. Cada una de las polizas por 10,00 M§. en el evento de que
el asegurado fallezca dentro del lapso de un afo. Se ha determinado, que para
500 pélizas |a tasa o probabihidad de muerte es 1% v para el remanente es de
un 2% por assgurado. Deternune el pago promedio del asegurador ' auto-
asegurador ' v &l nesgo asociado a esta operacion en tirminos del coeficients
de vanacion

La pérdida agregada “5” viene dada por z Xy su valor esperado por
mdependencia es:

* p &5 una medida de nesgo.

Y Muchas smpresas generalments se auto-aseguran. al no transfenir el riesgo a un
tercero como puede ser una empresa de seguros. Independientemente de que no
arcedaa un tercero, es igualmente importante para la Direccion v o Gerencia de
Finanzas de la tnstitucion, conocer la magmtud dzl riesgo v hacer las provisiones
o reservas del case, aungue sea inclusive s0l0 para efectos presupuestanos.
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1000
E(5) = zl:fﬁfr)

1000
Var(S) = Y Var(X))
i
para las primeras 300 polizas sera:
0 con probabilidad 1 - p
X =
107 con probabilidad p
donde tenemos que =500 y p=1%
E(Xi)=10.1001.10-*=10,10r=100.000
Se deja como ejercicio al lector determunar a‘i aplicando

Var(X )= E(X) -E(X,)

Cuando “n", es suficientemente grande v p<5%, se puede aproximar a la
Distribucion Binomial por una Normal a través de las siguientes relaciones:

X~Bininp) =»=Ex=np v Var, = npq

Bin=N(np, npg)
con n—oo diferentes grados de calidad de aproximacion para distintas “n”.
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T:pa.-’ag:a de a’:srmras cabe: rm*as

Cobertura hace referencia al grado de reconocimiento de |a pérdida, tanto
en el ipo o clase de dafio que se genera como en la magnitud de su cuantia

Es posible, dentro de un contrato regular de seguros, diseflar una pdliza,
en la cual, el monto pagado por el simestro® no cubra en su totalidad el
100% de la perdida causada Lo antenor, sin duda, define las coberturas
parciales. Sobre este Gltimo aspecto se pueden identficar vanas estructuras
0 #sguemas que se definen matematicaments a continuacion:

1. Exceso de perdida

En este tipo de contratos o acuerdos, se especifica un deducible conocido
eguivalente a "d" M.

S1 una pérdida de magmitud, ocurre expresada como de costumbre por una
variable aleatona discreta o continua “X”, el asegurador sélo paga el exceso
sobre d"

" Pagado por un asegurador o asumido como auto-seguro por una institucion.
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Matematicamente, podemos expresar este hecho definiendo como otra
variable alzatoria auxiliar "Y", que es realmente el monto pagado por 2l
asegurador descrito como sigue:

Grifico 13, Seguro de Exceso
' ¥
a s X<d
¥ = X<d
XN=-8 sx>d k X>d
ﬁ.
d=0 X

Graficamente observamos, que en realidad los pagos de asegurador, se
efectian bajo un criterio maximal que se resume como:

Y = Max{X - d 0}

correspondiendose este dltimo a |a estructura de un contrato tipo call-option
u opcion de compra.

il
!

El pago, finalmente del reclamo viene entonces por dos vias:
1. Asumido por el asegurador
2. Asumudo por el asegurado.

Xt { Exceso de Pérdida

d>0 { Deducible

Grafico 14. Estructura de los Pagos
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La esperanza matematica de "Y", corresponde lo efectivamente pagado por
el asegurador, a través del reclamo, seria lo siguiente:

E(YY)= J-[-"' —d)f, (x)dx . en el caso continuo.

&
Integrando por partes, aphcando la ecuacién diferencial,
d{uv) = udv + v, queda lo siguiente IUﬂ’V = —I vau+uv

E(Y)=(1-F, (n)) 1acual, nosda el valoresperado de la pérdida expresado,
en funcion de la funcidn de distribucion acumulativa inversa o funcion de
SUPETVIVEncia.

Asumamos como ejemplo que X ~ U!I,QI MS v d=3MS§, entonces:

1
AX)=———
(X) G.1)
x e [t,9]
fix)
15
X
I e
deducible | axcaso
d=3
Grafico 15, Funcién densidad de probabilidad

Criterio de Pago

sixelt,3|=y=0
xe[39]=¥=x-3
La funcion distnbucién viene dada por

A=t <frce < La=delsx LoxoL




Fix)

ol

Ll »
] [
: J
Grafico 16, Funcidn distribucién de probabilidad

Sin embargo, aplicando E(Y), se obtiene:

gl

<
18- x+1 X* 9 2? 9
—_—t - ;__ i

81 45 B1-45_ 36
-E-E-T-E-EESMEf

learia de nesqo

Cuando se comparan E(X) v E(Y), se observa una disminucién del costo
mportante. Uno de los objetivos fundamentales de los deducibles, es
justamente mummizar reduciendo el costo del segure v/o de los planes de
beneficios, no necesaniamente asegurados con un tercero. El diferencial

AE = E(Y) = E(X)es el impacto del deducible.

1 Sz comresponde con £(y) = £laax( X —&,0)
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2. Tipos de deducible

Existen dos vanaciones importantes del deducible.

&

f(x)

Y

X
Grifico 17, * Funcién densidad de probabilidad

2.1, Deducible Tipo Franguicia

Defintendo idénticamente las vanables Y, "X"y "d" tenemos:

F-{ﬁ sl X<d
X six>d

Bajo esta astructura el valor esperado de [a pardida &5 como sigue:

E(Y) = [ ¥, () dx

4 P g2 a2
< [plop=X|-9 _3 _81-9 72
E{F)‘J""de 16}316 16 16 16 "

i

¥ Importante destacar que la perdida puede ser cualquier otra: funcion de
probabilidad o densidad; por ejemplo, la densidad exponencial donde 51 X~expra)

ENIONCES fFiy) = i__e W
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y MANX.a)
X>d frx )

A

| 5

ge =

Grafico 18, Modelo tipo franguicin

y de aqui, se deriva que en el caso de perdidas distribuidas umiformes en el
dominio antes sefialado

E,(¥) = E,(Y)

Siendo £, © deducible tipo franquicia

E, ! deducible basico
AE

Obviamente: AE =5, -£, >0y & " lo cual implica para el asegurado
esta opeion que la del deducible bisico siempre v cuando X>d &n ambos
casos. De ocumir que d=X las dos estructuras son indiferentes,

2.2, Deducible Tipo Prorrateado

Bajo #ste concepto, s& pretende reconocer un valor de pérdida proporcional
al promrateo del excedente de |a pérdida sobre el deducible basico. En esta
estructura existen dos limites @} v dy; donde se cumple que o, >d, >0
v Y7y "X"1gual que antes

Grafico 19, Modelo tipo Pro-rata
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x<d,
V= dz{x_dl st dy <X <d,
d,—-d, 5
X 2
Ad =d, —d,

d, > d,

.
—2 slcond >0
d, - d, :

Se deja al lector resolver este problema, aphicando la misma distribucion
uniforme, el determinar la pérdida esperada en este tipo de estructura v su
comparacidn con las dos estructuras anteriores,

No debemos olvidar, que todas estas estructuras obedecen a la logica v
teoria de distnbuciones truncadas, esto ocurre generalmente cuando
g desconocen pagos asociados a la cola inferior de las distnbuciones,
Igualmente es importante recordar, que en el truncamiento se desconocen
las pérdidas causadas por debajo de los deducibles, mas no por su
frecuencia, pues siempre serd posible conocer, cuantos reclamos ocurnieron
v de éstoz ultimos cuantos se pagaron. En otras palabras, se puede conocer
la frecuencia de los siniestros con exactitud por unidad de uempo mas no
su sevendad o cuantia.

3. Limite de pagos o poliza

El concepto de limite de pago, hace referencia al pago maximo gue el
asegurador esta dispuesto a pagar en un reclamo. La estructura de sste tipo
de cobertura es come sigue:

X

Y=
M

Esta estructura se puade visualizar graficamente de 1a siousente manera.
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a
459

XM
M

Grafico 20. Modelo Pérdida Acotada **

El valor esperado de la pérdida pagada por el asegurador por reclamo,
viene dada per:

EF:Txf, (x)dx+ M(1-F {M}):T (1=F (x )ax

Lo anterior, nos permite combinar un exceso de pérdida con un
limite maximo de cobertura. Asf, si un contrato tiene un deducible
d" y un limite maximo "M* entonces el monto pagado al final puede
expresarse de la siguiente manera:

(1] siX<d
Yal - of sideXeM
M-d 8N M

Bajo esta estructura, se observa que el deducible afecta inclusive el monto
maximo reconocible.

Graficamente, Y P Y
—d M
! "

da M

Grifico 21. Modelo con Pérdida Acotada y con afeccidon de deducibles

I Con limites de pago.
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El valor esperado de Y es
E(Y) = [(x —d) . (x)d+ (M=d )1-F, (M)
a

M
y resalviendo esto es equivalente a f(l - F.(x)dx.
o

4. Seguro Proporcional

Un tipo de seguro, que respalda una cobertura con este tipo de estructura
viene dado por los siguientes supuestos:

Fracciondepago: Q< <1
Monto de la pérdida: X ~ F( x|.'.?}
Monto reconocido: y°

En general, el monto reconocido Y =ax dependiendo del tipo de
cobertura del plan de beneficios v/o saguros, podemos entonces encontrara
la distnbucién densidad de probabilidad para este tipo de pagos aleatonos
de la siguiente manera:

Asumamos que X ~ £, (x) v el deducible &s d > 0, con un linute de maximo
pago "M" debemos entonces encontrar los valores respectivos de *Y "y Y ™"
los cuales, pueden ser expresados en términos de X

f«(y): Funcién de probabilidad de V'
f.(y +d): Funcion de probabilidad de X

F.(d) cuando y =0 sl x<d
Faly) = "r. (v +d) cuando 0 < y < M-¢ sl dexeM
" 1-F,(M) cuando y=M-d six?M

0 cuando y > M-d




a2

¥*=afM-d)

- M-d
Y*=aY i'd o

learia de nesqo

Y Perdida de acuardo 3l par (M)
»

450

rj

ﬂsys.-‘tf—dé,

> X

M Perdida Crigina

Grafico 21, Modelo de Pérdida Proporcional

M-d

y = Md
Vamos a ilustrar estos conceptos con un ¢jemple.

Supongamos que, una gran empresa tiene un plan de beneficios para sus
empleados bajo un auto-seguro. Los beneficios del plan computados, como
las pérdidas, esta distnbuidos de acuerde a la mformacion del ultimo afio en
forma uniforme en el intervalo (0,1.000,.000). Un deducible de 10°USS es
aplicado v la empresa reconoce la perdida de exceso. Este afio se pronostica
igualments X~ Uf0,10°(1425%)) por la inflacién real anual

MaxiX | ., = Max{X L1+ I) siendo “)" la tasa de inflacion pronosticada
para este afio, se mantendra el mismo mvel de deducible, es decir,

dnl = drr =

d-
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f(x)ent

F(x) en t+1

t Producto da la inflacidn

Griafico 23, Funcion densidad de probabilidad original v con inflacion

Determunar el % de mcremento en el valor esperado de la percida pagado
por la empresa este afio.

En el afio “t”", para una pérdida “X" el monto pagado por la empresaera " .

. 0 X <10° o

¥ =
X-10° X>10°4

La distribucidn de probabilidad de “X" para "t

fly =g S xebiod]

por lo que 2l valor esperado del pago reclamado sera para el afio “t" (afio
pasado)

1g*
o sy 1
E(Y).= I{x—lﬂ)ﬁdﬁr

Para este afio en f+1,
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| o X <10° 4
X-10° Xx>10°8

pero la distribucién de probabilidad de "X" es,

§ B ..__._1.____ B
e i ]
de donde
1, ::Tn" .
E{r‘}fq {A" 1u )" - E‘“dx
1! L 25.1!] v el % de incremento es
AE(Y ]

EU" ), ;siendo AE(Y") = E(Y ),,1 ~E(¥" )

Supongamos ahora, que el seguro reconociera solo un pago proporcional
con a = 80% bajo los mismos supuestos se obtendrian:

Y = 0 Xﬂlﬂsy
X-10° X >10°4
Y =aV siendo 0 < & < 1 luego

P = 0 s y=0 cuando X <10°
alx —10%) & y=x-10" cvando x 10
Finalmente
B { 0 x <10°
B0%(x -10°) x >10°
Page Criginal
}ﬂ
20%( X —10%)
Fago Proporcional
AN
X

Grifico 24. Comparacion de Pagos
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i

E(Y'), = ]j' 80%(x —10%) 78

n*
= j 8,107 (x —10%)dx

10t

ax

Enestecaso ¥ =F( X)
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T raﬂsferencm de r :esga Reasegura

Una de las maneras de limitar |a perdida frente a eventos catastroficos, los
cuales pueden ocurnr en cualguier momento caractenzados por una baja
frecuencia pero de alta severidad, es justamente transferir parte del nesgo
asumido a una tercera parte, esto lo que implica enrealidad, &5 no quedarse
con la totalidad del riesgo, sino con una fraccion.

El reaseguro es basicamente eso, se cede parte del nesgo a otro asegurador.
Existen varios tipos de transferencia parcial de rissgos.

1. Riesgo tipo Stop — Loss

Funciona a través de la creacion de un deducible d= cuantia “d” Sila pérdida
agregada 854 entonces el re-asegurador ne paga nada; pero 51 54 se paza
el excedente.

0 s S<d

"S = S_d si S>d

* Monto pagado por el re-asegurador.
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€— Pagado porel

Pagado por &l Resssguia

Azagurador

-
L

| s<a ; s>d

Grafico 25, Modelo Tipo Stop-Loss

Reaseguro & _ {

Pérdida Total

it { fi=clamada
Seguro il { .

5
Grafico 16. Estructura de pagos

2. Reaseguro con un maximo

En este caso, se especifica un monto maximo ‘M” ademas de considerar el

deducible. Lo anterior nos lleva a:
g sSiSfd

S =S _Asid<SEM=+d
M siS>M+d

Grafico 27, Modelos con maximos
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Es interesante observar que este tipo de operacion, es alzebraicamente
equivalente a un stop-loss con deducible menos un stop-loss con deducible
M+ad

Grifico 28. Equivalencia de Modelos

S =5-d S>d

S5 =5-(M+d) §>(M+d)
S =5 -5 =M §>(M+d)
3. Reaseguro proporcional

Dadoun 0 < ¢ < 1, el reasegurador reconoce la fraccion de pérdida “oS"y
el asegurador paga el complemento (1-¢)5

Eiemplo

Unacompaniacubre 1000 personasenformaindependiente(estadisticamente
mdependientes) por el periode de un afio. El personal se clasifica como

sigue”

i Mantao del Numero de Probabilidad
P9 | Beneficio Empleados de Causas

1 1 500 0,025
2 2 300 0,025
3 4 200 0,025

# Beneficiopor muerte M$
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La politica de la empresa (M$.) a través de un auto-seguro, es la de aplicar
1a politica de retener el nesgo aquivalente hasta dos unidadas da bensficio
por empleado. Un re-aseguro, s¢ compra por 3% por unidad rransfenda (no
reternda) por la empresa. La empresa que funge aqui como un asegurador
cobra un equivalente a las primas esumada en Q = f[g] +2Jo +R
stendo "57 la pérdida asociada al mvel de nesgo retenudo v "R &l coste del
reaseguro,

De la politica de la empresa, se desprende que la compafiia afrontara
por cuenta propia como %1 fuera un asegurador; de hecho se esta auto-
asegurando los dos primeros grupos de la poblacidn bajo un estudio; dado
que el numero de umidades * de beneficio en nesgo son cubiertas por la
empresa. En el caso de los empleados clasificados en el grupo 3, la empresa
galo cubrira las dos primeras umdades vy &l remanente 4 — 2 e trasladan al
re-aseguro

a. Numero de unidades transferidas al re-asegurador: 2(200)=400
b. Costo del re-aseguro: 3%:(400)=12
€. Valores esperados de la pérdida;

Grupo Probabilidad (gi) E(B)
1 0,025 (1}
2 0,025 (2]
K| 0,025 (2]

La pérdida individual “ X, * relacionada al beneficio *F " a traves de las

SSPeranzas matematicas, &5 como Sigue!
E(X ) =qE(B)

Var(X)=q,(1-q,)E*B)+qVar(8)

Pero Var(6,) =0 para todos los grupos cubiertos (Por qué® 8, =K una
vez defimdo un beneficio umico por grupo de empleado. Luego la esperanza
de perdida total acumulada para todos los empleados seria:

* En este:caso una umidad de beneficio 25 1gual 3 1 MS, pero pudiera haber una
relacion dé conversion distinta
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a=10%

E(S)= Y EX)

=1

= 500(0,025)(1) + 500(0,025)(2)
=37,5

Var (S) = nfi’ar{k,} por independencia
fa]
= 500(0,025)(0,975)(1") + 500( 0,025)(0,975)(2")
= 61,25

De donde la cuota prima a pagar por los empleados al Fondo del Plan de
Beneficios, para soportar el nesgo antes descrito se estima en:

Q=F (5)+2Var (§)+ R= 37,50 + 2,/61,25 = 12 = 65,15

Se deja al lector repetir el ejercicio, asumtendo los sigutentes cambios ~ en
fa distnbucion del numero de empleados v que se evalie y compare el costo
adictonal respecto de la distribucién mcial,

a)

Numero de empleados Grupo
1 2 3

200 500 200 1
300 200 500 Z
500 300 300 3

b) (Qué acurre en el costo del plan si los beneficios se duplican?,

= El resto de las distribuciones. supusstos ¢ lupotesis dal problema permanecen
constantes, no cambian
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Capitulo 8

Riesgo de la tasa de interes

La tasa de interés, representa la remuneracién o precio del dinero,
Generalmente, ¢l interés evoluciona de una manera erratica en el tempo.
Sin duda, a traves del concepto del interés se pueden explicar v determuinar
todos los instrumentos y operaciones financieras tales como bonos,
préstamos, anualidades, etc.

El nesgo, por lo tanto de cualquiera de las operaciones & instrumentos es
altaments dependiente del nesgo propio de la tasa de interés.

Los modelos estocasticos asociados a las tasas de interés se pueden describir
sencillamente como sigue:

& £ .f'-*fﬁj

N

.
-

g

Grifico 29, Evolucion Tasa de Imfereés
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Supongamos que deseamos conocer, cual es 2l capital acumulado en el
future de un cierto monto disponible hov para inversién, i llamamos:

€, : capital imcial en el momento (=0

¥

Cet capital acumulado en ¢l momento =k>0 , entonces

C, =C(1+ 1)

&
L-:
_-'-"-P'./
Cy "
t l'v'z &

Grafico 30, Evolucion del Capital

stendo “I” la tasa de interés fiya durante el periodo At=k, el capntal final
acumulado sin duda sera “C, " Sin embargo, suponer una tasa ge interés
fija cuando Al es grande no ¢s razonable® pues la estimacion de "C, “debera
hacerse bajo el concepto de la variabilidad aleatoria del interés, dado !
caracter erratico de esta ultima en el tiempo.

Si asumimos que la tasa de interés, estd distribuida segi tm,ar:zi sidad de
probabilidad de parametro g ** como por ejemplo f ~ N i, 0 T:nmn-::es
podemos afirmar:

* Sobretodo en economias como la nuestra (venszolana), donde los vavenss de
Ias tasas han generado grandes distorstones. Por supuesto, en economias estables,
fuce raronable asumir 1a tasa de intergs en el largo plazo. Esto, en mi opinidn no
£8 necesanamente clerto en oiro tipo de economias.

= En este caso 2l parametro @es un vector de dos componentes {;:,ﬂ‘] donde
=4y 6 =g siendo 8 =(0,,86,)
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7]
o= ()
Grafico 1. Funcion de Densidad de Probabilidad

D E () =u
2 Var () =
3) YA 1
) = rme 17
Por lo tanto, estamos interesados en determunar el Valor Esperado
E(C) = Elcst+ 1) )= CE( +of
dado que ", " es una constante conocida en t=0
Para determunar £(1 + /)" procedemos como sigue:
En ¢l caso de k=1
E(1+)=EQQ)+EU)=1+u
para k=2 E(+iY =EQ+2i+i%)
=E(1)+ E(21) + E(*)
=14 250+ Var(i) + E°(/)
=1+2u+ot + 1t

Luego en el case que Af=2 gnios v la tasa de interes se encuentre por
gjemplo distibuda normalmente con u = 12% vo= 1%, s1el capital inieial
es € =20 MS, entonces el valor esperado del capital final acumulade a los
daos afios £, . ze determinara como sigue:
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Ca =Gl +7)
E(E:} =E{Cn{1 + ‘.]1} =fﬂf(1 +f}3 E— Cﬂ.{j_ .1_2‘” +n-1 +.H.‘.]
sustituvendo (Cy, 4, ) por sus valores. se obtiene:

E(C,) =201+ 2.12%+ {1%)* + (12%)%)
E(Cy) =20(1+ 24% + 107 + 0,0144)=(1,2544)20 = 25,08




Capitulo 9

Arboles de riesgo binomial

Los Bancos al 1gual que las Casas de Seguros deben crear carteras o
portafolios de inversién, con los flujos de dinero y pnmas respectivamente

Laexposicionde estacarteraal niesgo de mercado, tiene comeo resultado final
un potencial (probable) incumplimiento de los compromisos contraidos.

En la matematica financiera modemna, se habla de instrumentos financieros
derivados sobre ciertos tipos de actividades subvacentes,

Supongamos queen el tempo £ = Ol precio de laaccion P, = £ ; lapregunta
subvacente &s; que pasa con &l valor de la accidn én el periodo inmediataments
postenior cuando f=1; st se asumen sdlo dos postbles estados.

P

r

AN NS

t
Grifico 32, Evolucion del Activo
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P A(l+a) Dgsax<l
TR +b) Db <t

Af1+ios| Estados: feu e
A < b e, =sube a%
A

06| e =bajab%

St las probabilidades asociadas, a la subida v la bajada del precio de la
accion, son respectivamente Py g=1-P, entonces la esperanza matematica
del valor de la accion en f=1 seria

E(P,)=P(F, )(1+a%)+q(F, )(1-b%)
E(P)=FllP)(1+a%)+(1-F)(1-b%)]
de donde obviamente, se deduce que el nuevo precio de la accién es un
promedio ponderado, donde los factores de ponderacion o pesos por las

tasas de subida o bajada respectivamente. Por supuesto s10%=50%, entonces
ge cumple que:

E(R)=A

En este planteamiento “F] °, s una variable aleatoria distribuida como

|Ar(1+a) p
+ 4 {
A= A1 +8) cunprubabﬂldadiup

En el caso de que £ , =100USS accion los estados (escenarios mas
probables) en t = 1 sean {E“E:}

&, : subida de un 10% de £, con probabilidad 3%
&; 1 bajada de un 20% de £, con probabilidad 93%
Entonces aplicando la formula antenor:

E(P) =100[(1 4 10%)5 %-+(1 - 20%)95%|
E(£)=100[1.10(5%) + BO%(95%) |

v el riesgo Jlfar{ﬂ} =0, viene dado por
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var(R)=E(R})-E*(R)
donde £(P?) =(1.10)*(5%)+ (80%)(95%)
E(P’) = 82.05%

81 ahora repetimos el ejercicio para f=Z. suponiendo las tasas y
probabilidades constantes enel tempo, se obtendria el siguiente arbol:

Pl + a%)’
Pi(1+a%)
Py(1- a%)(1 - b%)
A
\ P 1 b%)L+ %)
A 1-(%)
TSR =gy
constanta variable variable
conocida aleatona aleatona
t=0 t=1 {=2
Walor del p P p
Fraclo d
I “ﬂd: Nro. d: Rutas 2 “
posibles
l {Eu Ez} {E‘,, € ]'
{Eu & } !
e, el
{e:r e}
2 4

Nrg. de Estados {Eu Ez.} {fu ‘sz G}
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La distnbucion de probabilidad respectiva para =2 viene dada como sigue;

A1+ a%)* P’
Py = 1Py (1+a%)(1 — %) con probabilidad 2(P)(1 - P)
Py 1+(0%)’ (1- Py

La grafica de la distribucion de probabilidad de “/." es la siguiente

2871-P)

Grafico 33, Funcion de probabilidad en 1=.

donde ¥ =P (1 + a%)’
y=Py(1+a%)1 - b%)

z2=P,(1} b%)
Es impontante destacar, que esta distribucion de probabilidad nene asociada
las sigusentes funciones:

flp)=p

f,(p)=2p(1-p)

2715 ) Bt

Ao)=U-0)} ., \

Griafico 34, Funciones de (P) en el intervalo

— -

i
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Cuando p=%: en t=1 (proceso equiprobable; es decir, la probabilidad
de subir o bajar es la misma) £, =1/4, £, =1/2, ,=1/4, lo que nos
lleva finalmente a considerar solo tres estados finales de las cuatro rutas

wlentificadas anteriormente. Esto es también valido obviamente para
cualguier 0<P<].

Se deja como ejercicio para el lector, repetr este problema con
P =1/4,1/3,1/2 para sensibilizar . f; v £y respecuvamente.

Pero todavia no hemos finalizado; (Cuinto vale, el valor esperado de la
accion en t=2 y cual es el mivel de nesgo asociado para el segundo periodo?

Por definicidn,

E(R)=3 AP

luego

EP)=xP +y2)PY1-P)+2z(1-PY

sustituyendo

E(P. )= Fy(1+a% )" P+F,(1+a%)(1-b% ). 2P(1-P)+F,(1-8% )(1-P)’

En el caso p=4%

r = = K
E(P,|P=1/2) =P, 1+(a%) _I.{i b %1 b%}+ 1+(@%)
4 2 4
143% 1-b% 2+a-b
g ] i)
51 0% =h%
:%[Ha%;i—b%]zﬂ

Aligual que ent=1, la vananza en t=2 visne dada por
Var(B) = E(P2) - E*R)

v comeo de costumbre, cuando p=3%
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had

leoria de nesgo

Pi(L+a%)" Pi(Lt a%)'(L+b%)" Py 1+0%)"
4 2 4

(1+a%)" | (1+5%) -
2 2

£ -

o 2+ 8% + 6% ‘2
2

luego
: 2 2
Vartpx] o %2[2 + ﬁ‘n‘-r"lrﬂl2 = b% “ P,;,, 2+ HQJ': .l’f'.'q"lrﬂ' l

Se deja al lector, evaluar el riesgo para una accidn que actualmente cuesta
USS. 100, dentro de tres asumiendo p=10% y g=2b, b=10%.

Férmuln del Binomio de Newton

oo {ipe o

en &l caso de que @ v b sean dos probabilidades

OsaslyOsbslya+b=1

ademas s 0= entonces (@ + 5)" =(1/2+1/2)" . v iﬂ[: ]a‘ bt =1
L=

Formula Distribucion Binomial

Grifico 15, Distribucion Binomial

P(X =x}=[::]p'q”" X=01..n 4P

E,=np

Var, = np(L-p)= ap—np’

donde ‘ ‘ |

¥ pumero de xitos, %

n: numero de miento: o lanzramientos,




Capitulo 10

Valor en riesgo

Elvalor en riesgo, es un meérodo para cuantificar la exposicion al niesgo del
mercado por medio de tecnicas estadisticas.

El valor en riesge, es una medida estadistica de nesgo de mercado que
estima la pérdida maxima, que podria registrar un portatolio enun mtervalo
de tiempo con un cierto mvel de confianza estadistica,

Grafico 36. [lustracion del (&R

a: significancia

l-o  confianza estadistica

X variable aleatoria de interés

¥~Nii,e) 4 .

Fii
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En la reahidad, de los mercados la mayoria de los actives no siguen
estrictamente un comportamiento estadistico normal Sin embargo. por
el Teorema del Limite Central, todos estos comportamientos se pueden
aproximar razonablemente bien con curvas normales. Obviamente, 51 existe
evidencia clara de fuerres sesgos en la distribucion de lavariable de interés,
bajo estudio, entonces el "VaR" deberia determunarse utilizando la Teoria
de Valores Extremos; en donde se proponén una sene de distribuciones de
probabilidad con sesgo v kurtosis especificos que se adaptan de manera
extraordinana a este tipo de comportamientos.

1. Riesgo de un solo activo

Suponiendo que la variable “x” este distribuida normalmente con media
nula; ¢s decir, x~N(0,0°) entonces bajo el enfoque parameétnico

Var = Z,,.Mfrq'?

rendimientos o retornos del activo.

X
£y ¢ vanable normal al 6% de significancia o (1-0)% de confianza
estadistica.

M monto total de la inversion expuesta al nesgo
o desviacion estindar de los rendimuentos del activo.
t horizonte de uempo en que se desea calcular el "VaR”.

Sin entrar en mavores complicaciones matematicas, el "VaR" es la solucion
ala 5rnrgmmte ecuacmn integral:

@ = [£,0000k = [ F, (0=F, (@)

stendo 9" un valor percentil de la distnbucion de los rendimientos del
active dada por la vanable aleatoria “x”

Luego el “VaR” no es mas que la solucién a
F.g) =Prob (X<VaR)=a
exsstiendo la funcion inverzade F, (¢) v aplicando la ecuacion se obtiene
Var = F H{a)
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Var —T

Grifico 37. Funcion densidad de probabilidad normal

En otras palabras, el pnmer valor de la variable de interés x>-== hasta
donde se acumula el % de area bajo la curva o ¢® de probabilidad a la
wzquierda del "Var”

Facilmente, se comprueba que se cumple

Prob (X e |- Var )= frob (X e |var, +oe]) = 1

2. Valor en riesgo de una cartera de activos

Para entender este concepto, tomemoes como ejemplo el caso mas sencillo,
supongamos una cartera con sélo dos achivos bajo riesgo Los pesos
especificos de cada activo en la cartera lo designaremos como “@ " v "m”
cumpliendose que @, + . =1 De acuerdo con la Teoria de Markowitz, la
vananza del portafolio o cartera viene dada por

o'=wlo] vwiel + 2o, puoo,

siendo

a®:  vananza de la cartera,

m ,n’_f‘ : vananza de los rendunientos de los actvos 1y 2.
ek, ok © pesas especificos de |a cartera.

p,.- coeficiente de correlacién estadistica de los rendimientos.

El "VaR" del portafolio 32 determina como sigue:

Var = Z. oMyt
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stendo ahora 57 a velatnhdad o nivel de nieszo de la cartera al sustutwr la
formula anterior en la gltima se obuens
Var = Z |l +olct + 20 m:p”a',cr,l Lt

Es importante destacar, que ¢l VaR de la cartera es menor o 1gual que la
suma de los “VaR" de los activos individuales dado que p,, es un valor que
pscilaen valor absoluto entre Ov 1.

Luego
Var,

caimecy = Var 1t Va":‘.

Var, ; tvalor en niesgo de los activos 1 v 2

-. 3= 0.75
Altarnante carrelacionadas en forma pesitiva
Grafico 38, Regresion Positiva

Observemos distintos EEEDE que pueden darse entre los dos activos de la
cartera Activos= T]A .¢ _ Lo cual indica que un aumento en 4 provoca
un aumento en 4,
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7 2=-0.80
Eimernte correlacionsdas an forms negative

Grifico 39, Regresion Negativa

En este caso el ugno de p,, es negativo p,.<0 lo cual mdica

A,
A
P12~ 0.0002

Mo enste corralzcon alguna

Grifico 40, Ausencia de Regresion

A diferencia de los dos casos antenores, p .~ 0, lo cual, nos mdica que los
cambios de 4 para aimba o para abajo nompactana 4

3. Ejemplo numerico de una cartera de dos activos

Se disponen de

1. Dwos activos de inversion { 4.4 ]

pr

2. Del analisss de correlacicn enire 4 v 4, se obtuvo p.=+0.5
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3. Las vananzas crf y 05 son tespectivamente: 1P MS. v 2.10° MS,
4. El monto total para mvertir es: 100 MS.

5. Pesos especificos o montos a invertir o colocar por upo de activo: @ =
40%, @ = 60%.

Se pide determunar el Var de la cartera global v el de cada uno de los activos
constituyentes, para ¢l periodo de un afio.

Anilisis estadistico del rendimiento de los activos I A A ]

N

Ay
7] = 2o

Grafico 41. Comparacion de las varianzas

Obviamente la vananza del rendimiento del segundo activo, es dos veces
la del rendimiento del primero. Esto ultimo, es un mdicativo de que
los montos o inversiones colocados en A son el doble de nesgosos en
términos de la varianza
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ra=%

Grafico 42, Regresion con p = 1/2

Por otio lado de p, = +(1.5 se puede deducir que existe una correlacién
importante entre ambos activos. Cambios posittivos en 4 origman cambios
tambien positivos en 4,

Cilculo del Var de cartera al 95%

V&J]g-gl*:. = {1+65]u{10ﬂﬁf§ }{Tm,#.,

. . 1/
O s = W0l @iai + 2000, p50,0, )"

E'I.lﬂim"u'tﬂdtl obtenemos

I[ 10° ]zlu z[ I }40 Jz]

_[10e( 2 Ve zu108 2 )4 42007 B
[ [zs] z.ia[zﬁ]ﬂ,zm[ﬁ]] - 11,04
Caileulo de los VaR para cada activo Jl A A4 I
Varieey  =(1.65).(100AS )

el )~

L i Monto Totad Invertido Fraccion invertidaen 4 Varianza de 4




Vafigl_;%}lgtz EEG M$

3 s
21210 |.
b

v como podemos facilmente venficar
Valigsm),a + Valiasw) 4, > Valissm)

Variss 1, =( 1.65).(100M%)

Varigsy) 4,= 400,07 M$

Se deja al lector la verificacidn algebraica de la inecuacion anterior.




Capitulo 11

Pr'oresos Esrocasncas Wener

En este capitulo, se introducirin conceptos muy elementales de calculo
estocastico, para poder evaluar el nesgo de mercado asociado por ejemplo
a un modelo de evaluacion de precios de una accién.

Una variable cuyos valores cambian en el nempo de una manera incierta
(con incertidumbre) recibe el nombre de proceso estocastico. Estos
procesos, se pueden clanficar en discretos o contnuos segun el npo de
vanable

1. Propiedad Markoviana

Un proceso de Markov, 5 un tipo particular de proceso estocastico
en el cual, selo el estado actual del procese es de relevancia para hacer
predicciones en el futuro. La histonia v la manera come el proceso ha
evolucionado hasta el presents, es irrelevante para explicar un estado futuro
del proceso.

Un ejemplo de este tipo de procesos, es sin duda, 1a eveolucion del precio de
las acciones, las cuales siguen un proceso Markov. S1actualmente se conoce
el precio de una accidn, digamos 5 USS_‘accion nuestras predicciones del
precio de la accidn para el futuro {5 < p}. Esto nos lleva a concluir, que
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las predicciones del precio de la accidn a futuro son inciertas v por lotanto,
deben venir expresadas en términos de las distribuciones de probabilidad.

2. Procesos Wiener

Un proceso Wiener, ez un tipe particular de un proceso sstocdstico
Markoviano, gque ha servido en el mundo de la fisica para describur el
movimiento de una particula sujeta a un gran nimero de pequefios chogues
moleculares, que cambian en cada momento su trayectona. Algunas veces
también es conocide como movimiento browniano.

La conducta de una vanable 2" que sigue un proceso browmano, puede ser
totalmente descrita v entendida al estudiar cambios pequefios de la variable
asociada a cambios pequefios de tiempo. Lo anterior, & resumen en dos
propiedades basicas

Propiedad 1:
Basado en los siguientes supuestos:
1. Z sigue un WP (Proceso Wiener).

2. & ~ N{(0,1) es una vanable aleatona distribuida segin una Normal de
media nula v vananza nmtana.

E(Z)=0
Var(e) = Ele?) =1
3. AZ y At son cambios pequedios de las vanables Z v 1.

De lo antenior se deriva que la relacién entre un cambio de la vanable Z v
un cambio de la vanable f viene dado por

AZ = sm
Propiedad 2:

Los valores de AZ, para cualesquiera dos intervalos de tiempo pequefios Af
son sstadisticamente mdependientes.

En resumen, de la propiedad 1 v 2 obtenemos:
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E(AZ) = FleVAt )= JALE(e) = 0
Var(AZ) = Var{e\f.i_r ] = WTVHF{E} =At

Es importante destacar, que la propedad 2 donde se dice que, AZ para
cuales quiera dos At son independientes he implica que “7" sigue o cumple
la propiedad markoviana,

La evolucion de Z=Z{t) para periodes de "t" suficientemente largos,
permutiriz conocer la travectona desde el momento 1mcsal £=0 hasta un

momento f=T v evaluar el cambio Z(T)-Z(0) de la siguiente manera:

1 | |
1 1

1
t=0 —
At>0
Grafico 43, Linea de Tiempo

;
t=T

“T" es el iempo total de observacion de la evolucion de 2"y siempre vaa
poder ser expresado como un multiplo de los intervalos At; es decur,

T=N, At
v por lo tanto
.‘.
2(T)=2(0)=Y &AL

donde el vector F = (&,,........£,) estid compuesto por vanables aleatorias
idénncas e independientemente  distibuidas normal estandanizada; v
por la propiedad de la suma de vanables aleatonas normales, el cambio
AZ = Z; — Z, también estd distnbuido normalmente por:

'z?' _Eﬂ-h NEUJT.J
Es decir. s1
Ve = Zr -2,

£ (¥) =:;1=;-l?},=: ¥
E(r.)=0
Vor(Y;) = NAt =T
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3. Procesos generalizados de Wiener

Supongzames ahora que “X” es una vanable cuvo diferencial puede ser
descrito de 12 sizulente manera;

dx=adt+bdz

donde '@" v "b" son constantes v "@z” &5 un proceso Wiener obtemdo por
el lim Az =dzy At=dt.

Aol

Asumamos por ¢l momento, que el segundo térmno de la ecuacion vale
cero, entonces

de=qclt

. oy - Lo e .
lo cual unplica que , * v la solucidn a esta ecuacion diferencial, que de
paso, puede ser pensada como una velocwdad, ¢s

Jt'—'xui-ﬂt‘

siende X, = A, =0 la posicion micial en un mtervalo de nempo “T7,
donde X" se incrementa a “T"

Ax=aT

a>0
X f— S —ax
+

|+ b
At
Grifico 44. Componente Tendencia

Hasta =ste momento, esta parts de la ecvacion diferencial 1meaal explica
determunisticamente la evolucion de "X" en el nempo como una tendencia
lineal, en este caso con pendiente positiva. 51 ahora agregamos el sezundo
termino “bdz”, estamos ahora agregando la parte estocastica, aleatona o
perturbacion de la tendencia_lacual explica. la vaniabnhidad de la travectona
de “X"en la tendencia antés descrita.
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Il

Ferturbacion

L
Grafico 45, Trayectoria de las Flucroaciones

La suma de estos dos efectos, asociados a las dos graficas tendencia v
perturbacion, nos da come resultade la evolucion de la vanable "X que
sigue un proceso generalizado Wiener tal cual se descnbe en el grafico
resumen.

De 1gual manera

K Pracaso
oy = g = fie

Procasa

,f_’ 1/#' h
‘,.-..-".r—— /""n\
VJ L B

Grafico 46. Travectoria de las Fluctuaciones con tendencia
Ax = aAt + beVAL
Ax ~Maat, b2at)

En resumen. a un pequefic cambio Af en el tiempoe le corresponde uno Ay,
dado por la ecuacion antenor v distribuido normalmente con esperanza v
varianza conocides. v proporcionales al tamafic o magnitud de intervalo de

trempo AL
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4. Aplicacion al caso de la evolucion de los precios de las
acciones en el mercado de capitales

Suponga que. 2] valor esperado del rendinuento o retorno de una accion
es 14% anual y su volanhdad es 20%. Si1 el nempo viene medido en afios,
simule ¢l precio de la accion para periodos de tiempo de un 1% de afio
(cada 3.65 dias) con el obyeto de hacer las predicciones del valor de la
accion. El precio imesal de la accion es 20 USS.

De estos datos
a=14%

b=20%

At=1%

Xy =20 USS | accion
"'":‘ ~ N(0.14%,2%)

Xy =0.14%+ 2%,

Los resultados finales, arrojados por la simulacién son®

Evolucion del Numerg MNUmiero Av

precio de la | aleatorio normal aleatoric p—
accian (ai N(D.1d%, 2%) X
20.00 0.52 1.18% 23.6
20.23 1,44 3,02% 61.1
20.84 -0.86 -1.58% -32.9
20.51 1.96 3.06% 62.8
21.14 -0.69 -1.24%; -26.2
20,88 -0.79 -1.34%: -28.0
20.80 021 0.50%% 11.5

Tabla 1. Resultados Evolucion Precio de Ia Accibn

Al principie de cada pericdo At= 1% afo; al principio de cada 363 dias
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Precio de 1= acoian

t

Grifico 47, Trayvectoria del Precio

Cambie dal preco

/F

v

V !

Grifico 45, Travectoria del cambio del Precio

ol
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Capitulo 12

Cadenas Marﬁawaﬂa&

Las Cadenas Markovianas tienen todo su basamento en las definiciones
que apovan los procesos estocasticos

Un proceso astocastico, cuyo espacio de estados (7, /4y, /s yemmees o) es
homomorfico a un subconjunto de enteros positivos 7* s ¥ sélo 51 sus
probabilidades condicionales cumplen con

Prob (X, = Xy =6, X 0y =g ypeenn Xy =lp) =
Prob [(X,.; = J|X, =N]=P,
Stendo “ 1™ el nempo v /. el estado ocupade en ¢l momento £ =

Lo antenor, define lo que es una Cadena Markoviana
1. Caracteristicas de una Cadena Markoviana

Las caracteristicas qgue las distinguen son las siguientes:
1. El espacto de estados, es un conjunto discreto.

2 Las probabilidades de transicion. P; dependen solo del estado actual y son
independiente de todo el proceso transcurndo hasta este momento actual
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3 Las probabilidades P, =/ {¢) no son una funcion del uempo. es decir,
no varian con “f 7.

2. Travectorias Muestrales

EUFCIHEBJHDS una cadena con tres estados en tres Nempos distirtos:

=1 3 t=1

Grafico 49. Tres estados con tres tiempos

En el grafico antenior, se pueden observar tres travectorias distintas en el
lapso (r ~1,¢ +1). Las travectonas son:

51 - 5: =+ 5y
5y =» 5. = §,

R T T

Cada una de ellas tiene asociada una probabilidad de transicion
P:: f P:I'_’
Poi Py
FE!FPBJ

P.

1 Irt_jr U

Grafico 30. Grafo Markoviano
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3. Probabilidades de Transicion

Si P; denota la probabilidad de transicién de un paso desde 2l estado 1" al
estado " se cumple que

Fy 2l Vi, j20
%P}:l Yiz

Se define la matniz de probabihidades de ransicion como sigue:
Pm L Fnj - - = Puﬂ
f .

- F -
v
Fm..'PW.'.Fm

Grafico 51. Marriz de Transicion
4. Modelo de Supervivencia

Un modelo de supervivencia, viene caractenizado por dos estados { 0,1 ]'
donde /3 =0 v =1, vivo o muerto. 51 asumimos que 0« VO v
1 e mueito

Pay

VIVD muerto
Grafico 52, Proceso vida - muerte

Esta transicién vivo =*muerto obviaments puede ocurrir, sin embargo, la
opuesta no. En estos casos el ‘estado 17, en donde no hay posibilidades de
salir una ver alcanzado se conoce como estado absorbente.

S1denctamos con "2 " la probabilidad de muerte entre £ ¥ £ +1, entonces
la matniz de transicion del proceso antes indicado seria como sigue:
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P= (1 ;p ’f ] la cual, se asocia 2l sigmiente arafico o proceso
P 1
olRoY
t {+1
1-p o
Grafice 53, Modelo expandido
5. Modelo de Enfermedad

Aunmodelodeenfermedad, seleasociantres estadusl 01,2 }H I foafify }
que pudieran resumirse como { sano, enfermo, muerto }

El grifico asociado a este proceso vendria dado por:
~ D

Grafico 54. Proceso de tres estados
v la matniz de probabilidades de transicion vendria dada por:
1-{p+r) D r
P= g 1-lg+s) s
0 0 1

6. Caminata Aleatoria

Una camunata aleatona o “Random Walk”, s un proceso estocastico con
estados / =10, +1, £2 vy probabilidades de transicidn
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i

o +3
E]

.

=1-p VielZ

conD< p<l

t {+1
Grafico 55, Proceso “Random Walk™

6.] Modelo de Seguros

Una poliza para cubnr una determinada contingencia cuesta USS, 1 v cubre
USS 2 La probabilidad de causar un sintestro es 'p” Supongamos, que la
aseguradora tiene ese solo chiente v estaria dispuesta a cubrir hasta que, va
no exista mngun dinero en la reserva o fondo para cubrir este reclamo o
hasta que ¢l fondo de la aseguradota crezca hasta USE N

Los estados serian:

P =Y s N=1
l#}'. A =F szpm: H
B =g=1-p

stendo "0 v “N"dos estados (barreras absorbentes).

Se recomienda al lector, asumir el conjunto de estados { 0,1, 2 3 } con
p=1/2 v realizar los calculos supomendo que la continpencia cuesta
USS, 1 yocubre USSE. 3

7. Ecuaciones de Chapman-Koelmogorov

Las ecuaciones de Chapman-Kelmogorov, suven para extender a
tnas de un paso las probabilidades de transicion; de manera que si
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P! =ProblX, .= j| X. = i) debemos entenderla como. la probabilidad

de alcanzar el estado “j" partiendo de “i" en 7" pases.
30 03
20 32
0 ¢3 (30
t Err

Grafico 56, Transicion de r pasos

La aplicacién de la ecuacion antenor, en tres hempos distmtos (2 pasos),
serfa;

t k41 t-1
Grifico 57. Ruras Posibles

Luego, del grafo antenior se denva que,

P = ByPy +Pg + PP,
| — i S — P —— |
idade? idade2 idade?

a2 az az
pasando pasando pasando
por 1 por 2 por 3

La ecuacidn antenor pueds expresarse para un [/, j} tualquiera de la
siguiente manera:



7L
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‘ﬂ: =Pr[-”rf..1 :'J”Xr :1"'.]

A=y PrlX =) Xy =r | X, =)
r=i

B =S Pl = JiXpy =0, X, = IPE(X, =7 | X, =)
r=0

qu_i ZE Pr:"re.! z.-”*'rn! =Xy :r}Pr{Xhl =f|xj :”
r=0

Fj =3 Py = PxP), = B

Fath

8. Generalizacion para n+m pasos

Una generalizacion de las ecuaciones de CK es la siguiente

t t+n t+n+m
Grifico 8. Transicion de n = m paso

Pl =3 PIP] vnm,i,J 20
ol

Eigmplo de Aplicacion Nrg. L

En el modelo de supervivencia, dade per la matniz

l-ar w
{ 0 1
Determine la probabilidad de sobrevivir cuatro periodos. asumiendo
mdependencia de "p” respecto de "t

lcun o >0

S1 P = representa la probabilidad de muerte; es decir deseribe el paso
o transicion {ﬂ,i}. Estariamos interesados en conocer la probabilidad de
SUPETTVIVENC1a en 4 pasos.
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Luego-st:
l-o a
P = 4
( 0 1]en1imcﬁﬂ
_pd:FZP::[{i—ﬂr 1_[1_1':]}4
0 1

y la probabilidad de interés es ¢l termino £ cuando / = j =1 &5 decir,
vivo al micio v vivo después de cuatro transiciones o pascs.

Prisobrevivir) =(1-a)' va>0

En general, pudiera pensarse que si1 se mantiene todo el proceso antenior,
para un r" suficientemente largo, tendriamos el siguiente grafico:

—O—-C OO0
Viva |,
¢ @ @ © ©°o @ ©
Muarto

Grifico 59, Evolucién de Supervivencia
v la expresion que describe este grafo seria P =( 1 -p,?'

-O—»0-»0+0 © © @
Wiva 1,

@ @ o @

Miserto

Grafico 60, Evolucidn hasta la muerte

At = }:‘[i*plx.ﬂ =ﬂ{1—(1-ﬂl" ]=1A{1-pT

1-{t-p)
Obviamente,
P :[ﬁ—;’] t--p) ]dondcpﬂzﬂ:fpzi -1

9. Descomposicion Espectral

Una manera eficiente de calcular “P"”, es a través del uso de los métodos
de diagonalizacién de matnces. Lo antertor mmplica la obtencién de los
autovalores y autovectores de la matriz de transicion “P".
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Luego P =UDU * , donde "D, es la matriz diagonal de los autovalores v
"U"es la matnz de los autovectores y se cumple

P =luow Jupu .. \vow ) = up' U

Luego,
P =PP.P
ll ETET

. (1 1Y1 0 0 1
P = ,
[a 1]& {1-;:]’11 -1]
o _(-p) 1--p)
0 1
Ejemplo de Aphcacion Nro. 2:

Dado el modelo del grafico anexo

0.95

Grafico 61. Proceso vida - muerte

v la probabilidad de que un individuo actualmente esté vivo es de 95%.
Determine:

+ Probabilidad de que | mdividuo este vivo despuss de una transicion
Ldespués de "n" transictones?

« Expectativa de vida del individuo.

0.95 0.05
(%)

er = (0.99,0.01)
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Luego, en un paso la Probabilidad de Supervivencia es:

P, = (0.99 u.m{n'zs D'fs]

P, =(0.9405 0.0595)

Después de 71— Pas0s PP =Pp..P y P'=UD"U™ splicands 1a
descomposicion espectral P = [D 95" 1-0.95" ]
Lo 1

Luego a.p” daria la probabilidad de supervivencia despues de "n
Iransiciones o anos.

«P" = (0.9 u.m}[
0 1

P =(0.99(0.95)" 1-0.99(0.95)")
Luego,

P =(99% f95%)"

0.95" 1—{].95”]

Légicamente im A" — cero y|a A7 —1

La expectativa de vida del individuo viene dada por:
E(T)=5 tPr(X este vivoen n=t y muerto en n=t +1)
=0

E(r)=Y tPdx,, =1,X, =0

=0

Er) =3 tpdx,, =1| X, =0A x, =d

£(r) =¥ t0.05)[0.99(0.99")

(0.95]

£(r) =0.0495
(1 —0.95)?

=18.81
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Tams dl?- interés estocdsticas y m!uresp: esentes

Las tasas de interés se pueden clasificar al menos en dos grupos.
a. Determunisticas.
b. Estocasticas.

En el caso de las tasas de interés deterministicas el valor de latasa se conoce
a prion1 v se da como fija v eventualmente constante, es decir, / = k para
un cierto Af que generalmente eg pequesio v/o de corto plazo.

Por el contrario, 51 a tasa varia debido a la ocurrencia de ciertos eventos de
caracter contingente, entonces la tasa de interés es una vanable aleatonia “f”
v tiene asociada una funcién probabilidad vio densidad que la caractenza

si I ~Fl7]9), enonces E(/ -—-H=f#[_f}ln’f para el caso comtinuo ¥
E‘L{}: E_;j::{.r} para el caso discreto.  ~
1. Valores Presentes Estocasticos.
Supongamos que y= 10% con probabilidad 1/2
15% con probabiliidad 1/2

entonces, la esperanza Ell)= -1ﬂ[";-_]+ -15[%)= 12 5%
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luego, el valor esperado de (1 + /) viene dado por

E(l+/)=1+E(/)=1.125

Igualmente podemos determinar el o = F {F)— E(/} resolviendo

o’ = 0.0625

En el calculo anterior, es importante no olvidar que Var(1 + /) = Ir"ar"[ J =0}
i) lfeaeid

Supongamos ahora que las tasas de interes anval, estan siendo pronosticadas

en el honzonte de un par de afos futuros. Adicionalmente disponemos de

un capital de ME 100,00, Se quiere determunar el valor final de ese capal
en ¢l segundo afio.

w i e
+ | I
(8 '61

Grafico 62, Evolucion del Capital
donde:
/y - tasa de interés del 1° ailo.
;; tasa de interés del 2° afio.

El valor del fondo € ; dado C, vendria dado por, la capitalizacion
sucestva a las tasas 4, ¥ /7, . Bajo el supuesto de que /, v /; son vanables
sstadisticamente md2pendientes El valor de /, 20 2] prim®r afio, no tiene
mngiin efecto en el valor de /, enel segundo.”

Luego, ¢, - {:[14- J 11 v ]
2 - E=Cll s bty +ih

Desarrollando la ecuacién anterior = *| v su valor esperado
’1.‘:;‘]"[""‘ 1aik '”n i/, v /; son independientes entonces,

ElG)=Co+ CoE+ GiE C,,,E[ i, }E( i, ]

ElE,)= 100M$ (1+12.5%(2)+(12.5%))
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ElE,)=126.56 ms. =
81 adicionalmente quisieramos determinar el mivel de nesgo o volatihidad
del ¢, , tendriamos que calcular su @z la cual vendria dada por:

w6 ) )]

dado que disponemos de la distnbucion de C; es facil

1,21% % Br
1,265% 121 14

Ceed todo babilidad ‘4. 2 f
P =1 1.265% odos con probabilida é, "
1,3225% 13225 1/4

2. Proceso de Acumulacion de Capital en n periodos

En general, s1 tenemos el vector aleatono [ = (:'L, ....... o ] entonces,
*E:_,.. o }"TII[I t) )}f
E[F[:,, ]= E[(i i, Ii iy ](1 4 r'ﬂ)} Sl i
& =[1 +{'_.l]z{1 +hy ]{1 +in I

Si /, son identicamente y estadisticamente mdependientes ¥ entonces:

(e - bt
rebody
somn .- 1)

* Es importants conocer que la distribucion de probabilidad subyacente para £,
esta conformada por los cuatro posibles valores que defing 1a tasa de interés.

= "
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Las probabilidades asociadas a los valores de ﬁ_"T vienen dados por la
Distribucién Binomial para‘el caso |, {:"1 con Probabilidad £
- A

Luego si D<k<n e / toma los valores [/, /,) con probabilidades
(P, P;) la funcién de probabilidad viene expresada por

Prk - r]={‘:}qr{1-gr"' 0,

Pr[é_n] =17, ) L+ 4] )=Pr(f= r]

Se deja al lector comprobar que para

k fi (] Pr ZFT

0 2,59 0,000970 0,097%

5 3,23 0,246094 62,30%

10 4,04 0,000977 100,00%
Nro 2

Supongamos que las tasas de interés para los proximos dos afios "/, "y
“1, ” se asumen independientes, continuas v distnibuidas segtin
i/, ~ Unif[8%12%) e /, ~ Unif [6%,14%].

Se desea obtener la media, vananza v densidad del Fondo acumulado en
el 2° aflo v los valores de “& "tales que p| £ Dk ]__. o504 El capital inicial
del Fondo es 1 M$. #
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] ; _i
'M_ b
‘-—‘X
a b
CGrafico 63, Distribucion Uniforme
a+b
{%) _'E'_'
Sy X - Unif| ,J,":r] :.r.::w. bEy
la) 12
E[7 )= 10% .
Luego , = E[Fm ] 1.21
Ell, |= 10% p

ra

bl Vﬁr[aéiu ]= E[F-::m ]— Et ] ]

i

e Jrefles))

L%

EQ+4) = [250+/,)a, ~1.2101
B
4%,

E(t+h) = [12.50+/,)d, =1.2105

LT

lueso sustituvendo la Va"[ Fai ]: 0.0807%

para poder determunar £ [F,i #4 piecesario obtendr los valores espearados






Capitulo 14

Szmu!acmn Mumecm !a

A connnuacién, se van a analizar algunos modelos de Riesgo importantes,
ademas del Riesgo Uniforme, como son el Exponencial, ¢l Gamma v ¢l Beta

1. Simulacion Montecarlo para riesgos del tipo Uniforme.

Supongamos que X, ~ Unif(0,1) y que se generan 100 reclamos

Se pide:

1

[

Determinar la probabihidad de que la pérdida agregada sea supsnor a
60 MS.

Hacer un grafico comparativo de las travectonas de las perdidas para
los sigutentes niveles de agregacidn

] 130
X Y. X, 3. X,
[E F:l

Histogramas de'la pérdida agrepada en ¢l caso de observar 1,50 v 100
reclamos respectivamente.
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Para resolver el problema anterior debemos proceder como sigue:

Sea §; :
Simulacién 1 z 2 n=100
3
4 ~
5 !
. J
H;l.'lI
S %, s

Una vez generada la matnz antenor, es posible entonces determinar los
siguientes estadisticos de la simulacion

5 & oafl
g=§gh
de manera que cuando N=100 simulaciones se generan 100 distintas

trayectonas de la evolucion de la pérdida agregada desde el 1° reclamo
hasta e] reclamo "

I X
Los :esultados finales e pueden resumir como sigue:

1. La perdida promedio 5m = 50.50 M$. cvando se han causado 100
reclamos en base a 100 travectorias distintas.

La maxima pérdida, 57.04 M5.
L 100
J=1...100

i la perdlda amgada promedic + una desviacidn estandar esta por el
orden de

o]

M'Ef

_qzr_,

2. Simulacion Montecarlo para riesgos del tipo exponencial

Ahora vamos a comparar estos dos modelos de riesgo, procediendo de una
manera similar al apartado antenior Se trata de comparar via simulacion,
las perdidas agregadas promedio v sus respectivas desviaciones estandar
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bajo el supuesto de que se simulan las 100 trayectorias con 100 reclamos
de cada una de las distribuciones en estudio

1- X ~Unif[0,1]
2- X ~Bup(a9); 0=2

Luego la comparacion de los riesgos en términos de S para riesgos
ambas distnbuciones:

Modelos
=~ Unforme  Exponencial
Media 50,50 49 84
Desv. Std. 2,80 5,26

Aunque ¢l promedio es practicamente el musmo + 50.00 MS. ¢n ambos
casos, obviamente el nesgo exponencial es mucho mayor; pues

_5.26
2.80
Ademas el reclamo mas grande generado por el modelo exponencial es

66.34 M5, el cual supera al umiforme en 9.30 MS. en el caso de la ocurrencia
de 100 reclamos.

A continuacidn, se muestran distintas sumulaciones para cada una de las
distribuciones v modelos de nesgo unlizados en la generacion aleatona del
monto vy de la frecuencia de los reclamos,

a, T,

Es importante que el lector venifique e interprete cada uno de los resultados
obtenidos
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ANEXO1I

Distribucion Uniforme. [0 observaciones, 100 simulacione

'l-rr'-l'lhhr--'- LT L s mi e P W0 VTR s [FLE Lo i
= T
3
VY
B
% [
L] - T
ﬁ W
i
]
] W Wy ®e na wa ]
L]
-Ehot i
il
o | — T el
e A3 W T [T 1 ¥
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i" It ﬂku‘r‘-ﬁ ‘ll"ul,f'r'.h"'f"ﬁ'.lr'j"""[ E:

Media = 50.50
Alinimo = 43.69
AMaximo=357.04

Std= 230
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ANEXOII

Distribucion Uniforme. 300 observaciones, 300 simulacione:

T T SRS LT o e ) (P L 1 Pl Ly il

e EEy i [V} = iid iid i v i
it - - - e e = -
| “.-—-—.
. Al . L1 L LL] na [ ¥ 1
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A 1 e o N ! ool it B - - - -

7l |

£ *
. £
CUE s o s A

(L] HE Y i ™ LI [

Media = 2.50
Ainimo =2 33
Alaximo = 268

Std=05648
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ANEXOIII
Distribucion Exponencial. 100 ebservaciones, |00 simulacioni

i e s e e et v o - Ly e b
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E:, ~f'"~-r Vi -'"‘-Jr* "rummw

-
gt = 9 B 5 = B S.z 3 &
= }1
L i

E

5|

s Mﬁ s B o

Media = 45 §4
Minimo = 35.90
Maximo = 66.34
Std=35.26
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ANEXO1IV

Distribucion Exponencial. 300 ebservaciones, 00 stmulaciones
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Capitulo 15

Esrabfec:mzenro de un p;’an de pensmnes

La problematica del establecimiento de un plan de pensiones contempla
al menos siete sub-problemas distintos que se concatenan para definir
formalmente el funcionamiento del plan. En este capitulo se desarrolla el
fundamento tedrico que permite deternunar las tasas de mortalidad, rotacion
v supervivencia. que serviran para alimentar el modelo de optimizacion
estocastico propuesto en el proxamo capitulo.
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il
S:E.x. —— — :; —h-lllhulll'!l_f_—.l-wh |

Grafico 64. Establecimiento plan de pensiones. Sub-problemas

Todo lo anterior, se ntegra en el desarrollo de un Modelo de Simulacién
Estocastica que sé propons, para #valuar cada uno de los distintos sub-
problemas.

1. Modelacion de las tasas de mortalidad y rotacion

Para modelar las tasas de mortalidad v rotacidn, se utilizé un modelo * de
regresion lineal no lineal

*CURVEXPERT. ¢ un software especializado en ajustar curvas.
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Los modelos a considerar, se corresponden con la famiha de modelos de
densidad No lineales y sigmoidales .

Bleasdale Model; 4 ={3 + bx }!_H']
1
Harris Model: Y=

a+bxt
Logistic Model: y = (_ a )
1+ exp(b —ex)

2. Regresion no lineal.

En el caso de relaciones no lineales, entre la vanable dependiente v los
parametros; es necesario utilizar un método de optimizacion no lineal
Se uso el metodo que combina el desarrollo de Tavlor con el mérodo
de la pendiente decreciente. Dado y = y(x;d), siendo la variable x
mdependiente a un vector de parametros de longitud arbitrana. La funcién
que se trata de mummizar es.

» i
1= e v, —y(x;d)
x'a)= Z{ ' o . Tdmde se puedse describur

X a) Funcién a minimizar.
. Desviacién estandar de la 1#s1ma observacion

La funcion anterior, nmude el grado de ajuste entre los datos v el modelo
paramétrico. El vector de parametros 3 mummizar, viene dado por la
siguiente ecuacion:

G =80 +H L VAYEL))
Donde M *es la matriz Hessiana
B = 8o, —C Vx*(a,,)

Para obtener la matriz Hessiana tomamos el gradiente del gradiente
1 N - f .
di(3) _ )y ¥y }"('I. 1d) ay(x,;3)
3, 7" a’ da,

*! Estos modelos generalments, son los que se utilizan junto con Gompertz ¥
Makehan para ajustar tasas de mortalidad v rotacibn.
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Matriz en denivadas segundas parciales

Ei‘x:{ﬁl:_EE 1 dy(x;3) dy(x;8) [y, —y(x33)) 97 p(x53)
aﬁ‘,aﬂ; ﬂ.‘ aE,, aa frl r}ﬂ 1'.::‘.':'

El wvector pgradiente v la matnz de cunvatura viene dado por

6. © 1 ax’ - ”['(y,vﬂx,:ﬁl}aflrf:ﬂ
& 2 a =1 HF} aal
=_a’ I” L ay(x,;a) dy(x,;a)
1 da,0a, t:r aa, da,
3 Cyda, =G,

Algontmo general del ajuste de modelos no Lineales

Calcular x*(al
[

Walor conservador 4 =10

Resolver al Sistema de
Ecuaciones Lineales

=hx(10) A=hx(10)

Evalie
X5 (a+ha)

Optimo
Griafico 65: Algoritmo de Ajuste

3. Modelacion de la Tasa de Rotacion

La tasa de rotacion por edad v sexo, se determund en base a la ecuacion
fundamental de migracion de poblacién, la cual, establece que:

Pe=Ff+ 'Et—Lt =% donde:
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A : Poblacién para el afio ¢ por sexo v edad en la empresa.
F., . Poblacién para el afio £ —1 por sexd y edad.

£, ., :Poblacién entrante en el periodo de un afio

S, . ‘Poblacién saliente en el periode de un aflo.

La rotacion del personal hace referencia especificamente a las salidas
netas de personal de un “exposure” claramente 1dentficado a principio de
aflo. La razdn de esto dltimo, 5 que también pueden salir de la empresa;
aquellos que entran en un momento en el tiempo entre (£ —1,£) v salen
durante el intervalo. Existen varias formulas para medir la rotacion. Sin
embargo, la mas utilizada y correcta desde el punto de vista demografico,
es la sigmente.

Prm Poat €440 =Sy
Pe— Poy= E, u'sr-!.:
AP, = AMEntradas — Salidas)
P = FaP ;
E+Ay
2
Generalmente lo que se conoce, es el cambio neto de los entradas v de las

salidas; el cual recoge los cambios observados de la poblacion en el hempo,
v generalmente esta &5 la data guardada v mantemida por la empresa

Sin embargo, st la data de salidas es totalmente conocida, es prefenible
utihzar esta ecuacion

P = Stetn)

‘P

,

La rotacton, se estima como el cociente del cambio de la poblacion o censo
de la empresa entre afio y afio, y la estimacidn del promedio de la poblacién
0 exposure durante el lapso (£ —1,¢). En nuestro caso, se dispone del total
de salidas durante al afio v la poblacion o exposure a principio; se prefirid
tomar este ultimo enfoque por ser mucho mas preciso.
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4. Construccion del modelo de supervivencia por edad y
sexo

Una vez obtenidas las tasas de rotacion v mortalidad ajustadas se procede a
construur el modelo de supervivencia para el Rango de mterés de las edades
R:{20,21,22.......,58,59,60] tanto para los hombres como para las mnjeres.

A partur de las estimaciones antenores; tanto de la mortalidad como de

la rotacién se procede a defimr los cuatro estados posibles del sistema
v s¢ generan las disuntas probabilidades de supervivencia, El modelo
conceptual, es como ngue:

Grafico 66:Espacio de Estados
V : fivo, muerto)
R :\sal ,pf-m.'ranﬁ'wl ﬁ
5 P
[ w T w ] CHGENG

W5+ M VE + M

M M M

Entre £ v [+# nos mteresa solo aquel grupo del espacio de estados que
refleren los empleados que estan vives v permanecen en la empresa, las
expresiones de probabilidad para VS v VP son en dos periodos de tiempe a
future, en particular cuando k=1, entonces

Grifico 67: Transicion de dos pasos v dos contingencias
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El cual se puede reescnbir como
B =(1gXir) B =(14, K+, ;)

F

¥

s
q,

Por lo tanto, la probabilidad de que un empleado de edad x en el iempo f,
sobreviva hasta x+2, es el producto de ambas probabilidades:

~
qr+1

P. iProbabilidad de supervivencia de x hasta x+1.
ng ‘Probabilidad de supervivencia de x hasta x+2.

La exp[ﬂiéﬂ P[f..l.'r!} =P§ Psa

=P.'F*P==[1-qlr) [1_{?rt1) {1-P?] {l-frdl
\:_r_.J — '-._,1,_.! —

Vive en Vive en  Permanecid Parmanecld
X X+1 an X en X+1

L9 -

={1‘§;) ﬂ-ﬁ) {1"‘?‘.:-1) (1_F--1-1]

- " - -
Sobravivid Sabrevivid en
enla la empresa
empresa X X+1

En general la probabilidad de supervivencia en la empresa desde x hasta la
edad normal de jubilacion normal es:

0-0)6-6,) 0 b-g) [ 0-2) =7) o =) ]
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El calculo de las probabilidades de supervivencia, pudiera ser bastante
engorroso pues la edad del empleado es cualquiera entre X=20 v X=60, por
ello es importante caleular para cada una de las edades, la probabilidad
de supervivencia en la empresa. En una nénuina tipica de una empresa
generalmente existen empleados en todo el intervalo [20,60] lo que
mmplica que se deben hacer los caleulos individuales de la supervivencia
para cada edad.

Las probabilidades de supervivencia antes sefialadas venifican la sigutente
relacion de orden.

P,
Pranss < Pranse) < Prsseai '?f-\\r o
Aoy 55 60
ot
Fito.se) . &
Edad
20 &

Grafico 68: Probabilidades de Supervivencia en el periodo(X, 60) para
X=20, 44, 45

En la practica para estimar los distmlas pm‘nab:hdadﬂs de supervivencia se
afiaden dos nuevascolumnas 1 — g, v 1 -7 vseobtienenlas probabilidades
est:m;das mdividuales por edad v sexo de la siguiente manera ﬁ‘ =1-4,
v ﬁf — f, , siendo P" la probabulidad de vida v ﬁp la pmbah:.hdad de
permanencia en la empresa respectiy am.:nte A party dc estas s obtienen
las de supervivencia p5 s:tndn H = ﬁlr ﬁf

En general para cada edad x-cﬁﬂ lo que interesa es obtener las distintas ﬁffg y-

Elalgontmo antenor puede visualizarse claramente en el siguients esquema:
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Grafico 69: Algoritmo de las estimaciones de las tasas de supervivencia a
partir de las Tasas de Mortalidad v Rotacién

El algontmo anterior, plantea la deternunacion de cuarenta distintas
probabilidades de supervivencia desde la edad 20 hasta los 60 afios de
edad, Asi como las distintas expectativas de supervivencia en la empresa
por edad. Esto ultime se puede hacer utihzande MATLAB de la siguiente

manera:
|7 - diaa(P)]*
Se parte de la matriz diagonal del vector transpuesto de la sobrevivencia
E’inn =(Paa s Pass Parsvivione P Py Pay)

P
Diova = diag V' =
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Se ampha con ceros la pnmera fila v columna

0 P} Py 1
00 P 1

DA =0 0 0 Ty 1
00 0 0 P 1
00 0 0 0] 1

Se determina la matnz [ —.DA]"; la cual genera todas las probabilidades
de supervivencia v expectativas de vida, como se expone a continuacion:

0 1 1an P 1By (P 1Py Py
SP=(, . 1 |":51 1PJJ 1F..‘rz
. 1 1Py

Las expectativas de vida en la empresa, viene dadas por:

W
Y 5P, | v/
i

i
En 25&- 1 P 4 :t‘pm IFJJ}"'””' {:Pn W 1'%:]" oY {IPJII iPy 1 P LFH}"-""” i

en particular cuando 1=1=x=20 v se mude la expectativa de vida por la
suma de las probabilidades del primer rengldén de la matniz comenzando
desde el tercer términe o columna,

Donde:
SP Matriz de Supervivencia

E,, :Expectativa de vida permanencia en la empresa a la edad de 20 afios.

5. Tablas de Vida para el personal jubilado

Para crear la tabla de vida_se tomé en cuenta la subdivisién del intervalo
temporal de observacion desde el punto inicial en intervalos menores, por
giemplo en afios. Se comtaran las personas que han sobreviido, al menos
hasta algiin punto de ese intervalo para calcular determinadas probabilidades
relacionadas con el momento terminal Estas probabilidades. se utilizardn
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para calcular o estimar la probabilidad zenénea de que una persona vivaen
un momento determinaclo.

Por lo dicho hasta aqui, observamos dos tipos de dificultades a la hora de
efectuar el analisis de datos:

1. El ongen de ttempos no es el mismo para los diferentes individuos
objeto de estudio.

a2

Pudiera existir ausencia de informacidn, en relacién al uempo de
supervivencia, de algunos de los individuos objeto de estudio. Estas
dificultades seran salvadas por el conjunto de metodos y técnicas
propios del anilisis de supervivencia

Para construir una tabla de vida, han de cumplirse las siguientes lupdtesis;

a. Lascondiciones expenmentales de supervivencia no cambian a lo largo
del estudio

b. Una persona que comienza el estudio en un momento f, debe responder
segln un patron homologo en otra persona introducida k afios antes

¢, Lasobservaciones censuradas no difieren de las que no lo son. De no ser
asi, esto significaria que las muertes fallos se producen de manera ne
aleatona influenciada por una vanable que no se ha tomado en cuenta
en el estudio.

St los datos del problema consisten en n(k+2) observaciones, n por cada una
de las k+2 vanables o atnbutos que describen & contexto de la investigacion
v que caracterizan a los individuos objeto de estudio. La matnz de datos
del disefio podriamos representarla como la tabla que a conunuacién se
describe, donde una de las vanables indicara el tiempo de supervivencia, f,
v otra el estado de la enndad en el momento del cierre del estudio codificada
conforme a critenios de tipo

1. Vivo

0. Muerto
Cada uno de los n individuos o unidades estadisticas, que son objeto
de estudio, corresponde a un case v viene representado en una fila De
momento, en lo que respecta a este capitulo, solamente seran consideradas
las dos primeras variables sin tener en cuanta las vanables independientes.
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t | 91| 2 3 k
L T TR P X
3 L | & Ky | Xy X X
n r, 6. de: xﬁi ‘r'.E | ' x-u

Tabla 2: Formato tipico de las variables v los casos

Una representacion tipica de los datos observados, es la que se muestra en
la siguiente grafica. La representacion puede hacerse en tiempo real como
5= muestra en &l grifico de la 1zquierda a lo largo de los afios 1980 a 2000,
con momentos imciales v termunales reales En el grafico de la derecha la
representacion se hace colocando en cero todos los momentos imiciales. En
ambos casos una " indicara que el suceso (muerte) ha ocurndo, mientras
gque ‘0" indicard que el dato est3 censurado. De esta forma, unlizando el

segundo grafico, podemos hacer una division del tiempo en intervalos de
diez afios

1986 1996 2006 1] 20
Grafico 70: Representacion de los tiempos de vida
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6. Bootstrapping

Un objetive fundamental del método cientifico consiste en realizar
mferencias probabilisticas respecto de algun aspecto de mnterés de la
poblacién objete de estudio, La estadisnca inferencial se ha ocupade de
este problema estudiando como a partr de la informacion limitada que
facilita un estimador 8, obtenudo en una muestra aleatoria, podemos hacer
afirmaciones, de tipo probabulistico, respecto al parametro desconocido, 6

El bootstrapp se diferencia del enfoque tradicional paramétrico en que
emplea un gran nimero de teraciones para estimar la distribucion muestral
del estadistico, en lugar de fuertes asunciones distribucionales v formulas
analiticas. Esto permute al investigador hacer inferencias en casos donde
tales soluciones analiticas son mviables, v donde tales asunciones son
insosterubles. El bootstrap no es, por tanto, un estadistico per se. Mas bien,
s una aproximacién al uso de la estadistica para hacer inferencias sobre los
parametros poblacionales,

El bootstrapping descansa en |a analogia entre |3 muestra v la poblacion de
la cual la muestra es extraida. De acuerdo a Efron y Nbshirant (1986) dada
una muestra con n observaciones el esumador no parameétrico de maxima
verosimilitud de la distnbucion poblacional es la funcion de densidad de
probabilidad que asigna una masa de probabilidad de 1/n a cada una de las
observaciones. Laidea central ez que muchas veces puede ser mejor extrasr
conclusiones sobre las caracteristicas de la poblacion estnictamente a partir
de la muestra que se maneja, que haciendo asunciones quizas poco realistas
sobre la poblacién. El bootstrapping implica remuestreo (resampling) de
los datos obtenidos en una muestra, con reemplazamiento, un gran nimero
de veces para generar una estimacion empirica de la distnbucion muestral
completa de un estadistice.

El bootstrap pusde considerarse como un tipo especial de simulacion
denonunada simulacion basada en los datos. Esto es, simulamos a partir de
una estimacion de la poblacion basada en los datos (Effony Noshirant, 1993),

La 1dea basica del bootstrap es tratar la muestra como st fuera la poblacién,
v aplicar el muestreo Monte Carlo para generar una estimacion empirica de
1a distribucion muestral del estadistico.
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La verdadera estimacion Mente Carlo requisre un conocumiento total de
{a poblacién, pero por supuesto este no esta generalments disponible en la
mvestigacion aphicada. Tipicamente, tenemos sélo una muestra extraida de
es3 poblacidn, debido a lo cual & por lo que necesitamos, antes de nada,
mferir 8 a partir de §.

En el bootstrapping, tratamos la muestra como s fuera la poblacién v
realizamos un procecdumiento del estilo Monte Carlo sobre la muestra
Esto se hace extravendo un gran nimero de “remuestras” de tamafo n
de la muestra onginal aleatoriamente v con reposicion. Asi, aungue cada
remuestra tendra el mismo nimero de elementos que la muestra onginal,
mediante el remuestreo con reposicion cada remuestra podria tener algunos
de los datos originales representados en ella mas de una vez, v algunos que
no aparecieran. Por lo tanto, cada una de estas remuestras probablemente
serd levemente v aleatonamente diferente de la muestra ongmal. ¥ como
los elementos en estas remuestras varian levemente, un estadistico 8%,
calculado a partir de una de esas remuestras probablements tomard un
valor ligeramente diferente de los otros 8 * v del @ original La afirmacién
fundamental del bootstrapping es que una distnbucién de frecuencias
relativas de esos @ * calculada a partir de las remuestras es una estimacion de
la distribucion muestral de § (Mooney y Duval, 1993)., Mas formalmente,
los pasos basicos en la estimacidn bootstrap son los siguientes Efion, 1979,
Hinckiay, 1988; Efron y Tibshirant, 1993):

1. Construir una distnbucién de probabilidad empirica, £ (%), a parur de
la muestra asignando una probabilidad de 1'n a cada punto, x1, x2, ..,
xn. Esta es la funcion de distnbucion empirica (FDE) de x, la cual es
el estimador no-paramétnico de maxima verosumilitud de la funcion de
distribucién de la poblacidn, F(X).

rs

A partir de la FDE, £x), se extrae una muestra aleatoria simple de

tamafio n con reposicion. Esta es una “remuestra’, X"

3. Secalcula el estadistico de interés, #, a partir de esa remuestra, dando 6%,

4. Se repiten los pasos 2 v 3 B veces, donde B es un numero grande.
La magnitud de B en la practica depende de las pruehas que se van a
aplicar a los datos. En general, B deberia ser de entre 50 a 200 para
estimar el error tipico de @, v al menos de 1000 para estimar intervalos
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de confianza alrededor de @ (Efron y Tibshirani, 1986, 1993),

5. Construir una distribucién de probabilidad a partir de los B 8%,
asignando una probabilidad de 1'B a cada punto, #%,. 8%, .. 4%
Esta distribucion es la estimacion bootstrap de la distribucién muestral
de 8, F*(B*) . Esta distribucion puede usarse para hacer inferencias
sobre 8.

El estmador bootstrap del parimetro 8 se define como:

es decir, como la media de los valores §1 estadistico caleulados en las B
remuestras bootstrap.

MUNDOREAL

SCILD CENLTEATRA
PROBAMLIDAD

w..mmm OSIENATCY
CERCONOCI0 CEC OO0

P——nmix &%) P—extuin® N X*

B =six) G=six)

REFLICACION
EOOTITRAR

Grafico 71. Diagrama de Estimacion Bootstrap
(tomado de Efron v Tibshirani , 1993, p 01)

En algunas ocasiones se tiene algun conocimiento mas que el estrictamente
aportade por la muestra, por gjemplo se conoce la funcién de distnbucién de
[a vaniable objeto de estudio pero se desconocen los parametros, gue deben
ser estimados. En estos casos se estimarian los parametros a partir de la
muestra v el remuestreo se realizaria a partir de la funcion teérica conocida,
con los parametros estimados. en lugar de a partir de la FDE construida a
partir de la muestra. En este caso hablamos de Bootstrap Paramétrics.
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Modelo de Optimizacion Estocastica

El objetivo central de esta investigacidn es la mimmizacién del valor
esperado de las obligaciones actuanales E(L" ), sujeto a una sene de
restncciones. Lo antenor se puede expresar como MIN, {.:‘L'm}} siyeto al
acotanmuento del valor esperado del diferencial entre las u?shgas:mne; v los
actives disponibles del Fondo al momento de la jubilacion

Es decir MIN,{(L' )} sueto a [E(D, ) <k siendo D' =L’ oA,

I'; Obligacién actuanial total del fondo de pensiones a la
edad de jubilacién

Los activos totales acumulades por ¢l Fonde hasta a la
edad de jubilacion.

¥ Diferencial total entre activos y obligaciones.
d; Variables de decision v o control.

Sigmendo la filosofia del modelo de Rieszo Individual de Bowers™, la
oblizacion total al momento de la jubilacién es la suma de las obligaciones

% Este ez ] calculo de un solo individuo. Para 1a totalidad del deficit o superavit se
suman todos los empleados que constituyen la nomina o cartera de riesgo
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mdividuales de la poblacién expuesta al riesgo, siendo [, el individuo j de
edad x.

L= ZL
=

1. Diferencial Exceso/ Superavit (Obligacion Actuarial del
Plan — Activos del Fondo (0, )).

El mivel de solidez del Fondo de Pensiones se obtiene al comparar su valor
tedrico expresado por las obligaciones v la dispombilidad medida por el
valor de los activos.

A nmivel individual podemos expresar:

D, =L, -A xe/{2021,22...,60

Donde:
£ ¢ Valor del Diferencial Deficit o Superavit del empleado a la edad x.
L, i Representa el valor presente de los futuros pagos por concepto

de pension ajustado por el nesgo de mortalidad v la tasa de
interes |, ala edad x.

A, ¢ Valor de los activos del fondo correspondientes 2 un smpleado
de edad x.

2. Obligacion Actuarial del Plan a nivel individual [, )

Basado en el enfoque de Bowers v Gerber la obligacién representa el
pasivo o nesgo total de la cartera en térmunos del compromiso del plan
ajustado por una tasa de interas v supervivencia.

[ Js o e

0 con I-R,

r—I—
]

Siendo su valor esperado E(L,)=B, [ 1+:}“H I{H;_—T }ﬁﬁPm v SU varanza
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V=E(L)1=P_ )(P)
Donde:

L, Representa el valor presente de los futuros pagos por concepto de
pension ajustado por el nesgo de mortalidad e 7 1a tasa de interés.

8, i Meonto de la pension o beneficio a la edad de jubtlacionx .
usualmente ¥, =60 si se trata de una Jubilacién Normal

P

L

:Estimacion de la Probabilidad de supenvivencia en la empresa
desde laedad x, hasta x

o Tasa de mterés anual asumida en la valoracion (conocida y fija).
X! Edad actual de] empleado en el momento I

Edad de ingreso a la empresa
Edad de jubilacion del empleado.

@, Rentaunitana prepagada a los 60 afios de edad, garantizada por la
expectatnva de vida, dada una cierta tasa de mterés f

Conocida una estimacion de la expectativa de vida, obtemda a partir de
una tabla de mortalidad, v una tasa de descuento se determunara el valor
presente los futuros pagos umitanos sobre los cuales se basara la pension.
Asumuendo la edad de 60 afios, como lo establecado para la jubilacion
nm—mal se consideran las rentas @, en la forma sigwente:

-iv siendo v =(1+7)"

Dnud-:
d,  Rentaumtana prepagada anualmente, desde los 60 afios de edad.
T, Tiempo de vida remanente hasta [a muerte una vez alcanzados

los 60 afios,

E(T,). Tiempo promedic de vida remanente hasta la muerte una vez
alcanzados™ los 60 afios

* Parallevar a cabo gste calculo vou obtener este estimado, se utilizd un algortmo
en MATLAB que permitio conocer las dmmia. expectativas por edad v sexo
bazados en la descomposicion de ( /-0 ] - siendo 1 1a matnz dentidad v D la
matriz diagonal de las probabilidades de supervivencia previamente modeladas
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f: Tasa de interés.
v: Factor de descuento.

Para poder modelar el d,, qua forma parte de la ecuacion basica que permite
medir las obligaciones se exploraron los siguientes modelos:

2.1, Modelo uniforme

Bajo este modelo T~ Unif(a,b) con b5 20, con r,>a
1
i1 = (_E': ] definida como la funcién densidad y £, | r[rﬁ-'-_ _:- ] la funcién

A

distnibucion

firai 1
L de 11 rene dada e,y ;
atasa enesgouen..e F”:“'nlfml 1-by,, F-T, conf . <b

v los momentos Media v Vanianza son

a+b
Eerr = 3

(b-a)f
Hﬁn' 2

Este modelo asume, una probabilidad constante a lo largo del mtervalo; con
una tasa de riesgo inversamente proporcional al tiempo.

2.2, Modelo gamma

Bajo este modelo, T_~GAMMA (a, B, ¥ )se encuentra que
[&—'ﬁ]w exlﬂ[—MJ con Tgg 28 @, >y 0y los parametros
'I‘ir = ¥ ¥
. riie)

£} Parametro de forma.

B : Parametro de Localizacién.
¥* Parametro de escala.
Siendo [(z). la funcion gamma definida por:
()= Jrtean
0
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En el caso de que f=0 v y=1, s¢ obtiene la distribucién gamma
standard, la cual, viene dada por la siguiente expresion.

) ?- i#-1 a8 Tia .
Fo=t8_C _ T.30; a>0

{ir)
A diferencia del modelo anterior, la distribucion gamma triparamétrica,
no uene una formula cerrada algebraica, por lo que se debe recumir a
tecmcas del analisis numeérico para aproximar, su cdlculo y/o a técnicas de
simulacton, que permutan conocer a través de la distnbucion empinca su
valor v geometria distribucional.

La formula para la distnbucion acumulada, viene dada por:

I's (ex
Frun = Jf*u donde T,20y @ >0
(HTH]

b
Siendo para T, la funcion I'; (8) = I*’ “lg gt conocida como la funcion
gamma incompleta.

La funcién d‘f la Tasa de Riesgo, no es tnvial y viene dada por la expresién:
T la M

ml = o () cumpliendo que T,>0, a >0

=
En el caso, de que los parametros de localizacion v escala fuesen cero v uno
respactivamente, entonces 1eNemos que.

En‘,mr =&

La estimacion del vector de parametros, para la T,~GAMMA (a. B.)  por
el método de los momentos, viene dada pm‘:m[ ¥ ]’ stendo ¥ v s* la
media v vananza muestral ﬁ 5 3

==

X
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2.3. Modelo LogNormal

Bajo este Modelo se supone que Tw~|°9 Normal (e, B, 7)

'Ianm .ﬁl]

o 2413 P

T B ra=0 stendo 1a funcion densidad.
a

te) (T pa)Vom

Para el caso, en que =0 v ¥ =1, se obtiene la distribucién lognormal
standarizada, dﬂﬂnlda de la sigmente manera:

l{n-n;.1 i ]

T conlg20,a>0

Su funcidon distnbucién vendria dada por
I§

Rra) =a{'“‘-‘f*]um¢r 20,250

La funcion Tasa de Riesgo (hazard rate) vive dada por

,,m,(nﬂaH'" ’

—In?‘

""fr..: =

Siendo
h: La distribucidn acumulada standard.
@ La funcion densidad de la Normal.

Los estmadores de maxima verostmilitud para el parametro de escala y
forma son los siguientes:

f=e’ conun 2 =[£|n(ﬁ}I%]];&= _'_Egﬂn(ii)—,&]’

n
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2.4, Modelo exponencial

1 %%
Bajo este Modelo, T~ (/. 7) se encuentra que/1=1= ¢ " conun
T,2 8, r>0 siendo § el parametro de localizacion y ¥ el parametro
de escala,

$i =0y ¥=1 tenemos lo sigmente Fir = e sslosi 7,20,

Tin,”
i

La funcién distribucién viene dada por Fr) = 1-€ Teont 20 ;>0
la Tasa de Raesgo viene dada por: Ay ]=1 cenun 7,20 ;7>0:
Y

L]

La media, la desviacion standard v el coeficiente de vanacion viene dado
por lo siguiente:

ﬂ,wﬁ?'

Vrr,w= Yz

w, =1

El estimador de maxima verosimihidad para este modelo del parametro de
escala Va5 X

2.3. Modelo Weibuil

Bayo este Modelo, T~ weibull (e, B, ¥) lo anterior implica que:

. %[1‘.%.#! ‘%] donde se cumple T, 2 8; r,@>0

Aligual queen los modelos antenores, 51 F=0 v ¥=1, entonces se obtiens
la distribucion Weibull standard v para el caso en que solo F=0, se
obtiene la distribucion Weibull biparamétrica. En el caso de la distribucion
standard su densidad es:

fqr,...k =aT, Ve donde T,20; a>0
La funcidn distribucion, viene dada por:
Firay =1- e Tel” cumpliendo para T, 20; a>0

1
L;atasad:riesgncmcﬁpnndiﬂntcahgr,.,u;=ﬂ'T5|:i{¢ :c-:nTWEU; >0
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La media, la vanianza v ¢l coeficiente de vanacion vienen dadas por

o+l

Ei?rﬁ.l = r[ o )
ol

@+ 2 a+l

- H{)
ja+2]
a+1
o

Como hemos podido observar, de todos los modelos teéricos paramétnicos
de mnteres, existen algunos que no tienen una Tasa de Riesgo algebraicamente

cerrada v la unica manera de obtenerla, s via simulacién v/o aphcando un
analisis numerico para su determmacion.

[TM | =

2.6, Modelo distribucién extrema

Este modelo viene dado por dos tipos disuntos v complementanos de
submodelos dependiendo s: la densidad tiene sesgo positivo o negativo. Se
caracteriza por los siguientes parametos:

lar Caso: Distribucio : i "
Parametros:

(1) Moda: m

(2) Escala: s

D:nmdad‘."'u,,” = & Z -8

B A m. i T € (=oo tea)
e m & (o)

5>0
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2do. Case: Distribucion extrema minima (Sesgo -)

Parametros:
(3) Modam
{4)  Escala s

-

1
Densidad: fir ;= 4 Z-8

_'IF.“—arrf

=g ] con T;!l.l = [_m‘!*m}

m € (— oo, 40o)
§»0
En ol préximo capitulo se verd claramente en el andlisis de los resultades

los dos modelor que fimalmente ¢ escogteron en finclén de su bondad de
afuste urilizando la data real de la empréesa del personal fubilado

La obligacién total del plan entonces seria la suma de cada una de las
obligaciones individuales asociada a cada empleado de la empresa que se
tomo como referencia.

3. Activos del fondo a nivel individual

Para modelar la evolucidn temporal de los activos se utiliza el enfoque
clasico.
A=A . Q+0)+C, [1+r) -8, ,,

Donde:
A alor de los activos del fondo del empleado alaedad ¥

re Tasa de retorno de las mversiones de los activos del fondo .

c: A :CUHG anual del Pl,an 0O aporte ordimano para I amortizande las
deudas.

B, 1.+ ‘Pensiones pagadas durante el afio transcurrido entre la edad ¥ —1
y X.

* Variable aleatonia la cual se le asipnara una distribucion de probabilidad log
normal como parte de 1os supuestos actuanales.
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Los actives se acumulan todos los afies, con las nuevas contribuciones v los
intereses devengados hasta el periodo inmediatamente anterior.

4. Estimacion del Valor en Riesgo (VaR) de los activos del
fondo

Una vez que se estiman los activos del fondo, se procede a determunar 2l
Valor en Riesgo, a través, de las dismbuciones empinicas generadas por el
modelo de stmulacion. Para llevar a cabo esto ultumo, siguiendo a Jorion, se
determina el VaR de la distnibucion empinca defimda como: V3R = £, * (a)

Donde:

F : La distnbucion de probabilidad empinica resultante
& Nivel de probabilidad prefijado.

A i Renduniento de los activos de fondo

El Valor en Riesgo VaR, no es mas que la solucion a la Ecuacion Imegral
donde se cumple que

o= I AR)dx = TJF{RJ =F(c)

stendo el VaR un cuantil de rango a de la distnibucion de probabilidad de R

Var —T

Grafico 72: Funcion Densidad de Probabilidasl Normal

En otras palabras, el primer valor de la varnable de interds x>—=- hasta
donde se acumula el o%c de area bajo la curva o % de probabilidad a la
izquierda del "VaR"
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Luego €l VaR se puede expresar como sigue:

VaR = Z 0, MAt

Donda:

Za: Cuantil de probabilidad @

7. Desviacién Standard del portafolio.
M : Monto Total del Fondo.

[ Tiempo.







Capitulo 17

Made:'acmn n’e Ias Iams n’e marrahdad
rotacion y expectativas de vida

En este capitulo se muestran dos tpos de resultados. Una pnmera parte
relacionada con la modelacién de las tasas de mortalidad v rotacion basado
en los datos de la empresa piloto; v en segundo lugar, se muestran los
resultados del modelo de simulacién estocastico propussto para cada uno
de los distintos escenarios que se discuten mas adelante dentro de este
mismo capitulo.

1. Modelacion de las tasas de mortalidad v rotacion
1.1, Datos de mortalidad del Institute Nacional de Estaclistica

Se obtuvieron los siguientes datos del Instituto Nacional de Estadistica
sobre las tasas brutas de mortalidad por quinguemio, las cuales se muestran
a continuacton’
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Tabla de= Mortalldad {par mil Hakitantes)

Grupos de HMy2
Edad Ttz Fem Mazi
15-1% 1,54 0,54 2.50
20-24 2,51 0.7 428
2530 231 078 281
30-34 234 114 352
25-39 2.31 1.3 329
40-44 308 2,03 4,14
4544 4,30 301 554
50-54 5,91 419 7,65
55.50 B.14 576 10,59
6i-64 12,38 9,08 1590

Tabla 3; tasas bruras de morialidad ano 2002
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Grafico 73, Evolucion de mortalidad

Deacuerdo con lametodologia descnta anterionmente, se propone ajustar uy
modelo estadistico a la data quinguenal, con el obyeto de hacer prondsticos
por edades enteras en 2] rango. que es de interés para esta investigacion que
va desde les 20 hasta los 60 afios de edad. Se ajustaron distintos modalos
no hineales v para cada uno de ellos se ebtuvo la sizutente informacion:

a. Ecnarion resultante estimacion de los coeficientes
b. Coefictents de correlacion

Varianza,

[m3

d. Matnz de vananza v covananzas de los parametros.
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2. Chi cuadrado para la bondad del ajuste.
f. Resultados obtenudos (prondsticos de edades enteras)

J.2 Resultados del qjusre de modelos no lineales.

FRoaOE A SO Rtk & B Taks Brits Afs 20T

FRECLINNG

wazhmes Fiareces Brimgema mamy
Formala i |
d, [ 1?:.—.— J‘,'—b*f‘l )* & d carhmicnt pilet| & Tﬁw
' TR TR 1 T ]
[ =74 30 Salli (] LLF o, 30 5
FarpmaTed Frpmary
£ -1 ] = : <3, 53 L aeTy
H 2 2,080+
b faidnzee | 2 S =41 ) o fpepnzye | R AL ] -t =
Saeficares T Craficierma 2y
r E o HY | =
|saermsite i ; bestingli . |V ¥ LT

Tabla 4: Cuatro modelos aplicados a la tasa bruta de mortalidad

del analisis anterior, se escogid ¢l modelo Logistico para la estimacion de
las tasas de mortalidad anual para las mujeres v como segundo ¢l modelo
Harris para los hombres. Para la escogencia de estos modelos, se utilizo
el criterio de calidad de su bondad de ajuste y a los valores obtemidos de
v § respectivamente; prefinendose aguel modelo con un nimero menor de
parametros,

La idea subyacente en consiste en obtener una curva suave de las
estimaciones quinquenales del INE, tratando de evitar un sobre ajuste o
una sobre suavizacidn de los datos. Es decur, obtener una funcién continua
para el range 20-60 tante para las mujeres como para los hombres de
manera tal, que se pueda, partir de esta ultima v generar automaticamente
los prondsticos que permitan obtener una tabla de supervivencia.
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Modebos aplicados a la Tasa Brota Femenina aho 2002

g | oo g, ) i A 2
Logimwr | Blzzsdas Logimve | Bizszdale

- 0589 S L316
2 254 0,520 2 Zan oz
b B v 0832 £ Ii| Iim
2 L83 5685 & I3z 2328
2 2,702 L s 2a1s 2483
25 L 07&l 46 2,685 1558
% 07 0603 87 IITQ ZIE34b
7 E 0.247 8 34 3045
i a3 0.854 I 330
3 9.340 0,54 2 221 351
T 0,558 51 3 3774
3L 1,458 1,055 52 3,355 4,081
I uz LiiE SR 4374

F S 15 87 = a9 4717
S 1,363 55 5058 £,08
L L8 56 348 5,505
IS T 1403 57 5508 5.55R
37 15 1458 I 5457
¥ 18 L3% 8 &334 P,
- S 1450 I 7411
) 1817 L

femening, Afio 2002, Por mil habitanres

[re—
BEEEE

"o
§ i

]
LWL O T T

Teonla e flesgo

Tabla 5. Pronosticos de las tasas de mortalidad anual por edad. Sexo

Grafico 74. Modelos aplicados a Ia dara femenina. Ao 2002
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Hodelos aplicades a la Tasa Bruta Masoulina afo 20032

Eriad Mzzzulme Bt Mzzzullne
Polynorreal | Harrs Folyramizl]  Hams
W Sde@ : 379 i 4oE 478
£ 3503 2851 47 4185 4880
i 3535 2537 4 431 5355
3 3855 % + 4.508 F2ad
4 37 3008 2 473 444
25 3748 3592 26 4383 5567
% 3728 3155 47 L% 3833

¥ 3T 333 T Rl
2 377 3IH el 985 6438
Fid 3765 3} 50 B408 £748
L 3754 3463 5 B85 7,084
3 e 3547 2 7334 7483
2 37 i = 7 a5 2R
] AT 3,732 i B.593 8,351
H £ 3831 3] 8278 £881
L 3741 351 1] 19,022 3442
& 3725 4,048 £ BB 172
v 3750 4,166 ] 17l 1057

35 3,783 4,252 8 1ledd i1
13 1853 4425 &0 L3553 FER 8

A 3333 4,587

Tabla 6. Prondsticos de las tasas de mortalidad anual por edad. Sexo

masculino, Ano 2002, Por mil habitantes
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Grafico 75, Modelos aplicados a la data masculina. Ano 2002

1.3, Bondad de ajuste de los modelas seleccionados.

Donde las iiltimas diez iteraciones del chi-cuadrado, se obtuve:

Tod
LM
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Blodedss Feamening J Chi cusdrade Aia 24007 Maodeds Mascniimg | Thi cosdrada Afa 20072

Lpgistics Pmrampler Halorme Harriz Frrmmreler Sislorims

Chi-Sooesm MEstery = B s Ohi- Snuses hakeory - b -
MH#L puEr; |[10Ems -6 TIO0NE Eosyer | [H B 31mas O 48545T -DOOERNE 3040083
T E2  GOIIT2ED || -1 6460 68530407 DOSAITE |(RE2 0 LGIRG (P a1 L I L
MEE  Driedgt || 11175248 EEATE0O OO0EFTOA | (B9l 18374 0483004  SJDOSTET 1 04ITED
T E§ B EIETAT || -12TOIDEE 4343083 DQENER B34 T RIpIA O ARETHE  ANQNIEY . L AERLYR
E#E D6 || -ILPHET 663504 O00mER: [N LEE0ON AERRlY AN 1L.04ER
RS OI1EA3E || -IXFREO0E SO SERFY Q0fteaGl ||HWE 3 geand D434%5%4 Q00811 10TEME
MR prvEidl (|-1337eses P ORIERY DOEN) ||BR @ 1 5850 0488033 3,005e3) 1 04%E0S
88 pie0?s || -12BS8IIS -PEEETIA DOmeatd (D98 3 G600 D4mate b Wﬂﬂ 1,0EI48
3 ORI || -I3i0880E -TRSRT0LT Q0SB W LBETHM QASTEL? WLUOEEM LO4TINT
#0  DIINARD [|-TREAAT 74 RRRR0E  DOTARE | |H 100 3 91458 Q4EME0E <D DOAZD 105783

Tabla 7. Ireraciones de Chi-cuadrado para cada modelo

Y cuvas matrices de Vananzas y Covananzas, son las siguientes para las
mujeres v los hombres

1242700 10470408 .30 5.0 0,011 2413
Fa| 10470404 B%eETAIT 11138 Me| 3011 £:001 045

328 11,138 0.0 S 3048 1748
Donde:

F: Matriz de Vananzas v Covananzas de las Mujeres en la Tasa de
Mortalidad.

M: Matniz de Vananzas v Covanianzas de los Hombres eén la Tasa de
Mortalidad.

1.4, Data una de las empresas mas representativas del sector para
la determinacion de las tasas de rotacion

Se dispone de la data lusténca del penodo 1998 al 2006. Correspondiente a una
empresa cuvo grupo de empleados, iene tanto personal activo como yubilado.

A continuacion se resume, la dinamica de la poblacidn, en ese periodo para
cada una de las sigmentes vanables demograficas:

a Total de personal empleado activeo.

b. Total de Jubilados:

¢. Total de pensionados.

d. Servicio promedio actual o antigiiedad promedio.
e. Edad promedio actual

f Salario basico promedio mensual
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Farm
m.
i@
Jubisdos 0 1 12 g 10
Edzd mee 07 368 W nE?
Sanvicie Acns! (3fed) 486 R0 441 484 g4
Sslzee Areas| LES/ma) || 3TISIOE 48008837 4pe7ATI|| mmaAm s 0l
L L1} | pIiTiE] 1
Wiy Farm Tezal Max Fam Tl
Azties 1582 438 230 1M 04 775
Pansionadios ] 0 Ch] L+ 31 g
Jubindey 0 ia 10 0 )
Esnd 3266 TN i 1257 LR 33078
Sarvicis dcreal (370 a4 50 871 BCH 8.
Salwre Aonoal [LSSImast || 441 a8B0E  EiL3E3.u8 L 0br 43557 100363566 104302887
[ T004
Wt Farm (T
P vre? 249 2366
Fargansdes &0 15 B
Jhiladen 0 11 t
Edad 12,02 {1 2 HE
Sarviele sl (afen) £52 458 545
Sl Acral (U5g/men)| L260.74400 147647690 1218.610.45]|

Tabla 8. Grupo de empleados de una empresa
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Grifico 76. Evolucion de la variable tamaiio de la empresa
{acrivos & inactivas)
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Grifico 77, Evolucién de la variable salario promedio
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Grafico 78, Evolucion de la variable edad promedio

Como sedenvade ladataantenor, laempresaale largo de estos ultimes siete
{07) afios ha mantenido las variables demograficas de edad v antigiiedad o
afios de servicie relanvamente estables. lo que de alguna maneraindica que
el reemplazo de personal obedece auna politica bastante conservadora, tanto
el numero de empleados come la edad v la antigiiedad se han mantemdo
durante este periodo con los stguientes promedios v varianzas

Edad
1353 LERE o Fia[e] 2003 e
s Fucta Tk Fackn L razha by
Fecha imiearisma LA L) pERE TR A AR lzaraens Eiglaey atfptlange
B leg Bt ] 3037 9 jE HET x| 162 1
apsalirics o2 BLSF ach o} 374% 3153 280
TOTAL EDAD J1,16 31,18 30;82 32,45 3z 3163

Tabla 9. Analisis historico de los promedios de edad
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Afps de Servicio | Antigieded 1
1358 1553 Ioas kiRl 2063 004
- Parcha L= tachs Fache mcha =ache
==a fLle TRty ] ELiLyfiaww ﬂ."l-_I.'J'ﬂ'N'- T Eifiriaooz Ly}
Fameninoy 445 473 T4 =05 L 4.5
Missciiing y il 4 4 54 $.73 IFE
[TOTAL SERVICIO| 4,51 503 4,81 5.52 E,S6 5,50
Tabla 10. Analisis historico de los promedios de servicio
[ Calario J
1558 1595 o0 2062 2083 o4
Fucha Fuzha Fachs Fashe Fma Fuzha
Ty AR FEABE EERE T 23 Ly @y iraiEnny LIRSS RET.IEY L EHS 5
Femeainzy TELAMEDY  MIFRG 4Rl SI3IIL6 10MENDD 11T4ATENS
Hasayline 410000 JNEDS0  JMEIMEOL eSS0 [ORIINA0 126074400

TOTAL SALARIO || 352.677.00 30634450 388.814,00 455.342,00 1.064.491,00 1.240.338,00

Tabla 11. Analisis historico de los promedios de salario

£33 SRS IE DINESE Kb BIraDE CreSE SF BATRE AT Eaits CRMEES B4 BITEET HiE
(I = P [N = Rk TR » SpREsing
L 5
i
s : b Frrr
- N i | B
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hRg aw grbganin SRig 2w peRgaes ahay sk anbig eaes

Grafico 79. Analisis historico de los promedios de edad, servicio
v salario del personal activo en el periodo (1998 - 2004)

La unica vanable, en la que por razones obviad se produjo un meremento
sustantivo, flie el salano promedio, el cual tuve un repunte en términos
nominales impertante reflejando al aumente del costo de vada del pais. En
termings de cesta basica el promedio del salano del ultimo afio considerado
en el estudio es de USE. 1.601.400,00 era aproxamadamente de 1.5 cesta
basica.

1.5, Datos de rotacidn del personal

Para determunar las tasas de rotacion del personal de la empresa, se unlizo
[a siguiente miormacion:
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Tabla 13. Tasa de mmciﬁn.hmm femenina por afios
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Grifico 80. Anilisis histarico de las tasas de rotacion bruta para ambos

sexos durante el periodo (1998-2004)
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Tentendo los datos por afio, por edad v sexo, se obtuvo a través de un
estudio longrtudinal los sigmentes estimaciones de las tasas de rotacién

promedio.

=
n

donde:

i=§0, 21, 22,

, 48, 49, 50/

J = {1998, 1999, 2000, ........., 2003, 2004}

4 la rotacién del personal a la edad 1 en el ailo |

Femening Masculing Femmning Masculing

Edad i 7] Edad 7 7
20 0,588 1,000 36 0,250 0,219
21 0,329 0,332 Kry 0,161 0,166
22 0,292 0,330 38 0,137 0,209
23 0,288 0,208 39 0,198 0,117
29 0,095 0,223 40 0,127 0,144
25 0,151 0,225 41 0,177 0,127
26 0,127 0,224 42 0,127 0,117
27 0,088 0,234 43 0,127 0,137
28 0,114 0,180 44 0,104 0,154
29 0,134 0,194 45 0,154 0,072
30 0,131 0,205 46 0,225 0,102
31 0,165 0,221 47 0,083 0,127
32 0,069 0,201 g 0,083 0,126
33 0,113 0,214 49 0,000 0,135
34 0,194 0,158 50 0,000 0,225
35 0,125 0,190

Tabla 14. Tasas estimadas de rotacion promedio
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Grifico 81, Estimacion de las rasas de rotacion promedio

1.0. Resultador del qyuste de modelos no [ineales, en o tasa
roracion promedio

Maodelos aplicados a la Tasa de Rotacion Promedio

T Masculing
Liogistic lLogistic
Formula Farmula
F - __a - _
L N TN ¥, 1 be T
3 0,1374 el 0,1617
b -211,0096 b 46,1523
Parametrios . Parametios
e 0,2B08 (4 03159
L. 1d d
Efror Estandar| S 0,0510 Error Estandar| s 00447
Cosficients de Cosficlants de
; r 881 4 g,
correlacidn 0,8810 correlacion | 0,9628

Tabla 15, Dos modelos aplicados a la tasa de rotacion promedio

Como se puede apreciar. en el caso de las tasas de rotacton promedios,
ambos modelos son del tpo logistico, se obtuvo una curva suave para
el promedio de la tasa de rotacidn. calculado en base a cuatro afios
consecutives, watando de evitar un sobre ajuste de los daros.
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Para la estimacion de la tasa de rotacion promedio femenno’, se escogid
un rango comprendido de 2048 afios, v para el personal masculing se
utthizd el rango de 20-30 afios.

Maodelo Logestn, Data Masmlona
" | st
T T
d ol |
1 !'| T
] ¥ l
LA - ..J-l l
- W v l--r--r_‘- —r 1 ‘1| — -
]
S S M S S e Ll I = = = ! e Tl W L ik ¢ = = -3
[ [ i

Grafico 82. Modelo logistico aplicado a la rasa de rotacion promedio

/7, Bondad de ajuste del modelo seleccionado para aplicario a la
tasa promedio de rotacion
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| Tabla 16. Treraciones del I:u t:l.laﬂrad{l para el mudelo logistico

Las matnices de vananzas v covananzas de los parametros para cada uno
e los modelos, son las siguientes:

G287 0,482
£2 ATHTE 38 mef . 35703 024
1801 1 508

F: Matriz de vananzas v covarianzas de las mujeres en la tasa de rotacion
promedio

M: Mamiz de varianzas v covarianzas de los hombres en la tasa de rotacion
promedio

“ Generalments, las muerss en promedio rotan, en el perigdo 2048 afos, entre
ofras cosas porgue la Edad de Jubdacion Normal. es cinco afios antes gue la de
[z Hombres.
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De acuerdo con la metodologia va descrita anteniormente, v con el objeto
de hacer un prondstico con la data de |a tasa de rotacion promedio, la cual,
s¢ ajusta al modelo logistico, de la sizuiente manera:

Pronostico de la Tasa de Rotacion [ Models Logishen

Femamng Masraimg Femenma Masculing
Edsd "I-I.L -’-'_ Edsd .F-'. f‘-.
1 0.550555 0551000 3% 0:138540 01562554
21 0.326751 G414821 37 0.138247 0.1623E8
22 0. 244378 0331333 3 9,138026 §.152166
53 02051 023335k kL 0.137850 0182081
14 0,183042 0211820 44 0.137738 0181970
25 $16%355 U, 135423 41 U134 0.181904
% 0,1601448 0,184%83 42 0,137569 0.151BE5
37 0,1528%94 0,1TROAT 43 0137518 0, 161621
it @ 1434645 0172309 e 0.437475 481738
b3 .146320 0.170011 45 0.137444 0161778
a0 0144018 0167684 45 D 137421 0,1581763
1 0143334 0, 166027 47 0.137a04 0,181753
12 0145078 0, 1845840 4E 0137351 0.16174&
33 0.140144 0. 1639684 4% ¢.000000 0161740
iq 0.1318488 0163366 £ 0.500000 0161738
35 0138830 0.16291%9
Tabla 17, Prondstico de la tasa de rotacion promedio del
periodo 2001-2004
PRONOSTICO TASA DE PRONOSTICOD TASA DE
. &?TACID’N FEMEHIHCI ROTACION MASCULING
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3,0000060 A.GOC00E
ImERRAAEET ER b R - RN
ENGD D

Grafico 83. Pronostico de la tasa de rotacion promedio
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Pronostico de Mortalidad v de Rotacion para las Mujeres
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0000558
0,000551
0,000525
0,000863
9,000702
0000744
9,000728
0000836
0,000826
0,000940
0,000557
0,001088
0,001822
0,001191
0,001268
0.001344
0,001428
0,001518
0,001614
0,001717
0,001827
0,001546
0,002073
0,00220%
0,002386
0,002515
0,002¢88
0,002670
£,003070
0,002286
0,003521
0003776
0,004058
0,004359
0,004692
0,005058

0550558
0326751
0,244278
0,305171
0,183042
0,169356
0,160148
0,1538%
0,148488
0148320
0,144018
0,142326
0,141075
0,140143
0,133450
0,138830
0,138540
0,138247
0,138026
0,127850
0,137738
0,127640
0137888
0,137516
0,137475
0,137444
0,137a21
0.137404
0,137391
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
2,000000
0000000

f5554a2
0,53340%
0,95337%
0,933337
0,955256
D,939256
0,985212
D,939184
0,995114
0939060
0,999003
0,958542
0,998878
0958805
0,938735
0,558686
0,938572
0,558482
0,938386
0,998283
0,598173
0,995054
0,587927
0,597751
0,957644
0,987485
0,957315
0,997130
0.9%¢930
0,5%6714
0,956479
0.996224
0,995945
0,935641
0,995308
0,994942

0,850514
0,853680
0,855982
0857674
0,858925
0.885856
0,860580
8,281070
0.861460
0881752
0.861974
0,862140
0,8622£5
0,862360
0,862431
0,862484
0,862525
0,862556
0,862579
0,862596
0862600
1.000000
1,000000
1.000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000

0.£72851
D,753250
0.794302
0.818384
0.830126
0.839130
0,345358
0.849760
0,862878
0,855129
0.E56767
0,B57961
0,E58E32
0.859461
0889913
0880230
0850445
0,880583
0850660
0.860580
0.850882
0.860843
0.86057%
0,560493
0.860387
0,8602€3
0.860120
0.859861
0.596714
0,996475
0.996224
0,595545
0,595641
0,595308
0,534%42

0007728
0011482
0015204
0015144
0.02344E
0028144
0033656
D.033810
0. 06545
0054931
0064237
00745768
0087388
0101752
0,118391
0, 137678
0, 160048
0, 185006
0216139
0281132
0.231780
0. 339010
0.F93F03
0457719
0.531%27
0616243
0, 718656
0835841
0,57 1604
0.457a807
0.5783251
0981989
0, 9855957
0,990074
0,534%43

Tabla 18. Prondstico de las probabilidades de supervivencia.
Sexo: femenino.
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Grafico 84, Evolucion de la mortalidad, rotacion ¥ supervivencia.
Sexo: femenino
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DATA MASCULINA
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Grafico 85, Evelucion de la mortalidad. rotacion v supervivencia. Sexo:

masculing

1.8, Ajuste de distribuclones de probabilidad 1/p opinidn experta
para el vencimiento de log distintos instrumentos financieros®

Se abtuvieron del banco central de venezuela, v de la bolsa de valores
dle caracas, las siguwientes tasas de mterés anval promedio de los ses (06)
principales bancos comercrales v universales para el periodo 2003-2006

* A objeto de formular 1os supuestos & hipdtesis actuariales del modelo.
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Seis Principales Bancos Comercales y Universales. Tasas de Interé

Operaciones

1 Enera 35,58 2629 B, 55
2 Febrers 33,55 243 B35
31 Marzpo 180 1835 6,a4
4 Abnl 25.01 20,03 £.49
5 Mayo 45,50 14,73 6,86
& Juiig e 13,98 7, 51
w2 Fodulg 22,09 14.E5 il

§ Agostn o ey 15,13 Tid
9 Ssptizmbra 12,37 17,61 i iy
10 Dohubre 21,13 1261 548
i1 Noviembre 15,82 1551 532
L2 Cicigmbrs 19,48 14,18 |
13 Engrs 1£.38 11,79 319
L4 Fabraro 1E,08 10,84 4 Ed
1% Marza 17.56 1284 4,56
18 Abrl 17,87 12,45 4, E&
17 Mavo 17,88 13,11 4,43
18 Junie 17.08 12,75 4,33
2004 19 dulie 13,22 11,67 4.17
10 Agosts 17.58 1243 4,71
11 Sepliambre 16,22 13.47 4,38
21 Dctubre 17,01 3.03 4,45
23 Nevibmbre 16,11 12,80 4,75
24 Diclambre 16.00 14.80 4,72
1% Enero 16.30 3,55 4,83
1§ Fabreso 16,04 1237 £.10
27 Marza 16,48 12;3% B.17
| Abrl 18,45 12,45 £.19

18 M avs 16,37 1567 Tl
310 Jure 15,25 1168 748
2095 31 Julis 15,82 124 757
32 Agosts 15,85 1080 7,33
31 Septismbra 14,58 10,74 T, ¥
34 Cichubre 18,36 11,08 kel
3% Negwambre 15,67 10,82 Tk
18 Diclemibra 14.40 1117 732
37 Ensra 14,33 1048 739
38 Fehreso ic.o4 10,48 722
18 Marzo 14,55 10,07 7.3
e 40. A5l 14,18 18,85 6,3
4% Maye 14,17 10,13 6,82
42 Junig 14,10 13,05 6.B1
Minimo 14,10 10,05 4,17
Proamedio 18,80 13,32 595
Maxino 36,96 26,29 7,48
Desv Estand 5,43 3,53 1,18

Tabla 20. Tasas de rendimientos mensuales
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CGrafico 86. Evolucion de las rasas de interes activa

Del grafico sigwiente, se observan las distintas tendencias, de las diferentes
tasas de interés, de cada uno de los mstrumentos. Obyviamente los depositos
a plazo v ahorro, tienen un rendimiento menor que las operaciones de los
actives, lo cual justfica claramente la mteraccidn financiera

Tasas de Inleres Anuales Nommales

Tava dw [ntevdn Aouiien Mivinsse

Zrrpre 2000 = Jumg 2004
80,00
.00 A
so00 | Y\
‘E‘M 1 -‘h'.lrla. S8 nate -
nm.".. = e
n‘m. "F"‘"l-.u___'_ = B
0 - -l
L R B R T R R LR R PSRt
L R
= Deptale de Ahorra
Depisitos o Plars # Dias Yinme
~m Opnreciorma Mlivas

Grafico §7. Comparacion grafica de las tasas de
interes anuales nominales

Se decidid hacer un supuesto de rendimientos loz normales tanto para
los bones como para las acciones dado el peguefio mercado de capitales
venezolano.
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1.9, Analisiy descriptivo de lax tenderviciar contrales v de dizpersion
de los datas para las edades de interes

gy
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gy Fomelo i B4t 3 2575 228 §38 o w0
Vararizs £ i 3 e L BN el
Descacion tipks 677 £3] 2 i £ 815 &2

Tabla 21. Analisis descriptivo de los tiempos de vida

La tabla constituve una sintesis de la tendencia central v de dispersion,
segun las edades de interés; donde se puede observar que el mavor numero
de jubtlados, sin discrimunar por sexo, <& encuentra a los 55 afnos, Sin
embarge, al discriminar por sexo, s¢ observan claramente las jubilaciones
normales: 337 hombres a los 60 afios v 188 mujeres a los 35 afios de edad

En egte punto es de suma importancia acotar que debide a que e] numero
remstrado de jubilades fallecidos a la edad de 65 anos es tan bajo, se
considera relevante enfocar el estudio en el resto de las edades de mteres
50-33 v 60; va que pareciera existir una mavor tendencia® 4 las jubilaciones
prematuras v normales, que a la tardia o difenda,

1.10. Resultades del gruste de los modelos de supervivencia a los
daros de los jubilades para las edades de jubiiacign normal

Producto del analisis de supervivencia realizado se obtuvieron los siguientes
perfiles de expectativa de vida, en base a los criterios gue presentamos a
continuacion:

= Es importante deéstacar gque este aspectoen Venszuela, pareciera ser un hecho
comprobado. en el senttdo de que los empleados se jubilan normalmente. ee
aguelias empresas gque tiznen planes de pensiones privados v o complementanos
a los del segure Social v no difieren su pension a edades posteriores:
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1. La data fue separada en tres grupos segun las edades de jubilacidn de
interés para el estudio, con el fin de conocer las diferentes expectativas
de vida, condicionadas a la edad de jubilacion v controlada con el sexo,
come vanable nterviniente en el estudie.

Edad de SE
Jubslacion

50 135 288
35 1E8 273
&0 83 337

Tabla 22. Toral de participantes por edad de jubilacién y grupos
de interes, discriminado por sexo.

273

Freaenaa
L] L)
L ] in
[ =’ [ ]

83

' |~

50 z5 &0
Edad d= Jubilaciin

B Femening [ Mastuling
Grafico 88, Histograma por edad de jubilacion v grupos de interés.
discriminado por sexo

A partir de la base de datos global, es decir, incluyendo todas las empresas
que conforman la poblacion, se sizuio el sigumente esquema de analisis:
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Grafico 89, Discriminacion por nimero de participantes totales de la
investigacion. por edad de interés

En el Analisis Paramétrico de Supervivencia se ajustaron las siguientes
distribuciones teéricas posibles.

Werbull

Lognormal base exponencial
Exponencial

Normal

Lognormal base 10

Valores Extremos

R R = T T
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Personal jubilado con 50 anos
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Grafico 90, Analisis comparativo de las distribuciones, Metodo de
coeficiente de corvelacion para los jubilados de 50 afios
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Distribucionas valor Eristribociones Valor
Expanencal - Waibull 0,941
Lognormal bases e 0,871 Walores Extramos {0,877
Lognormal basze 10 ;873 Logiskic 0,580
Laglagistic 0,915 Marmal 0582

Tabla 23. Coeficiente de Correlacion por distribuciones

La presencia de valores bajos del estadistico Anderson Darhing, v valores
cercanos aune (01) en el coeficiente de correlacion, inplica mejores ajustes
de los datos a las distribuciones teoncas En este caso, para esta edad de
jubilacion 50 afios sin discriminacion por sexo, la mejor distnibucién que se

ajusta a los datos es la normal

Funcion densigad

Supsrilvancis

Fr'.lt‘rl-;h1‘|ll'.|-:l.|

Propabilidaa normal

""I

\

5

~l\'.
L

T i
& " "
T 55 -L'I
& = =

Tipo de
Dristribussion

Grafico 91. Andlisis de Ia distribucion normal, para los jubiladoes de 50 adios,

Percontiles

Crefoents

Tarifa

Bondad de
MTTF

sin discriminacion por sexo.

Valpras

Cersor
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El nempo de vida promedio o expectativa de vida condicionado a la edad de
30 afios 25 de 32 24 afios. De la muestra total ocurrieron treinta v siete (37)
muertes v trescientas ochenta b se1s (386) datos censurados a la derecha,
todos ellos vives a la fecha del estudio.

Este mismo tipe de analisis se llevd 3 caboe para las edades de interes 38
33y 60 aflos, de la muestra total disciminando por sexo, obteniéndose los
sigmentes resultades:

e | G | o p——
Jubilzzon
el 0.541 0583 0334
Legnarmal base & 0871 ¢.5L7 0g43
Exponsncial n - -
- Marmal Ess o5 0,977
Lognarmal bess 10 Q.71 0817 0843
Extrema valug 0,577 CECERE
Legloguatc Q.F1E 0862 0.£51
Legiske 0,980 0.978 DETE
Wbl 0 T
Lograrmal base & 0.E%% 0,848 0,853
Expanancial - r .
ncs Nermal 0,563 0,988 0571
Logrormal base 10 0.899 D.B4E 0853
Extrans value 0.940 0,972 0,938
Leglagintic 0,935 0,892 0872
Logist _08dy  08%0 o
Waibull 0913 0.90e 0.92¢c
Lognormal bage o D.BOS 0,833 D.gge
Expanencal = * =
g Mol 6472 cest  EEE|
Legrarmal bass 10 0.E05 0,833 0855
Extrema valus | oM | 08w oss
Laglogstic g.557 0,826 0813
Lagistic gare g.854 9,204

Tabla 24. Analisis comparativo por edades de interes,
por sexo a nivel global

*Edades normales da jubilacion para los hombre s mujerss v que son las edades
de estudio de esta investigacion.
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Verde: Primer Modslo
Amarillo: Segunde Modelo Mejor Ajuste

Del anilisis comparativo anterior, se desprende qua los mejores modelos
que explican ¢l tiempo de vida condicionado a cada una de las edades de
miterés, son basicamente cuatro:

1. Extreme Value o Valor extremo

1. Wetbull

. Logistic o Logistico

Nommal, el cual, en algunos casos sustituye cualquiera de los otros tres
como una muy buena aproximacion de los modelos antes descritos,

Expectativas de vida se determinaron las medias de los nempos de vida
de cada uno de los grupos, con intervalos de confianza del 95%, segin
la disthbucién mas adecuada para cada caso, escogida en el anilisis
comparativo antes setialado; en base al test de bondad de ajuste anderson
darling, v el método del coeficiente de correlacion. Los resultados de estos
ajustes se presentan en la siguents tabla *¥ -

B i Tarss % VO {awlo & oot 7%
Lavs Tioo da Diatrbugein Lo Inweer | Lmte Supwtler
Tussde | et
g Masctno. (iheibud i L o gLl
& lzgme 1% nm nEw prEny
R g T3] Skl B
] Fawewe  |Extrms wile 15 0368 ek a0
& |Ertran <dh 151 4t wag 347
m = INerral N nE | RN | B
3 et Wbl 15 AT 3451 ELBe4
& |Extrirrn s i) u5s man EER

Tabla 25, Expectativas de vida, con datos censurados para los
modelos de mejor ajuste

% Es importante destacar, como va s menciond anteriormente, que el ajuste de una
distribucion teorica a estas muesttas no necesariamente explican las expectativas
de vida de la region. pues los datos son tomadoes de empleados que trabajan en
empresas cuves trabajadores, en promedio tienen una calidad de vida supernor
Dentro del contexto de la investigacion se considera que estos ajustes locen
razonables; quizas, con la excepcion del caso del sexo femening a los 50 afios,
donde la expectativa de vida se nota bastante alta.
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Las graficas referentes a las distnbuctones de mejor ajuste a los datos
expuestos en la tabla, se pueden observar a continuacion:

Grafico 92, Expectativas de vida. con datos censurados para los
modelos de mejor ajuste
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1.11, Resulrados derivados deél analisis no paramémico

a. Expectativas de vida: se deternunaron las medias de log uempos de
vida de cada uno de los grupes, con ntervalos de confianza del 93¢,
mediante la unlizacién del método de Kaplan Meter” Los resultados
de astos ajustes fueron:

Edad de Tiempo de Vidal Intervalo de Confianza 95%

Sexo Limite: | Limite Stuperiar
ubiacian Media Infariar
50 29,227 26,032 32,421
35 Masculing 23,630 22,297 24,863
60 21,836 20 486 23,185
50 4,424 31,148 37,701
55 Femerino 31,497 37,395 35,600
60 31,045 27,825 34,165
50 31,610 28,098 34,121
55 Global 29,454 26,925 31,082
60 26,144 23,866 28,401

Tabla 26. Expectativas de vida, segin meétodo no parametrico

Es mmportante destacar que debido a que en las Estimaciones No
Paramétricas no s¢ ajustan® dismbuciones de supervivencia tedncas come
en el caso anterior, estas, eventualmente, pudieran ser mas adecuadas dada
la evidencia muestral. pues no “se fuerza’, aun en el caso de un buen ajuste,
a que los datos sigan una derernunada distnbucion tednica

Enelajuste no paramétrico, las probabilidaces de supervivencia generalmente
s= estiman directamente a traves de la funcion empirica de kaplan meer dada
por la sizuients expreson:

* Estimacion de las probabilidades de supervivencia a través de |3 funcien
empirica de Kaplan Meier

* Estimacion de los parametros de la distribucion teonica; generalments
focalizacion, sscala v forma.
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Las graficas referentes a estos dates expuestos en la tabla anterior, s2 pueden
observar a continuacién

Grafico 93. Expecrativas de vida, segun meétodo no paramétrico
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En estas graficas se puede observar claramente los distintos perfiles de
I3 supervivencia por edad, asi como las tasas de riesgo asociadas a cada
curva de supernvivencia A la edad de 30 afos se observa una curva de
supervivencia con decaimientos mas umformes que en la de 33 v 60 afios,
donde. como es natural, 1a fuerza de la mortalidad es maver.

112 Simulacion del valor de d v d,, bajo los distintes madelas,

Para encontrar el valor de la anualidad estocastica, se utilizaran los
modelos encontrados anteriormente v cada uno con distintas tasas de
riesgo por edad v sexo. La idea central, es determunar con la data real
histérica del personal jubilado de las empresas a los 55 v 60 afios, cual es el
costo de la anualidad en térmunos de su esperanza matematica v varianza

Para lograr lo anterior, 32 unilizo Ja técnica de Simulacion Monte Carlo. Los
supuestos de simulacion para T, fueron basados, en los hallazgos de los
modelos parameétricos. Los resultados de los modelos no parametncos se
utilizaron como un tipo de contraste a mivel comparanvoe para verificar, en
cierta manera, la razonabihidad de las expectativas de vida arrojadas por los
modelos parameétncos.

1.13. Supuestos urilizados

Fara modelar las anualidades aleatonas a los 55 v 60 afles, por sexo se
utthzaron los siguientes modelos

| Enfoques |
= [y ——
Fararmadten (Mgl
+ Edad 60 afios [ 55 afas | « Edad 60 afos | 55 afos
+ Distribudoresde Te |« Promedio TV
Masauling T Masoudmos 21,81
Femening ' Femening: 3149
+ Imenaly de Confianca al 85%
Masculing: 20,453 - 2318
Femening 27,38 — 15 B0

Suppestos |

Te - logistion (22.03; 4.36)
T ~extreme value {30,19; 6.5B)

{1) TV Tiempo de Vida / Expectativa de Vidz
Tabla 27. Modelos de riesgo
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Como se puede observar. las parametnizaciones no necesanamente, e
corresponden con los modelos tedricos, dade que cada software, tienen un
arden ¥ un numera especifice en cuanto a los parametros de localizacion
forma v escala. En algunos modelos se uulizan sélo dos parametros en
otros tres parametros, en nuestro caso de los modelos logistico v Extreme
Value se utitlizaron dos parametros

1.14. Resultades de la smulacion para @y, 5;1

Despues de correr 5.000 wrentos se obruvieron los sigmentes resultados,
para los modelos antes mencionados:

Estadisticos Descriptives Andligis del Percentilado
1) lteraciones 1,000 Fercentil
2% Valar Media 11 588282 10% B 396124
3 Valor Mediano 12 053721 20% 10 4858424
4) Desviacion Tipica 2. 381359 30% 111687426
&) Coefic Varacion 0,21 4% 11604414
B) Maxima Valor 14 860884 5% 12.053721
T Valor Riesgo 10%. 1288853 B0% 12418683
7% 12 784089
B0% 13191112
80% 13 ARSI

100% 14 660584

Tabla 28. Distribuciones empiricas del costo de la anualidad estocastica
para hombres con 60 anos de edad
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Grafico 94. Distribuciones de probabilidad empirica v distribuciones de
probabilidad acumulada del costo. Hombres. 60 Afios
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Estadisticos Descriptivos Anilisis del Percentilado
1) lteraciones 1,000 Percentil

2 Valor Medio 13 5017649 10% 11176325
JyValor Mediano 13617901 20% 12 141324

4 Desviacion Tipica 1686083 30% 12 680696

&) Coefic. Varlaclon  0.12 40% 13117529

6) Maximo Valor 17 420864 E0%: 13617901
TyWalor Riesgo 10% 15671411 60% 14003936

70% 14.523660
80% 14.993330
B0% 15671411
100% 17 420864

Tabla 19. Distribucicnes empiricas del costo de la anualidad
estocastica para mujeres con 53 anios de edad

Ferstanr Mudide: smcmns P anuBAE EREcRliz
" T Faquitsy (Chit Wilazapd 1S5 Ty Clrmulainie St Tl Doy e

T T
FPratiabdliny
Amuambnas g

PR FEEMEE . VRIREER WM risTmk

Grifico 95, Distribuciones de probabilidad empirica v distribuciones de
probabilidad acumulada del costo. Mujeres. 55 Asios

Del analisis de los resultados anteriores se desprende lo siguiente:

El costo de laanualidad, es obviamente variable dependiendo del modelo de
nesge que se utilice para el T, ttiempo de vida remanente de los individuos
una vez alcanzado los 60 afios de edad en el caso de los hombres v T, en
el caso de las mujeres.

En principio se escogeria, el modelo que mavor bondad de ajuste tenza a
[a muestra de datos observados; v aguel que mejor refieje la expeniencia.
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A nivel de costos promedios se obtuvo:

Valor en Riesgo 10%

SMENIND 135017 1567
Masculing 11 56882 1368

Tabla 30, Costos Promedios de Ia anualidad derivada de la simulacion

De los resultados anteriores se observa que el costo promedio de las mujeres
es superior al de los hombres enun 16,50%, lo cual refleja entre otras cosas
un mayor namero esperado de pagos dado que se estd jubilando cinco (05)
afos antes que los hombres.

Anwvel de la medida de riesgo (Valor en Riesgo al 10%5), existe un mayor riesgo
en las mujeres que en los hombres Ia probabilidad de exceder al 10%: el umbral
o valor en nesgo en las mujeres es de 15,67 v en los hombres de 13,68.

Es decur Prob{Costo Anualidad 60 = 13,68)=10%
Prob(Costo Anualidad 50 215,67)=10%

En resumen, con el mismo a% el nivel de nesgo de las mujeres es 14,34%
mayor al de los hombres.

Es importante destacar que una composicion tipica de hombres v mujeres
en una empresa como la que estamos modelando al agregar los nesgos
13 Mujeres = 2’3 Hombres, tiende a munimuzar ] nesgo inherente a las
mujeres. En cierta manera los hombres absorben parte del niesgo de las
mujeres a mvel consehdado.

Otro aspecto, igualmente importante, &5 ¢l andhisis comparativo de los
mtervalos de confianza para los valores esperados del costo de la anualidad,

Intervalo de Confianza 95%

l Li IL Ls |
Hembres {60) 5.0045 14,2306
Mujeres (55) 11,5882 1368

Tabla 31. Intervale de confianza al 95%

Los errores estandar de la media son, respectivamente, 7.53% para los
hombres v 5,33% para las mujerss.

En cuanto 2 la seometria de las distribuciones, se observa claramente
la asimetria de los hombres con un sesgo mas hacia la derecha versus
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la geometria de las distribucién de las mujeéres, un poca mas asimétrica
visualmente, sin tener un sesgo de tanta magnitud como el de los hombres.

Es tambien importante destacar que este analisis de supervivencia, para
este grupo de empleados jubilados, puede no refiejar la realidad de las
expectativas de vida a2 mivel de todo 2l sector de la energia v obviamente
menos aun a myvel nacional para toda la poblacién. Sin embarge, los
estimados obtenidos son muy razonables para el grupo de empresas bajo
estudio v la evidencia muestral indica que estos serian los modelos mas
aproprados para evaluar la superyvivencia post-jubilacién, s decur, 3 partir
delos 60 aflos en el caso de los hombres v 35 afios en el caso de las mujeres,
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El modelo de valoracidn arroja distintos resultados relativos al diferencial
entre la obligacién v los activos del fondo, a partir, de la generacion de vanos
escenarios. Cada escenano, viene definido por un grupo de supuestos, por
una funcion objetivo a optimizar v por un grupo de restricciones definidas
por el usuario sobre el grupo de vanables de decisién.

Podemos construur un escenario de caleulo como sigue:

ESeN < 4

(

\

I: Perfil Individual: Produce como resultado la evolucion en
el tiempo de todas las vanables para cada uno de los
empleados desde la edad actual 2 la edad de jubilacién

A Perfil Agregacion Produce resultados correspondientes
al grupe de todes los empleados por sexo,
agregados individuaimente.

# Cada escenario puede a su vez visualizarse en dos modalidades: la primera,
aguella donde se lleva a cabo una Simulacion Monte Carlo para derivar las
distrnibuciones empincas de las vanables de mnteres sin infervencion; la segunda
modalidad, derivada del anilisis de sensibihdad de la primera. implica la
sdentificacion de una funcién objetivo v restricciones.
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A su vez, cada perfil viene defiudo por tres elementos basicos:

i. Supuestos de las distribuciones de la vanables aleatorias v rangos de
variabtlidad de cada una de las vanables de decision.

Defintcidn de los valores imciales o de arrangue.

ii. Funcién objetivo: generalmente es la cuantia de la obligacion actuanal
v de los activos disponibles, dado por las contribuciones acumuladas
con interés, ambos definen el mvel de solvencia del fondo de un plan
de pensiones. Existen vanos critenos basicos para optimizar, uno de
ellos v quzas el mas importante, es que el valor esperado asociado
al diferencial acumulado en el momento de la jubilacion sea mimmo
acotado © muy cercano a cero; es decir:

MIN, {E(L, )},..q0 sujeto a Elay) se

Siendo d_f un grupo de vanables de decisién que permiten que el valor

esperado del diferencial Ay se encuentre en un rango aceptable para evitar

perdidas del fondo, sujeto a un blogue de restricciones, de cada una de las
vanables de decision consideradas en el escenano bajo estudio,

Otros critenios alternativos, pudieran ser la minimizacion de la desviacion
standard del diferencial o la mumimizacion de la vananza:

M'Ww, {SD{M. ) ]; i 0 MIN,,I {v'[ﬂ"'r. ) }r-ﬂﬂ

iil. Restricciones para cada una de las vanables de decision que mnciden
en ¢l valor final que toma el diferencial al momento de la jubilacién,
stendo:

D : Conjunto de las variables de decisién del modelo

D:{ k%, w, %, 6%, S, }
Donde:;
k%
k%
k:%
k%
a .

: Parametro de Bondad del beneficio (FB)
. Parametro Tasa de contribucion (TC).
: Parametro pension minima (PM).
: Barametro de pension maxima (PAa).
Tasas de participacion en las colocaciones (tnversiones) (PC)
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/ % - Tasade interés, para descontar las obligaciones (TI).

9% . Tusa de aumento salarial interanual (TS),

Sy : Sueldo inicial de arrangue (SI).

Es importante destacar, que no necesariamente se deben restnngir todas
las vanables en todos los escenanos. En la descripcion de cada uno de
los escenanos se indicard, el subconjunto de vanables de decision que se
utilizaran y bajo que restricciones operaran

iv. Escenarios o ser evaluados:

Se distinguen dos tipos de escenarnios dentro del contexto de la Sunulacién
Monte Carlo:

a Sin Optimizacion Estocastica
b. Con Optimizacion Estocastica

Se hicieron diferentes simulaciones bajo distintos escenarios, en algunos
casos se restringieron todas las vanables del comjunto D; en otros un
subconjunto S = 0 vy se identificaron aquellas variables claves v eriticas.
Esto permitié a su vez conocer las distmitos impactos altemnativos en el
diferencial A, en X=60 y X=53, dependiendo del sexo del empleado

Por tiltimo, el objetivo que se parsigue es determunar el vector solucion I/
de las vanables de decisidn en D o en cualquier subconjunto 8, tal que s
cumpla, con el criterio de optimizacidn escogido. En esta investigacion,
los critenios escogidos fueron basicamente dos criterios de optimizacion:

a. Minimizacion del valor esperado de la Obligacion Actuanal sweto 2
que el valor esperado del diferencial en valor absoluto sea menor o igual
a 1,00 “MS.

b. Maximizacién de las contribuciones acumuladas mas inferés, sujeto a
que el valor esperado del diferencial en valor absolute sea menor o igual
a 1,00 MS.

“ Este monto se fija athitraniamente pequedic, inclusive hasta un monto de +-
10,00 MS. podria considerarse come un valor cercano a-cero dado los drdenes de
magnitud de:las variables que zeneralmente viensn en nuastro caso dad en miles
de millones (MS.).
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Encontrar el vector solucidn de las vanables de decisién que garanticen
la minimizacion del Déficit o Superavit, acotando e] valor esperadoe del
diferencial, a traves, de una simulacion estocastica para cualquiera de los
eriterios antes sefialados.

En la proxima seccidn, se construirdn los distintos escenarios de estudio,
v se analizaran los resultados obtenidos tanto a mivel del perfil individual
como del agregado o consolidado. A continuacion se muestra |3 estructura
del modelo:
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Tabla 33. Modelo de Simulacion Estocastica para la Data Masculina
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A contmuacion, v respetando la estructura de los resultados que arrgya el
modelo explicado en detalle en el apartado anterior, se obtiene lo siguiente:

1. Enfoque deterministico

A nivel determmistico se explica en detalle las primeras corridas del Modelo
para obtener los estimados de la obligacion del plan, de las contmbuciones
acumuladas con interés v el diferencial, variable de particular interés en esta
mvestigacion, 1a cual como va se ha explicado anteniormente da respuesta
al superavit o déficut del Fondo.

1.1, Supuestos e lnporesis actuariales

El set de supuestos utihizados en estos calculos fue:

Tasas de monalidad pronosticadas para cada edad, es decir, no se asumio
que una 0, en particular estuviera distnbuida bajo una distnbucion de
probabilidad

Tasa de Contnbucion: 14%: ¥,
Tasa de Aumento Salanal: §%.
Tasa de Interés fija v constante: 7%.
Parametro de Bondad: 2%
Tiempo remanente de vida: 18 afos
Factor de Pension Mimmo: 30%,
Factor de Pension Miaximo: 60%,
Tasa de Retorno 1: 10%,
Tasa de retorno 2: 8%
Proporcion 1: 20%
. Proporcion 2: 80%
Edad de jubilacién normal hombres: 60 afios
m Edad de jubilacion normal mujeres: 53 afios

= RS S-S -

-

= ipes s

# 50% de ese monto lo aporta el trabajador v el remanente 1a empresa o patrono.
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1.2, Resulrddos

A nivel consohdado, los resultados, para el escenano base antes defindo,

Tueron:

| MeilsisdeCostos | Mas ] % | Fem § %% | Total | % |

1) Chiigecan Actuseal EERIE] | R FEEEE | R 8%, 709][ 100,060

% Conrrburiones feeniylsdss = fnterge 3,515 10980 LE1Y|| &L BE.377|| w5.iE

il: Difgrapcial -5, EDI'.'I <360 3153 313 i85 553
=TT

Tabla 34. Anilisis de costos. Enfoque deterministico *

Latabla antertor muestra un superavit para los hombres v un déficit para las
mujeres Estos estimados son puntuales basados en las hupétesis v supuestos
antes senalados, donde cada una de las vanables son consideradas fiyas,

Para valorar el comportamiento de! diferencial bajo disuntos esquemas
de vanaciones en las tasas de nterés v conmnbucidn s gemeraron
determumisticamente 25 escenanos adicionales, manteniendo el resto de las
otras vartables constantes, vanando 6% < tasamteres = 1 2% v 13% < tasa de
mnmbucmn < 2{}“ 5. Lns resultados de este analms de sensibilidad 1uernn

LN L ] TR JI'M"

R s T Teni AL i

|58 o iFieees
LTERS AL E - =i
EITECHEITE S :l
ILITTECHGHTE S a-R

=T b W T A iR |

a'li:-.}{_‘.‘rl?;i ﬂ'“’;_"al! o -',‘rr-i-.
,-w.!-d- v-r'q#.?ﬂ Ih: .?nun?ﬁ' l=-l'.-|-:-"- -.‘-'H:MI

Tabla 35, Analisis de sensibilidad del diferencial. Enfoque deterministico
personal femenino (USS.)

La matriz tnangular inferior muestra aquellos valores determunisticos donde
el A <0, es decir, superavitanc. Con una tasa de contnibucion de 13% yun
mteres de 12% se genera un deficit de 13637 MS. Es decur, habria una
msuficiencia relativamente pequefia en ordenes de marmitud por el monto
antes setialado. Con este tpo de analisis no tenemos mavor informacion de
la calidad de las estimaciones v de la vanabilidad de los estimados.

“ Porcentaje calenlado como 2] coctente da las contnbucionss acumuladas mas
interés sobre 3 obligacibn actuarial
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2. Enfoque Estocastico

2.1, Supuestos e hipdtesis actuariales

J. Variabies alearorias
1.1 Rendimientos anuaies del fonde

Bajo el supuesto de logantmo - normalidad los rendimientos o retornos
anuales del fondo, se considero lo sigue:

a. Portafolio conformado por dos mnstrumentos financieros bonos +
acciones.

b. La compozicién micial de inversién en cada uno de ellos, viene dado
por un 20 % en acciones v el remanente en bonos.

¢ / rendimiento anual de las acciones  bonos =12 .. .. n

Donde 7, : Rendimuento de las acciones.

7+ Rendimiento de los bonos

Hipotesis distribuctonal® Composicion Inicial Portafolio
1y ~ logNormal (10%, 3%) 20%
= logNarmal (8%, 1%) 80%

Coma era de esperarse la volatilidad de las acciones es tres veces la de los
bonos v su rendimiento es superior en dos puntos porcentuales.

* Importante destacar que la opinion de expertos en el area de inversiones v
estudios economucos sugmieron altamente adoptar la distribucion lognormal
v el mvel adoptado de sus parametros, para describir ] comportamiento de los
rendimientos de largo plazo de bonos + acciones en el pais. Venezuela no tiene un
mercado de capitales amplhiaments desarrollado como para hacer ajustes v derivar
los modelos en esta area, debido a la poca oferta v demanda Se prefirio partir de
ia base de un escenario muy conservador. que de alguna manera esta en sintonia
con la 2volucion de las tasas activas v pasivas de la economiia nacional




|70 leomia ge flesqo

[Bssumption: 1ss= ratorno 1 Cell. B10
Lognormzal distrbution with paremeters -
Mezn gg
Stendsrd Day 003

Selested range s from 000 1o +infiniy

R
Assumplion’ lsss retorno 2 Cell: BN
Lagnormal distnbution with peramets's -
Mean 005 |
Stzrdard Dlev s}
Selecrec range & from 0 00 19 =i nfinay L—,,_uu

Grafico 96, Variables Aleatorias: Rendimienros Anuales del Fondo
1.2, Tiempo vemanente de vida

Derivado del estudio de supervivencia explicado en detalle, en el capitulo
anterior, se supuso gue el iempo de vida se distribuve por sexo como sigue

P T - Parametnos
Distribucaon Media Escala Edad
Masculing Lagistica 23,03 4,38 B0
Famening Extremis Valpe 26,38 £.58 55

Tabla 36. Tiempo remanente de vida ©

Cell: B&
Assumption: tiempo remanente de vida

—— T I T
Logistic distribubtion with paramaters:
Mean £3.03
ke 4,58

& Teaiis Y
Selected rangs 15 from -Infinity to +Infinity

Grifico 97. Variables aleatorias: tiempo remanente de vida - hombres

a

" 1az estimaciones de los parametros de los modelos de supervivencia fueron
heches con Minitab v los calcnlos de simulacion foeron con Crvstal Ball Enoel
cazo de la destribucion Extreme Value e estimo la madia como una medida de
Iocalizacion va goe Minitab estima 1a moda,
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Assumplion: tiampo remanents de vida Call: B8
Extreme Value diginbuban with parameters e
Mode 2258 V.
Scale 558 /
!
Selected range is-from =Infinity to =Infinity r m -

Wir Lk i saidl dd

Grafico 98: Variables Aleatorias: Tiempo Remanente de Vida - Mujeres
1 3 Theas de mevralidad v rotacion

Basado en la data de montahdad qunguenal del INE v de los modelos de
pronostico, se obtuvieron las probabilidades de momalidad por edad v sexo,
descle los 20 aflos hasta los 60 v 55 aflos, respectivamente; edades normales
de jubilacion para ¢l hombre v 12 mujer

A diferencia de los modelos determimsticos, donde se utliza una tabla
de mortalidad fiya por edad, en esre modelo de simulacion estocastica, |a
mortalidad v la rotacion se modelaron como sigue®

2 Masoglne _L_Femgpng

20 Hu iy ™

21 M s

n & [
' k Prondzsticos de los madelos wilzades para
’ 1 F abtonet 1a maetalidad anual por adad

55 i T

60 G i J

Tabla 37, Pronostico de los modelos utilizados para obtener la mortalidad
anual por edad

“Ver tablas de los valores afustados
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9. - Probabilidad de que un individuo de edad x, muera en el periodo x,
x—1: es decir en el mtervalo [x, X +1‘]
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Assumption: mortalided
farimzl distribution with parsmeters.
Mean - 0002755
Standard Dev G002

Selacted range is from -Infinity to = Infinity

Assumption: BE18
Mormizl distribution with parameters
Mean {.02851
Standard Dev 0.002847

Selected range is from -Infinity to ~lefimty

Assumption: B1%
Narmal distribution with parameters
Maan 0 002907
Standard Dey 0002362

Salectad range 15 from -Infinty 1o «nfinity

Assumption: B20
Narmal distnibution with parameters
Mazn 0 00296k
Standard Dev 002962

Sslacted range 15 from <lafisity to +Infindy

Assumption: B2
Mormal distribubon with parameters
Mean Gona0zs
Standard Dey. Q003023

Szlacted range i3 from - nfinity o <Infimity

173

Cefl: B17
.I FE:I.
Cell: B18
]
!
Cell: B19
Bl
Call: B20
.
(T
Cell; B2Y
T
; x ]

Grifico 99, Variables aleatorias: mortalidad - hombres
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Con el ohyeto de no liacer repeniclones, sg rmuestra en #sta seccion, solo
una parte de los supuestos, con fines pedazdégicos, para las edades de {20,
21,22, 25 24} 2l conjunto completo de los supuestos se puede ver en su
totalidad en el modelo de simulacién desde los 20 hasta los 60 afios de
edad. v se disunguen por tener &l color verde, tal como se menciono en la
geometria del modelo (heya de calculo)

Siguiende el mismo razenamiento, se modelo la rotacian como sigue:

I TRPRTTE
F]H =V F.IH, 1H|Ilh—1‘m.£‘_} Vxe |2ﬂ, Eﬂ']
.F]’F =N lFrFF \'rt 1N_E{'I' ﬁx& IZ{:I-t 55]

i aM - nF ?
Siendo 7, v 1, lastasasderotacion anual denvadas del momento de ajuste
de la rotacion observada en las empresas cubsertas por esta invesugacion

Grafico 100, Variables aleatorias: rotacifn

Assumptlon: rotacion Cell: C17
Mvarmal digtnibution with parametars, ﬂiﬂ
Mean 0.991000
Standard Deyv 0094015
Selacted range s from -Infinity to +infirty ) izl .
it &k pas LLT ¥
Assumption: C18 Cell: C18
MWermisl dizsthbution with parametars “I'
Mean 0414807
Standard Dey 0317326
Selecied range 15 from < Infinity 1o +infinty e =" .
abl il [T L F
Agsumption: C19 Cell: C19
Nommal distnbution with parameters =
Mean 0,291323 '
Standard Dev 0245244 :

Seleclzd range is from ~Infinity 10 <Infinity gt m

<kl o] = ] ‘i
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Assumption: C21 Ceall; C21
Neormal distribution with parameters: e
Mesan 0.211820
Srandard Dev 0,132053
Selected rangs i3 from -Infinity to =Infiriy _— g -
Assumption: C20 Cell: C20
Mormal distnoution with paramsiers: =
Mean 0 239365
Standard Dev 0.20B767
Salaziad range i from -Infinity 5 =Infinity b

2.1 Tarigbles dle decisian

Adicionalmente, para valorar las obligaciones del plan de pensiones, fue
necesano wdentificar v definir cada una de los siguientes variables

Vanable de Decsion Linute Supenor  Late Infervor  Unidad Incremental
3. Taga da Contribucion 155 T FL
b, Tasa de Interes 12% 6% 1%
¢, Pardmatro de Bondad o 2% %
d. Tasa de Gumento Salanal 10%% 5% 2%
&, Factor de Pansion Minima 5% 15% 1%
f. Mivel Participacidn 1 5% 158% 185

Tabla 38. Rango de variabilidad de las variables de decision.
Enfogue estocastico

Los limites superiores e inferiores, justo con el paso o umdad de mcremento
definen el domumo de vanabibidad de estas vanables de decision tomadas
determisticaments. Cada uno de los mtervalos v la umidad de mcremento
serviran a postentor para llevar a cabo un anahisis de sensibihdad de
las Obhgaciones Actuaniales; de las Conmbuciones Acumuladas v del
Diferencial, esta ultima variable de interes en cuanto a la viakilidad financiera
del fondo.
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2.3, Rézultados

Como contrapartida, a los resultados determunisticos, los resultados de la
Simulacidn MonteCarlo (basados en 2] mismo set de supuestos anteriores),
pero incluyendo ahora el caracter aleatorio de la mortalidad, la rotacion,
los rendimuentos del portafolio v el tempo remanente de vida, fueron los
siguentes:

C Mas | Fem |
oot | Medw | oot |
1) Obligacian Actuanal 38.373 7,055 17.070 1.551
2) Contribiclonas Acumuladas + Intares 52.941 5.625 12.397 1.056
3} Difarencial -14.067 9.082 4,763 2.222
Cifras &1 M§
Tabla 39, Analisis de costos. Enfoque estocistico
1) Obligacion Actuarial 18,834 46.885 12.783 20,418
2) Contribucianes Acumuladas + [nbarés 43.335 £5.579 10.604 14.780
3) Drferencial + 36,345 =5.756 0,304 8.741
Cifras an M§.

Tabla 40. Intervalos de confianza al 95% para el diferencial

Del analisis anterior se desprende que el superavit del plan para los hombres
en promedio en valor absoluto es cast una v media veces el déficit de las
mujeres (-14,067 MS. Versus 4,763 MS$ ), condicionado al set de supuestos
utilizados, los cuales se caracterizan por ser muy conservadores, en cuanto a
la tasa de interés unlizada para descontar las obligaciones v a los niveles de
las contnibuciones mensuales. Es importante sefialar agui que la contribucion
total puede 2 su vez descomponerse en dos partes, como sigue:

Contribucion total mensusl = Contribucion mensusl patrono = Contribucion mensua! smplaade
(14%) = 9% (50%) o+ 7% (50%)
(14%) = 6% (43%) =  8%(57%)
(14%) = 5% (36%)  +  9%(64%)
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Distintas combinacionas tal que su suma sea constante, tendria el mismo
costo y dependera de la politica de la empresa y del empleado como se va
afinanciar el plan.

Igualmente importante son las amphtudes de cada uno de los ntenvalos
de confianza de |as tres vanables pronosticadas, donde clasificados por
amplitud, encontramos:

1) Obligacidn Actuarial 28,052 7.635
2) Contribuciones Acumuladas + Interés 22,244 4.176
3) Diferencial 30,589 B.437
Cifraa en M5,

Tabla 41. Amplitud del intervalo de confianza al 95%

La amplitud del intervalo de confianza del diferencial v de la obligacidn
para el caso de los hombres, es casi 4 veces el de las mujeres,

Podemos concluir claramente que con este set de supuestos, que e] plan
descrito no es solvente para las mujeres, pues debe minimizarse el déficit,
de lo contrario ¢l plan no es viable para alguna de las poblaciones en estudio,
Este aspecto es de capital importancia, pues en la practica muchas veces
no se hacen mt siquiera estimaciones deterministicas del resgo tanto de las
obligaciones como de las contnibuciones potencialmente acumulables con
la debida capitalizacion de los intereses

Otra de las ventajas del enfoque estocastico es la utilizacion de medidas
de iesgo, que permutan conocer la varabilidad de las estimaciones de los
pasivos. Una de las métricas de niesgo mas unlizada es Valer en Riesgo,
que en su acepcidn anglosajona se conoce como Value at Risk.

En &l caso de las obligaciones, 2] Valor en Riesgo de interés, =5 =l asociado
a la cola derecha, para determunar a un nivel de mnﬁanza dado, cual es
la pérdida no esperada. Como era de esperarse por el numero de riesgos
expuestos el umbral para los hombres al 95% de confianza es mas de 2
veces gue el de las mujeres.
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“Obligacion mavor a lo deseable”

Prob(OA=q)=5%
Valores de q (M$.)

Femenina 20,418
Masculing 46 886

Tabla 42. Valor en riesgo de las obligaciones al 3%

En otras palabras, la pérdida agregada total o siniestralidad en térmuinos
de la obligacién actuanal, pudiera llegar a ser un poco mas del doble, en
el caso de los hombres, cuando se le compara con la de las mujeres bajo
la métrica de valor en nesgo. Lo anterior depende de las caracteristicas
demograficas de la poblacién, en cuanto a las edades actuales, tiempo para
alcanzar los beneficios, mvel salanal, entre otras

51 repetimos ahora ¢l mismo cilculo del Valor en Riesgo para las
contribuciones acumuladas mas interés, lo que interesa es el lado 1zquierdo
de la cola de la distmbucion.
“Acumular menos de lo debido™
ProbfCA<g)=5%

Valores de q (MS.)

Femening 10604
Masculina 43.335

Tabla 43. Valor en riesgo de las contribuciones acumuladas al 5%

Para conocer que valores deberian tener las vanables tasa de interés y
tasa de contnbucion, para mvestigar hasta donde s posible acercarse a
un deficit mucho menor, manéjable gerencialmente v'o lo que zeria idaal
lograr que los diferenciales A, =0 v A, = 0 de manera bastante estable, se
llevé a cabo el siguiente andlisis de sensibhilidad:

# Valor en Riesgo (Cola derecha) Prob(OAzq)=5% 1-F(q)=5%=q=F,,
OA: Obligacion Actuarial
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Tabla 44. Analisis de sensibilidad del diferencial consolidado,
Personal masculino

De la 1abla anterior, se observa, claramente, gue s el plan cambia en los
supestos actuariales las dos varables de decision, tasa de mteres v tasa de
contribucion a valores cercanos al entorno (i, ¢}, i=9%, c=9%, se geénera un
superdvit por 896,43 MS. ceteris paribus el resto de las vanables

Es decir, para que ¢l plan fuese viable v por ende solvente, latasa de interes
deberia estar por el entorno del 9% v el mvel de contribucidn mensual
por el orden del 9%, Lo antenior permutiria redefinir unos supuestos gue
permitirian poner en vigencia el plan sin mayores problemas financieros

Tiwws 2w s=rfrituzdn
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Grafico 101. Contorno de la superficie diferencial generada por la tasa de
interes v la tasa de contribucion. Personal masculine
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Grafico 102: Superficie del diferencial en funcion de la tasa de interés v Ia
tasa de contribucion, Personal masculing

De las graficas tambien se observan las relaciones de caracter no hineal que
existe entre el diferencial v las tasas de mnteres v contnbucion, ast como
aqueltla remon de solvencia, en rérmunos de del par (i, ¢) que pernutirian la
viabilidad del plan, ceténs panbus ] resto de las vanables, condicionado
al set de supuestos e hipotests actuaniales adoptados.

Para el caso del personal femenno, efectuando el nmusmo tipo de analisis,
se encontrd lo siguiente

E H i E i £ E i i £
: F P o® § 0B @R OF
i 2 i i H i 1 p i i
S T D T T S S SR
& i G z i E 3 & E

mow

s i |

e A

LU L

e —

e — ]

gyl e

T ] ¥ T N O

Tabla 45. Analisis de sensibilidad del diferencial consolidado.
Personal femenino
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En este case se observa, gue desde un 10% en latasa deinteérés v un 15%en
13 taza de contribucion &l diferencial A, tiende a ser pequefio ** & inclusive
para tasas de interés superiores a 10%; se obtienen superavits importantes:
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Grafico 103: Contorno de In superficie diferencial generada por la rasa de
inreres v la tasa de contribucion. Personal femenino
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Grafico 104: Superficie del diferencial en funcion de la tasa de interés v la
tasa de contribucion. Personal femenino

En general pudiéramos asegurar que s interceptamos las dos regiones
donde hay superavit en este analisis de sensibuhidad, se garantizaria, en
cierta manera, la viabihidad econdmica del plan y por ende su solvencia

% Ordenes de magnitud de las vanables en MS.
“! Tanto 1a région referida a los hombres come aguella referida a las mujeres.
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Graficamente podemos visualizarlo de esta maneara:
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Grifico 105, Region de solvencia del plan para ambos sexos
R = {li,¢) 9%s1 9% ¢}
RE™ = {(1,6)10%i,515% < ¢}

Few M Pt miem
Riw glin ey i

La idea es, generar un diferencial nulo o muy pequeito & —* 0 en las
edades de jubilacion o retwro j=33,60 aftos (mujeres v hombres) enla zonao
region de solvencia de ambos sexos En otras palabras, tratar de equalibrar
las obligaciones actuanales versus log niveles de contnbucion con el
fin de i llevande el diferencial a valores nulos muy cercanos a cero, Es
importante destacar que de no hacer esto los hombres estanian subsidiando
a las muyeres dado el superavittan grande de los hombres comparado con ¢l
de las mujeres. En los planes estatales de la Seguridad Social este subsidio
mterpoblaciones s deseable™ basado en el principio de solidandad
Lo anterior, trae como consecuencia que parte de las contmbuciones o
excedentes de |3 poblacion superavitaria se transfieran a la deficitana.

A contmpacien se podran visualizar las distribucionss empincas
resultantes en térmunos de las densidades t1anto para el personal masculing
como fememino

= Esto no es cierto en los planes de contnibucion definida pura o capstalizacion
mdividual donde los saldes acumulades superavitanos no senan suzceptibles de
transferir a los que tienen un deficit
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2.4, Distribuciones empiricas del personal, Nivel conzolidado
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Grifico 106. Distribuciones empiricas del personal masculino.
Nivel consolidado

= Ezcenario Base supuestos & hipotesis actuariales miciales.
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Grifico 107. Distribuciones empiricas del personal femenino.
Nivel consolidado *

*Escenario Base: supusstos ¢ hipotesis actuariales miciales
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2.3, Distribuciones empiricas del personal, Nivel individual

A mivel individual, se escogieron algunos casos de la poblacidn,
clasificandolos como Joven (J), Intermedio (T) v Maduro (M), de acuerdo
con los sigwmentes criterios de edad v salano micial de los trabajadores. Se
encontraron los siguentes perfiles de costos, para el mismo escenanio que
a mvel consolidado.

Edad (afios} Salario Inicial (USS

1 -3 F 5 1.860.000.00
2 1@ F 2T E00.000.00
3 * F i = 520.000.00
4 1237 LT 7 T00.000.00
- w 1A 43 1.920.000.00
2 i) A B3 3.808.000,00

Tabla 46. Descripcion demografica de los Casos Individuales *

Valomss Eaperados (M. )

L 1
mmm

m
1] Lbligacon Acnanal !
1) Cantribucions Acumulasig ~ [ntarks 1?4 98 :I.H 7 Er’ §4 251 :| 45& 3 .2 19
1) Dfarancial <3043 12, J-:l- 134.582]) 4350 110.00 4,82

Tabla 47. Distribuciones empiricas del personal a nivel individual.
Perfiles de costos

Los valores esperados de las obligaciones actuanales para los hombres
varian desde 170,60 M$. hasta los 202,46 MS$. para el caso maduro. En el
caso de las mujeres, los valores equivalentes van desde 17,26 MS, hasta
los 569,04 MS. Es importante ver en astos perfiles como a medida que la
edad del empleado esta mas cercana a la edad de jubilacion el déficit es en
términos relativos mayor (OTR, ).

DTR, =27,92% , DTR, =14,76% , DTR, para las mujeres
DTR, =-119,80% , DTR, =6,75% , DTR, =66 44% para los hombres

* Todos los casos tanto mascolines como femenmos fueron etiguetados v
ordenados de manera tal que cada une de ellos pertenscen a la muestra de los
datos procesados v se corresponden con los registros comespondientes del modelo,
OTR, : Deficit en terminos relatives de los hombres v de las mujeres expresados
cotmno el cociente del diferencial entre 3 obligacién.
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2.6. Anélisis comparative de las funciones de probabilidad
empiricas parva cadd caso

Caso 18 - Femenino -Joven

Funciones Distibucion

g1} | ———

- I|I 1 gterenciat sz
- ’
=
§ m pr——
F-3
E_ L

/ diferancal 51
il

~300 000,000 0 500000000 04 1EC- 000,00 2300 LO0.000 00

Caso 36 - Femenino - Intermedio

Funciones Distribucidn
1000
o / | alomocaly i
£
E ) / s P
- j/ Slarenoat 53

]
<K QCTT00 09" 75 03 C00 D050 00 GO0 00 272 000, 308 GOS0 D000

Caso 53 - Femeaning - Madurna

Funciones Distrbucion
1900 - -
l,'r / L] giferuneabSi0)

S
% £ II L] gterenciak 51
i | /
oo IlI

| diferancals13

= i
ASNEO0E 1 EFERLE 9500000 Y0805 A00 15 00 M0 .00
Grifico 108. Analisis empirico de las funciones de probabilidad empiricas.
Personal femenino
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En estos graficos, se puede visualizar claramente como evolucionan o
cambian las densidades de las oblizaciones v de las contribuciones en base
a los perfiles de los empleados.

Caso 122 - Mastuling - Joven

Funcignes Dishribucidn
1000 - =
/T 0 dierenpisist

=
£ 0 diferenciifd?
i J
E 0

/ © gilerenciat3 Tl

~300, 800, 000 0GH& . 500, COC 0078 L00.000.00 37 H00.000.20 150.000.200.0¢

Caeo 9 . Magouling - Intermeadia
Funcones Distnbucion

1000 3
! // Il difsranaals10
™ :
f /
y
7 / [ aiwsecatste
24 -
B // ailrenciati 18
5 —
25,000.000.00 75,000,000 0 125,000.000.00175 00,000 00225, 000000 00

Probability
E

Caso 26 - Masculino - Madurg
Funciones Distribucian

i -
f'l o LI ditirasicintirn

T 4
2 [/
2 m 1 / O ditmrencial o4
& i
E ’
o darencials 1t
-

000,000 06 72 D0 00 0T 525500,000. 001 72 (60 D0 022, 000 00000

Grafico 109, Analisis empirico de las funciones de probabilidad empiricas.
Personal masculine
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En el caso masculine maduro, se obserta claramente [a distancia de las
densidades entre la obligacion total v 1as contribuciones.

Se hace obvio que a mavor edad mayer va a ser el deficit debido a que el
empleado tiene menos tempo de contribuy al Fondo v de capitahizar el
mterés derivado de las inversiones

En general, pudiéramos afirmar que 51 a un empleado le quedan 3 afios para
su jubilacion inevitablemente los miveles de contribucion deberian subir
sustancialmente para poder mumimizar el déficit, de lo contrario no seria
posible otorgar una jubilacion.

Para mavor detalle se muestra a continuacion como varia la pensidn en ¢l
tiempo para cada uno de los casos mdividuales femeninos, asi como los
miveles de la pensién alcanzados en el momento de la edad de jubilacien
(35 afios)

Grafico 110: Analisis comparative de casos individuales,
Personal femenino
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2.7, Esnmaciones Boostrapp de los valores esperados, medianda v
desviacion estandar del diferencial

A fin de conocer la robustez de los estmados v su estabihidad, se Hevo
a cabo el procedimiento Bootstrapping con 300 muestras simulando 500
iteraciones en cada una de Jas muestras, para todas las vanables de mteres
(total 250000 teraciones).

Como resultado de la aphcacion de este procedimiento se obtwvieron los
siguentes estimados Bootstrapp tanto para la media o valor esperado,
como para [a mediana v la desviacién estandar, ast como las correlaciones
lineales entre cada une de los estadisticos descnptivos,
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Grifico 111, Estimaciones Boostrapp de rodos los estadisticos descriptivos
del diferencial. N= 500 muestras, Personal Femenino
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Grafico 112. Eslh.;naf-lﬁnei Eumtmpp ﬂe to l:iﬂi.l.ﬂi estad-im.ms :ﬁsc-ﬂp-m*u:
del diferencial. N= 500 muestras. Personal Masculino

De las tablas anteniores, cuando se comparan estos resultados.con los de las
Smnulaciones Monte Carlo sin aplicar Boostrapping se abtiene

Simulacion Monta Carlo Simulacion Mordo Cardo
Nro. Reracionas: 500 n:h nm
= F N =m F |
Madis -14.08 4.76 -14.56 4.88
Madiana -12.58 5.01 -13.08 5.09
Desv. Egtndar 2.09 3= 10,67 220

Cifrasz gn ME,

Tabla 48. Analisis comparativo del diferencial **

* Referidos al eicenario base o de arrangue.
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Como pademaos ver, las diferencias de valor son razonablemente buenas, no
observandose grandes diferencias entre los prondsticos, lo que nos indica
que los estimados son robustos v relatvamente estables.

Es también mportante sfialar que los mismos supuestos han temido dos
efectos distintos en las oblizaciones actuaniales v en los diferenciales. En el
caso de los hombres al ser los diferenciales negativos, tenemos un superavit
que facilmente absorberia parte del déficit de las mujeres. En ciena manesa
esto confirma lo que ocurre con la mavona de los planes de pension de
beneficio defimdo, donde una parte de la poblacion uende a subsidiar a
la otra dependiendo de que tan lejos o cercanos se encuentren a la edad
normal de jubilacion

3. Analisis del impacto de las variables de decision ¥
supuestos actuariales en el valor estimado del diferencial®
para algunos casos individuales

Con el objeto de conocer que vanables impactan con mavor grado a las
estimaciones del diferencial al momento de la jululacién, se obtuvieron los
sigmentes perfiles
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B L

Impachs ar # DMarancaE
e Freeois dlareroa il

e Al . s
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Grafico 113. Analisis del impacto de las variables de decision v supuestos
actuariales en el valor estimado del diferencial. Caso joven (caso 122).
Sexo masculing

En =l caso Nro 122, de los graficos se desprende que la vanable de mavor
mmpacto en el diferencial a la edad de jubilacién (60 afios de edad) es el

* En terminos de 1a contribocion de cada vanable a la vananza axplicada o nivel
de variabilidad del diferencial.
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tiempo remanents de vida, que explica casi en su totalidad la vananza
explicada con un 47.40%, Contrapomeéndose al nempo remanente de vida,
las tasas de retomo o rendimientos de los instrumentos financieros. en
particular, el primer mstrumente que es mas volanl explica en buena parte
la vaniabihdad del diferencial en 31.8% v el pnimero con un -20.9%.

De todo este analisis probablemente podemos concluir que las dos o
tres variables claves v criticas gue explican de manera importante la
vananza del diferencial son basicamente el tnempo de vida remanente v
las tasas asociadas a log retormos o rendinuentos de las mversiones dal
Fonde, lamortalidad pre-jubilacion v rotacién, sin dejar de ser importantes,
obviamente tenen poco impacto en la vanabibidad del diferencial al
momento de la jubilacion. Esto ilumo quizas evidencia la importancia de
utthzar modelos de nesgo apropiados para la supernvivencia de distintas
poblaciones una vez alcanzada la edad de jubilacion Pues el unlizar tablas
fijas para deternunar la expectativa de vida se pudiera estar sub-estimando
el numero de pagos que finalmente se termunan pagando a los jubilados
no se actualizan frecuentemente.

FREATIZ &R B Sheercal Taroantld
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Grafico 114. Analisis del impacto de las variables de decision y supuestos
actuariales en el valor estimado del diferencial. Caso intermédio (caso 9).
Sexo masculine
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Grafico 115, Analisis del impacro de las variables de decision y supuestos
actuariales en el valor esrimado del diferencial. Caso maduro {caso 26), Sexo
masculine

Cuando repetimos el anahsis para un caso mrermedio de las mujeres, se
obtiene que la variable de maver impacto en la vanabilidad del diferencial
es ¢l rendimiento o tasa de retorno 1 con un + 83.1%: v en contraposicicon
un 12 3% del nempe remanente de vida

Larazén de este cambio en la contribucion de vananza explicada es que ¢l
nempo en ¢l caso intermedio de las mujeres se acona, dado gue se jubilan
cinco (03) anos antes (Edad normal de jubilacion: 53 afios de edad) v
adicionalmente en este caso mrermedho la edad de arrangue en el plan es

mayoer.
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Grafico 116. Analisis del impacto de las variables de decision v supuesios
actuariales en el valor estimado del diferencial. Caso intermédio (caso 38).
Sexo femenino
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Grafico 117. Analisis del impacto de las variables de decision y supuestas
actuariales en el valor estimado del diferencial. Caso joven (caso 19), Sexo

femenino
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Grafico 118. Analisis del impacto de las variables de decision v supuestos
actuariales en el valor estimado del diferencial. Caso maduro (caso 53). Sexo
femenino

Por ultimo, como resumen de las distintas contribuciones de cada variahle
a la vananza explicada del diferencial 2 la edad de jubilacién, se encontrd
lo sigmiente;
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H‘ahrﬁ pt.u'r:.e-.niuala. {%)

Nro. Sexo
1 Femening 53 51 9450 | GO0 S30 | Ga1d | 010
2 FamEnire 15 27 1260 | B2 | 8640 | 010 | 0.1
3 FameEning 38 32 15.30 1.20 83.10 Q.10 0.10
] Masculing 122 7 4740 | 31,50 | 2050 | Gag | .00
5 Mazouling ) 43 8480 | BI10 | &50 | 000 | 0.10
] Masculing a8 33 93.50 | 0.00 0.50 0.00 0.00

TRV Tempe remenents de vids
R2: Rendimiento 2

11 Rengemignto 1

IN; Easa gz Inkerés

MORT: Maortalidad Pre-Jublacicn
ROT: Ratacidn del persoral

Tabla 49. Variables de mayer impacto en la variabilidad del diferencial
4. Simulacion estocastica dinamica

Por altimo, se lleva acabo una simulacion estocastica dinamaca, partiendo
del anilisis de sensibilidad MonteCarlo, para conocer las convergencias
de cada una de las variables de decisién que mejor definen la viabilidad
o solvencia del Fondo. Come va se menciond, en el capitulo antenior, en
este tipo de simulacion no se partira del escenano base conservador, sino
de otro mejorado que caiga dentro de la region de solvencia determunada
anteriormente, donde sabemos de antemano que para ciertos valores de
los componentes del vector (1, ¢), tasa de interes v tasa de contribucidon
el 4, v 4,,, ambos tienden a ser nulos, generando superavits o déficits
muy pequefios

También vimos, stn embargo, que el personal masculinoe de alguna manera
subsicha al femenino. El grupo de hombres para el mismo escenario genera
un EfA,)>0 consolidado y el grupo de las mujeres un Ef.ll.ﬂ):-ﬂ ambos
sustancialmente diferentes Laidea, en este apartado, e5 justamente restringir
los valores esperados de los diferenciales, numimizando al mismo tiempo
la obligacion actuanal, baje un grupo de restricciones en los supuestos que
permutan 2l logro del objetivo final que s evitar, en la medida de lo posible,

** En ordenes de magnitud. Diferencias de+- 10 M$. en un fondo de pensiones de
este tupo pudiera ser considerado-como nulo, respecto de la cuantia
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diferenciales grandes que nviabilicen el plan o que se subsidien de una
manera importante las obligaciones de un grupo respecto del otro.

Un poco para entender esta parte de la investigacion, se seguira el siguiente
esquema o flujo de actividades de simulacidn:

tasa de contribudon
tasa de interés
tasa de aumento salarial
Se parte de un parametro de bondad
escenario base inidal tiempo remanente de vida
conservador anualidad estocistica
factor pensidn minima
tasa retorno 1
tasa retomo 2
Estimaciones que A>>0
muestran un diferancial
con défict #
Fondo
A=0 Insolvente

l

Se lleva a cabo un andlisis de sensibilidad
cambiando el par (¢ /) para conocer la region de
solvencia cateris paribus el resto de las variables

de decisidn

!

Una vez detarminada la region de solvendia, se
corre & modelo para conocer el nuevo diferendal

l

Determinacion de la solucdn dptima que satisfaga
la minimizadion del valor esperado de la
obligadén, sujeto a que el diferendal se
encusntre en el entormne cercanc a cero

Grafico 119, Flujo de Actividades de Simulacion

0.14
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E [#] NSERV. R:

Hace referenda a aquellos valores de las vaniables
de decisidn, que de alguna manera son de facil
ateptacidn por las partes (trabajador y empresa)
involucradas en el manejo financiero de un plan
de pensiones. Aungue, como vamos a demastrar,
no sea financieramente viable por la insuficlencia
de las contribuciones y las posibllidades reales de
capitalizar los activos a tasas relativamente altas.

bearia de resqo

Para el grupo femenino, se propuso el siguiente modelo:

MIN |E(oa)}

Supeto al siguiente blogue de restricciones:

-10° < F(Ay ) < 10°

tasa de Interes - tasa de aumento salaral <= .04
tasa de Interes - tasa de aumento salanal >= .01
parametro de bondad = .02

factor pension minima <= .35

factor pension minima >= 0.15

nivel participacién 1 <= .35

nivel participacidn 1 »= .15

tasa de contribucion <= .14

tasa de contribucion >= .10

tasa de interes <= .10

tasa de interes >= .07

tasa de aumento salarial <= .10

t2sa de aumento salarial >= .06

Los resultados del modelo fueron los siguientes;

Minimizacidn del Valor
esperado de la Obligacidn
Actuarial

Lrotamiento del Valor
esperado del Diferencial en la
adad de jubilacidn

Rango de valores dessables
del resto de |as variables de
decisidn; asi como reladiones
criticas entre ellas

La solucion 6ptima que acota el diferencial en valor esperado entre - 1
MS; minimizando la obligacién o pasivo actuanal fue la obtenuda en la

iteracion 367 tal como muestra la tabla:
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Tabla 50, Determinacion de la solucion éptima. Minimizacion de la
obligacién v acotacion del diferencial. Personal femenino. Nivel consolidade

Lo antenior se logra con una tasa de conmbucion de 14% y una tasa

de interés del 10% La minima Obligacion Actuanal es por el orden de
1.260,00 M$. v una tasa de aumento salarial de] 6%,

Grafico 120. Evolucion del diferencial y la obligacion en funcion de las
variables de decision. Minimizacion de la obligacion v acotacion del
diferencial. Personal femenino.
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Se obsérvan periodos donde los valores del diferencial que e el
requenmiento no cae en la rezion de factibilidad, después de 140 iteraciones
aproximadamente ¢l diferencial se aproxima eficientemente a cero cayendo
dentro dal mtervalo de facubehidad del valor esperado —- 1 MS.
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El segundo critenio de optumiszacion utilizado en eéstas simulaciones és la
maxmmizacién de las contnbuciones acumuladas. En este escenano al igual
que en el antenor se restnnge el valor esperado del diferencial en valor
absoluto a - 1 MS |, encontrandose lo sigwente;

M
| Cojmtiemonivbucine | HeguremestOIFEIRNCIRL TOTAL | Wias @ | lwea Se
Uematabne | mumladin » mlreten m@%;‘.é.’!ﬂl“m e .
S

T 3 TTH AT } BT 3

H 141035 FEAEH 8 BT id B 1)

1 Ll N ety 5L 1§ i W

H 31 50 P e 148 Bt

1% L i1 $IIE L il gle g1 e G iENA  tnEn
L] 1178 10 230534 [ ¥ LODEEY  LODE-CY  0.038EEE 0014800

Tabla 51. Determinacion de la solucion éprima. Maximizacion de las
contribuciones. Personal femenino, Nive! consolidado

La maxima Obligacion Actuanal es por el orden de 1.270,00 MS, v unatasa
de aumento salarial del 6% con una tasa de contribucién de 14%: v una tasa
de interes del 105,
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PR

Grafico 121. Evolucion del diferencial y Ia obligacion en funcion de las
variables de decision. Minimizacion de la obligacion y acotacidn del
diferencial. Personal femenino.
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De 1gual manera se obtuvieron los siguientes resultados para el personal
masculing:
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Grifico 122, Determinacion de la solucién optima. Minimizacion de la
obligacion v acotacion del diferencial. Personal masculino.
Nivel consolidado
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Grafico 123. Evolucion del diferencial y Ia obligacion en funcion de las
variables de decision. Minimizacién de 1a obligacion v acotacidn del
diferencial. Personal masculina.
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Grafico 124, Determinacion de la solucion oprima. Maximizacion de las
contribuciones v acotacion del diferencial. Personal masculino.
Nivel consolidado

Grafico 125, Evolucion del diferencial y la obligacion en funcion de las
variables de decision. Minimizacion de la obligacion v acotacion del
diferencial. Personal masculine.
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Por ultimo es importante comparar los resultades finales de la simulacion
dinamica estocastica para los dos escenanos evaluados tanto para los

hombres como para las mujeres
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Tabla 52, Analisis comparativo de las soluciones Gptimas
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# Auin cuando [atteracion 341 el diferencial es 303 M8, este es un nivel manetable
voes despraciable en termunes de los ordeties de mastitud que =2 mansjan en este

tipe de fondes.
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La tabla anterior, nos mdica claramente para cada uno de los crtenios
optimizantes cuales deberian ser los valores que adopten las variables, para
garantizar un valor esperado del diferencial en valor absoluto muy cercano
2 una cota pequefia ¢ baja

Una de las vanables que cast permansce constante en los dos criterios es
la tasa de interés en 10%. El parametro de bondad del plan por disefio es
constante z lo largo del tempo.

Tambieén es importante sefialar que minimizar la obligacion actnanal
obviamente no es lo mismo que maximizar las contnibuciones, mantenuendo
en ambos casos como requenimiento fundamental que el valor esperado del
diferencial esté acotado a niveles manejables.

Bajo la maxinmuzacién de las contnbuciones se garantizan, en general,
pensiones minimas mas altas que con la mimimizacidn de las obligaciones.

Si quisieramos tener cienta garantia de la viabilidad econdmica del plan
via minimizacion de la obligacién actuanal, el costo del plan expresado en
estos térmunos no bajaria de 46.62 M3, para los hombres y 12.37 MS$. para
las mujeres, ajustando obviamente le mvel de contnibucion a un 10.01% v
14.00% respectivamente. Los casi cuatro puntos porcentuales de diferencia
entre hombres v mujeres explica de una manera contundente [3 importancia
de diferenciar costos en las poblaciones cubiertas por el plan.




Capitulo 19

Derer*mmacmn de Ea p? ima reorma
de un reclamo

Desde una perspectiva teorica, cualquier problema en el drea de Seguros
podria reducirse al estudio fundamental de;

L Siunactivo debe asegurarse 0 reasegurarse.

1. Siestamos hablando de una linea de nagocios especificos con nesgos
eapecificos, bien sea a mivel individual o colective.

i St por el contrario a (1) v (1) estamos hablando de nesgos sobre
activos aislados.

En todos los casos ocurre que las entradas o primas se suponen regulares y
conocidas v la cuantia v oportunidad de los reclamos; las salidas no lo son
pues son vanables aleatorias Lo antenior plantea 1a necesidad de estudiar
los flujos de caja aleatonia.

Es importante destacar que en el seguro la naturaleza estocastica de las
salidas es bivanable: El monto en caja de una compafia de seguros se
puede pensar como en el nimero de reclamos que ocurriran, el monto del
reclamo v el instante de ocurrencia son aleatorios.




208 teoria de resqo

ENTRADA = primas

NIVEL eneliempot » - determmnistico
=reservas injeiales - gxtable
= primas acumulados - puede ser predicho
-reclamos acumulados
SALIDA= reclamos
- estocastico o de naturalers
aleatoria
- sujeto a Huctupeiones
- o pueds ser predicho
& Reterva
Intcial
= Primai
| A g [T
Bl 7 L+
Fra dal Fuadel
ler bl

Si poniemos en el eje vertical el movimiento de las reservas o saldos como
una funcion del tiempo se puede observar el z1g— zag del Saldo Aleatorio
neto constituido por las reservas imciales mas primas menos reclamos; el
grafico anterior descnibe 1o que se conoce como proceso del Riesgo.

51 R denota |a reserva o saldo aleatorio remanente después de la ocurrencia
del reclamo engsimo, entonces:

R=U+P?-1_X1 +P?;_X2+ ....P?;—X

Ry =U Reserva imcial, la cual define las condiciones
iniciales del proceso.

P La Prima anual la cual determina la pendiente de los
segmentos de rectas diagonales de la linea zig-zag.
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7 La secuencia de los tiempos de mter-ocurrencia de
los reclamos.

X La secusncia de los montos reclamados, que
vienen representados por las caidas verticales en el
grafico del proceso.

Adicionalmentes sea:

Keo ¢l numero de reclamos que ocurrieron en ¢l intervalo (0,1)
iz ¢l costo social asociado al mismo periodo.
EP = X: +X: +!-!l-l+ X‘t:]

Donde: £5 esuna suma de vanables aleatorias donde el numero de términos
de la suma e3 én si mismo aleatono también,

Otras varniables de wterés son:
Y =P =2, &l cual se asocia con ¢l resultado de un afio
R.:  Las reservas de la compaia en el empo t

Z La razdn de pérdida de un afio dado, la cual mide al final del ejercicio
P el nivel de suficiencia de |a prima para afrontar el riesgo cubierto

Los valores de algunos de estas vanables pueden verse directaments del
sigwmente grafico.

AN
Rt e
& Eoverva Imicial _,r-"'-
* F'.-;:]:.n o
‘Reclmws e P
1 z Fin il
A > Fad
Ra=¥ 3
&
I

“ L v

i= amo
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En la practica, en general se supone que 7, v X son vanables cruzadas e
mdependientes entre si.

Un caso particular, pero muy frecuente en la practica es suponer que la
probabilidad de amboes X v T decrece exponencialmente paratodo x= 0y =
0, es decur:

" dx

Prob(x<X<x+dx)=e ¥ ”
Prob(t<T<t+dt)=e " Adt

Lo antenior describe las variables que conforman el modelo Erlang de
nesgo, el cual es uno de los mas unlizados para describir el proceso de este
tipo de nesgos.

La funcidn distribucion de x se define por:
Prob(X< x)=1-e ")

Considerando el intervalo de nempo (0,1) entonces:
T
T

representa el tiempo entre 0 v el ler reclamo
representa el tempo entre 1 v el 2do. reclamo v asi sucesivaments.

De donde 51 se observan k reclamos en [0,1] entonces se debe cumplir:
i+ 4wt Ty SE

RS SR e BN P

Lo que nos lleva a definur para K,

L Wi 5
Prob(k, k) =Prob| ¥ T, <t ¥ z',r,:r]ﬂ

=

t A
prop K =k|= | Prab[se: YT s+dslpraa[r,,, > t-5]
5=

Fal

& {M)t—l b
Siendo: Prob| 5< E T.<s5+ds|= e Ads
ra (k- 1)

Me-s)

Prob [T, >t—s]=e
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Integrando se obtiene:

Probik, = k|= (""Ek e k=01.2,......
Lo cual nos indica que 51 el tie.’.npé mter-ocurrencia de los reclamos esta

distribuido expenencialmente, entonces el numero de reclamos K: en el
mtervalo [0,1] esta distnbuido segun una Poisson con pardmetro j¢.
1. Analisis del Numero y Cuantia de los Reclamos

Sisuponemos un pertafolio o canera de nesgos, entonces tal como defimmos
anteriormente e costo total de loa montos reclamados en ¢l periodo de un
afio se determina por: s
R Zz=Yx
i1

Siendo:
X. = Monto o Cuantia del Reclamo # k

K =Ntmero de reclamos
£ =051 K=0 por convencion.
Xi. Exponenciales

K =~ Pomsson

La pregunta clave para encontrar la distnibucién de Z que es la que define la
simestralidad o costo total de los montos reclamados se reduce a calcular la
Prob(X; +....+ X, < ¥ asociada a la suma.

Para ello empecemos con dos variables, recordando que X, ~ Exp(u), es
decir

(¥ =x)=1-8"

Prob{ X, + X,5X) = [Prob(X, < x-y)Prob(y<X, <y +dy)

p=d
Donde: p<X, < y+dy
X;Sx_y
X, + X, £x

1
Pero la Prob (X, = x-y) = {l}
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Prob(y < X, <y +ay)= ﬂ}ra ¥
: u

JProd{X, + X, ﬁ.\'}=j(1—5' " Je ‘ iy
E

fev @ oufd

“Je v € I.uF

il

21—[11-1.}2':2:!‘]
U
Para la suma de » reclamos
. LT Xi-
Prob X, sx|=1-2"

La suma de éxponenciales id se distribuye segun una funcion distribucién

Gamma ¢ _(v) cuya densidad g,(v) W&‘-“J

R R I S S
"o zu*m : uzu'*ﬁ'!

) ]

XH- 1 E"}"‘:
a" M =11

Siendo E‘Z"r* =

vm,ix,;: nu*

1
v

El caleulo recursivo de la distnbucidn de 3 X, es como sigue:

0 e’ D=x l

1 Ae ™" Xy =x 1_g ®
X

v X, +X;=x G.(")
u




Capiulo 19 - Determinacion e fa Prima Tedrnca de un Recamo 213

Aﬂ

n F e X, + Xy +.+ X, <x Gﬂ[x}
n u
Dends comio antes 6. (%) =1-e 0§ ¥
onde como antes G,fy} l1-e X:J‘R!
ProbiCostoTotal £, < x =e ')
+ie l-e )
!1” i -1'_:!] x.‘
+—pe " |1-e¥ -
! [ u’ﬁ’]
) L
prob (2, s x) =3 * e6,(F)x >0
no U

oo d

= =
Donde GU{X]'IFGH{X]=1'¢' ;k} para n=1.

Ahora bien 51 K es nimero de reclamos v emos que Prob I"‘f = k]:p,,
de magnitud arbitrana pero conocida y szfa?: <X ] = V( x ) ladistribucién
de probabilidad para los montos indviduales de los reclamos Y, , suporendo
mdependencia es facil ver qua:

Problx, + X, sx]=_[Frcrb[.lr= <x-y| Probly<x, <y +ay]

= [V(x = p)av(y)=v"(x)
de manera:
Prob[ X, + X, +.. X, <x |= [V (x— y YaV( y)=V""(x)

Donde V" (x) es la n-2s1ma potencia de la convolucidn de la distribucion
Vix)

1 x=0
=2l {D x<0
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F(z)=Prob|Z <z|=p,+pV(z)+pV3i(z)+pV3(z)t..

Fl2)= EP; (2)

L4 :cuauun anterior puede analizarse de la siguiente manera: Para un periodo
de observacion cualquera. como por ejemplo un afio el cual es el periodo
comunmente analizado en el area de seguros pueden ocumnir los siguientes
EVENLOs,

a. Que no ocurra ningun reclamo; lo cual pasa con probabilidad P

b. Que ocurra un reclamo por un monto de X, sin que exceda Z con
probabilidad AV,

¢. Que ocurran dos reclamos X, v X.cuva suma no exceda Z con
probabilidad sz,{, 2 v asi sucesivamente.

En térmunos de la funcién generadora de momentos, el analisis anterior se
puede desarrollar como sigue:

@:{r)=f|f”|=2ﬂnf[e’;" ]

v delndo a que las X', son independientes es claro que:

L—'[e-'l;jr

con lo cual la identidad previa continua como sigue:

= - @nleee () _
0.(0=Fon@=5"" " = foge, (2)]

=gl ]

Siendo @, (t)= Y A"
&0

@0 =g,p(r)
Tomando denivadas v aphicando la regla de la cadena
PAGETATNGITAC
o: (1) =il (D () + ol o, (Dl (1)
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eX(n)=ollp, (D’ (1) + ol lp, (D20 (Do (1)

+o! e, (D)l (Dol (2)+ o |p, (DT ()
Haciendo 7=0 v wu=E(x) v A=Fk) v u,=Elx=-u)" v
A, = E(k = j)" tenemos:

Elz]= i

VarlZl= 4,17 + Au,

a:[‘?]:jlﬂ RN E I

Lo antenior simplifica enormemente los cileulos cuando debemos evaluar
el riesgo de un detenminaclo plan de autoseguro en el caso de que se asuma
un modelo Poissomano para K v X sigwendo una distnbucion cualquiera
arbitraria. En particular st los A, = 4 v | entonces:

@i (1) =A(e" -1) ¢ (r)=@"(r) = ¢"(r) = Ae’
Elz]= aE|x]
Var|Z | = AE|X?]

as|z)= Aex?|

Lo cual obviamente verifica o satisface la siguiente ecuacion para el Modelo
Poisson

@.(r)=Al¢, (1) -1
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Eﬂfaque bm ‘esiano para Za sever fdad ¥
[frecuencia de reclamos

Tal como se menciond en el Capitulo amtenior, el cilculo clasico de la
distnbucion de pérdida se hace en base s tomar en consideracion la
posible incerndumbre de los parametros.

Esta seccion estda dedicada a la determuinacion de las distbuciones
predictivas cuando se supone una distnibucion exponencial v Poisson
para la sevendad v frecuencia de los reclamoy respectivaments. Se trata
entonces de conseguir a traveés de la aplicacion del Teorsma de Baves la
distnbucion a postenion vy predictiva para la frecuencia de los reclamos
dados por una distnbucion Poisson; v para la sevendad o magmtud del
monto de los reclamos dados por una distnbucion exponencial,

1. Severidad de los reclamos

Sean X..X |8 ~ con f[x||9] = Hexp{—&h'} para x >0, D= (XynX )
siendo el vector de los datos.

Entonces cuando la distribucion del parametro @ 6 distnibucion previa es
una distibucion Gamma
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ﬂu-iﬂ-qe i

#=0
Tt
Deonde &, /1 > 0 es bien conocido que la distribucion posterior &3
60 -gla+n, p+nx)

fla) =

Una pregunta interesante consiste en predecir la severidad del préximo
stnuestro dado D, o sea conocer la distribucidn de probatulidad X* de una
observacion a futuro; es decr X' D

£(x'|p)=[ F(x"|o)a(6D)de

- [ Beol=ex)o" " (B + 1) exol B + 1T
I'(ex + 1)

e

E gu-.ﬂ (ﬂ +nx,)a1ne-ﬂu' | it ik )
I'fex +n1 )

_ (.I:.;aﬂfi”]m eE-T'rﬂnﬂv}IE G g

Simplificando la expresién antenior se obtiene la densidad de X " dado D:

(n+alf+nx)""

(B+ 0¥ + x )"0

f(x'|D)=

Ladistnbuciénde X~ D esconocida como Pareto con parametros S+ nx
v+

Al tomar e! limite cuando @ v P —0 de manera tal que @/ f =K se
obtiene lo que se conoce en la Tr:aria Bayesiana como la previa difusa. De
ahi que con una previa difusa X [0~ Pareto (¥, 7).

Es importante destacar que cuando la previa es difusa ambos E(X -|ﬂ']
v (X '|D) exceden la media v vananza de una distribucion exponencial
cuyos parametros son el estimador de maxima verosimilitud de @, Esto
ultimo no es necesariamente cierto cuando ¢ v f son distintos de cero.
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2. Frecuencia de los reclamos

Si VA~ Poisson (4) con una previa gamma para 4~G(@, B) . Entonces
la distribucicn de :'1|JV ~ G (ee+n, 1+).

St V esunaobservacion a futuro habiendo observado N reclamos, sntonces
la distribucién predictiva 23 N*|N~NB(a+n, (1+8)/ (2+ BJ*.

Una previa difusa nos lleva a una distribucion predictiva binomial negativa
NE [M,‘lgf 2). De lo antenior se concluye que la distribucion predictiva tiene
la misma media que la ajustada Pousson P(N) pero su varianza es el doble.

3. Distribucion predictiva colectiva de los reclamos

Tal como ya se menciond a lo largo de esta mvestigacién el modelo de
riesgo colectivo tradicional se define como sigue:

S=V+.+Yy

s Monto total reclamado en un periode de tiempo fijo (pérdida o
simiestralidad teonca),

N: Numero de Reclamos observados que ocurren &n ese periodo

Y;.

Montos individuales de cada uno de los reclamos.

Bajo este modelo se supone que {Y },"._ &5 una secuencia de vanables
aleatorias iid independientes entre si v asuvez de N,

El enfoque en la practica, para determunar § es ajustar las distribuciones
mndividuales para 1", v N las cuales como va sabemos ne incorporan el
error de estimacion de los parametros. Se supone que las distnbuciones
individuales son conocidas con total certeza.

En base a la ecuacién anterior tenemos:
D={V¥,..., y‘, | Datos Histénicos
D = {N } Observaciones futuras para el proximo periodo.

El interes es calcular o determmar la distnibucion predictiva de:

S=Y, +.1Y,

® NBE: Binomial Negativa.
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v entonces comparar esta iltima con la distnbucién ajustada (en forma

clasica); es decir:

$=V+.

et ¥y

Con el objeto de poder comparar las dtsmbucwnas de §v § en funcion de
sus medias, vanianzas y coeficientes de vaniacion, tanto para las distribuciones
ajustadas como para las predictivas se desarrollaron dos escenarios basicos.

1. Suponer que la severidad o la intensidad de los montos reclamados es
conocida Entonces la incertidumbre a medir bajo este escenano séria
solo la proventente de la frecuencia o numero de reclamos

ta

Suponer que tanto la severidad camo la frecuencia se desconocen v se

deben estimar por maxima verosimilitud v en consecuencia se evaluara

la mncertidumbre de ambos.
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Distribuciones a postariar.
Bistribuciones predictivas:




Capiuio 20 - Enlogue Bayesiano para la Sevendad y Frecuenca 22

4. Resultados del calculo detallado de los momentos de las
distribuciones ajustadas y predictivas

4. ], Escenario #]
4.1 1. Nivelas de severidad conoeido

En este caso, para el primer escenario se e3td considerando sdlo el efecto de
la incertidumbre del parametro de la distnbucidn que define la frecuencia
o otmero de reclamos. Se asume que la sevendad o magnitud de los

montos reclamados es conocida e 1gual a launidad (@ =1) lo cual implica
E(F):i}' V{F):l

A continuacion se determunan las formulas derivadas para cada caso en
detalle, basados en los supuestos antes descritos.

4.1.2. Deralle del cdlculo de los momentos de (%) bafo al
enfogue clasico

El calculo de la media v de la vananza de § asumiendo Y, ~exp(@#) con
# =1 conocido y A =106, nimero de reclamos observados, proventents
de una distribucién N - Poisson (100), s como sigue:

siendo 2 = {W;¥i,.-s ¥x ] Datos Histéricos

D" = {N.; Jr";,. ”}'!:' ]bem'-acionﬂ futuras para el proximo periodo.
SV +Yst.tY
La media viene dada por:
E(S|p) =N -E(v,)=N

Sustituyendo: £(5|D) =106
La varianza se caleula como:

V(S[D) =V(AID) - £3(¥,) + E(A|D) - V(¥ [D) sustituyendo los valores
conocidos se obtiene para este caso en particular

v(8ip) = V(n‘r[.{}) +E(fi|D)

Ir'f§ \Dy=2E (N |ﬂ} dado que en el caso de una distnibucién Poisson
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VIRID)=E(MID) v EX(Y)=1 y como V(V|D)=1 al ser o=1
sustituyendo fj — 106 se obtiene V(§) = 212.

Como se pusde observar la vananza de S para este caso es simplemente
el doble de la media bajo los supuesios antes descritos. Esto s lo que
generalmente se hace en la practica cuando se conece la sevenidad.

4.1.3 Dealle del calculo de los momentos (5 ) bajo la
previa ne difusa

El calculo de la "vIed:a Y de 1a Varianza de S para A~ Gamma (4, 0,04),
E(A) =100 y NV~ [+ ,] sien do N~ Poisson (1) y D = {W;¥,....y, | Datos
Histéricos; D" = {v":v,'., } Observaciones futuras para el proximo
periodo,

Em.unces.:‘
5 = yl +V1 +||¢|¢+F~t

La media viene dada por:

E(S'|D) = E(N'|D) - E(Y,|D)

{rx+n][ 1+ﬂ] V a 5u vez:

2+)

E fﬂ[ﬂ] =1 dato conocido. De donde:

E{F|ﬂ)[1‘%%]n+n} {n +n)[1—;: ]

L+fp IRy
2+ [-z + B
sustituvendo n, @ v f por sus valores.
E(s7|D)=105.76

La varianza se caleula como:
D)+ E(N'|D) V(¥ |D)=
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{n+a}[1 1+ 8

V{S‘ﬂ}:fiﬂ ;a]+ 1 2+ 8
[2+ﬁ [“i_ﬁ] , siendo como antes
+f 2+ 8
EEU"',|E) =1
vy o) =1
V(5'|D) =313,69

Al igual que en el caso anterior la V(S '|0) s la suma de la vananza
predictiva del numero de reclamos mas su media.

En este caso se observa que la vananza casi tnplica la Media

4.1.4. Dotalle del calcuic de los momantos (S") bafo una
previa difusa
Como N ~ W[MH.;—:-%] 51 se toma el Jf':"
predictiva como una prévia difusa o no informativa; es decir &/~ NBI?, 1/2)
de donde:
EN'|D)=n

V(N'|D) = 2n

El cilcule de la Media v de la Varianza de " para este caso siendo:
S =Y, +Y,+...+Y,

La vananza del ntimero de reclamos bajo V “es el doble de su esperanza,
la Media viene dada por:

E(S'|D)=E(N'|D)- £(¥/|D)
Sustituvendo:

E(S'|0)=n

E(S'|D) =108
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La vananra se calcula como:

V(S'|D) = V(N'[D)-E*(¥/|D) +E(N"ID) - V(¥ |D) de donde V(S'|D) =3n
sustituyvendo se obtiene:

V(S'|p) = 318
La varianza en esté caso es exactamente tres veces su Media
Distribucion Gllcwlos
Incivicualcela | W Varionaa i Tipa de Distribucicn para 5
b Poisen (I a) | 100 217 et At ()
4) Enomisl Negatisd _ Prestictive con Fravie oo (st (5 )
PP S BT R TE S R T
Prentietivr con Prowa e (5 )
2/ ﬁ:"ﬁ"“‘m” 104 T 1042 aw=l '
. . #=0

N=106 reclamos observados 61
Tabla 53. Resumen de resultados del escenario #1

Come sa desprende de la Tabla |, lavariabilidad dal mionero d reclamos aumanta
significativerngnne al fr darde f case Poisson hasta i Binomial Negatha
resultante con previa | difisa (e =0, § — 0, a/ i = k). Adictonaimente
tambidn 20 dbsarva gue la medis de (1) ez Ngercomarite minor gue la de los ooz
dios paces,

El efecto de asta incertidumbre en el parametro de la frecuencia de los
reclamos afecta significativaments la estimacion de la prima de un seguro
v los niveles de reserva matematica inicial o excedente.

S1 S 25 la pérdida colectivaagregada (monto total reclamado) se desea
determinar el nivel de la prima®™ P | 12 reserva matematica inicial o excedente

U tal que

# Estimados por maxima verosimilitud de una Poisson (100). A" =N =106
< Utilizando el criterio del valor ssperado P=E(S)+k%E(S) siendo k el factor de carza
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PriU+P >5)=1
My =1-T1

Stendo [] previamente fijado por el ente que asume el riesgo. Esta ecuacion
define de alguna manera la solvencia del fondo cuando se determina ¢ valor de
U, que representa la reserva matematica micial para poder cubrir con exito el
Riesgo mvolucrado en el autoseguro a través del cobro de una prima P.

En base al teorema del limite central se puede aproximar el mimmo valor
que debe tener [a reserva matematica wucial U o excedente con el obyeto de
garantizar suficiencia del fondo para un mivel de confianza estadistica dado.

2= {iﬂ
War(5) ~N(0, 1)

Para el caso Poisson en donde § = §, al 95% de confianza estadistica o
59 de sigmificancia <e obtiene:

Pr(t/ +P > 5) =11 bajo § =5 es lo mismo que (caso Poisson)

Pr(§ < U + P) =1 siendo p =f(5’}..._%,¢5f§; bajo el criterio del valor
esperado v O<k<1 un factor de carga adicional®

S-E(S) U +E(8)-(1+k)-E(S)

Var(8) var(S)

Existen otros critenios para determunar la prima; sin embargo, el mas comun
v frecuente es el del valor esperado, donde la prima P es numéncaments
1gual a su valor esperado mas una fraccion de este Glimo.

=11

Resolviendo la ecuacion anterior se obtiene una cota infenor para Ul

U = 2 WVar(S) — k%E(S)

En nuestro caso utilizando un 10% de carga adicional de su valot esperado.

5 U+0,10 E(S)

JVar(S)

© Representa un monto adicional a la prima que garantiza la cobertura de los
gastos operativos del plan mas una cierta ganancia

P = 95%
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E($)=106 +1né}:
Var($)=212¥ V212

/217,93 | mvel de reserva matemanica micial

95%

F{ZE

Lo anterior indica una cota infenor del nivel de reserva o aporte inicial al
fondo. En otras palabras se deberia aportar no menos de 17,93 unidades
maonetarias para garantizar con un 95% de probabilidad la suficiencia del
fondo en ¢l caso de la distribucién Poisson ajustada utilizando el enfoque
clasico,

Haciendo el musmo cileulo para las distnibuciones predictivas restantes se
obtiene:

N g2 i@ reservE matemalica 1
requenda iniciatmente para cada nive de significancia can un factor
e carga K=10%
My=10 1, nos n, =0,01
i Posson 1342 17,93 26,96
3) Binomial Negatva 1863 2411 2509
Fﬂg} Snoma’ Magatia 1882 M35 2540

Tabla 54, Nivel de la reserva matemartica u requerida iniclalmente para
cada nivel de significancia con un factor de carga social k=10%

: soimal
Nival da Cionfianza Valor de 2
Significancia Estadistica
1% .99 258
5% .95 ILos
114 .90 1,65

Tabla 55, Distribucién estandar normal

Los resultados obtenidos en esta tabla demuestran que al aplicar una
distnbucion ajustada en lugar de una predictiva el ente asegurador puede
llegar a establecer un mivel no adecuado de la reserva matematica inicial con
la consecuente insuficiencia del fondo para hacer frente a las obligaciones

* Con previa No Difusa
* Con previa Difusa
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que impone el autoseguro para un mivel de sigmificancia estadistica
previamente fijado.

La diferencia del valor de la reserva matematica imcial U entre el registrado
por la distnbucién Possson v 1a Binomial Negativa es de un 35% al 95%
de confianza.

4.2, Escenario £ 2
4.2 1. Nivel de severidad desconvelds

Se supone que el mivel de los montos reclamados indinviduzlmente es
exponencial pero desconocido En este caso se utilizara ¢l mismo numero
de reclamos observados que en el caso anterior. Se simulard este numero
de observaciones o reclamos de una distribucion exponencial con media 1.

El esumado de maxima verosumihitud para #es ™ =1,0113 . Unlizando
las mismas distribuciones de probabilidad para la frecuencia de los reclamos
se obtiene para este nuevo escenario lo siguwente:

1. Exponencial con media 0,9888 para el caso de la distribucion
exponencial ajustada.

1. Pareto (108.81, 110) distribucién prediciva basada en una previa
gamma para ¢l parametro exponencial con media 1 v vananza 0,25,

m. Pareto (104 81, 106) distnbucién predictiva basada en una previa difusa

4.2.2 Deatalle del calculo de (5 } afusrando una distribucion
exponencial y poisson a travéds de los estimadores de mdxima

verosimilitud A y @M
En este caso se estan ajustando a traves de los estimadores de maxima
verosimalitud la frecuencia v la sevendad de los reclamos;
Sea § = !f"’1 +‘J""2 T Fﬂi
El calculo de la media v varianza de 5 escomo sigue:
Aﬁﬂ

E’{giﬂ )= E{ﬁ|ﬂ}-ﬂf:’!ﬂ] - o

como ﬁ|ﬂ -~ oxp (Igm} entonces 2l
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E(F|D)=1/6"y 4*=n

E':ﬂﬂ ) =0,9888 y E{-"';’|D} = 106, por consigmente:
E(SID) = 104,81

La vananza viene dada por;

V($|D) =V(R|D) - E(Y|D) + E(R|D) - V(¥ D)
sustituyendo V(WD) = E(N|D) = n

se cbl:ime:v.tﬂa} = nE*(Y, D)+ .i".-‘lv"{ﬁ|ﬂ}

V($1D) = n(E*(Y|D) + V(¥ |D)) = n(E* (Y |D) + E(Y7|D) - £%(7)|O)

= nE(Y})

EX(Y|D) = (E(Y|D)

vy |o)= £073) - €27 p)

E(Y|D)=1/6" =0 9888

V(YD) =1/(6"™)* =0,97777

por la propredad de invananza de los estimadores de maxima verosimulitud,

Despejande £ (P,EFD) =Wy ‘D] +EXY |E']
. 1Y 1y
=710~ (<) ()

EWDy =2,
1

g

P = 2n
Por consiguients VI(S|D)=—"—
{ | ] [gﬂf{ )1

V(§iD) = 207,28 |
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4.2 3 Deralle del calcule de los momenros de lrS } bajo las
alstribuciones

= e o |
Predictivaz pareto '[!?Jf +b,n+a) v binomal negativa l o ;.j] con
previas no difusas
En este caso

ST =V Y At Y,

. X 1+ 8
siende ¥ *Pﬂff_r‘?}f"+b,rr+ﬂ}yﬁ ~Ng|? te, ZTﬂ

LaMediade §° viene dada en este caso por
E(S'|D) = E(Y|D) E(N'|D) v susutuyendo £(y°
suy valores

£0r'|D) - Ay +b
n+a—1

[ I ﬂ'{l % ' "I;_]
EN'|D) = — L

1
[3 o fi ] se ohtiene

R 1ﬂ+£:{1-~1+ﬂ
Ef5'|ﬂ}-[ ay + b 24 8
n+a=1 1+ p

[2 + i
Sustituyendo de acuerdo a los supuestos:

D)y E [NH|D] por

Parametras de la Rarametras da la Estimadares
Digtribuzisn Praviz Cistribiisian Bravia de $avima Madel
{Fracuancia] [Serveridad) Vergumditud
=4 - N(A™) =106 Frecuencia
[ =4% b=4 ¥ =(@"]' = 09888 Severidad

A Gama g, 004 E(A) =100
0 Garmme 4 4) E(a)=1
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Sustituyendo nY,a B, a y b se obtiene:
£(57|D)=105,59

La vananza en este caso viene dada por

V(S'|D)=V(N'|D) - EX(Y]|D) + E(N"|D) -V(Y,|D)
Susttuyendo
" 1 En T ::r{], —E:.E. )
vistipy - |EWIRL L (P b Y A 2oy 4 bF
l+4 [ﬂ"r&-l] 1+ f nva-1ln+ra-2)
2+ ,ﬂ 24 ﬂ-

se obtiene V(S '|5'} = 309,86

4.24 Dearalle del edlesilo de (5 ) hafo las distribuciones
pradicitvas dinemial y parero con previas difusas

El calculo de la media y vananza de §° dados los datos y asumiendo las
sigwentes distnbuciones predictivas:

¥[D ~ Par(nyY,n)
N D~ NB(n,1/2)
E(S'|D)=E(Y'|D)- E(N'|D)
E(N'D) =ﬂ1};ﬂ =1
v EWN[D)
V{N DJ = _L.E_‘ = 2”
E('|D) = -;:-’{—1-
vy'|lp) = ﬁ% sustituyendo se obtiene:
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o (Y ) n(1/2) _ n*y
Ets"r‘]]_[nq] 172 -1

E(57|D) =105,81
La vananza viene dada por:

V(S'|D) =V(N"|D) - EX(¥]|D) + E(N|D) -V (Y,|D)
V(s D) =2 1| o 20007 Y__ 20l ~2n*F) s 20l - 1K)
n-1) (n-1n-2) (n=1f(n-2)
1=2
v(s'|D) = 2n'y 52.'1 -3)
(n-1)"(n-2) sustituyendony y se obtiene:
V(S'|D) = 424,58
Binteibueidn Tidiviual de ba | Edbvintas
Fricumncia [“Mndin varanza Covditente | Tigiar e Diseriurdiibil plivra 5
e n;undn
v :HE:;“} | onas  anie TE: secne Ansacly ()
) e:.-;---..- |- i
1+ 4 Proutigiva com Prowie oo O (57 @, 8)
[ﬂ + ﬁ.m | ressy o 1857 E =4
=4

Aurelis (A4 D A 4d) |

Preublitie coo Previes S [57)
| fO058r M w47 2=0
£=0

W) Bt Manpativ 1, 1/ 2)
sy {0 F, )

N=106 reciamos observados®™
Tabla 56. Resumen de resultados del escenario #2

Aligual que la Tabla # 1 cuando se conocia la distnibucion de la sevenidad,
la tabla antenior ratifica el aumento de vanabihdad cuande se desconoce la
distnibucion de la sevendad (montos reclamados) y se estima a traveés de
maxima verosimilitud el parametro de la distribucion exponencial.

* Extimados por maxima verosimilitud de una Poisson (100) A = N =106




5

fewomia de flesao

4.3, hicremento del niimerg de reclamos muestreados

S1 se amplia la cartera de reclamos 2 320, obtenidos de una distribucicn de
Posson (300) v se simulan de una exponencial se obtiene 8" =1,0137

Con una previa gamma para | con media 300 v vananza 2 300 mantetuendao
el resto de las distribuciones 1zuales al caso antenor

o P— —
v o Mo Marisnae m::; Tipo e Disrribucion para §
]
i Pewstspn f-im','l 3 1.0 o 20 Muvtin Afsranky [5*}
k
G OGN Meogana [ Hrniptila o Previay s Dy [57)
[ a v itd SHL67  LAGLIE ZAD | gr e 100
24 40 | 0,20
i ¥
i i o | gt man Provis Oiss (57)
; e S 15600 A [y =0
r"r 1f 2]’
| =0

N=3520 raclamos observados”

Tabla 57, Resumen de resultados del escenario # 1 con incremento del
numero de reclamos muestreados

DR tbe o B! e da | Ciciios
Fravamnria AR araaE Caieiehe Tipe e DinEr IBACKEN e 5
LT e R
L]
il Pesen [ A o
. 13y Lolane i Whewetle Aonsacta (5 )
L
__ Sumwncal (77 ) = — i .
il v *huf;-! et oo P oo D (S e &)
14 {
L) [T T B i )
[ "Ta & Tolu100 a-4
pareto (P Lm0 &) ge020 b4
Mesichiva ron Praskas D [ 57 )3, B)
it Mgt (10 2) {0}
= ! K1 RATRRAL & ]
Faeen {1 T, 1) . . =0 §=0
A0 b-=0

Tabla 58. Resumen de resultados del escenario # 2 con incremento del
nimere de reclamos muestreados

¥ Estimados por maxima verosimilitud de una Poisson (500) 4™ = ¥ =520
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Ejempfa de un madefu ;erm qmca
propuesto para evaluar la incertidumbre
de los parametros

1. Ejemplo de un modelo jerarquico propuesto para evaluar
la incertidumbre de los parametros

Generalmente lamayoriade los autoseguros v polizas en general contemplan
una franquicia o deducible que no es mas que un mvel prefijado por debajo
del cual, no se pagan reclamos.

En esta seccion se analizara un caso practico de 98 reclamos a titulo de
resumen utihzando un modelo jerarquico similar a los expuestos en
la seccién 3 de esta mvestigacion, utihzando la fortaleza del Software
WINBUGS en las Simulaciones tipo Markov.

1.1 Inferencia Bayesiana Via Winbugs (Gibbs Sampiing)

Winbugs e5 un paquete imteractivo para Windows que permute la reahizacion
de sumular via cadenas de Markov Montecarlo 2l analisis de modelos bastante
complejos. Una de las prncipales razones de utilizar este software en el
desamrollo de este trabajo de mvestigacion es la relanva facilidad v fexabilidad
de programacion o codiicacion, la posthilidad de hacer representaciones
graficas de los modalos disefiados v por tlhmo, la facihidad de iterfase con
otros lenguajes paquetes de analisis estadistico tales como R v SPLUS.
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La descripcidn de los modelos 2n estudio bajo Winbugs tenen la siguiente
estructura:

Defimcion del Modelo propramente dicho. Esto imphica programar en !
lenguaje BUGS todas las ecuaciones que definen el modelo estableciendo
los nodos de calculo. Los nodos pueden ser fundamentalmente de dos
upos estocasticos =1 estan relacionados o vinculades a una distnbucién de
probabilidad especifica o deterministicos s1 se refieren a simples caleulos
algebraicos, los cuales no conllevan la definicion de minguna distribucion
de Probabilidad.

Definicion de la estructura de los datos. Generalmente listas, escalares o
vectores en ¢l formato tradicional de R 6 SPLUS.

Por ultimo, la definicion de las condiciones muciales de las vanables a
sumular v ¢l establecimiento de nimero de cadenas que se van a muestear
con ¢l objeto de estudiar y garantizar la convergencia de las mismas.
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1.2. Flujograma de las corridas de winbugs

Chaguso dz la
- sintaxis del Modelo

Carga de los dates

[«]

Ciefinicion del
numany de cadenas
A COMAren paraisls

Compilacicn del
Madala

Diafinicion de los
Valores Iniciales

Artuslzscidn del

n Musstrador o
generador da

mimstras adicionales

1.3 Los outputs o salidas de winbugs

1. Monitoreo de las corridas MCMC para cada uno de los parametros
del modelo que sean de interés

[

Posibilidades de hacer un numero infinito de actualizaciones
de distintos tamanos muestrales para investigar entre otras cosas,
la convergencia de las cadenas v la suavizacion de la densidad de
probabilidad asociada a cada uno de los parametros bajo sstudio.

3. Sumario de estadisticas descriptivas para cada uno de los nodos,
tanto estocasticos como deterministicos. imndicando:

1. Identificacién del Nodo
Media v Mediana
3. Desviacion estandar

[
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4. Error cuadratico medio®
Percentiles de la distnbucidn de Probabilidad.

[ Tamaiio muestral utilizado e indicacidn del mimero de muestras
utithizadas v de las desechadas (burn 1n process).

7. Creacion de intervalos de credibilidad al 95% de confianza estadistica.
4. A nivel grafico, Winbugs arroja la sigmente informacion:

n

a Historial Dindmico de las travectorias asociadas a las muestras
b. La funcidn densidad de probabilidad a posterion

¢. Correlaciones mter-nodo

d. La funcién de autocorrelacion

e

Cilculo de la deviancia para cada mteracion

2, Aplicacion de un Modelo Jerarquico con Winbugs

El modelo propuesto tipo Pareto ' Poisson €5 como sigue
flyl= ﬁ,,.axendo yzb
En WinBUGS nuestro modelo completo es asi:

Y:r ~ Pareto (a,b) i=1._.k
N, ~Posson (1) j=1..m
4 -~ gamma (0,001 , 0,001)

~ gamma (0,001 , 0,001)
A - gamma (0,001, 0,001)
Distnbuciones previas relativamente no mmformativas se asignan a los
parametros a, b, y 4. Estas se pudieran reemplazar con previas informativas
cuando se conozcan o tenga mavor informacién de la expenencia estadistica
del plan Debe tambien entenderse que :\c:_u_u;'r":r ) 2b. Adicional a la inferencia
postenor con respecto a los parametros del modelo a, b, v A también se huizo
una inferencia predictiva con respecto 2 la distribucion agregada de los
reclamos del préximo periodo.

# Un estimado tipo Moente Carlo de ai "Ir-" de 13 media.
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2.1. Especificaciones del modelo ¥ archivos Winugs

Cada uno de los 58 datos asociades a las vanables aleatonas respectivas

distribusdas idénticamente e independientemente dado los parametros a, by .
2.1.1.Constantes del modelo

m: Numero da meses de datos observados.

K. Numero de observaciones relacionadas con los montos reclamados
(sevendad).
2.1.2 Variables del medalo

nfi]: Nimero de reclamos en cada uno de los seis meses.
n7: Numero de reclamos predichos para el préximo mes (7 7).
). Parametro de la distribucion Poisson. Frecuencia de los reclamos.
yv[1]: Tamafio o magmitud de la sevenidad para el tiempo antes descnito.
v7: Tamafic 0 magmtud del monto reclamado para el préximo mes (77)
a, : Parametro de la distnbucion. Pareto para la Sevendad
2.2, Salida y andlisis de Wmbugs
Después de quemar las primeras 1000 iteraciones, los parametros A, 115, V>
fueron monitoreados v el resumen estadistico para estos parametros durante

las 40.000 iteraciones muestreadas aparecen a continuacion, siguiendo el
stgiuente orden:

1. Codigo en BUGS
u. Descnpeion del medelo
ui Estadisticas descriptivas
v, Grafico
221 Madelo jerarguico Pareto - Poisson

Resultados de la simulacidn del modelo Pareto — Poisson mdicando en
detalle 2] resultado de correr dos cadenas de Markov simultineaments.




238

leonia e flesgo

Codigo-&n Bugs Programa 21
e =
u'\--'np:nﬁ-:i

T b s e e

Fa

dun
e L
e R B T
mPRITETRiERIaEIliigpisiisane
azrmi 1-

piterarrERs ey uqu-..u:-:-".rr' s
AR LR LRI N g LE T
B L e R PR R N

BRI TR AR NN LB eI I-

e L R i s el b L L LR AL
kel L H-I-II-I-}-'-I-W.#I'!'uIH‘I-Il’r -

B‘

97504

Start [nmp_- ;

4371

1 | 40000

18.73

! S9000

280

1 40000

[ 30000

[1182 |1

T T T EEE R R

EE EEEEDT EXERES E= =

Grafico 127; Iteraciones del modelo jerarguico Pareto-Poisson
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]

Grafico 128: Analisis de convergencia gelman geweke de las cadenas

Como se desprende del grafico se garantiza la convergencia de las dos cadenas
dado que bajo este cniterto los valores alcanzades en la totalidad del numero
de muestras realizadas son cercanas a uno, especialmente la de color rajo.

Grifico 129: Cuanrtiles v correlaciones de Ias dos cadenas simuladas.
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Como se observa de las graficas anteniores no se observan coeficientes de
autocorrelacidn importantes para los distintos retrazes. Lo antenior implica
una caida exponencial rapida desde su imcio v todos los otros coeficientes
MUY Cercanos a cero.

= ———

Grafico 130, Densidades a posteriori para [ v la deviancia v para las
distribuciones predictivas 7, v y. de para ambas cadenas.
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2.2.2. Modelo de la severidad tipe expsnenciai-gamma
A continmuacion se presentan los resultados de la simulacién del modelo de
severidades;
Cdodigo da Winbugs __ Descripcion Grafica del Modaln

TR
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Grafico 132: Iteraciones del modelo de la severidad tipo
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Grafico 133: Anilisis de convergencia Gelman Geweke de las cadenas
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Al 1zual que en el caso de modelo de las frecuencias tambuén se observa
convergencia de ambas cadenas para la severidad.

Cuantile
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Grafico 134: Cuantiles y correlaciones de las dos cadenas simuladas.
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Grafico 135: Densidades a posteriori para | v la deviancia v para las
distribuciones predictivas M- v }-de para ambas cadenas.
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Capitulo 22

Caso de estudio

1. Objetivo del estudio

Constitucion del Fondo de Ligmdez, basado en la Valoracion del Riesgo de
los Craditos™ de la Cartera suministrada por la Institucion al 01 de Julio de
2011, v en &l aporte imicial contemplado en la Ley de Mercado de Capitales.

El Fondo, representa el pasivo total destinado a cubnr cualquier problema
de hqudez dervado del mecumplimiento parcial vio total de la Cartera de
Créditos para el periodo de un (01) afio (12 meses), contados a partir de la
fecha de valoracién.

2. Hipétesis v supuestos

Para llevar a cabo la consutucion del fondo de liquidez, la mstitucidn
suministrd como data basica la cartera de créditos al 01 de marzo de 2011,

% Préstamos hipotecarios de los siguientes Bancos; Banesco, Mercantil, Banco
Agricolade Veneruela Banco Nacional de Vivienday Habitat, Banco Bicenténario,
Banco QOceidental de Descuento, Bance Caroni, Citibank  Corp Banca, Banco
Fondo Comun. Banco Industrial de Venezuela Banco MNarional de Credio, Banco
Sofitasa, Banco del Sur, Banco del Tesore, Banco de Venezusia
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entendiendo esta ulima, como una cartera depurada y filtrada previamente
por la aaa La misma representa el sesenta y cuatro por ciento (§4%) de la
cartera onginal Sobre ésta se formularon los siouientes supuestos™

1. Fecha de la valoracion: 01 de julio de 2011.
2. Honizonte de valoracidn: a parur de jumio 2011 hasta jumio 2012

3. Tasa de interés: doce por ctento (12%, equivalente al 1% mensual) para
capitalizar los aportes v/'o descontarlos a valor presente

4.Tasa de riesgo binomual: tres por ciento (3%), aplicada mensualmente
a la cartera tnicial v carteras remanentes, durante los doce (12) meses de
valoracién.

5. Tasa de recuperacion promedio de crédito; no se estima un promedio de
nivel de recuperacion. En esta valoracidn se asume cero por ciento (0%), v
se establece una tasa positiva de recuperacion al treceave  mes.

6. Tiempo de interrupcion del flugo de caja: un (01) afio, doce (12) meses
para todos los préstamos muestreados, impagos en el mes correspondiente
que se causer.

7. Aporte micial al fondo: vemnte por ciento (20%:) de la emisién sobre el
monto total.

8. Flujo de caja: se determunaran doce (12) aportes  mensuales basados en
la severidad regustrada en base 2 la tasa de nesgo

9. Flujo de caja descontado; estos flujos mensuales de pérdida esperada
ajustada, por tasa de recuperacion v nempo de meumplimiento se traerd a
valor presente para determinar el pasivo o reserva matemanca del fondo, que
constituye el valor micial de] fondo de liquidez a la fecha de valoracion.

3. Metodologia utilizada

Los resultados de este informe, se basan en la determunacidn de la pérdida
esperada que amroja la cartera de créditos contingente basado, en una

™ Se asume independencia estadistica en [a Cartera de Créditos; es decir, la
ocurrencia de un impage de un chente ne tmphica necesariamente €1 mpago de
ofros.
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frecuencia o tasa de nesgo de incumplimiento estimada en un tres por ciento
{3%) de |a cartera depurada sobre |a base de doce (12) meses firturos.

Cada lote muestreado aleatoriamente para cada uno de los doce (12) meses
de valoracion, determinan el monto promedio de pérdida nomunal mensual
de cadauno de los préstamos que entran al muestreo.

A partir de alli, se calcula la perdida esperada mensual, obtemda como
¢l producto de la frecuencia (tasa de riesgo) v el monto promedio de la
severidad de cada muestra mensual Esa pérdida esperada v su volatilidad
constituyen el msumo de los aportes mensuales que se acreditan al fondo,
para su constitucion a valor presente, es decir, ajustando por una tasa de
iterés anual distribuida en los doce (12) meses de valoracion del fondo:

La metodologia utilizada en este informe, contempla tres (03) aspectos:
1. Tratamiento de la base de datos.
2 Meétodo utihzado para modelizar el nesgo.
2.1. Analisis de |a frecuencia de créditos.

2.2 Analisis de la frecuencia de la sevenidad de los créditos
muestreacdos en base a la tasa de riesgo asumuda

3. Modehizacion de la perdida esperada

4. Anabisis de los créditos vencidos (GAP Analvas) en el
horizonte de valeracion.

3.1 Tvatamiento de la base de datas.

La cartera micial #3t3 constituada por dieciséis (16) archivos contentivos de
los 151,167 préstamos para los siguientes bancos:
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[ Banan [ Nro. Creiton | % |
BANCO AGRICOLA DEVENEZUELR 33 ] nzu{
BANED NACIONALDE VIVIENTA ¥ HABTAT 8 o
BAMESCO Er i TR
BANCO SICENTENARID a 27
BANCO QCCIDENTAL OE DESCUENTD 4342 1y
BANCC caron 3 £ Sy
CITIEANK £38  Dag
CORP BANCA 1,758 1 a:i
BANCO FONDIC COMUN T 9:#!
BANCD INDUSTR AL DE VENSTUELA 1,B48 120
BANCC MERTANTL u.ty} He
BARCT NACIONAL DE CREDITO 106 072
BANCC SOFTASA 1,831 1.24
BANCO DEL SUR 3 T -
SANCO DEL TESORD AL L
BANCD DE WENEILELA Ve S Lk
TOTAL 1,187 100.00%

Tabla 61. Cartera Inicial de créditos

De cada uno de ellos, se obtuvieron las muestras * para generar 1as pérdidas
esperadas de incumplimiento o interrupcion del flujo esperado de cuotas,
que ahmentan el modelo de plamficacion del flyjo de caja proyectado,
sumuustrado por la Institucion.

La cartera de creditos cubre un monto total de préstamos mmciales por
USS. 9.877.900.904,08, que fueron otorgados con un valor promedio por
préstamo de USS. 65 346,48 v un maxumo de USS. 350.000,00.

El saldo to1al actual de la cartera es por el orden de USS. 8,223 185427 84,
con un promedio ce USS. $3.823,16 v un monto maximo de USS.
345,562 31,

La cuota mes del saldo actual es del orden de USE. 71.233 159,93, teniendo
un promedio de USS. 648,58,

De esta cartera se obtuvieron los sigmentes creditos, seleccionados
aleatoniamente de acuerde al proceso binomuial del tres por ciento (3%)
sefialado en las hipotesis v supuestos como tasas de niesgo.

I Tres por ciento (3%) del total de registros obterudos; a través de un musstreo
aleatorio simple de cada uno de los bancos antes mencionados,
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| Banco [| Nro. Repistros |
BANCO AGRICOLA OF VENEZUELA 1
BANCO NACIONAL DE VIVIENDA ¥ HABITAT z
BANESCO 1,577
BARCO BICENTENARID 438
BANGO OCCIDENTAL DE DESCUENTD 148
BANGO CARONI 10
CITIBANK 19
CORP BANCA 54
BANCO FONDO COMUN 338
BANGO INDUSTRIAL OF VENEZUELA 55
BANCO MERCANTIL 574
BANCO NACIONAL DE CREDITO k!
BANCO SOFITASA L
BANCO DEL SUR 145
BANCC DEL TESORO 185
BANCO DE VENEZUELA 472

TOTAL 4526

Tabla 62, Muestreo del primer mes (Mes 1)

Para la obtencion de las muestras subsiguentes, se fueron eliminando de la
cartera tnicial el namero sucesivo de muestras aleatorias, con |2 nusma tasa
de riego constante en el horizonte de estudio ™.

N* Mussiran N* Criciilan
Messe || ooenidas | Tolies
] 500 151,167
: [ 124 Ady
3 &6 142,784
i P IEe
< g0 123540
. 18 120,82
- 1T 125,30
5 388 1218
] 155 198,435
10 1848 LTE-TY
" 331 141408
2 3.3¢3 05 155
" 3148 =gt
i 3oy i L
15 27 =718
TOTAL 55,408

Tabla 63. Muesireo

“ Latercera columna muestra la evolucion del numere de craditos dispomble para
Ios subsipuientes muestrecs mensuales en los frece (13) meses fifuros.
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3.2. Meérodo utilizado para modelizar el riesgo

3.2.1 ASndlisiz de la frecuencia de créditos™

Acontinuacidn se describe estadisticamente la frecuencia decréditos encada
muestra mensual v la volatilidad respectiva, la cual oscalaen 1, 46% v 1,81%;

Frecoencia | Volatilidad
W Nro) iKiro ) %
i 4 5% ] 14E%
2 4 a7 85 145%
3 4766 e 1.51%
4 4137 8 153%
5 4018 a2 1,55
- 3882 &1 1.58%
7 3774 &1 1,60%
8 3Ba1 &0 1683%
§ 3.551 1) 1,85%
10 3845 56 1,68%
11 334 57 1,70%
12 321 £8 1.7%
13 1145 g5 1 76%
14 3048 54 1.78%
5 1457 55 151%
Promedio 3633 L] 1,65%

Tabla 64: Frecuencia de Créditos

 Basado en un modelo binomial de parametros (n,p); stendo n el total de craditos

de 1a cartera v p la tasa o probabilidad de falla.

bearia de resqo
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3.2.2. Analisis de la frecuencia de la severidad de los eréditos
muestreados en base a la tasa de riesgo asumida

Mes Media | Volatiidad | %
1 S1ea0 3 T
2 iy e 309,30 7B 25%
3 4308 kel L 84,07
4 4318 515 B4.33%
5 43737 Y445 B5,60%,
# 4257 0 &S B3,74%
7 43886 9043 B4, 06%
g 42979 H410 52.39%
] 435 7812 B4 56%
13 440 82 337 82,43
1 4252 350,02 82,17%
12 40755 /LT 82.50%
13 434587 365,64 4, 06%
14 45093 30 82,34%
|15 44102 B4 32, 19%
Fromedio 413863 60,78 83.16%
Cilras an USS

Tabla 65: frecuencia de Ia severidad de créditos
3.3 Modelizacion de la pérdida esperada

La pérdida esperada se obtiene como el producto del mimero de créditos
muestreados cada mes por la severidad promedio. De esta manera s obtiene
la esperanza matematica total del nesgo de crédito, que potencialmente
mmplique problemas de Liquidez, al interrumpar el flujo de caja asociado ala
recuperacion de las cuotas de los créditos otorgados 74, Igualmente, y para
muumizar el riesgo, se caleuld el noventa v cinco percennl (95%), para
tener todavia mayor sevendad

™ La interrupcien del flujo de caja mensual que eventualmente afectaria los
prondsticos seguiran un proceso de escalera decrecientes, en témunos del nimero
de messs firturos de impagos, hasados en los supuestos. Independientemente que
se hizo 1a valoracion para doce (12) meses, se hicieron pradicciones a qumee (13)
meses para provectar 1a cartera de marzo 2011,
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Mssse Pordlda |y iatitgad ’:f;“:::::’ Parcantil 85 %
1 BT ABR.E0 3390753 ] 1081 24034
3 1TIROER 3 E 14 LR
i LRl E 345036 13 { G233 553 1%
] 175 AR5 36 15540 12 18723
3 TTEEATT A E Ay 1 1340758 5
- 1722482 58 . e 10 + EnsA70 02
T 133A150% 3633000 2 1 81735089
] T TT 05 E LR iR
] 1 E490E 01 31085 H " EMB4TEY
i -4 EL s i & 1 TG ET
1 1alenle L) ¥iasaal 3 teyTEILAD
12 R LELR 3 ITLEE E 1A5EEI
= 1 HTEE 5180t i fa4tETaTE
i s LR Ipem 2 TR
15 130414 7815 1 IS T
=
Tabla 66: Pérdida esperada

A titulo de resumen la pérdida esperada se obtiene o s¢ denva de la
frecuencia o de la sevendad como sigue.

Grafico 136: Resumen de la pérdida esperada
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3.4, Andlisiz de los creditos vencidos en el horizonie de valoracion

Como parte del anilisis, se obtuvieron a partir de la cartera de crédito
mcial, el niimero y la cuantia de la cuota por concepto de amortizacién de
los préstamos que vencian en el periodo de un (01) afio ™|

Nra Craditon| Vencida

Tiwmps LE) Vensldos - N
Ma=iz hdgy ! 8 52053
Abieil Mg F 15 407818
Maya Ues 3 12 gE0E
Junie gy d 2 IEM
Jubo Vs & .| TAA2.38
Ayoats Aes b 15 3 7uAd
Eaplembrs | Wea 7 - 520057
Oyt Wz B H E311.20
Mo Was ¥ it 7,258 BB
Dinlambre Ligs 10 20 TN
Enaro Mea 117 b 083089
Fabnars: i 12 LR AR -
Maega Ligs 13 N L7077
Al Mea 14 i 532432
Miye M 15 1 5,290.88
Total W R0 8LE0

Tabla 67: Crédiros vencidos

Como se deriva de la tabla anterior, el monto de la cuota vencida total en
los quince (15) meses es USS, 90.835 93, la cual es inmaterial en orden
de magnitud con la estmacién de la cuota total por percibur, estumada
por el orden de USS. 71.233.159,93 al mes. No obstante es importante
saber la frecuencia de préstamos que extinguen su deuda v los montos
correspondientes de la cuota extingwda

El nuevo total de créditos vencidos o extingmidos es por ¢l orden de
trecientos cinco (303) *, con una distribucién relativamente uniforme por
mes, tal como =& puede apreciar #n la tabla anterior El monto total de la
cuota extinguida™ como un porcentaje de la cuota es menor al uno por
clento (exactaments 0,13%),

* Afio 2011,

* El mimero de créditos vencidos en promedio es de aproxmadaments veinte
{exactaments 20 3},

7 El promedio de cuota mensual vencida es de aproximadamente seis mil cincuenta
v einco délares {exactamente USS$. 6.055.36)
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4, Resultados de la valeracion

El flujo de caja se expresa en funcién de |z pérdida esperada media, que
constituyen los aportes al fondo, en el horzonte de doce (12) meses
consecutives, ajustados por una tasa de interés del doce por ciento (12%)
anual, convertible mensnalments en el equivalente del uno por ciento (1%)
mensual.

El valor acumulado del flujo de caja  descontado, mas el aporte mucial al
fondo del veinte por ciento (20%) de la emusion total, da como resultado:

§in Cuota Inicial Con Cuota Inicial [20%)
Flisjo de Caja Valar Presente
Meses Flujo de Caja Valor Presente Aeumislidd etimidado

i 3,190 455,82 3M332260 186354523500 18635081017

2 556643396 851132075 186911166896 106501042253
3 7,347 648 20 T2r4E0821 167645031716 107629432174
4 913881642 904832318 188559913358 1885343644 92
5 10,768,111 24 1066149632 109636724485 1809600514124
6 12,380 458 1t 1227660042 190876570118 1 .508,281 B30.55
T 13974 080 40 1183573306 192274079057 192211756373
8 15450 084 45 1529712322 193819088602 1937414686 9
g9 16,887 18174 1671998192 1955076, 067.76 1954134 55387
10 18,307 120 46 10,125860.84 1973238518822 187226053070
1" 19,734 587 B9 1953919573 188311977681 1,891 759,726 44
12 21.088.2%0 33 2088046548 200420006624 201268021162

Cifran #n USS.
Tabla 68. Flujo de caja

En los doce (12) meses de proveccidn se recogen los flujos v caja de los
aportes al fondo, denvando de la acumulacion de las pérdidas potenciales
de los impagos, sus valores presentes respectivos. En el caso de los flujos
acumulados, se incorpora el desembolso imicial del veinte por ciento (20%).

" Pérdida Esperada Acumulada en base al sistema de 2scalera anteriorments
comentado, gue acumula sistematicamente las pérdidas acumuladas del pericde
mmediatamants anterior mas los gue se generan en periodo cualquiera de los doce
(12) meses.
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El Flujo de Caja Total de Obligacién es por el orden de:
* Sin Descontar: USS$, 2.014.209.066.92.
* Descontando: USS. 2.012.680.211,52.

4.1, Simufacion Monrecario

Aproximando todas las pérchdas esperadas mensuales a una distnibucion
normal con parametros conocidos v estimados para cada mes, se correron
crneo il (3 000 simulaciones.

De la aphcacion de la metodologia amterior, v en base a los datos
sunumstrados por la mstitucion v los supuestos e lupotesss acordados,
g estmo un monto maxmme teonco de USS 2.016.063 957 89, para
constitiur &l fondo de liqudez, monto que cubriria los potenciales impagos
contingentes que pudieran afectar el lwo de caza, por la via de los ingresos
de la institucion, achacables a la recaudacion de la cartera de créditos
subvacente

Ese monto, recomendado como pasivo uucial, estaria constituide por el
veinte por cignto (20%) de la emision como aporte micial mas el valor
presente de las futuras contribuciones mensvales por el ano de las perdidas
esperadas contingentes

Miwel e Miirres Reengs
Beved e Bimvn Mede sn Demler por [terds

mmwmmum

154,41 . LaningErteE pof ‘L! messt
Valoe Aportes
Totales Maxima

Riesgo
2.014,20 Tedrico
Valor Presente 2.016,06
201268 8.8
Cifras = LISS.

Grafico 137: Fondo de liquidez
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5.Sensibilidad del Pasivo

Del analisis de sensibilidad de las tasas de interés para actualizar los flujos
de caja asociados a la contnibucion mensual, se obtuvieron los siguientes
resultados:

wer FlREntE I- Y Famre LT T TR 1 e FrreE o Framams | Spw Fuens e franasts
. . HON ez 2t L et | sty | e it | semintai
Faa (¥ 7] T-§-] grErm 1= FT ] ip=ET (1% 4
b fruestihid  fsunaeiaer b Him 12id g 2R T pEIER pad LR e LT ] ERpgmtuing b
A deefanpetil BENIESTRedad LER R R [SEER ] IR ERREE S B IFEETALI 2R
L - - - - Ly - =
S S e ilipn L E “Aldwwhn L RRTH o et R EELE LB
LR SEE SR ATENN det LIRS PSR Rt rR e Bl Y | Ssant b an Rl e g
L] A7 4 4 L] A S B
] Bat 1iE L] Ly L kL kR L]
Lt L T A eraaETy 1 ETLALEE s TATEENE =gt L ] 1 EEELEd
b FEREE T fma crRda vy LEER SN Tp Ay FEIRERRITTE) TEEINILE & HEE SR R LL Y] jrrpanELE
b TR AR e PER LR EHErIIGL SRR ELRL AR ETETEE LN
Vit Bx gom || L 1L LXis ] ey asa 12 -t S A

Tome b

Tabla 69: Sensibilidad del pasivo

Se modelaron un total de siete (07) escenanios, desde un seis por ciento (6%)
hasta un doce (12%0) convertibles a la rasa de uno por ciento (1%0) mensual.

De la tabla anterior, s= observa como era de esperarse, que a mavor tasa
de wnterés utilizada para descontar las obligaciones, menor es5 el fluyje
respectivo, en termuno de valor presente.

Dado que el honzonte de la valoracién es de un (01) afio, los flujos
descontados no muestran diferencias significauvas grandes; sin embargo,
sea cual fuese la politica final adoptada, sugenimos la capitalizacién del
fondo.

6. Impacto en el Flujo de Caja Proyectado

La mstitucidn, desarrolld en base a unos supuestos macroecondmicos,
una proveccidn de su caja hasta diciembre 2011 Sobre esta base, que
nosolros asumimos como datos duros de la planificacidn financiera de
su caja, contrastamos la pérdida agregada v simultaneamente un efecto
de una baja en la tasa de interés en las cuotas. El impacto de la baja de
un por crento {1%), impacta el ingreso de recaudacion de cuotas por aste
concepto =n un §,98% *

** A nivel de 1a cartera total: §.98%.
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Tomando en cuenta sunultaneamente la baja de interés en un punto
porcentual, de acuerdo a la sigments distribucion y la pérdida nea
contingente,

| CuotaTotal | Dif | Dif Acumulada |

M. Credios 151167
(Cuota Actual 7123316983 0005 0.00%
(Cuota - 1% 06, 365, 733.80 -3 08% 5 08%
(Coota - 1,5% 02.529,061:68: -2 5a% 136185
[Cuota - 2% 58 754 660 83 -4 53% =18, 15%
Cifras an USS:

Tabla 70: Anilisis de sensibilidad

Se obtienen los sigmentes resultados ™

Dwp-10 Danig En:l1 Fabit
Trw Sarausecan JIEC R L R R ol [ B L TR i PR L LT W
LB LEAR T R L H I MR R e RN I BT TR
LIS E Rt WAIMAES DRI AR Mo LLER palE LR Wtz
Fiaz Nat BLILLNG I NIMANTA) TITTIR G SMThHEN yignTR e AHSATE
(P2 S ilnis
[P Baanagienn ety HEHEITER  SaeeT Wi R EIR T
Baga b g e e T T T LA AT T R T I
[Regragesss e T HEMIARE MR RsletT dNRE Pshnadd
Fialt WTH RS iaEAE SLMEIALEIhte tMREGE wiio
bia Buyretven dpiNed  pwgns  shrees
B e ; Chisih i TS
T T o -

r Rcranic T HmMIne T ebmrn | SRS WeHLe
e e g St PR R T I A = I B s
[Eaiannt s an L R BEMINAE DM i)
Vit e A 8 43 FHTTEY SRR m_em_;r't:]
[t R cee wnfdlafe L= R LR [ ) ITRA LR B

L B R SR IR
= L e i

Tabla 71: pérdida agregada y flujo de caja

%A nivel de la muestra: §.18%.
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Tabla 72: pérdida agregada v fujo de caja ajustado al uno
por ciento (-1%)

De lastablas anteniores se denvatodaviaun flujo de caja provectado ajustado
positivo v creciente, cetents panbus al resto de las vanables financieras que
toma la mstitucién ¥ en sus proyecciones,

# La institucion deberd obtener de otros recursos el aporte micdal de los USS
1.837 803,788,530 Para mantener su flujo como se muestra en la tabla antenior; tal
como lo considera en su presentacion de “Titlanizacion Cartera Obligatorsa™ que
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Tabla 73: Perdida agregada y finjo de caja ajustado al uno ¥
medio por ciento (-1,5%)
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Tabla 74: Pérdida agregada v fujo de caja ajustado al dos

7. Recomendaciones

por ciento (-2%q)

En base a todos los resultados obtemidos. en cada una de las secciones
anterores de este informe. e concluve v recomienda lo siguiente:

1. La Institucion debera hacer una provision a valor presente de USS
201268021192 % para constituur el fondo de hqudez. entendiendo este
mento como una resena contmgente que cubre doce (12) meses futuros.
S1 se desea cubny el maximo riesgo tecrico, la provision deberia ser por el
orden de 2.016.063.997 85, v por el contrano s1 1o se ajusta par interes, la
pravision deberia ser entonces por un monto de 2.014 209 066.92.

% Riesgo maxmmo teorice en doce (12) meses. Ver detalles de la Simulacion
Montecarlo en los anexos,
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Somos del erterio de llevar una contabilidad del fondo aparte, de
manera que anualmente se puedan registrar todos los movimientos de
la obligacien o pasivo antes mencionado, con el fin de acreditar todas
las zanancias de capital y debitar todos los amulios por impagos de los
creditos, ceterts Paribus todas las demas vanables.

Recomendamos, igualmente, hacer revisiones semestrales, en la
oportunidad del cierre fiscal de la mstitucion, durante el pnmer afio,
con el fin de testear la evolucion del fondo.

En algun momento, una vez hecha la emusidn, seria recomendable hacer un
estuciio de planificacidn financiera de los GAP de la cantera de créditos v de
las cédulas a cinco (0F) afios futuros con una frecuencia mensual

La Institucion, deberia desarrollar una politnca v manual de los usos v
fuentes del Fondo de Liquidez para normar su aplicacion futura

Dee contemplar una politica de capitalizacién del fondo, el 0 los instrumentos
deben ser muy liqudos, con el objeto de no contradecur el objetivo del fondo
para el cual fue constitwdo. De la expenencia estadistca del niesgo de este
ailo, puede dervarse la convemencia de estudiar 1a creacion de un portafolio
de inversiones stempre de alta hquidez.

Todos los casos de iumpagos™ de los créditos que ocurran, deberian
documentarse adecuadamente, con el objeto de determunar de una
manesa clara los siguientes aspectos:

- Numero de unpagos al mes
- Numeroe de créditos vencidos

- Cuantia de la cuota impagada.

T Seria 1pualmente racomendable llevar un registro de todos los créditos con algun
problema de pago que atente contra Ia liquidez en un 1egistro de recuperaciones
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En esta cuarta Edicidn se incluyen temas de gran inten®s en el mundo de
la Estadistica Actuarnial como lo es la aplicacion de Métodos Bayesianos a
los Modelos de Riesgo Colectivo, utifizados en los seguros.

lgualmente se trata el tema de [as Pensiones y Jubilaciones dentro del
contexto de las Normas de Contabiidad intermadionales NIC19, Basilea y
Solvendia IL

Al igual que la tercera edicdn, la orlentacion de esta obra es hada la
practica inmediata de todos los conceptos de la Teorfa Bésica de Riesgo y
esta dirigida a lectores familiarizados con los conceplos fundamentales de
Probabilidad, Estadistica, Calculo Diferendal y Procesos de Simulacidn
Estocistica.
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Area: Contabilidad y finanzas
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