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APRESENTAÇÃO

Por meio de sua área de Seguro e Previdência Social, a Fundación MAPFRE desenvolve 

atividades educativas e de pesquisa, cumprindo um de seus principais objetivos: incen-

tivar a formação e a disseminação de conhecimentos relacionados ao setor de seguros.

Esse posicionamento é materializado pela concessão de bolsas de estudo e de auxílio à 

pesquisa nas áreas de Seguro e Previdência Social.

Para garantir a disseminação do conteúdo desses trabalhos, são publicados os Cader-

nos da Fundación – principal veículo de divulgação das bolsas de estudo e de auxílio à 

pesquisas concedidas pela Fundación MAPFRE e que contribui para o intercâmbio de 

conhecimentos técnico e científico sobre temas ligados ao seguro.

A Fundación MAPFRE edita ainda livros monográficos sobre diferentes aspectos do Se-

guro e da Previdência Social alguns deles se transformaram em “clássicos” e são utili-

zados como manuais universitários.

Também elabora e publica relatórios anuais sobre os mercados de seguros da Espanha 

e da América Latina, rankings de grupos seguradores e relatórios sobre temas da atua-

lidade relacionados ao mercado de seguros.

Este Caderno da Fundación é resultado da bolsa de auxílio à pesquisa concedida em 

2015 pela Fundación MAPFRE ao Professor Davi Michel Valladão do Departamento de 

Engenharia Industrial da PUC-Rio.

Com o tema “Otimização conjunta do capital baseado em risco e da carteira de ativos”, 

o trabalho aqui apresentado contou com a orientação de Marcelo Christian Almeida de 

Alburquerque Santos, especialista Atuarial da MAPFRE BRASIL.

Todas as publicações da Fundación MAPFRE na área de Seguro e Previdência Social 

podem ser consultadas no site: www.fundacionmapfre.org

Seguro e Previdência Social 
Fundación MAPFRE
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I.  REVISÃO BIBLIOGRÁFICA E MOTIVAÇÃO 

Introdução

Desde a década de 80, verifica-se uma evolução na forma como o risco é tratado pelas 

instituições financeiras em mercados internacionais. Já nos anos 2000, mais especifi-

camente em 2004, foi publicado o acordo Basiléia II, para adequação dos capitais dos 

bancos ao redor do mundo. No mercado de seguros, solvência é um objetivo comum 

aos entes envolvidos, sejam eles reguladores, supervisores, seguradoras e segurados. 

Os reguladores/supervisores internacionais estão cada dia mais atentos à supervisão 

prudencial, definindo regras para aplicação em ativos, cálculo de passivos e provisões 

e requisitos de capital de solvência baseado em risco. 

Com objetivo de uma supervisão eficaz e coerente no mercado de seguros mundial, 

foi criada, em 1994, a International Association of Insurance Supervisors (IAIS), uma or-

ganização dos supervisores e reguladores de seguros de mais de 200 jurisdições em 

quase 140 países. Essa associação definiu 26 princípios básicos de seguros (Insurance 

Core Principles - ICP) a fim de padronizar a supervisão da indústria. O ICP 17, que trata 

especificamente da adequação do capital baseado em risco, orienta que o supervisor 

de seguros deve estabelecer requisitos de capital regulamentares a um nível suficien-

te para que, na adversidade, as obrigações das companhias para com os segurados 

sejam cumpridas. A IAIS estabelece que o cálculo do capital pode se dar pelo uso de 

fórmula padrão ou por modelo interno, parcial ou total.

Em 2009, foi publicado a regulação europeia para o mercado de seguros, Solvência II1. 

Trata-se de uma abordagem estruturada que identifica três pontos básicos, ou seja, 

três pilares para o gerenciamento de risco. Dentro do pilar 1 do Solvência II, que é o 

pilar quantitativo, temos a mensuração do capital de solvência, tão importante para 

garantir a solvência das seguradoras em um nível de risco pré-determinado. Em parti-

1   Diretiva n.º 2009/138/CE do Parlamento Europeu e do Conselho.
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cular, esse trabalho trata o primeiro pilar com foco na descrição e no desenvolvimento 

de técnicas matemáticas para otimização conjunto do capital de solvência e da carteira 

de ativos. 

A fórmula padrão da Solvência II determina o capital seja maior ou igual ao valor em 

risco (Value-at-Risk) em 99,5% das possíveis realizações de perdas financeiras relati-

vas a subscrição, mercado, crédito e operação, segundo um modelo estatístico pré-de-

terminado. Condicionada à aprovação do regulador, as empresas de seguro e resse-

guro podem propor modelos matemáticos específicos (modelos internos) para cálculo 

do requisito de capital. Um modelo interno total considera todos os riscos envolvidos 

enquanto que um modelo interno parcial considera apenas uma parte deste cálculo.

O modelo europeu tornou-se um benchmark na supervisão de solvência. No Brasil, 

por exemplo, foi elaborado um modelo padrão para cálculo do capital baseado em 

riscos com módulos para cada tipo de risco e a possibilidade de utilização de modelo 

interno. Entretanto, até agora não existem solicitações ao supervisor brasileiro de cál-

culo de capital utilizando modelo interno. Como ocorre em outros países, o regime de 

supervisão brasileiro é considerado pela European Insurance and Occupational Pensions 

Authority (EIOPA) como equivalente ao regime de solvência europeu.

Em um modelo interno, o requisito de capital seguradora ou entidade de previdência 

deve depender da política alocação de ativos e passivos da mesma. Por isso, técnicas 

quantitativas de gestão de ativos e passivos (Asset Liability Management – ALM) são de 

extrema importância nesse contexto. Segundo a Society of Actuaries, ALM pode ser 

definido como um processo contínuo de formulação, implementação, monitoramento 

e revisão das estratégias relacionadas com ativos, investimentos futuros e passivos 

para atingir os objetivos financeiros, necessidades de caixa e requisitos de capital dado 

a tolerância ao risco da organização e outras restrições. Uma empresa que adota uma 

política de ALM robusta tem uma menor necessidade de capital de risco. 

Com base nesta necessidade de solvência no mercado de seguros, este trabalho pro-

põe o desenvolvimento teórico e aplicação prática de um modelo interno de otimização 

simultânea da carteira e do capital baseado em risco, com base nas melhores práticas 

internacionais. O objetivo principal é a construção de um modelo interno de mensura-

ção do valor de requerimento de capital de solvência que vise ao mesmo tempo uma 
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alocação ótima da carteira de ativos e dos recursos dos acionistas da companhia de 

seguros. Portanto, por meio de otimização sob incerteza, nosso modelo procurará uma 

carteira ótima de ativos que minimize o capital baseado em risco.

Mais especificamente, se fizermos uma comparação com os módulos e submódulos 

de risco da abordagem padrão do regime Solvência II, na nossa proposta de modelo 

interno parcial, a mensuração do valor dos compromissos da seguradora com os se-

gurados e assistidos engloba os riscos de sobrevivência, cancelamento e taxa de juros. 

E no lado dos ativos, por trabalharmos com carteiras hipotéticas de títulos públicos 

livres de risco, ações e variação do dólar, são abordados os riscos de taxas de juros, 

ações e câmbio.

Ademais, por se tratar de um modelo de alocação dinâmica, todos os fluxos de ativos e 

passivos serão estimados dentro do universo temporal do estudo. Para tal, estimados 

os fluxos de caixa, iremos determinar certas restrições e técnicas e operacionais para 

definição dinâmica da política de investimento da seguradora. Dessa forma, como essa 

política de investimentos considera as incertezas inerentes a cada ativo e passivo en-

volvidos, o modelo interno também fará a gestão de ativos e passivos (ALM), estando 

em linha com as diretrizes do Solvência II.

Solvência II: modelo padrão e modelo interno

A EIOPA, em seu Quantitative Impact Study (QIS) 5 (EIOPA, 2010), apresenta uma visão 

geral da estrutura do requerimento de capital de solvência - Solvency Capital Require-

ment (SCR), bem como as fórmulas para cada módulo e submódulo do modelo padrão 

de cálculo de capital. A SCR é o requisito de capital que garante solvência com nível de 

confiança de 99,5% sobre um período de um ano. O valor do requerimento de capital 

deve ser calculado anualmente, e deve ser revisto caso haja uma alteração substancial 

das premissas utilizadas no cálculo do capital.

 O SCR é a soma do SCR básico (BSCR), de um valor que corresponde à capacidade de 

absorção de perdas das provisões técnicas e dos impostos diferidos e de um capital 

específico para risco operacional. Dada a natureza desde trabalho, focamos na des-

crição do BCSR. O BSCR é a combinação dos requerimentos de capital para as seis 
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maiores categorias de riscos, há três módulos relativos ao risco de subscrição: saúde, 

vida e seguros gerais (não vida), um módulo de risco de default, um de mercado e 

um para ativos intangíveis. Esses módulos são formados por submódulos específicos. 

Cada requerimento de capital desses submódulos é determinado pelo impacto de um 

cenário particular no valor do ativo líquido (net asset value - NAV). Portanto, o valor do 

requerimento de capital é o valor das perdas no patrimônio líquido das empresas de 

seguros e de resseguros dado um cenário de estresse predeterminado.

O valor do NAV é definido como a diferença entre ativos e provisões técnicas, sem 

considerar a margem de risco. Se a variação no NAV ( ), resultante de um cenário 

de choque, é positiva há uma perda de NAV que corresponde a necessidade de capital 

dado aquele choque. Se a choque resulta em um crescimento do NAV, a necessidade 

de capital para o submódulo é zero (EIOPA, 2010). Neste trabalho, para representar a 

variação do ativo líquido, usamos a mesma representação usada por Gatzert & Martin 

(2012), como se segue:

 
	 (1)

onde:

é o ativo líquido na data da avaliação;

é o ativo na data da avaliação;

é a provisão técnica, sem considerar a margem de risco, na data da avaliação;

representa o valor do ativo dado o cenário de choque na data da avaliação; e

representa o valor da provisão técnica dado o cenário de choque na data da 

avaliação.

Para agregação dos capitais é usada técnica de correlação linear, para tal são fixadas 

matrizes de correlação dos módulos ou submódulos que compõem a fórmula padrão. 

Cabe ressaltar que a correlação linear nem sempre é uma escolha apropriada para 

agregar esses tipos de risco, conforme frisado por (Sandström 2011).
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Nossa proposta de modelo interno parcial engloba os riscos de subscrição, mais espe-

cificamente os riscos de sobrevivência e cancelamento, por trabalharmos com planos 

de anuidades, e o de mercado. Assim, apresentamos de forma resumida a abordagem 

do regime Solvência II para esses riscos.

O módulo de risco de subscrição de vida consiste de sete submódulos de risco: mor-

talidade, longevidade, invalidez/morbidez, cancelamento, despesas, revisão e catás-

trofe. Para cálculo do SCR são determinados cenários, que consistem em um estresse 

instantâneo que ocorre na data de avaliação, sendo, portanto, o valor do capital igual 

às perdas imediatas no patrimônio líquido (own funds) proveniente desse estresse. 

Como exemplo, demonstramos o cálculo do requerimento do capital para o risco de 

sobrevivência. Para esse risco, o capital deve ser o valor da variação no valor do ativo 

líquido seguindo uma redução permanente nas taxas de mortalidade. A fórmula para 

obtenção do capital baseado no risco de sobrevivência é a que se segue:

	 (2)

onde  é o valor do requerimento de capital para o risco de sobrevivência; e 

choque de sobrevivência representa uma redução permanente e instantânea de 20% 

nas taxas de mortalidade de cada idade em cada apólice onde o pagamento de benefí-

cio dependa do risco de sobrevivência. Esse valor também é definido pelo Regulamen-

to Delegado (UE) 2015/35, que regulamenta a diretiva do Solvência II.

Para calibração desse choque foi examinado ganhos de longevidade (improvements) 

em taxa de mortalidade em diversos países. Em CEIOP (2010), foi testado se os cho-

ques deveriam ser distintos para diferentes durações de contratos e diferentes faixas 

de idade. Eles concluíram que as diferenças entre os choques para diferentes dura-

tions são pequenas. No entanto, para diferentes idades são maiores, mas por simplifi-

cação decidiram trabalhar com um choque único.  

Por se tratar de um modelo padrão, a fixação de um percentual para todas as dura-

tions e todos as idades é aceitável, entretanto, não corresponde à realidade. Na nossa 

proposta, usaremos o artigo de (Neves, Fernandes, and Veiga 2016) para obtenção das 

taxas de mortalidade futuras. No citado artigo, podemos verificar, nos apêndices, que 
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os ganhos de longevidade são diferentes em cada faixa de idade. Ademais, quando 

aplicamos um modelo que prevê os ganhos de longevidade, as durations dos contratos 

têm papel fundamental no risco de sobrevivência, quanto maior a vigência maior o 

risco, haja visto o aumento das variâncias nos ganhos de longevidade com o aumento 

do tempo de previsão do modelo.

O módulo referente ao risco de mercado também é dividido em sete submódulos de 

diferentes riscos: taxa de juros, ações, imobiliário, spread, concentração, cambial e 

prêmio de iliquidez. O risco de mercado, de acordo com o relatório da EIOPA que cons-

ta os resultados do QIS 5 (EIOPA, 2011), é o módulo responsável pela maior parte do 

requisito de capital, em média cerca de 56% do BSCR das empresas. 

No módulo de risco de mercado, há submódulos que comparam cenários de choques 

positivo e negativo. Por exemplo, o risco de taxa de juros, como afetam ativos e passi-

vos, apresentam choques que aumentam ou diminuem as taxas de juros, ambos de-

pendem da maturidade das taxas de juros. Quanto maior a maturidade, menor o valor 

absoluto do choque.

Em EIOPA (2011), dentro do módulo risco de mercado, podemos verificar que o risco 

de ações é o mais representativo, cerca de 42% do capital baseado em risco de mer-

cado das empresas. Por essa representatividade, apresentamos o método de cálculo 

do capital baseado no risco de ações:

	 (3)

onde:

 é o valor do requerimento de capital para o risco de ações do tipo ; e 

choque de ação representa a queda no valor da ação do tipo . Esses choques são defini-

dos no Regulamento Delegado (UE) 2015/35, variam de 22% a 49% e dependem do tipo 

de ação e do emissor.

Para obtenção do capital de risco de ações, os dois valores de requerimento de capital 

são agregados por meio de uma matriz de correlação. Também é definida uma matriz 
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de correlação para agregação dos submódulos e obtenção do requerimento de capital 

de risco de mercado.

Por sua vez, para nossa carteira de anuidades, se quiséssemos obter um capital agre-

gado para o risco de longevidade e de mercado, usando a fórmula padrão, teríamos de 

utilizar o percentual de correlação entre subscrição de vida e mercado, que é de 0,25, 

conforme Anexo IV da diretiva do Solvência II. 

Existe ainda a possibilidade da utilização de parâmetros específicos na fórmula pa-

drão, para que os mesmos reflitam mais adequadamente o verdadeiro perfil de ris-

co assumido pela seguradora. Esses parâmetros devem ser calibrados utilizando-se 

dados próprios ou dados que sejam diretamente relevantes para operação. O método 

padrão pra cálculo desses parâmetros específicos é divulgado em EIOPA(2010).

O regime Solvência II, permite que as seguradoras e resseguradoras desenvolvam mo-

delos internos para cálculo do requerimento de capital, podendo estes serem modelos 

internos parciais. Os modelos internos parciais podem ser estruturados para cálculo 

de um ou mais módulos ou submódulos do requisito de capital. Ambos devem ser 

aprovados pelo supervisor de seguros responsável pela companhia ou grupo. A política 

de alteração desses modelos também deve ser devidamente aprovada.

As técnicas utilizadas no modelo interno devem se basear em técnicas atuarias e es-

tatísticas adequadas, aplicáveis e relevantes e devem ser totalmente coerentes com 

os métodos utilizados para cálculo das provisões técnicas. O regulamento da direti-

va do regime de Solvência II apresenta condições para tal, entre elas destacamos: a 

companhia possuir conhecimentos aprofundados de teoria econômica e atuarial e das 

premissas que lhe são subjacentes; os resultados do modelo interno serem estáveis 

relativamente a alterações nos dados de entrada que não correspondam a uma alte-

ração relevante do perfil de risco da empresa de seguros ou de resseguros; o modelo 

interno considerar todas as características relevantes do perfil de risco da empresa 

de seguros ou de resseguros; e as técnicas serem adaptadas aos dados utilizados no 

modelo interno.

Todas as premissas utilizadas no modelo interno devem ser explicadas e justificadas. 

Há uma grande preocupação quanto aos dados utilizados no modelo, eles devem ser 
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precisos, completos e adequados. Para tal, devem observar as seguintes condições: 

não conter erros materiais; dados de diferentes períodos utilizados para a mesma es-

timativa devem ser consistentes; e os dados devem ser registados de forma oportuna 

e consistente ao longo do tempo.

Há de ser destacar a possibilidade de o modelo interno assumir uma medida de risco 

diferente da fórmula padrão, bem como um período temporal. No entanto, o modelo 

interno deve assegurar um nível de proteção equivalente. Na nossa proposta, como 

trabalhamos com técnicas de otimização robusta, não usaremos a medida de risco VaR 

na obtenção do requerimento de capital.

Para agregação dos riscos mensurados pelo modelo interno parcial e pela fórmula 

padrão de cálculo do requisito de capital de solvência, as empresas devem utili-

zar as matrizes de correlação divulgadas na diretiva. Existem também métodos 

de agregação constantes do regulamento da diretiva, as empresas podem usá-los 

caso entendam e demonstrem que o método disposto na diretiva não é adequado. 

Elas podem ainda usar uma técnica de integração alternativa, caso demonstrem 

sua adequação.

A seguir, apresentamos revisão biográfica de artigos que focam na elaboração de mo-

delos internos para o mercado de seguros em linha com as diretrizes do Solvência II.

Modelos internos 

Nesta seção, destacamos artigos que tratam sobre cálculo de requerimento de capital 

usando modelo interno sob as diretrizes do Solvência II. Primeiramente, destacamos a 

proposta de (Gatzert and Martin 2012). Os autores propõem uma interessante aborda-

gem para cálculo de requerimento de capital por meio de um modelo interno parcial. 

O modelo interno aborda os riscos de ativos de uma seguro não-vida, mas especifica-

mente de mercado e crédito. Um dos objetivos do artigo é comprar os resultados do 

modelo interno com os resultados da fórmula padrão do Solvência II.

O modelo utiliza simulação de Monte Carlo para obter o requerimento de capital usan-

do, também, como medida de risco o VaR com nível de confiança de 99,5%. Os autores 
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assumiram uma carteira de ações e títulos (bonds). Os módulos/submódulos corres-

pondentes na fórmula padrão são, para as ações, o submódulo de risco de ações den-

tro do módulo risco de mercado, e para os títulos, os submódulos de taxa de juros e 

spread e o módulo de risco de contraparte.

O modelo interno parcial para o risco de ações considerou que as ações seguem o mo-

vimento geométrico browniano. Para modelagem e avaliação dos títulos, a estrutura 

a termo de taxa de juros livre de risco é obtida por meio do modelo clássico CIR (Cox, 

Ingersoll, and Ross 1985) e a probabilidade de default, utilizada para obtenção do valor 

de cada título, é obtida pela abordagem de (Jarrow, Lando, and Turnbull 1997).

O valor de requerimento de capital é mensurado pela diferença entre o valor de merca-

do do portfólio de ativos na data de avaliação e o VaR com nível de confiança de 99,5% 

do valor de mercado do portfólio de ativos ao fim de um ano, trazido a valor presente 

por uma taxa de juros livre de risco, conforme se segue:

	
(4)

onde

 é o requerimento de capital pelo modelo interno parcial proposto;

 é a soma do valor de mercado dos portfólios de ativos de ações e títulos na 

data ; e

 é a taxa de juros livre de risco na data .

Como em nossa abordagem iremos testar a sensibilidade do nosso modelo interno 

em relação ao tamanho da massa exposta ao risco, vale citar Jarner & Møller (2015). 

Eles propõem um modelo interno parcial, apenas mensurando o risco de longevidade, 

também dentro do contexto do regime Solvência II. O interessante dessa abordagem é 

que eles mensuram tanto o risco sistêmico como o risco idiossincrático, o que difere 

da abordagem padrão, onde não se leva em conta o tamanho da massa seguradora 

pela companhia na determinação dos choques. 
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Para mensuração do risco de longevidade, o modelo estressa três componentes: um 

relacionado a variabilidade do nível da população segurada na Dinamarca, que funcio-

na como benchmark, outro relacionado a variabilidade da tendência desse benchmark, 

e o último que mede o risco idiossincrático, que é relacionado com a mortalidade de 

uma companhia específica. O valor dos componentes sistemáticos e idiossincráticos 

são calibrados para o nível de estresse de 99,5% para um ano de horizonte.

Nesse artigo é demonstrado, como era esperado, que quando o tamanho do portfólio 

(em temos de número de mortes esperado) decresce, cresce o tamanho do estresse 

relacionado ao componente idiossincrático.

(Kochanski and Karnarski 2011) seguindo as diretrizes do Solvência II, propõe um mo-

delo interno parcial para um seguro de vida híbrido, bastante popular na Alemanha. Os 

autores mensuram o risco de mercado e de default, dada a característica do produto, 

bem como o risco de subscrição de seguro de vida. A estrutura a termo de taxa de ju-

ros também é modelada por um modelo CIR (Cox, Ingersoll, and Ross 1985), os ativos 

seguem um movimento geométrico browniano e as provisões são avaliadas por meio 

de simulação estocástica sob a medida neutra ao risco. 

Um método de agregação dos riscos alternativo à correlação linear presente na fór-

mula padrão do Solvência II foi proposto por (Devineau and Loisel 2009). Nesse arti-

go, o valor do ativo líquido ao final do ano é calculado pelo método de simulação de 

Nested. E o requerimento de capital é a calculado da mesma forma demonstrada a 

equação (4), o valor do ativo líquido em  é subtraído do em VaR de 99,5% do ativo 

líquido em  descontado por meio de uma taxa livre de risco.

Como o regime de supervisão brasileiro é considerado EIOPA como equivalente ao 

regime de solvência europeu, iremos na próxima seção apresentar uma visão geral da 

forma de cálculo do requerimento de capital no Brasil.

Visão geral do modelo brasileiro de cálculo de capital

O modelo brasileiro de cálculo do requerimento de capital também tem uma aborda-

gem baseada em risco. No modelo brasileiro, há o capital base, que é um montante 
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fixo dependente da região em que a seguradora pretende operar, e o capital baseado 

em risco. O valor de requerimento de capital é o máximo entre os dois valores citados.

O capital baseado em risco é dividido em módulos: subscrição, crédito, mercado e 

operacional. O risco de subscrição é subdividido em 3 partes, conforme as operações: 

seguros gerais, seguro de vida e previdência, e resseguro. O órgão regulador, Conselho 

Nacional de Seguros Privados (CNSP), fixou a metodologia padrão de cálculo do capi-

tal baseado em risco2, apresentando os métodos de cálculo, os fatores e as matrizes 

de correlação. (Melo and Neves 2012) descrevem os modelos teóricos utilizados para 

obtenção do modelo padrão brasileiro, explicando em detalhes a maior parte dos mó-

dulos de riscos envolvidos no requerimento de capital.

Resumimos, a seguir, a forma em que o modelo brasileiro aborda os riscos de mercado 

e subscrição de vida e previdência. O modelo padrão de risco de mercado utiliza para 

cálculo do capital os fluxos de caixa de ativos e passivos a preços justos segregados em 

vértices padrão. Os valores econômicos dos fluxos de caixa estimados pelas segurado-

ras são alocados nos vértices de acordo com a maturidade e o fator de risco, sendo 83 

vértices no total. Os fatores de riscos são sete ao todo, sejam eles: ações, commodity, 

câmbio, taxa de juros prefixada e três tipos de taxa de juros pós-fixadas, em função de 

diferentes índices de preços garantidos. 

O capital baseado em risco é calculado utilizando a seguinte fórmula:

	 (5)

onde  é o vetor de exposições líquidas e  é a matriz de fatores de riscos de mercado, 

que foram calculados assumindo VaR com nível de confiança de 99%.

A metodologia utilizada para obtenção da fórmula padrão para cálculo do capital de 

risco de subscrição de vida e previdência é baseada em modelagem estocástica e si-

mulação de Monte Carlo, considerando os risco envolvidos e o tipo de produto. Os dois 

maiores fatores de risco, taxa de juros e mortalidade, são modelados usando modelos 

2	 Por meio da Resolução CNSP nº 321 de 2015 (http://www2.susep.gov.br/bibliotecaweb/docOriginal.
aspx?tipo=1&codigo=35542).
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consagrados. A estrutura a termo de taxa de juros foi projetada usando o modelo de 

(Ang and Piazzesi 2003) e as taxas de mortalidade foram previstas por meio do método 

de (Lee and Carter 1992). 

Dada a metodologia disposta em (Melo and Neves 2012), usando TVaR como medida de 

risco, foram calculados fatores de risco para os cinco submódulos: risco de provisões 

de eventos ocorridos, risco de produtos com cobertura de morte e invalidez estrutu-

rados no regime de repartição, risco de produtos com cobertura de morte e invalidez 

estruturados no regime de capitalização, riscos da cobertura por sobrevivência e risco 

de despesas administrativas. 

Os fatores de risco para as coberturas de sobrevivência são ainda segregados em fun-

ção das características do produto, sejam elas: taxas de juros, tábuas de mortalidade 

e índices de preços garantidos em contrato. Para cálculo do requerimento de capital, 

nesses produtos de sobrevivência, multiplica-se o fator de risco específico pelo valor 

da provisão contratual3.

O requerimento de capital de subscrição é agregado por meio de uma matriz de cor-

relação, considerando inclusive o capital relacionado ao risco de subscrição de seguro 

de danos. 

Na seção seguinte, apresentamos como o passivo dado um cenário de estresse, utili-

zado na nossa proposta de modelo interno, será modelado.

Asset Management

A expressão Asset and Liability Management (ALM), ou Gestão de Ativos e Passivos como 

é conhecida em português, designa a prática de gerir um negócio onde as decisões 

tomadas consideram ativos e passivos de forma coordenada. O ALM é uma ativida-

de crucial para qualquer organização que recebe e investe recursos com o objetivo 

de cumprir seus requisitos de capital (solvência) bem como sua demanda de caixa. 

3	 Valor da provisão calculado com base na taxa de juros e nas taxas de mortalidade fixadas no momento 
da assinatura do contrato.
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Segundo a Society of Actuaries, ALM pode ser definido como um processo contínuo de 

formulação, implementação, monitoramento e revisão das estratégias relacionadas 

com ativos, investimentos futuros e passivos para atingir os objetivos financeiros, ne-

cessidades de caixa e requisitos de capital dado a tolerância ao risco da organização 

e outras restrições. O ALM pode ter aspectos significativamente diferentes de acordo 

com o contexto onde é desenvolvido. Uma seguradora por exemplo deve coordenar a 

sua carteira de produtos (passivos) com o investimento de seu caixa em ativos finan-

ceiros. Por outro lado, um fundo de pensão tem um ALM totalmente voltado para a 

política de investimentos. 

Os modelos para gestão de ativos e passivos são uma generalização dos modelos de 

otimização de portfólio cuja literatura teve início (Markowitz 1959; Markowitz 1952), 

um modelo estático que minimiza a variância da carteira de um período garantindo um 

retorno esperado mínimo. Em um contexto estático, diversos trabalhos se dedicaram 

a aprimorar o trade-off risco-retorno apresentado por Markowitz. Medidas coerentes 

de risco (Artzner et al. 1999), como o Conditional Value-at-Risk, foram incluídas nos 

modelos de portfólio utilizando métodos de solução amostral (Rockafellar and Uryasev 

2002). Outros trabalhos desenvolveram técnicas para obtenção de uma carteira robus-

ta a erros de estimação (Kim, Kim, and Fabozzi 2014).

Para aplicações onde a evolução da carteira no tempo também é influente, modelos 

dinâmicos são os mais adequados. A literatura de alocação dinâmica de ativos começa 

com o trabalho de (Mossin 1968; Samuelson 1969; Merton 1971; Merton 1969), que 

mostram que um problema sem custo de transação é computacionalmente tratável 

podendo ser resolvido de maneira eficiente. Em um contexto de realocações a tem-

po discreto, (Constantinides 1979) trata da seleção dinâmica de portfólio com apenas 

dois ativos com custos de transação proporcionais. (Davis and Norman 1990; Shreve 

and Soner 1994) podem ser considerados extensões de (Constantinides 1979) para um 

contexto de tempo contínuo. 

Especificamente para ALM, (Bradley and Crane 1972) e (Kallberg, White, and Ziemba 

1982) publicaram um dos primeiros trabalhos descrevendo modelo de programação 

estocástica. Muitos outros trabalhos propõem outras simplificações do problema com 

o objetivo de obter uma solução em tempo computacionalmente viável (Carino and 

Ziemba 1998; Cariño and Ziemba 1998; Kouwenberg 2001; Hilli et al. 2007; Veiga and 
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Valladão 2009; Klein Haneveld, Streutker, and van der Vlerk 2010). Mais recentemen-

te, (Carino and Ziemba 1998; Cariño and Ziemba 1998; Kouwenberg 2001; Hilli et al. 

2007; Veiga and Valladão 2009; Klein Haneveld, Streutker, and van der Vlerk 2010). Mais 

recentemente, (Brown and Smith 2011) propõem de maneira heurística políticas de 

investimento e avaliam a qualidade da solução através de limites obtidos pela teoria de 

dualidade e relaxação da informação (Brown and Smith 2014). Com aumento de poder 

computacional e utilização de algorítmos amostrais de decomposição tornou-se pos-

sível a solução de problemas de programação dinâmica de larga escala (Pereira and 

Pinto 1991b; Alexander Shapiro 2011). Em uma aplicação ilustrativa, (Homem-De-Mel-

lo and Pagnoncelli 2016) resolvem a alocação dinâmica ótima de um fundo de pensão. 

Para evitar o problema da dimensionalidade (Gülpinar and Pachamanova 2013) resolve 

um problema de gestão de ativos e passivos utilizando técnicas de otimização robusta.

O objetivo da nossa pesquisa é o desenvolvimento de um modelo interno que simulta-

neamente encontre a alocação da carteira e o requerimento de capital mínimo que ga-

ranta solvência com alto nível de confiança. Técnicas de otimização robusta são mais 

adequadas nesse contexto dado que o requerimento de capital é calculado para fazer 

frente a cenários adversos dos fatores de risco. De fato, a otimização robusta garante 

que as restrições de solvência sejam atendidas para quaisquer valores dos fatores de 

risco dentro de um conjunto de incerteza previamente definido. Quanto maior este 

conjunto maior será o nível de confiança, i.e., menor será a probabilidade de insolvên-

cia. Trata-se de uma análise de pior caso endógena onde o algoritmo seleciona a car-

teira tentativa, determina o pior cenário dos fatores de risco para a carteira escolhida, 

verifica as restrições de solvência e seleciona a carteira solvente de maior retorno, 

dado o conjunto de incerteza pré-especificado para os fatores de risco. Esse conjunto 

será composto por incertezas provenientes do risco de subscrição e mercado para 

aplicações em seguros e previdência. 

Como estudo de caso, apresentamos aplicações práticas em diferentes carteiras em-

píricas de planos de anuidades. Mais especificamente, vamos apresentar resultados 

em carteiras compostas por segurados com bases técnicas predefinidas4, assumindo 

uma idade de aposentadoria predefinida e os decrementos morte e cancelamento. A 

4	 Bases técnica = tábua de mortalidade e taxa de juros garantidas no plano.
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fim de destacar o efeito do risco idiossincrático no processo de cálculo do capital ba-

seado em risco, aplicamos nosso modelo interno em massas de tamanhos distintos. 

Também realizaremos teste de sensibilidade considerando diferentes níveis de aver-

são a risco, dada a nossa abordagem diferenciada de minimização da função objetivo 

para o pior cenário das incertezas. Tal qual o Solvência II, no nosso modelo interno 

parcial, o valor do capital baseado em risco será a variação do valor do ativo líquido. Na 

nossa proposta, o requerimento de capital é a diferença entre o valor do ativo líquido 

na data de cálculo e o ativo líquido assumindo um cenário de maximização do risco. 
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II.  TÉCNICAS DE OTIMIZAÇÃO ROBUSTA

Nesta seção, introduziremos conceitos de otimização robusta e recentes avanços de 

suas aplicações em otimização de carteiras. Problemas de otimização que ocorrem 

na vida real muitas vezes têm incertezas relacionadas aos seus parâmetros. Os pa-

râmetros podem ser naturalmente estocásticos ou incertos devido a erros (por exem-

plo, erros de medição, erros de estimação, etc.). Anteriormente ao estabelecimento 

de otimização robusta, problemas de incerteza de dados foi muitas vezes modelado 

usando otimização estocástica. Técnicas de otimização estocástica assumem que a 

distribuição de probabilidade é conhecida ou precisamente estimada. A otimização es-

tocástica é a ferramenta mais adequada em um problema com distribuição conhecida 

e uma modelagem computacionalmente tratável. Para mais detalhes em otimização 

estocástica, referimos (A Shapiro, Dentcheva, and Ruszczy`nski 2009; Birge and Lou-

veaux 1997).

Por outro lado, otimização robusta não assume que as distribuições de probabilidades 

são conhecidas, em vez disso, assume que a incerteza dos parâmetros se encontra 

em um conjunto incerteza predefinido. A primeira ideia de conjunto incerteza foi apre-

sentada por (Soyster 1973b), que sugeriu problema de otimização linear no qual o seu 

valor ótimo é viável em todos os possíveis cenários dentro de um conjunto convexo. No 

entanto, em troca de uma solução para todas possíveis realizações dos parâmetros 

de incerteza, este modelo produz soluções ótimas que são muito conservadoras do 

ponto de vista prático. Anos mais tarde, um dos principais trabalhos foi desenvolvi-

do por(A Ben-Tal and Nemirovski 1998; Aharon Ben-Tal and Nemirovski 1999; Ghaoui 

and Lebret 1997; Ghaoui, Oustry, and Lebret 1998). O trabalho deles apresentou uma 

análise detalhada sobre estrutura de otimização robusta, tanto em otimização linear 

quanto em otimização convexa geral. Para resolver o problema conservadorismo, (Ah-

aron Ben-Tal and Nemirovski 1999) introduziu um modelo menos conservador, consi-

derando um problema de otimização linear com conjuntos de incertezas elipsoidais 

cuja contraparte robusta é um problema convexo, computacionalmente tratável e com 

solução obtida utilizando técnicas de programação cônica de segunda ordem. (Dimitris 

Bertsimas and Sim 2004) forneceu uma nova metodologia para controlar conserva-
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dorismo do problema de otimização robusto, mantendo as vantagens da formulação 

linear de (Soyster 1973b). (Dimitris Bertsimas and Sim 2004) introduzem o conceito 

de ``orçamento’’ da incerteza que controla o nível de conservadorismo da solução 

limitando o número de parâmetros incertos que podem assumir o pior caso concomi-

tantemente.

Devido a sua praticidade, otimização portfólio robusta se tornou área pesquisa bastan-

te dinâmica da em alocação de portfólio. Esta abordagem reconhece os possíveis erros 

de estimação dos retornos e volatilidade e procura uma carteira ótima entre as piores 

realizações das estimativas. Entre muitos estudos sobre a otimização robusta de car-

teiras de investimento, (Lobo and Boyd 2000) fornecem uma introdução às formula-

ções otimização de portfólio sob a perspective robusta, listando possíveis conjuntos de 

incerteza que são convexos e tratável para modelar os retornos dos ativos. Além dis-

so, (Halldórsson and Tütüncü 2003) introduz uma formulação robusta para o modelo 

de média-variância, que a solução ótima considera o pior caso dentro do conjunto de 

valores para os retornos e a matriz de covariâncias. Mais recentemente, (Fernandes 

et al. 2016), propôs um novo modelo de carteira robusta adaptativa impulsionado por 

dados. Este modelo utiliza conjuntos de incertezas poliédricos impulsionado por dados 

para construir restrições de perda em um esquema de horizonte rolante. Para uma 

discussão aprofundada em tópicos relacionados à otimização robusta de carteiras veja 

(Frank J. Fabozzi Petter N. Kolm 2007; Kim, Kim, and Fabozzi 2013; Fabozzi, Huang, 

and Zhou 2009; Fernandes et al. 2016).

Conceitos de otimização robusta

De maneira geral otimização robusta procura refletir troca entre a robustez da solução 

ótima e cada realização possível do parâmetro de incerteza. Uma vez que, a distribuição 

de probabilidade do parâmetro é desconhecida, a abordagem usual específica o tamanho 

e a forma do conjunto em torno dos parâmetros de incerteza. Onde o tamanho do conjunto 

determina a probabilidade do parâmetro incerto assumir um valor no conjunto, e a forma 

dita a complexidade do problema de otimização (Fabozzi, Huang, and Zhou 2009).

Como exemplo, usamos um modelo de otimização sob incerteza linear, porém, as dis-

cussões que surgem a partir deste problema podem ser estendidas a outras classes 
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de problemas convexos. Um problema linear de otimização sob incerteza pode ser 

escrito da seguinte forma:

	

(6)

onde  são as variáveis de decisão, ,  são coeficientes incer-

tos relacionado com o problema de otimização e  é um conjunto de incerteza especi-

ficado pelo usuário. Note que este problema é equivalente a problemas de otimização 

linear cujos coeficientes das variáveis de decisão variam dentro determinado conjunto 

de incerteza.

Problemas de otimização robustos que citamos ao longo deste trabalho são modelados 

para com foco em problemas que possuem três principais características. Em primei-

ro lugar, todas as variáveis de decisão são decisões “aqui e agora”, o que significa que 

todas as variáveis de decisão devem ser especificadas antes da incerteza associada a 

seus parâmetros realizarem. O tomador de decisão assume a responsabilidade pelas 

consequências de suas decisões, quando e somente quando, os dados reais residem 

no conjunto de incerteza  que foi estabelecido anteriormente. Finalmente, o tomador 

de decisões não admite violações das restrições quando os dados estão dentro de um 

dado conjunto de incerteza predefinido , na literatura essas restrições são conhe-

cidas como restrições “duras” (Aharon Ben-Tal and Nemirovski 1999).

Com base no pressuposto de que o problema deve se proteger contra todas as realiza-

ções das incertezas, introduzimos o conceito de viabilidade robusta, isto é, o problema 

de otimização deve ser viável em todas as possíveis realizações dos parâmetros den-

tro de um conjunto de incertezas definido. Portanto, um vector  é considerado 

robusto viável desde que atenda as restrições para todos os cenários no conjunto pre-

definido, como se segue:

	 (7)
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A ideia de viabilidade robusta leva naturalmente a problemas de otimização orientados 

ao pior caso. Assim, introduzimos um conceito primordial no que se refere à metodo-

logia de otimização robusta, a contraparte robusta de um problema. Esta reformulação 

do problema original é definida como um problema de otimização que busca a melhor 

solução viável dentro de todas as realizações do conjunto de incertezas. Desta forma, 

o problema (6) tem sua contraparte robusta escrita da seguinte maneira

	
(8)

Observe também que o problema (8) não há incerteza nos parâmetros da função obje-

tivo. Isto, no entanto, não é uma suposição restritiva. Um problema de otimização com 

parâmetros incertos, tanto na função objetivo quanto nas restrições pode reformulado 

para se ajustar à forma do problema (8). De fato,

	

(9)

Onde este último problema possui apenas incertezas em suas restrições. Efetivamen-

te, qualquer problema com incertezas na função objetivo pode ser colocado nessa con-

figuração com a adição de uma nova variável de decisão.

Resolvendo a contraparte robusta

Devido à formulação de pior caso em seu conjunto de incerteza, a contraparte robusta 

do problema original é definida como um problema com infinitas restrições. Para fins 

didáticos, assuma um problema simplificado com apenas a restrição

	 (10)

onde , ,  e . O parâmetro incerto  pertence a um 

conjunto de incertezas predefinido  e uma solução viável  deve atender a 

desigualdade para todas as possíveis realizações de , i.e., um número infinito 

de restrições. Computacionalmente intratável, o problema deve ser substituído por um 

problema equivalente com número finito de restrições. Esta reformulação consiste em 
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três etapas, que serão apresentadas de maneira ilustrativa para um conjunto poliédri-

co de incertezas dado por

	 (11)

Etapa 1. (Formulação de pior caso): Observe que a restrição (10) é equivalente a se-

guinte restrição de pior caso

	
(12)

Etapa 2. (Dualidade): O próximo passo é obter uma restrição equivalente utilizando 

teoria de dualidade forte. O valor ótimo da função objetivo problema de maximização 

apresentado em (12) é igual ao valor ótimo da função objetivo de sua formulação dual. 

Por conseguinte, a restrição (12) é equivalente a

	
(13)

Etapa 3. (Contraparte robusta): Note que utilizando dualidade fraca, qualquer solução 

dual viável , i.e., que satisfaça , garante a restrição (13) já que

	
(14)

Logo, é suficiente que a restrição seja atendida para apenas um . Chegamos a for-

mulação final equivalente da contraparte robusta para este conjunto de incerteza 

	

(15)

Note a contraparte robusta (15) do problema é computacionalmente tratável já que 

sua função objetivo e restrições são lineares em  e em . Este exemplo poliédrico 

ilustra as ideias essenciais da otimização robusta. Além disso, usando esses mesmos 

três passos descritos e técnicas de dualidade cônica podemos chegar a contrapartes 

robustas tratáveis utilizando conjuntos de incertezas elipsoidais.
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Definindo conjunto de incertezas

Uma maneira de modelar incertezas é gerar possíveis realizações para os parâmetros 

incertos, por exemplo, pode-se definir um intervalo de valores para futuros retornos de 

um grupo de ativos. No contexto de otimização robusta, uma incerteza modelada atra-

vés de um conjunto de realizações plausíveis que devem ser consideradas na tomada 

de decisão. A contraparte robusta do problema contém um conjunto de restrições para 

cada parâmetro incerto e garante que as restrições originais sejam atendidas para o 

pior cenário dentro do conjunto de incerteza predefinido. Tipicamente, os conjuntos de 

incerteza são escolhidos de forma a atender duas propriedades importantes:

•	 Tratabilidade computacional: A restrição robusta  deve ser 

computacionalmente tratável; 

•	 Garantia probabilística: O conjunto de incerteza pode ser modelado de tal modo que 

as restrições sejam atendidas com alta probabilidade. Se , en-

tão , onde  é o nível de confiança desejado.

Normalmente, os conjuntos de incerteza utilizados na prática variam de poliedros a 

conjuntos cônicos mais sofisticados, tendo suas origens em diferentes suposições so-

bre o parâmetro de incerteza. Por exemplo, em um determinado problema pode se 

definir um intervalo de confiança para um parâmetro de incerteza, o que levaria ao 

conjunto de incerteza poliédrico proposto por (Soyster 1973b). Devido ao seu formato 

retangular, o mesmo também é conhecido como caixa. Para um parâmetro de incerte-

za , este conjunto de incerteza é definido como:

	 (16)

onde o parâmetro incerto  está a uma distância máxima  de valor nominal . Este 

conjunto incerteza contém toda a gama de realizações para cada parâmetro de incer-

teza, com isso, garante que a cada as restrições da contraparte robusta não sejam 

violadas (i.e. ). Por outro lado, existe uma pequena probabilidade de que todos os 

parâmetros incertos assumam seus valores do pior caso ao mesmo tempo. O conser-

vadorismo deste conjunto levou ao desenvolvimento de conjuntos menores que ainda 

garantem que as restrições se mantenham viáveis em quase todos possíveis cenários.
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Quando informações adicionais sobre as distribuições dos parâmetros de incertezas 

estão disponíveis, tal como momentos, simetria ou unimodalidade, abre-se a possibili-

dade para modelagem de conjuntos menores e, consequentemente, menos conserva-

dores. Por exemplo, o conjunto incerteza elipsoidal proposto por (Aharon Ben-Tal and 

Nemirovski 2000) permite incluir informações sobre o segundo momento da distribui-

ção dos parâmetros. Apresentamos este conjunto em sua forma padrão:

onde  normalmente é assumida como a matriz de variâncias e covariâncias do parâ-

metro  . Os autores também provaram que existe uma garantia probabilística se 

os parâmetros  forem variáveis aleatórias independentes e simetricamente distribuí-

das. Neste caso, a probabilidade da restrição ser violada seria no máximo .

Um segundo conjunto poliédrico foi proposto por (Dimitris Bertsimas and Sim 2004). 

Seguindo o pressuposto de que nem todos os parâmetros incertos iriam para o seu 

valor de pior caso simultaneamente, eles apresentaram um parâmetro chamado “or-

çamento” de incerteza, , que controla o número de parâmetros incertos (elementos 

do vetor ) que que podem desviar do seu valor nominal. Este conjunto de incerteza é 

dado por

	

(17)

onde  e a probabilidade de violação é limitada por  se os elementos 

do vetor  são independentes e simetricamente distribuídos. Note que quando , a 

restrição é equivalente à restrição no problema nominal e que quando assume o mesmo 

valor que o número de incertezas ( , o conjunto é o mesmo proposto por (Soyster 

1973b). Esta é a razão pela qual  é chamado de “orçamento” de incerteza, pois, alte-

rando , temos a flexibilidade de ajustar a robustez do método em termos do 

nível de conservadorismo da solução ótima. Também é importante mencionar que este 

conjunto de incerteza leva a um problema de programação linear, portanto, de menor 

complexidade computacional do que um problema cônico com conjunto de incerteza 

elipsoidal.
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Se técnicas de regressão forem utilizadas para estimar a incerteza dos parâmetros, 

conjuntos poliédricos e elipsoidais vêm naturalmente como potenciais conjuntos de 

incerteza. Além disso, como mencionado anteriormente, os mesmos também podem 

ser associados com garantias de probabilidade para cada restrição. Recentemente 

uma abordagem baseada na utilização de dados foi introduzida por (D Bertsimas, 

Gupta, and Kallus 2014). Eles propõem uma nova metodologia estatística, que utiliza 

testes de hipótese para construir de conjuntos de incerteza aplicáveis à otimização 

robusta. Além disso, no mesmo artigo também é apresentado uma orientação com 

recomendações para profissionais e aplicações em problemas de gestão de carteiras 

e filas.

Para concluir esta seção, chamamos a atenção para um equívoco importante sobre a 

interpretação do conjunto de incerteza. Quando um conjunto de incerteza é construí-

do para incluir o verdadeiro parâmetro com um nível de confiança de , implica uma 

garantia de probabilidade mais forte do que parece à primeira vista. De fato, a proba-

bilidade máxima de violação das restrições é de . Assim, através da resolução de 

um problema de otimização através de uma perspectiva RO a garantia probabilística é 

geralmente muito maior do que .

Otimização robusta de portfólio

Adotando a média e a matriz de covariâncias como medidas retorno e risco para o 

portfólio, (Markowitz 1952) encontra o portfólio ótimo para o investidor que deseja ter 

um retorno médio superior a , resolvendo o seguinte problema de otimização

	
(18)

onde  são os retornos médios e  a matriz de covariâncias para  ativos. 

Note que quanto maior a exigência de retorno médio ( ), mais tolerante a volatilidade 

é o investidor. Além disso, já que a matriz de covariâncias é positiva semi-definida e a 

restrição do problema é linear, o problema acima se encaixa na classe dos programas 

quadráticos convexos. 
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Em aplicações práticas, retornos médios estimados são susceptíveis divergir dos re-

tornos reais dos ativos, no entanto, pode-se definir um conjunto incerteza que contém 

os futuros retornos dos ativos com alta margem de garantia. Nessa estrutura, portfó-

lios robustos são modelados para que sejam relativamente mais estáveis a variações 

de  e . Para retornos esperados, conjuntos de incerteza descrevem uma estrutura 

geométrica em torno dos valores estimados de retornos futuros (Kim, Kim, and Fabo-

zzi 2013). 

Entre os diversos trabalhos sobre otimização robusta de portfólio que existem na lite-

ratura, (Lobo and Boyd 2000) apresentam uma introdução sobre o tema e lista possí-

veis conjuntos de incertezas que podem ser utilizados em retorno de ativos. Além disso, 

(Halldórsson and Tütüncü 2003) consideram um exemplo de otimização robusta para 

carteiras de investimento em sua investigação de problemas com ponto de sela. Neste 

mesmo trabalho, eles introduzem um problema de otimização baseado no modelo pro-

posto por (Markowitz 1952), que busca o portfólio ótimo considerando o pior caso dentro 

do conjunto de possíveis retornos esperados, variâncias e covariâncias, i.e.,

	
(19)

Para fins ilustrativos, vamos considerar o problema onde o conjunto de incerteza é 

somente referente ao retorno esperado :

	

(20)

A escolha mais simples de conjunto de incertezas para retornos esperados ( ) 

é a caixa

	 (21)

onde  pode estar relacionado com o nível de confiança em torno de cada retorno 

estimado. Por exemplo, se um retorno de um ativo for normalmente distribuído, então
 

 
segue uma distribuição normal, e o intervalo de confiança de 95% pode ser 
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obtido assumindo , onde  é o tamanho da amostra utilizada na 

estimação e  é a variância. 

De forma detalhada ilustraremos como encontrar a contraparte robusta do problema 

(20). Primeiro, escrevemos o problema de minimização que descreve a restrição de 

retorno esperado:

	 (22)

O problema (22) é equivalente ao problema de programação linear

	

(23)

Note que, se o valor da variável de decisão  for positiva, o menor valor da possível 

função objetivo será . Caso não seja positivo, o menor valor de  será obti-

do quando . Então, o valor mínimo para cada  será 

	
(24)

Logo, substituindo o valor ótimo do problema de segundo nível no problema original 

temos o problema de nível único equivalente

	
(25)

A partir do problema (25) podemos derivar uma explicação intuitiva para a restrição da 

contraparte robusta. Quando o peso de um ativo  é negativo, o problema robusto 

aumenta o seu retorno médio, , por outro lado, quando se assume valores po-

sitivos o retorno esperado é reduzido, . Fabozzi et al. (2009) interpreta este fato 

como um ajuste ao risco por um investidor que é avesso a erros de estimativas.



35

Outra estrutura comum de incerteza para o de retornos médios é o conjunto elipsoidal

	 (26)

onde  é muitas vezes é escolhido como o quantil de uma distribuição qui-quadrada 

com n graus de liberdade e
  

a matriz de covariâncias dos erros de estimação dos 

retornos esperados. Muitas vezes, este conjunto de incerteza é apresentado na litera-

tura como

	
(27)

onde 
 
é uma matriz triangular inferior resultante da factorização de Cholesky da 

matriz . Mais uma vez, mostra-se que utilizando os três passos apresentados na 

seção 4.2, o problema pode ser reformulado sem o problema de segundo nível. Pri-

meiro, escrevemos a expressão do pior caso dos coeficientes incertos

	

(28)

Esse é um problema de programação cônica de segunda ordem. Por definição de dua-

lidade cônica o seu dual é 

	

(29)

Observe que a restrição de igualdade permite expressar  em termos de . Consequen-

temente, retirando a restrição de igualdade o problema dual pode ser reescrito como

	
(30)

Note que o valor máximo do problema (32) vai ser obtido quando a estrição for atendida 

com igualdade, ou seja, quando 
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(31)

Portando, o máximo para cada variável de decisão  será

	
(32)

Como este é um problema cônico de segunda ordem, pela teoria da dualidade forte o 

valor ótimo do problema dual será o mesmo do problema primal. Desse modo, proble-

ma robusto original com esse conjunto de incerteza ficará

	
(33)

(Ceria and Stubbs 2006) observam que o termo  está relacionado com os 

erros de estimações dos retornos, e sua inclusão na restrição tem como efeito mini-

mizar esses erros na alocação ótima.
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III.  OTIMIZAÇÃO ROBUSTA DO CAPITAL MÍNIMO REQUERIDO

O capital mínimo requerido, calculado por modelo padrão ou via modelo interno de 

uma seguradora ou entidade de previdência aberta, define o menor capital necessário 

para o cumprimento das obrigações da empresa com os segurados. Em um modelo 

interno, o requisito de capital deve depender da política alocação de ativos e passivos 

da mesma. De forma simplificada, podemos representar um modelo interno através 

de um modelo de otimização robusta

	

(34)

com representação vetorial

	

(35)

onde ,  e .

O modelo (6) tem como objetivo encontrar o capital mínimo requerido  e as 

alocações  respeitando que o total de ativos correntes  seja igual ao total do 

passivo corrente  acrescido do . Além disso, é exigido que, ao final de um 

determinado período, o total de ativos  seja maior que o passivo total no 

mesmo período  para todo retorno  dentro do conjunto de incerteza . Note 

que (6) é um problema de otimização semi-infinita, i.e., com um número finito de variá-
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veis e um número infinito de restrições, já que o número de elementos  não é finito. 

Uma reformulação equivalente seria exigir que o pior cenário para o ativo total seja 

maior que o passivo ao final do período, i.e.,

	

(36)

Note que, apesar do modelo (36) ter um número finito de restrições, ele se caracteriza 

como um problema de otimização bi-nível. De fato, o problema do primeiro nível inclui 

uma restrição não linear que se utiliza de um segundo problema de otimização para 

encontrar o pior cenário para o total de ativos. 

Sob a decisão ótima  e , denotamos os ativos correntes por  e o pior 

caso dos ativos ao final do primeiro ano . De maneira similar a 

equação (1), podemos afirmar que, sob otimalidade, 

De fato, podemos dizer a partir da primeira equação que . A partir da se-

gunda restrição temos que . Se somarmos as duas desigualdades teremos que 

 e . Dada otimalidade, pelo menos uma das duas de-

sigualdades é atingidade na igualdade representando assim 

Para prosseguirmos o desenvolvimento, devemos definir o conjunto de incerteza. O 

conjunto  deve ser construído de forma a contemplar os cenários mais prováveis de 

retorno garantindo assim a solvência com alta probabilidade. Este modelo deve ser 

reformulado com o objetivo de encontrar sua contra-parte robusta: um modelo equi-

valente e computacionalmente tratável. 
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Modelo Soyster

No modelo originalmente proposto por (Soyster 1973b), o conjunto de incertezas é 

definido através de intervalos para os retornos , formando assim um hipercubo em 

 centrado em no valor nominal . Formalmente, 

Para uma alocação  fixa, o problema de segundo nível pode ser reescrito como um 

problema de programação linear. 

	

(37)

As desigualdades do problema (37) são uma representação linear equivalente da desigual-

dade não linear . Podemos também representá-lo de maneira vetorial, i.e,

	 (38)

Para encontrarmos a contraparte robusta de (38) precisamos escrever o problema 

dual. Considerando os multiplicadores de Lagrange vetoriais , definimos o 

problema dual lagrangeano

	 (39)

onde

	
(40)

Rearranjando a função objetivo, temos:
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Se , o problema é ilimitado já que a função objetivo diminui quanto me-

nor for o valor de . Da mesma forma, se , também temos um problema 

ilimitado já que a função objetivo diminui quando  cresce. Sendo assim, a função ob-

jetivo só assume valores reais quando . Logo, temos que

Por dualidade forte, temos que (39) é igual ao valor ótimo da função objetivo original. 

Portanto, reescrevemos (39) da seguinte forma:

Para fins didáticos, podemos substituir o termo  da função objetivo por , já 

que . Logo, temos que

Considerando uma alocação fixa  e as soluções ótimas do segundo nível, primal  e 

duais , por dualidade garantimos que

para toda solução  tal que . Logo, para garantir que , 

basta exigir que , e impondo que  e . Sendo as-

sim, o problema bi-nível pode ser reescrito como a sua contraparte robusta

	

(41)

Note que a contraparte robusta é um problema de programação linear que pode ser 

resolvido eficientemente pelos solvers disponíveis no mercado.
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Modelo Bertsimas

A desvantagem do modelo Soyster é a obtenção de uma solução excessivamente con-

servadora, que considera o pior caso de todos os retornos dos ativos acontecendo ao 

mesmo tempo, i.e., um cenário extremamente pessimista e improvável. Proteger-se 

contra esse cenário de estresse pode inviabilizar a operação de uma seguradora, já 

que geraria um CMR muito elevado. Para flexibilizar o nível de conservadorismo, o 

conjunto de incerteza proposta por (Dimitris Bertsimas and Sim 2004) é um subcon-

junto do modelo (Soyster 1973a)Soyster 1973a. Nesse caso, o modelo só admite que no 

máximo  ativos assumam ao mesmo tempo o pior caso de retorno. 

Na figura abaixo, temos um gráfico comparativo entre os conjuntos de incerteza de um 

modelo Soyster, com dois ativos, e de um modelo Bertsimas, com dois ativos e . 

Soyster Bertsimas  = 1

r 2 r 2

r1 r1

Formalmente, definimos então o novo conjunto de incerteza como

ou vetorialmente, como



42

onde  é uma matriz onde  e .

Note que se a variável auxiliar , então o retorno do ativo i assume o seu valor no-

minal . Por outro lado, se , o retorno  poderá assumir qualquer valor 

dentro do intervalo . Como , podemos controlar o nível de 

conservadorismo do modelo mexendo apenas no valor de . De fato, se , o nível 

de conservadorismo é nulo já que os retornos assumem os seus valores nominais .  

No entanto, se  temos um nível máximo de conservadorismo onde todos onde 

. Para encontrar a contraparte robusta, devemos 

escrever o problema de segundo nível, i.e., , como o problema de progra-

mação linear

Da mesma forma que antes, obtemos o lagrangeano 

Rearranjando os termos, temos que

Para , é possível mostrar que o valor ótimo da função objetivo assume va-

lores reais (diferentes de “ ”) se:  e . 

Nesse caso,  e a solução ótima  será escolhida de forma que 
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, já que estamos minimizando a função objetivo. 

Dito isso, para  temos que

Escrevendo agora o problema dual lagrangeano

como um problema de programação linear, temos

Para fins didáticos, podemos substituir o termo  da função objetivo por , já 

que . Logo, temos que

É possível mostrar que para toda solução dual viável onde , 

. Utilizando teoria de dualidade temos que 

No problema original, substituímos o problema de segundo nível pela função objetivo 

dual e incluímos as restrições duais obtendo a contraparte robusta

	

(42)
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Modelo Bertsimas com Correlação

Podemos interpretar os retornos como , onde  e  

são independentes e simetricamente distribuídos. Para incorporar a correlação entre os 

ativos considerados, podemos redefinir os limites como , onde  é a 

matriz de variâncias e covariâncias de . Na figura abaixo, temos um gráfico comparativo 

entre os conjuntos de incerteza com os mesmos limites, porém com correlação  nula, e 

.

Bertsimas  = 1, B erts imas   = 1,  = 0

r1

r 2

B erts imas   = 1,  = -0.5

r1

r 2

 = 0

r 2

r1

Bertsimas  = 1, B erts imas   = 1,  = 0

r1

r 2

B erts imas   = 1,  = -0.5

r1

r 2

 = -0.5

r 2

r1

Conjuntos de incerteza poliédricos

Formalmente, definimos então o novo conjunto de incerteza como

Neste caso, podemos reformular o problema do segundo nível , como o 

problema de programação linear
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Da mesma forma que antes, obtemos o lagrangeano 

Rearranjando os termos, temos que

Para , é possível mostrar que o valor ótimo da função objetivo assume 

valores reais (diferentes de “ ”) se:  e . 

Nesse caso,  e a solução ótima  será escolhida de forma que 
, já que estamos minimizando a função objetivo. 

Dito isso, para , temos que

Escrevendo agora o problema dual lagrangeano 
 
como um problema 

de programação linear, temos
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Para fins didáticos, podemos substituir o termo  da função objetivo por , já 

que . Logo, temos que

É possível mostrar que para toda solução dual viável onde , 

temos que . De fato, utilizando teoria de dualidade temos que 

No problema original, substituímos o problema de segundo nível pela função objetivo 

dual e incluímos as restrições duais obtendo a contraparte robusta

	

(43)

Note que o problema (43) generaliza todos os outros apresentados. De fato, se  for 

a matriz identidade, o problema (43) é equivalente ao problema (42). Além disso, se 

 o modelo seria equivalente ao modelo (41). 
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IV.  MODELAGEM DO PASSIVO

No modelo interno parcial proposto, obtemos o valor do capital baseado em risco utili-

zando a mesma equação disposto em Gatzert & Martin (2012) e apresentada na equa-

ção (1) do capítulo I: 

	

(44)

onde:

 é o ativo líquido na data da avaliação, i.e., a diferença entre ativos e provisões téc-

nicas, sem considerar a margem de risco;

 é o ativo na data da avaliação;

 é a provisão técnica na data da avaliação, i.e., a melhor estimativa dos compro-

missos futuros da seguradora;

 é o valor do ativo dado o cenário de choque na data da avaliação; e

 é o valor da provisão técnica dado o cenário de choque na data da ava-

liação.

Assim, temos que mensurar a melhor estimativa das obrigações da seguradora com 

os segurados e assistidos na data da avaliação e essas obrigações sob uma situação 

de estresse. Essa última, para termos uma base comparativa como o regime Solvência 

II, calculamos assumindo um VaR de 99,5% de nível de confiança, que, neste trabalho, 

configura o cenário de choque do passivo sob os riscos de mercado e subscrição. 

Para obtenção dos valores de passivo, trabalhamos com simulação de Monte Carlo, 

modelando as incertezas que compõem o fluxo de passivo, sejam elas, taxa de juros, 
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taxas de mortalidade e taxa de cancelamento. Além disso, a simulação de Monte Carlo 

é necessária para avaliação do risco idiossincrático no processo de cálculo do capital 

baseado em risco, que é realizada aplicando o nosso modelo interno em massas de 

tamanhos distintos. 

Os produtos avaliados neste trabalho são planos de contribuição definida, onde a 

seguradora garante a taxa de juros durante o período de diferimento e um fator de 

cálculo de anuidade, ambos definidos no contrato, para transformação do montante 

acumulado na provisão técnica em renda mensal na data de aposentadoria. A taxa 

de juros e a tábua de mortalidade, que compõem o fator de cálculo da anuidade, bem 

como o índice de preços que reajustam anualmente os valores do plano, são fixados na 

data de assinatura do contrato, com base na regulamentação do Conselho Nacional de 

Seguros Privados. A comercialização desse tipo de produto era bastante comum até 

o início dos anos 2000, quando, então, os planos unit-linkeds5 foram desenvolvidos. 

Neste trabalho, assumimos que os produtos não têm participação nos lucros (exce-

dentes financeiros) para os segurados. A modelagem de passivo toma como base o 

modelo proposto por Neves & Melo (2016) para mensuração das provisões técnicas de 

planos de anuidades brasileiros. Conforme esses autores, no Brasil, em função da re-

gulamentação vigente, companhias devem mensurar dois tipos de provisões: provisão 

contratual e provisão econômica. A primeira é calculada com base na taxa de juros e 

taxas de mortalidade fixadas no contrato e a última corresponde a melhor estimativa 

dos compromissos futuros da companhia, onde, sob a avaliação de solvência, as hi-

póteses sobre as taxas de juros, mortalidade e cancelamento têm que ser estimadas 

utilizando informações atuais e previsões realistas. 

Neves & Melo (2016) utilizaram uma abordagem estocástica em tempo contínuo, con-

siderando os conceitos da IAIS e do regime Solvência II para mensuração da melhor 

estimativa dos compromissos futuros de uma seguradora. Os autores afirmam que o 

mercado brasileiro de anuidade é incompleto e que as seguradoras não podem aplicar 

estratégias ótimas de hedge para replicar perfeitamente os fluxos de caixa futuros. 

Ademais, o modelo considera que o comportamento do segurado no mercado brasilei-

ro não é ótimo, como demonstrado Neves et al. (2014). Devido às características dos 

5	 PGBL (Plano Gerador de Benefícios Livre) e VGBL (Vida Gerador de Benefícios Livre), em especial.
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planos e do mercado, a melhor estimativa da provisão econômica, no artigo, é obtida 

por meio de expectativa condicional usando medida de probabilidade real.

Nos contratos avaliados, em caso de cancelamento durante o período de diferimento, 

o valor do resgate é exatamente o valor da provisão contratual, o mesmo ocorre em 

caso de morte do segurado naquele período. Assim, usando o Teorema de Cantelli 

(Cantelli, 1914 e Milbrodt & Stracke, 1997), as taxas de cancelamento e de mortalidade 

devem ser aplicadas na fórmula de cálculo da provisão econômica. 

Para entendermos o modelo de mensuração do passivo, temos que entender as tran-

sições possíveis entre estágios para segurados e assistidos do plano de previdência 

estudado. A Figura 1 apresenta os estágios e transições durante o período de diferi-

mento e a Figura 2 durante a fase de pagamento de renda. Há três possíveis estágios 

durante o período de diferimento: (1) segurado, (2) morto e (3) cancelado, e apenas 

dois durante o período de pagamento da renda: (1) assistido e (2) morto.

Figura 1: Estados para os plano de anuidade durante o período de diferimento,  

onde  é a força de mortalidade e  é a força de cancelamento.

segurado

morto

cancelado

(12)

(13)

Figura 2: Estados para os plano de anuidade durante o período de concessão  

a renda, onde  é a força de mortalidade.

assistido morto

(12)
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Para obtenção da expressão de cálculo para melhor estimativa da provisão econômica, 

tem-se que apresentar a fórmula de cálculo da provisão contratual, haja vista ser o va-

lor do benefício a ser recebido pelo segurado em caso de resgate ou pelo beneficiário 

em caso de morte durante o período de diferimento. A provisão contratual, para uma 

anuidade vitalícia, é denotada por Neves & Melo (2016) da seguinte forma:

onde

 é a provisão contratual no tempo , sendo mensurável e determinista;

 é a data de avaliação;

 é a idade do segurado na data de avaliação;

 é a idade de aposentadoria;

 é o período de diferimento;

 é o valor da taxa de juros fixado em contrato; 

 é a força de mortalidade fixada em contrato para uma pessoa de idade ;

 é o valor do prêmio pago no tempo , sendo ; e

 é o valor da renda paga no tempo , sendo .

A provisão econômica, que corresponde a melhor estimativa dos compromissos fu-

turos da seguradora, é obtida como se segue, considerando que as taxas de juros, 

mortalidade e cancelamento são preditas com base em informações atuais e previ-

sões realistas, assumindo que o comportamento do segurado não é ótimo e usando a 

medida de probabilidade real sob o espaço de probabilidade filtrado :
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onde

 é a melhor estimativa do valor da provisão econômica no tempo ;

 é a provisão contratual no tempo , sendo mensurável e determinista;

 é a data de avaliação;

 é a idade do segurado na data de avaliação;

 é a idade de aposentadoria;

 é o período de diferimento;

 é a taxa de juros real no momento no tempo ;

 é a força de mortalidade na idade ;

 é a força de cancelamento na idade , sendo ; e

, e  são estocásticas e previstas sob a medida de probabilidade real .

No modelo proposto, precisamos calcular o passivo em uma situação de estresse, na 

data de avaliação, que alimentará nosso modelo de otimização robusta. Para isso, cal-

culamos o Value-at-risk (VaR), com nível de confiança de 99,5%, dos compromissos 

futuros da seguradora:
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Para previsão das taxas de juros, que é utilizada no cálculo da melhor estimativa do 

valor da provisão econômica e do valor da provisão técnica dado o cenário de choque, 

assumimos que a taxa de juros de curto prazo livre de risco evolui de acordo como o 

modelo clássico CIR (Cox et al., 1985). Esse modelo afim de um fator segue a seguinte 

equação diferencial estocástica:

	 (45)

onde

 é a taxa de juros de curto prazo livre de risco no tempo ;

 é a velocidade de ajustamento;

 é a locação central ou taxa de juros de longo prazo;

 é a volatilidade;

,  e  são constantes, com  e ;

, para as taxas não serem negativas; e

 é o movimento P-Browniano. 

Para estimar os parâmetros do modelo CIR (eq. (5)), aplicamos o método dos mo-

mentos generalizados na forma apresentada por Chan et al. (1992). A base de dados 

utilizada é composta pelas taxas de curto prazo de seis meses para curva de cupom de 
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IPCA, de setembro de 2003 a dezembro de 2015, obtida na forma do apresentado em 

Franklin et al. (2012). Em seguida, por meio de simulação de Monte Carlo, prevemos 

as taxas de juros de curto prazo livre de risco para períodos futuros que são inputs das 

equações (3) e (4).

Para previsão das taxas de mortalidade, vamos assumir que probabilidades de morte 

no ano de avaliação são aquelas encontradas na tábua de mortalidade BR-EMS 2010 

– cobertura de sobrevivência (Oliveira et al., 2012), que foi construída a partir da expe-

riência do mercado segurador brasileiro. Para previsão dos ganhos futuros de longe-

vidade, e, por conseguinte, das taxas de mortalidade para os anos seguintes, usamos 

o modelo estrutural multivariado proposto por Neves et al. (2016). Nesse artigo, os 

autores estimam o ganho de longevidade a partir de 2010, haja vista que utilizam da-

dos de mortalidade da população brasileira até 2009.

Para das taxas de mortalidade utilizadas nas equações (3) e (4), multiplica-se os fa-

tores de ganhos de longevidade encontrados no citado artigo pelas taxas centrais de 

mortalidade provenientes da tábua de mortalidade BR-EMS 2010 – cobertura de so-

brevivência, para calcular as probabilidades de morte do ano de 2016 em diante. As-

sumimos, ainda, que as taxas de mortalidade são independentes do risco financeiro e 

das taxas de cancelamento.

Para previsão das taxas de cancelamento, aplicaremos o modelo de Neves et al. 

(2014). Nesse artigo, os autores modelam as taxas de cancelamento de planos de anu-

idade brasileiros usando um modelo estocástico multiestágio que prevê as taxas de 

cancelamento por meio de simulação de Monte Carlo após a execução dos seguintes 

processos: modelos lineares generalizados (GLM), ARMA-GARCH e cópulas multiva-

riadas. Como requerido no regime Solvência II, o modelo assume que as taxas de can-

celamento não são independentes do mercado financeiro, pois a taxa de juros é uma 

variável explicativa no passo GLM. Além disso, o modelo considera que as taxas de 

cancelamento são afetadas por crises financeiras. Isso se dá pela utilização dos resí-

duos das taxas de retorno do índice de mercado de ações brasileiro (Ibovespa) como 

uma das distribuições marginais utilizadas na modelagem de dependência através de 

cópulas multivariadas. 
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Para previsão das taxas de cancelamento futuras, usadas como insumo nas equações 

(3) e (4), a base de dados utilizada consiste nas taxas de cancelamento mensais de 

planos de anuidades de uma relevante seguradora brasileira, de janeiro de 2006 até 

dezembro de 2011, as taxas de juros de curto prazo observadas e o Ibovespa até de-

zembro de 2015. Como trabalhamos com taxas de cancelamento anual, transforma-

mos as taxas de cancelamento mensais em anuais.

Mensuração do Passivo

Para obtenção dos valores de provisão necessárias, utilizamos o pacote estatístico R. 

Para obtenção do valor da provisão contratual, haja vista que as taxas de juros e de 

mortalidade são determinísticas, assumindo o método prospectivo e uma anuidade 

vitalícia simples, utilizamos a seguinte expressão:

	
(46)

onde

 é a provisão contratual no tempo ;

 é a data de avaliação;

 é a idade do segurado na data de avaliação;

 é a idade de aposentadoria;

 é o período de diferimento;

 é o valor da taxa de juros fixado em contrato; 

 é a probabidade de um pessoa de idade  chegar vivo à idade , 

obtida com base na tábua de mortalidade fixada no contrato;

 é o valor do prêmio pago; e

 é o valor da renda.
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Para obtenção da provisão econômica usamos simulação da Monte Carlo, dada a esto-

casticidade presente das taxas de mortalidade, taxa de juros e taxas de juros, usadas 

na mensuração da provisão econômica (eq.(3)) e do passivo em uma situação de es-

tresse (eq.(4)). 

Para simulação, devemos, anteriormente, fixar os parâmetros de cada segurado a 

ser simulado, idade de entrada no plano, idade atual, idade de aposentadoria e ren-

da anual pretendida, bem como as taxas de juros e taxas de mortalidade fixados no 

contrato. O algoritmo usado na simulação para cada segurado é sintetizado a seguir:

1.	 entre com as característica do plano e do segurado , onde 

: renda anual , tábua de mortalidade e taxa de 

juros garantida no contrato, idade de entrada no plano , idade atual  e ida-

de de aposentadoria .

2. calcule o valor do prêmio necessário para atingir a renda  na data de aposentado-

ria, dado os parâmetros técnicos contratados:

 

	 onde  é obtido com base na tábua de mortalidade fixada no contrato e  é a 

taxa de juros contratual.

3. simule  vezes para , como se segue:

- início:  e 

(a)	 gere um valor aleatório para a taxa de mortalidade para idade  no tempo 

, utilizando o modelo de previsão de taxa de mortalidade; 

(b)	 obtenha por aproximação a probabilidade de morte: .

(c)	 gere um valor aleatório para a probabilidade de cancelamento para idade  
no tempo , utilizando o modelo de previsão de taxa de cancelamento, 

após a data de aposentadoria fixada assume-se ;
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(d)	 obtenha, por aproximação, a probabilidade de morte e de cancelamento consi-

derando os dois decrementos:

; e 

(e)	 gere um valor aleatório para expectativa do preço , na data da avaliação, 

de uma unidade de um título zero cupom livre de risco, com data de vencimento 

em , obtida com bases no modelo CIR. Esse valor é obtido usando as ex-

pressões matemáticas dadas em Cox et al. (1985) e as taxas de juros de curto 

prazo simuladas.

(f)	 calcule a provisão contratual em   utilizando a eq.(6), após a data de 

aposentadoria considere 

(g)	 gere duas variáveis aleatórios uniformes (0, 1) independentes,  e ;

•	 se  e  então: 

-	

-	 faça  e volte para (a).

•	 caso contrário: 

-	 faça ; e 

-	 termine a simulação  e vá para simulação  em um total de  simula-

ções para cada segurado .

4.	 inicie a simulação do próximo segurado .

Cada simulação gera  valores presentes de fluxo de caixa para cada segurado , a soma 

desses  valores produz a distribuição de tamanho  do valor presente das despesas 

futuras da companhia. Assumimos que o valor esperado dessa distribuição é a melhor 

estimativa do valor da provisão econômica na data da avaliação  e que seu VaR 

de 99,5% corresponde ao passivo em uma situação de estresse .
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V.  ESTUDOS DE CASO

O objetivo principal do trabalho é propor um modelo teórico e apresentar uma apli-

cação prática para elaboração de um modelo interno de mensuração do valor de re-

querimento de capital de solvência que vise ao mesmo tempo uma alocação ótima da 

carteira de ativos e dos recursos dos acionistas da companhia de seguros. Portanto, 

por meio de otimização sob incerteza, nosso modelo procura uma carteira ótima de 

ativos que minimize o capital baseado em risco. 

Neste capítulo são apresentados estudos de casos onde o modelo teórico proposto é 

aplicado a massas de segurados de tamanhos distintos. Dessa forma, o perfil da mas-

sa escolhida e as características do plano de previdência são fundamentais para os 

resultados obtidas. Em função disso, escolhemos segurados com perfil bem comum à 

população que compra planos de previdência privada e bases técnicas usuais.

As massas hipotéticas de segurados escolhidas são formadas por homens de 40 anos, 

na data base do estudo (janeiro de 2016), e que entraram no plano de previdência de 

contribuição definida, já descrito no capítulo IV, aos 25 anos, e, considerando 35 anos 

de contribuição, aposentar-se-ão aos 60 anos de idade. Trabalhamos com massas de 

três tamanhos distintos: 100, 1.000 e 10.000 segurados.

O plano de previdência hipotético garante uma taxa de juros real de 6% ao ano e obtém 

o fator de cálculo de anuidade por meio da tábua Annuity 2000 Mortality Table (AT 2000) 

para o sexo masculino e utilizando a mesma taxa de juros real. Escolhemos essa taxa 

de juros por ser o limite máximo permitido pelo Conselho Nacional de Seguros Priva-

dos, órgão regulador de seguros e previdência no Brasil, e porque quando aplicamos 

o modelo CIR (ver capítulo IV), a taxa de juros de longo prazo obtida foi de 6,1% a.a.. 

Quanto à escolha da tábua de mortalidade, a AT 2000 é, atualmente, uma das mais 

usadas pelas seguradoras brasileiras em seus produtos de anuidade. 

Adotamos também, no nosso estudo de caso, uma renda vitalícia de R$ 50.000,00, que 

implica em uma necessidade, dadas as características das massas e das bases técni-

cas, de contribuição anual de R$ 5.169,84.
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Na primeira parte deste capítulo, apresentamos apenas os resultamos referente ao 

risco de subscrição (risco de passivo). Com as bases técnicas dos planos, utilizando as 

equações do capítulo IV, calculamos a provisão contratual - , que é insumo para o 

cálculo da melhor estimativa dos compromissos futuros da seguradora - . Rea-

lizadas as previsões de taxas de cancelamento, taxas de mortalidade e taxas de juros, 

nos termos já descritos no capítulo IV, e aplicando, respectivamente, as equações (3) e 

(4) do capítulo IV, obtemos  e o valor da provisão técnica dado o cenário de choque 

(provisão econômica) - , calculada assumindo um VaR com nível de con-

fiança de 99,5%. Esses valores de provisão compõem o cálculo do capital baseado em 

risco do nosso modelo interno parcial. Vale a pena ressaltar que  é 

o valor do capital baseado em risco de subscrição, caso modelássemos apenas esse 

risco. Na Tabela 1, podemos verificar os valores dessas provisões:

Tabela 1.  Provisões obtidas paras as massas estudadas

Tamanho  
da massa de  
segurados

Pc(t) Pme(t) P|choque(t)

100 R$ 12.033.310,00 R$ 12.251.154,00 R$ 12.445.000,70

1.000 R$ 120.333.100,00 R$ 122.517.950,00 R$ 124.024.533,00

10.000 R$ 1.203.331.000,00 R$ 1.255.193.333,00 R$ 1,229,435.985,00

Na Tabela 2, obteremos, apenas para efeito de análise do risco idiossincrático, obte-

mos os valores do capital baseado em risco de subscrição e comparamos tais valores 

com o valor da provisão econômica.

Tabela 2. Valor do capital baseado em risco de subscrição e a relação  

entre ele e a provisão econômica

Tamanho da massa  
de segurados

Capital baseado em 
 risco de subscrição - 

CBRS(t)

CBRS(t)
Pme(t)

100 R$ 203.846,70 1,66%

1.000 R$ 1.506.603,00 1,23%

10.0000 R$ 4.242.652,00 0,35%
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Com a análise da Tabela 2, fica claro que, relativamente, quando menor o tamanho da 

massa maior é o risco de subscrição, obtido considerando os riscos de sobrevivência, 

dos ativos e assistidos, após a data de aposentadoria, cancelamento dos ativos e de 

taxa de juros. Com aumento da massa, elimina-se grande parte do risco idiossincráti-

co, restando apenas os demais riscos. 

Apresentado separadamente os resultados do risco de passivo para os casos em 

estudo, passamos a analisar os resultados do modelo de otimização robusta, onde 

obtemos o valor de requerimento de capital de solvência visando ao mesmo tempo 

uma alocação ótima da carteira de ativos. Para compatibilizar o modelo estocástico 

do passivo com o modelo de otimização robusta, precisamos de uma estimativa con-

servadora do passivo ao final de 1 ano. Para isso, podemos calcular o valor futuro do 

, i.e., o passivo  definido no modelo de otimização será calculado como 

, onde a taxa de desconto  é uma 

taxa fixa e igual a 6% acima da inflação, denotada aqui neste trabalho como .

Neste estudo de caso, temos como objetivo determinar a alocação estratégica dos 

ativos divididos em 7 classes cujos retornos são modelados pela variação percentual 

de índices representativos. As classes consideradas são as seguintes:

•	 Renda fixa pós-fixada

•	 Renda fixa pré-fixada com maturidade menor que 1 ano

•	 Renda fixa pré-fixada com maturidade maior ou igual a 1 ano

•	 Renda fixa indexada à inflação (IPCA) com maturidade menor que 5 anos

•	 Renda fixa indexada à inflação (IPCA) com maturidade maior ou igual a 5 anos 

•	 Ações 

•	 Dólar 
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Considerando então o conjunto de ativos descritos acima, modelamos os respectivos 

retornos nominais entre os instantes de tempo  e , i.e., , da 

seguinte forma para igual a:

•	 CDI (Certificado de Depósito Interbancário) considerado como taxa livre de risco.

•	 Variação percentual do índice IRF-M 1 (Índice de Renda Fixa do Mercado para títulos 

com tempo para o vencimento menor que 1 ano).

•	 Variação percentual do índice IRF-M 1+ (Índice de Renda Fixa do Mercado para títu-

los com tempo para o vencimento maior ou igual a 1 ano).

•	 Variação percentual do índice IMA-B 5 (Índice de Mercado Ambima para títulos in-

dexados a inflação com tempo para o vencimento menor que 5 anos).

•	 Variação percentual do índice IMA-B 5+ (Índice de Mercado Anbima para títulos in-

dexados a inflação com tempo para o vencimento menor que 5 anos).

•	 Variação percentual do índice Ibovespa (Índice de ações da B3 – antiga BM&F Bo-

vespa).

•	 Variação percentual da cotação do dólar em real.

Para que os retornos dos ativos fiquem comparáveis à meta atuarial de 6%, modela-

mos o retorno real acima da variação do IGP-M. Dessa forma definimos

Como um exemplo ilustrativo da usabilidade deste tipo de modelo, estimamos uma log-

-normal multivariada para o vetor de retornos reais (acima da inflação), , 

e assumimos esta distribuição como o verdadeiro processo gerador de dados. Nessa es-

timação utilizamos 120 retornos mensais anualizados e estimamos a distribuição multi-

variada  onde  e  serão aqui considerados conhecidos.
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Em análises pós-otimização, realizamos simulações estocásticas com  ce-

nários representando a distribuição multivariada  e calculamos a frequência 

relativa onde a restrição de solvência é violada. Em outras palavras, criamos uma va-

riável indicadora  para cada cenário , definida por

onde  é o retorno do ativo  para o cenário simulado  e  é a alocação 

estratégica ótima para o ativo  em função de  e . Desta forma a probabilidade de 

insolvência pode ser empiricamente estimada como

Nas subseções seguintes, fazemos duas análises de sensibilidade do modelo. A pri-

meira análise será feita para a massa de 100 segurados com o objetivo de analisar o 

impacto dos parâmetros que regem o conjunto de incerteza  e o nível de conserva-

dorismo  sob a alocação ótima da carteira, CMR e probabilidade de insolvência. A 

segunda análise, assumimos o conjunto de incerteza definido para , e testamos 

o modelo para as diferentes massas de segurados (100,1000 e 10000 participantes). 

Nesta segunda análise, temos o objetivo de analisar como o CMR e a probabilidade de 

insolvência são influenciados pelo tamanho da sociedade seguradora.

Análise de sensibilidade no conjunto de incerteza  e conservadorismo 

Nesta seção, foi realizada uma análise de sensibilidade dos resultados (alocação e 

CMR) em função dos parâmetros  e . O parâmetro  pode ser interpretado como 

o número de desvios padrões que um determinado retorno pode desviar de seu valor 

nominal, i.e., o seu valor esperado. Por simplicidade, consideramos somente um ta-

manho de massa de 100 segurados. Na Figura 1 apresentamos um gráfico com duas 

escalas no eixo vertical onde o eixo horizontal são valores de . Na escala da esquer-

da, apresentamos em milhões de reais os gráficos de barra representando os valores 

de ativos e passivos. Para cada valor de , a barra da esquerda representa o total de 

ativos distribuídos entre as 7 classes consideradas e a barra da direita representa o 
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passivo dividido em provisões técnicas e capital mínimo requerido ( ). Na escala 

da direita apresentamos a probabilidade de violação da restrição de solvência, i.e., a 

probabilidade de insolvência estimada via simulação. 

Figura 1. Balanço patrimonial e probabilidade de insolvência para 
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Note que a probabilidade de insolvência decai rapidamente com o aumento de . De 

fato, a alocação obtida com o modelo de otimização robusta é fica mais conservadora 

com o aumento de . Um  alto significa que o conjunto de incerteza considerado na 

decisão permite que até  ativos atinjam ao mesmo tempo o pior retorno possível. 

Note que com isso o valor de  é crescente com . Para , por exemplo, a 

decisão é tão conservadora que é exigido um CMR maior e uma alocação de 100% no 

CDI (ativo sem risco considerado). Nas Figuras Figura 2 e Figura 3, uma análise simi-

lar pode ser feita para .
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Figura 2. Balanço patrimonial e probabilidade de insolvência para 

0 1 2 3 4 5 6 7

B
al

an
ço

 p
at

ri
m

on
ia

l (
M

M
 R

$)

P
ro

ba
bi

lid
ad

e 
de

 in
so

lv
ên

ci
a 

(%
)

17.5

15.0

12.5

10.0

7.5

5.0

2.5

0

40

30

20

10

0

CDI
IRF-M1
IRF-M1+
IMA-B 5
IMA-B 5+
Ibovespa
Dólar
Provisões
CMR

Podemos concluir que para um  fixo, o nível de conservadorismo  é suficiente para 

determinar a carteira ótima, o CMR e a probabilidade de insolvência. Observamos tam-

bém que quanto maior o , número de desvio-padrão em torno da média que um retorno 

pode assumir, maior será o CMR e maior será a sensibilidade do modelo ao parâmetro 

. Por exemplo, para  e  obtemos uma carteira diversificada com ativos com 

risco incluídos. Já para  e , a alocação é de 100% no ativo livre de risco. Note 

também que o perfil da carteira de ativos arriscados se mantém constante para diferen-

tes , aumentando somente percentual alocado no ativo livre de risco.
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Figura 3.  Balanço patrimonial e probabilidade de insolvência para 
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Análise de sensibilidade no tamanho da massa segurada

Para um , calculamos o CMR e a alocação estratégica nas 7 classes de ativos para 

diferentes valores de orçamento de incerteza . Definimos o capital mínimo 

requerido como . Na Tabela 3, reportamos o . Podemos 

observar que o CMR aumenta com o número de segurados e com o nível de conser-

vadorismo . De fato,  é uma forma de parametrizar o nível de conservadorismo do 

decisor, onde  é o menos conservador e  é o mais conservador.

Tabela 3. Capital mínimo requerido

100 segurados 1.000 segurados 10.000 segurados
0 R$0,00 R$0,00 R$0,00
1 R$453.292,70 R$4.165.610,30 R$0,00
2 R$1.078.101,55 R$10.291.507,80 R$61.504.473,32
3 R$1.764.166,18 R$17.152.513,00 R$129.284.913,30
4 R$2.523.737,72 R$24.748.625,90 R$204.596.513,28
5 R$2.842.267,73 R$27.811.574,65 R$235.976.346,60
6 R$2.842.267,73 R$27.811.574,65 R$235.976.346,60
7 R$2.842.267,73 R$27.811.574,65 R$235.976.346,60
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Para melhor compreensão deste resultado, reportamos na Tabela 4 a razão entre 

 e a melhor estimativa do passivo . Podemos observar que o CMR diminui, 

em termos percentuais, quando o número de segurados aumenta. 

Tabela 4. Capital mínimo requerido percentual

100 segurados 1.000 segurados 10.000 segurados
0 0,0% 0,0% 0,0%
1 3,7% 3,4% 0,0%
2 8,8% 8,4% 4,9%
3 14,4% 14,0% 10,3%
4 20,6% 20,2% 16,3%
5 23,2% 22,7% 18,8%
6 23,2% 22,7% 18,8%
7 23,2% 22,7% 18,8%

Na Tabela 5 reportamos a probabilidade de insolvência estimada via simulação. Note 

que para , a probabilidade de insolvência levantada por simulação não depende 

do número de segurados. Isso acontece, pois, o modelo de otimização robusta identi-

fica um menor risco para o caso com mais segurados e por consequência dimensiona 

um CMR adequado. 

Tabela 5. Probabilidade de insolvência

100 segurados 1000 segurados 10000 segurados
0 45,5% 44,9% 44,3%
1 23,4% 23,4% 23,4%
2 14,7% 14,7% 14,7%
3 7,9% 7,9% 7,9%
4 3,4% 3,4% 3,4%
5 0,8% 0,8% 0,8%
6 0,8% 0,8% 0,8%
7 0,8% 0,8% 0,8%

Note que se utilizarmos um nível de aversão a risco similar ao utilizado no capital de 

subscrição (99,5% de confiança) escolheríamos  já que a probabilidade de insol-

vência é de 0,8%. Para , a alocação ótima é de 100% no ativo sem risco (CDI), uma 

consequência direta das altas taxas de juros nominais do mercado brasileiro.
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Esse resultado demonstra a alta usabilidade deste método pelas empresas do mer-

cado segurador. Com um único parâmetro , uma seguradora consegue determinar 

qual o menor capital baseado em risco que garante a sua solvência com determinado 

nível de confiança, independente do tamanho de sua massa segurada. Esse resultado 

é obtido devida uma otimização conjunta do CMR e da carteira de ativos levando em 

suas correlações e um valor conservador para o passivo. Além de um controle único de 

risco, esse modelo é de fácil implementação cuja resolução pode ser feita de forma efi-

ciente por qualquer solver (comercial ou gratuito) de programação linear. Devido a sua 

tratabilidade computacional e parcimônia em sua parametrização, o modelo proposto 

pode ser largamente utilizado pelo mercado incluindo pequenas, médias e grandes 

sociedades seguradoras.
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VI.  CONCLUSÃO

Neste livro, propomos uma nova metodologia de cálculo do capital mínimo requerido 

(CMR) como modelo interno parcial e apresentamos uma aplicação realista socieda-

des seguradoras. Por meio de otimização robusta, o modelo proposto procura uma 

carteira ótima de ativos que minimize o capital baseado em risco e garanta (com alta 

probabilidade) a solvência da seguradora. Desta forma, temos a cootimização da car-

teira e do capital da companhia de seguros. 

No capítulo I, contextualizamos a evolução da análise e supervisão de solvência no 

mercado internacional de seguros e previdência. Esclarecemos, ainda, que se compa-

rarmos nosso modelo com os módulos e submódulos de risco da abordagem padrão 

do regime Solvência II, na nossa proposta de modelo interno parcial, a mensuração dos 

passivos engloba os riscos de sobrevivência, cancelamento e taxa de juros. E no lado 

dos ativos, por trabalharmos com carteiras hipotéticas de títulos públicos, ações e 

variação do dólar, são abordados os riscos de taxas de juros, ações e câmbio. Ainda 

no Capítulo I, descrevemos sucintamente o modelo padrão do Solvência II, bem como 

as regras para elaboração do modelo interno. Além de apresentar artigos referenciais 

sobre modelo interno no mercado de seguros e previdência e uma visão geral do mo-

delo brasileiro padrão para cálculo do capital baseado em risco. 

No capítulo II, apresentamos um background teórico sobre otimização robusta, a prin-

cipal componente de inovação deste trabalho. Em particular, apresentamos conceitos 

básicos de otimização robusta aplicada a alocação de ativos utilizando os principais 

conjuntos de incerteza da literatura. Mostramos passo-a-passo o desenvolvimento 

dos modelos denominada contraparte robusta, que são tratáveis computacionalmente 

utilizando solvers comerciais.

No capítulo III, apresentamos o modelo interno de cálculo de capital baseado em ris-

co utilizando otimização robusta. De fato, definimos um modelo que minimiza o CMR 

escolhendo a carteira de ativos que garante solvência mesmo sob o pior caso (dentro 

de um conjunto de incerteza) de retorno dos ativos e para um valor conservador de 
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passivo. Desenvolvemos a contraparte robusta para os principais conjuntos de incer-

tezas poliedrais e convexo, resultando em um modelo de programação linear compu-

tacionalmente tratável e de rápida solução. Para o conjunto de incerteza mais geral, 

consideramos retornos correlacionados e um parâmetro, conhecido com orçamento 

da incerteza, que controla o nível de conservadorismo do modelo. O orçamento da 

incerteza está diretamente ligado à ao CMR e a probabilidade de insolvência induzida 

pelo modelo. De fato, quanto mais conservador maior o CMR e menor a probabilidade 

de insolvência.

No capítulo IV, apresentamos a modelagem do passivo atuarial. Mensuramos a melhor 

estimativa das obrigações da seguradora com os segurados e assistidos na data da 

avaliação e essas obrigações sob uma situação de estresse. Calculamos assumindo 

um VaR de 99,5% de nível de confiança semelhante ao modelo Solvência II, configuran-

do o cenário de choque do passivo sob os riscos de mercado e subscrição. Neste livro, 

aplicamos o modelo a planos de previdência de contribuição definida, onde a segura-

dora garante a taxa de juros durante o período de diferimento e um fator de cálculo de 

anuidade, ambos definidos no contrato, para transformação do montante acumulado 

na provisão técnica em renda mensal na data de aposentadoria. Na mensuração do 

passivo, utilizamos simulação de Monte Carlo, e descrevemos, além do modelo atua-

rial utilizado, o algoritmo de simulação. 

No capítulo V, apresentados estudos de casos onde o modelo proposto é aplicado a 

massas de segurados de tamanhos distintos. Como o perfil da massa escolhida e as 

características do plano de previdência são fundamentais para os resultados obtidos, 

escolhemos segurados com perfil bem comum à população que compra planos de 

previdência privada e bases técnicas usuais. 

Na primeira parte do capítulo V, calculamos para diferentes massas a provisão contra-

tual, melhor estimativa dos compromissos futuros da seguradora, e o valor da provi-

são técnica dado o cenário de choque (provisão econômica), calculada assumindo um 

VaR com nível de confiança de 99,5%. Esses valores de provisão compõem o cálculo do 

capital baseado em risco do nosso modelo interno parcial. Assim, obtemos o valor do 

capital baseado em risco de subscrição, caso modelássemos apenas esse risco. Após 

análise, concluímos que quando menor o tamanho da massa maior é o risco de subs-

crição, obtido considerando os riscos de sobrevivência, dos ativos e assistidos, após a 
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data de aposentadoria, cancelamento dos ativos e de taxa de juros. Com aumento da 

massa, elimina-se grande parte do risco idiossincrático, restando apenas os demais 

riscos.

Na segunda parte do capítulo V, aplicamos o modelo de otimização robusta às diferen-

tes massas de segurados obtendo os valores de CMR e probabilidade de insolvência 

para cada nível de conservadorismo. Como esperado, o CMR de massas menores é 

maior devido a maior provisão econômica do passivo. No entanto, a probabilidade de 

insolvência pode ser determinada unicamente pelo nível de conservadorismo. Esse 

importante resultado demonstra a generalidade e potencial aplicabilidade prática do 

modelo proposto: independente do tamanho da seguradora a probabilidade de insol-

vência pode ser controlada por um parâmetro único, que induz ao CMR adequado ao 

tamanho da massa e ao nível de conservadorismo do segurador. Por esse resulta-

do, acreditamos que o modelo proposto neste trabalho pode ser replicado na prática 

por sociedades seguradoras para obtenção de seu modelo interno parcial de risco de 

subscrição e de mercado, haja vista os excelentes resultados apresentados. Ademais, 

dado a não existência de um rico referencial teórico para modelagem interna de risco 

de sociedades seguradoras, o modelo proposto cria bases metodológicas para o de-

senvolvimento de potenciais trabalhos científicos. 
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